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nas palabras de los autores 


jBienvenido a la novena edicion de Calculol Nos enorgullece ofrecerle una nueva version 
revisada de nuestro libro de texto. Mucho ha cambiado desde que escribimos la primera 
edicion hace mas de 35 anos. En cada edicion los hemos escuchado a ustedes, esto es, 
nuestros usuarios, y hemos incorporado muchas de sus sugerencias para mejorar el libro. 

A lo largo de los anos, nuestro objetivo ha sido siempre escribir con precision y de 
manera legible conceptos fundamentales del calculo, claramente defmidos y demostrados. 
A1 escribir para estudiantes, nos hemos esforzado en ofrecer caracterfsticas y materiales que 
desarrollen las habilidades de todos los tipos de estudiantes. En cuanto a los profesores, nos 
enfocamos en proporcionar un instrumento de ensenanza amplio que emplea tecnicas pe- 
dagogicas probadas, y les damos libertad para que usen en forma mas eficiente el tiempo 
en el salon de clase. 

Tambien hemos agregado en esta edicion una nueva caracterfstica denominada ejercicios 
Para discusion. Estos problemas conceptuales sintetizan los aspectos clave y proporcionan 
a los estudiantes mejor comprension de cada uno de los conceptos de seccion. Los ejercicios 
Para discusion son excelentes para esa actividad en el salon de clase o en la preparation de 
examenes, y a los profesores puede resultarles valioso integrar estos problemas dentro de su 
repaso de la seccion. Estas y otras nuevas caracterfsticas se unen a nuestra pedagogfa pro- 
bada en el tiempo, con la meta de permitir a los estudiantes y profesores hacer el mejor uso 
del libro. 

Esperamos que disfrute la novena edicion de Calculo. Como siempre, seran bienveni- 
dos los comentarios y sugerencias para continuar mejorando la obra. 


Ron Larson 



\3£lu+Jo 


Bruce H. Edwards 


IX 


gradecimientos 


Nos gustarfa dar las gracias a muchas personas que nos ayudaron en varias etapas de este 
proyecto a lo largo de los ultimos 35 anos. Su estfmulo, crfticas y sugerencias han sido in- 
valuables. 


Revisores de la novena edicion 

Ray Cannon, Baylor University 

Sadeq Elbaneh, Buffalo State College 

J. Fasteen, Portland State University 

Audrey Gillant, Binghamton University 

Sudhir Goel, Valdosta State University 

Marcia Kemen, Wentworth Institute of Technology 

Ibrahima Khalil Kaba, Embry Riddle Aeronautical University 

Jean-Baptiste Meilhan, University of California Riverside 

Catherine Moushon, Elgin Community College 

Charles Odion, Houston Community College 

Greg Oman, The Ohio State University 

Dennis Pence, Western Michigan University 

Jonathan Prewett, University of Wyoming 

Lori Dunlop Pyle, University of Central Florida 

Aaron Robertson, Colgate University 

Matthew D. Sosa, The Pennsylvania State University 

William T. Trotter, Georgia Institute of Technology 

Dr. Draga Vidakovic, Georgia State University 

Jay Wiestling, Palomar College 

Jianping Zhu, University of Texas at Arlington 


Miembros del Comite de Asesores de la novena edicion 

Jim Braselton, Georgia Southern University, Sien Deng, Northern Illinois University, 
Dimitar Grantcharov, University of Texas, Arlington ; Dale Hughes, Johnson County 
Community College', Dr. Philippe B. Laval, Kennesaw State University, Kouok Law, 
Georgia Perimeter College, Clarkson Campus', Mara D. Neusel, Texas Tech University, 
Charlotte Newsom, Tidewater Community College, Virginia Beach Campus; Donald W. 
Orr, Miami Dade College, Kendall Campus; Jude Socrates, Pasadena City College; Betty 
Travis, University of Texas at San Antonio; Kuppalapalle Vajravelu, University of Central 
Florida 


Revisores de ediciones anteriores 

Stan Adamski, Owens Community College; Alexander Arhangelskii, Ohio University; Seth 
G. Armstrong, Southern Utah University; Jim Ball, Indiana State University; Marcelle 
Bessman, Jacksonville University; Linda A. Bolte, Eastern Washington University; James 
Braselton, Georgia Southern University; Harvey Braverman, Middlesex County College; 
Tim Chappell, Penn Valley Community College; Oiyin Pauline Chow, Harrisburg Area 
Community College; Julie M. Clark, Hollins University; PS. Crooke, Vanderbilt University; 


Agradecimientos 


xi 


Jim Dotzler, Nassau Community College; Murray Eisenberg, University of Massachusetts 
at Amherst; Donna Flint, South Dakota State University; Michael Frantz, University of La 
Verne; Sudhir Goel, Valdosta State University; Arek Goetz, San Francisco State University; 
Donna J. Gorton, Butler County Community College; John Gosselin, University of Georgia; 
Shahryar Heydari, Piedmont College; Guy Hogan, Norfolk State University; Ashok Kumar, 
Valdosta State University; Kevin J. Leith, Albuquerque Community College; Douglas B. 
Meade, University of South Carolina; Teri Murphy, University of Oklahoma; Darren Nara- 
yan, Rochester Institute of Technology; Susan A. Natale, The Ursuline School, NY; Terence 
H. Perciante, Wheaton College; James Pommersheim, Reed College; Leland E. Rogers, 
Peppercline University; Paul Seeburger, Monroe Community College; Edith A. Silver, Mer- 
cer County Community College; Howard Speier, Chandler-Gilbert Community College; 
Desmond Stephens, Florida A&M University; Jianzhong Su, University of Texas at Arling- 
ton; Patrick Ward, Illinois Central College; Diane Zych, Erie Community College 


Muchas gracias a Robert Hostetler, de The Behrend College, en The Pennsylvania State 
University, y a David Heyd, de la misma institution, por sus importantes contribuciones a 
las ediciones previas de este texto. 

Una nota especial de agradecimiento a los profesores que respondieron nuestra encues- 
ta y a los mas de dos millones de estudiantes que han usado las ediciones anteriores de la 
obra. 

Tambien quisieramos agradecer al personal de Larson Texts, Inc., que apoyo en la 
preparacion del manuscrito, realizo el diseno editorial, levanto la tipograffa y leyo las prue- 
bas de las paginas y suplementos en la edition en ingles. 

En el ambito personal, estamos agradecidos con nuestras esposas, Deanna Gilbert 
Larson y Consuelo Edwards, por su amor, paciencia y apoyo. Ademas, una nota especial de 
gratitud para R. Scott O'Neil. 

Si usted tiene sugerencias para mejorar este texto, por favor sientanse con la libertad 
de escribirnos. A lo largo de los anos hemos recibido muchos comentarios utiles tanto de 
los profesores como de los estudiantes, y los valoramos sobremanera. 

Ron Larson 


Bruce H. Edwards 



aracteristicas 


Herramientas pedagogicas 


|— PARA DISCUSION j 

iNUEVO! Los ejercicios para discusion que aparecen 
ahora en cada seccion sintetizan los conceptos 
principales de cada una y muestran a los estudiantes 
como se relacionan los temas. A menudo constituyen 
problemas de varias partes que contienen aspectos 
conceptuales y no computacionales, y que pueden 
utilizarse en discusiones de clase o en la preparacion 
de examenes. 


Desarrollo de conceptos 


11. Considerar la longitud de la grafica de f(x) = 5/x, desde 
(1, 5) hasta (5, 1): 


y y 



la distancia entre sus extreraos, como se muestra en la 
primera figura. 

b) Estimar la longitud de la curva mediante el calculo de 
las longitudes de los cuatro segmentos de recta, como 
se muestra en la segunda figura. 

c) Describir como se podna continuar con este proceso 
a fin de obtener una aproximacion mds exacta de la 
longitud de la curva. 


Para discusion 


72. Utilizar la grafica para responder a las siguientes pre- 
guntas. 


y 



a) ^Entre que par de puntos consecutivos es mayor la razon 
de cambio promedio de la funcion? 

b) i,La razdn de cambio promedio de / entre A y B es mayor 
o menor que el la razdn de cambio instantaneo en 6? 

c) Trazar una recta tangente a la grafica entre los puntos 
C y D cuya pendiente sea igual a la razdn de cambio 
promedio de la funcidn entre C y D. 


DESARROLLO DE CONCEPTOS j 

Los ejercicios de desarrollo de conceptos son preguntas 
disenadas para evaluar la comprension de los estudian- 
tes en torno a los conceptos basicos de cada seccion. 
Estos ejercicios animan a los estudiantes a verbalizar y 
escribir respuestas, lo que promueve habilidades de 
comunicacion tecnica que seran invaluables en sus 
futuras carreras. 


AYUDAS DE ESTUDIOj 

Las ayudas de estudio distinguen errores comunes, indican casos especiales 
que pueden provocar confusion, y amplfan a conceptos importantes. Estas 
ayudas proporcionan a los estudiantes information puntual, similar a los 
comentarios del profesor en clase. 



V:Yllli7tli]*43lil'][iS Cuando se use la 
definition para encontrar la derivada de 
una funcidn, la clave consiste en volver 
a expresar el cociente incremental 
(o cociente de diferencias), de manera 


denominador. 

«WI|.T:1.H:H.I|.1T» HI ejemplo 3 tam- 
bien se puede resolver sin hacer uso de 
la regia de la cadena, si se observa que 

CYi'J 'J.l 'J 1 £1 |J] 'TF> lener en cuenta 
que se puede comprobar la respuesta de 
un problema de integracion al derivar la 

+ 3X 4 + 3X 2 + 1 



EJEMPLO 1 Levantamiento de un objeto 

Determinar el trabajo realizado al levantar un objeto de 50 libras a 4 pies. 

Solucion La magnitud de la fuerza requerida F es el peso del objeto, como se muestra en 
la figura 7.48. Asf, el trabajo realizado al levantar el objeto 4 pies es 

W = FD Trabajo = (fiierza)(distancia). 

= 50(4) Fuerza = 50 libras, distancia = 4 pies. 

= 200 libras-pies. 

EJEMPL0S j 

A lo largo del texto, se trabajan ejemplos paso a 
paso, que muestran los procedimientos y tecnicas 
para resolver problemas, y dan a los estudiantes 
una comprension amplia de los conceptos del 
calculo. 




xu 




Caracterfsticas 


xm 


| — EJERCICIOS) 


En los ejerdcios 1 y 2, utilizar el ejemplo 1 cornu modelo para En los ejerdcios 13 a 22, formular una integral definida que pro- 
evaluar el Umite duce d area de la region. (No evaluar la integral.) 

ton tf(c,)Ax, 13 ‘ /W = 5 14 ‘ /« = 6-3* 


1. f(x) = Vi, y = 0, x = 0, X = 3 
(Sugerencia: Sea c, = 3i J /" 2 .) 

2. f(x) = lTx. y = 0, x = 0, x=l 
(Sugerencia: Sear, = iW.) 

En los ejerdcios 3 a 8, evaluar la integral definida mediante la 
definicion de Umite. 

3. J Sdz 4. J idx 

5. J X 1 dx 6. j^diddx 

7. [ W+l)dx 8. f (2^ + 3)4. 

|— APLICACIONES j 

“ ( ',Cuando usare esto?”, los autores tratan de responder esta 
pregunta de los estudiantes con ejerdcios y ejemplos que se 
seleccionaron con todo cuidado. Las aplicaciones se toman de 
diversas fuentes: eventos actuales, datos de trabajo, tendencias 
industriales, y se relacionan con una amplia gama de intereses. 
Entender donde se usa (o puede usarse) el calculo fomenta una 
comprension mas completa del material. 


63. Ciclo respiratorio El volumen V en litros de aire en los pulmo- 
nes durante un ciclo respiratorio de cinco segundos se aproxima 
mediante el modelo V = 0.17291 + 0.1522f 2 — 0.03741 3 donde 
t es el tiempo en segundos. Aproximar el volumen medio de aire 
en los pulmones durante un ciclo. 

^5 64. Promedio de ventas Una compamaajustaun modelo a los datos 
de ventas mensuales de un producto de temporada. El modelo es 

S(t) = *- + 1.8 + 0.5 senf^rY 0 < t < 24 
donde S son las ventas (en miles) y t es el tiempo en meses. 

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
f(t) = 0.5 sen( 771/6) para 0 < t < 24. Emplear la grdftca 
para explicar por que el valor medio de f(t) es cero sobre 
el intervalo. 

b) Recurrir a una herramienta de graficaci6n para representar 
S(t) y la recta g(t) = t/4 + 1.8 en la misma ventana de 
observaci6n. Utilizar la grafica y el resultado del apartado 
a) para explicar por que g recibe el nombre recta de ten- 
dencia. 

65. Modelado matemdtico Se pmeba un vehfculo experimental en 
una pista recta. Parte del reposo y su velocidad v (metros por segun- 
do) se registra en la tabla cada 10 segundos durante un minuto. 
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a) Emplear una herramienta de graficacion para determinar un 
modelo de la forma v = at 3 + bfi + ct + d para los datos. 


Ejerdcios 


La practica hace al maestro. Los ejercicios 
son con frecuencia el primer lugar que 
consultan los estudiantes en un libro de 
texto. Los autores han dedicado mucho 
tiempo analizandolos y revisandolos; el 
resultado es un completo y solido conjunto 
de ejercicios de diferentes tipos y niveles de 
dificultad al final de cada section para 
considerar todos los estilos de aprendizaje 
de los estudiantes. 


318 CAPfTULO 4 Integrari6n 


Ejercicios de repaso 

En los ejercicios 1 y 2, utilizar la grfifica de f para dibujar una 
grafica de/. 



una distancia de 264 pies. Encontrar la dislancia en la cual 
el automdvil puede llegar al reposo a partir de una velocidad 
de 30 millas por hora, suponiendo la misma desaceleracidn 
constante. 

15. Velocidad y aceleracidn Se lanza una peiota bacia arriba 
verticalmenle desde el nivel del suelo con una velocidad inicial 
de 96 pies por segundo. 

a) (.Cuanlo tardara la peiota en alcanzar su altura maxima? 
(,Cudl es la altura mixima? 

b) (i Cuando la velocidad de la peiota es la mitad de la velocidad 
inicial? 


EJERCICIOS DE REPASO j 

Los ejercicios de repaso ubicados al final de cada capftulo 
proporcionan a los estudiantes mas oportunidades para 
practicar. Estos conjuntos de ejercicios constituyen una 
revision completa de los conceptos del capftulo y son un 
medio excelente para que los estudiantes preparen un examen. 


En los ejercicios 3 a 8, encontrar la integral indefinida. 

/<^ + * + 3 >* 4 - 

J (2x — 9 sen x) dx 8. J (5 cos x - 2 sec 2 x) dx 

Encontrar la solucidn particular de la ecuaci6n diferencial 
f(x) = —6x cuya grSfica pasa por el punto (1, —2). 

Encontrar la solucidn particular de la ecuacidn diferencial 
f'(x) = 6(x — 1) cuya grafica pasa por el punto (2, 1) y es 
tangente a la recta 3x — y — 5 = 0 en ese punto. 

I Campos de pendienies En los ejercicios 1 1 y 12 se da una ecuacidn 
diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Dibujar dos 
soluciones aproximadas de la ecuadon diferencial en el campo 
de pendiente, una de las cuales pase a traves del punto indicado. 
b ) Utilizar la integracion para encontrar la soluci6n particular de 
la ecuadon diferencial y utilizar una herramienta de graficacion 
para representar la solucion. 


r = 2x - 4, (4,-2) 12. 


= y x*-2r, (6,2) 


16. Modelado matemdtico La tabla muestra las velocidades 
millas por hora) de dos carros sobre una rampa de acceso a 
carretera interestalal. El tiempo t esta en segundos. 

1 / I 0 I 5 I 10 | 15 I 20 I 25 I 30 I 

0 2.5 7 16 29 45 65 

j 0 | 21 j 38 j 51 j 60 j 64 | 65 j 

_ a) Reescribir las velocidades en pies por segundo. 

H b ) Usar las capacidades de regresidn de una heiTamient 
graficacidn para encontrar los modelos cuadralicos par 
datos en el apartado a). 

c) Aproximar la distanda recorrida por cada caiTO duranl 
30 segundos. Explicar la diferenda en las distandas. 
En los ejercicios 17 y 18, utilizar la notacidn sigma para esci 


3(1) + 3(2) + 3(3) ‘ ‘ 3(10) 


19. J^2i 20. g(4i-l) 

21. f (‘ + D J 22. JU' 2 - 1) 

23. Escribir en notaci6n sigma a) la suma de los primeros diei 
teros impares positives, b) la suma de los cubos de los prim 
n enteros positives y c) 6 + 10 + 14 + 18 + • • • + 42. 

24. Calcular cada suma para x, = 2, Xj = — 1, x 3 = 5, x t 


i— SOLUCION DE PROBLEMAS 


J 


Solucion de problemas 

= x > o. 


Sea(x) 


a) Encontrar L(l). 

_ b) Encontrar L'(x) y L'( 1). 

I c) Utilizar una herramienta de graficacidn para aproximar el va- 
lor de x (hasta tres lugares decimates) para el cual L(x) = 1 . 
d) Demostrar que L(x, Xj) = Z.(x,) + L(x 2 ) para todos los 
valores positivos de x, y x 2 . 




t 2 dt. 



6. La aproximacion gaussiana de dos puntos para/es 

?) +/ Bs) 

a) Utilizar esta fdrmula para aproximar cos x dx. Encontrar 

el error de la aproximacidn. _1 

b ) Utilizar esta fdrmula para aproximar J i + x* < * > ~ 

c) Probar que la aproximadon gaussiana de dos puntos es 
exacta para todos los polinomios de grado 3 o menor. 

7. Arquimedes demostrd que el irea de un arco parabdlico es igual 
a j del producto de la base y la altura (ver la figura). 




b) SeaG(x) = F(x) = — | sen i 2 dt. Utilizar una 

herramienta de graficacdn para completar la tabla y es 




En los ejercicios 3 y 4, a) escribir el area bajo la grafica de la 
funcidn dada definida sobre el intervalo indicado como un Umite. 
Despues b) calcular la suma del apartado a) v c) calcular el Umite 


a) Graficar el arco parabdUco delimitado por y = 9 — x 2 y 
el ejex. Utilizar una integral apropiada para encontrar el 

b) Encontrar la base y la altura del arco y verificar la fdrmula 
de Arqufmedes. 

c) Demostrar la fdrmula de Arqufmedes para una pardbola 
general. 

8. Galileo Galilei (1564-1642) enuncid la siguiente proposicidn 
relativa a los objetos en cafda fibre: 

El tiempo en cualquier espacio que se recorre por un cuerpo 

misma espacio se recorrerta por el mismo cuerpo rnovien- 


Estos conjuntos de ejercicios al final de cada capftulo prueban las habilidades 
de los estudiantes con preguntas desafiantes que retan su pensamiento. 




XIV 


Caracteristicas 


Calculos clasicos con relevancia contemporanea 


- TEOREMAS j 

Los teoremas proporcionan el 
marco conceptual del calculo; 
se enuncian claramente y se 
distinguen del resto del texto 
por medio de recuadros para 
tener una rapida referencia 
visual. Las demostraciones 
mas importantes muchas 
veces siguen al teorema, y se 
proporcionan otras mas en un 
apendice. 


TEOREMA 4.9 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO 


Si una funcion f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y F es una antiderivada de 
/ en el intervalo [a, b], entonces 


f{x) dx = F(b) - F(a). 


DEFINICION DE LONGITUD DE ARCO 


Sea la funcion dada pory — f{x) que represente una curva suave en el intervalo [a, b\. 
La longitud del arco de/entre ay b es 


s = f V 1 + \f'(x)] 2 dx. 

Ja 


Similarmente, para una curva suave dada por x = g(y), la longitud de arco de g entre 
c y d es 


s = J Vl + [g'{y)] 2 dy. 


NOTAS j 


PROCEDIMIENTOS J 

Los procedimientos aparecen 
separados del texto para brindar una 
referencia facil. Estas lfneas propor- 
cionan a los estudiantes instruccio- 
nes paso a paso que les ayudaran a 
resolver problemas de manera rapida 
y eficiente. 


Las notas proporcionan detalles adicionales acerca de los 
teoremas, defmiciones y ejemplos. Ofrecen una profundiza- 
cion adicional o generalizaciones importantes que los estu- 
diantes podrfan omitir 
involuntariamente. Al igual 
que las ayudas de estudio, 
las notas resultan invalua- 
bles para los estudiantes. 


DEFINICIONES j 

Al igual que con los 
teoremas, las defmiciones se 
enuncian claramente 
utilizando palabras sencillas 
y precisas; tambien se 
separan del texto mediante 
recuadros para tener una 
rapida referencia visual. 


La regia de L’Hopital tambien puede aplicarse a los limites unilaterales, como se de- 
muestra en los ejemplos 6 y 7. 

EJEMPLO 6 Forma indeterminada 0° 

Encontrar lfm + (sen x) x . 


Solucion Porque la sustitucion directa produce la forma indeterminada 0°, proceder como 
se muestra abajo. Para empezar, asumir que el lfmite existe y es igual a y. 

y = lim + (sen x)-* 

Forma indeterminada 0°. 

lny = lnj^ lfm + (sen x) x J 

To mar un logaritmo natural de cada lado. 

= lfm + [ln(sen x) x ] 
= lfm [x ln(sen x)] 

lfm ^ n ^ sen ''■) 

Continuidad. 

Forma indeterminada 0 ■ (—00). 
Forma indeterminada —00/00. 

x-» 0 + 1 /x 

, _ cot X 

= Inn — —j-x 
x-* 0 + - 1 /x 2 

Regia de L’Hopital. 

t' ~ x2 

x-»o + tan x 

Forma indeterminada 0/0. 

~2x n 
= lim — y- = 0 
jt-^o + secx 

Regia de L’Hopital. 

Ahora, porque In y = 0, concluir que y = 

a ° = 1 , y se sigue que 

h'm + (sen x)' = 1. 

— 


QiiJLV Al aplicar la formula para la longitud de arco a una curva, hay que asegurarse de que la 
curva se recorra una sola vez en el intervalo de integration. Por ejemplo, el tirculo dado por 
x = cos ty y = sen t, recorre una sola vez el intervalo 0 < t < 2tt, pero recorre dos veces el inter- 
valo 0 < t < 4 FT. ■ 


Caracteristicas 


xv 


Ampliar la experiencia del calculo 


ENTRADAS DE CAPITULO 


J 


Las entradas de capftulo proporcionan motivation inicial 
para el material que se abordara en el capftulo. Ademas de 
los objetivos, en la entrada de cada capftulo un concepto 
importante se relaciona con una aplicacion del mundo real. 
Esto motiva a los estudiantes a que descubran la relevancia 
del calculo en la vida. 


EXPLORACION 

Converso del teorema 4.4 <,Es verdadero el converso del teorema 4.4 ? Esto es, si 
una funcidn es integrable, <,tiene que ser continua? Explicar el razonamiento y pro- 
porcionar ejemplos. 

Describir las relaciones entre continuidad, derivabilidad e integrabilidad. ^Cudl 


es la condition mas fuerte? ( ,Cual e 
condiciones? 


la mas debil? f,Que condiciones implican otras 


- EXPLORACIONES j 

Las exploraciones proporcionan a los 
estudiantes retos unicos para estudiar 
conceptos que no se han cubierto 
formalmente. Les permiten aprender 
mediante el descubrimiento e introdu- 
cen temas relacionados con los que 
estan estudiando en el momento. A1 
explorar temas de esta manera, se 
estimula a que los estudiantes piensen 
de manera mas amplia. 





EXPLORACION 

Suponer que se pide encontrar una 

de las siguientes integrates. ^Cual 

elegirfa? Explicar la respuesta. 

- 1 . 

Vx 3 + \dx O 


x 2 Vx 3 + 1 dx 


tan(3x) sec 2 (3x) dx o 


tan(3x) dx 


r 


DESAFIOS DEL EXAMEN PUTNAM 


J 


Preparacion del examen Putnam 


(.Cuale! 


(vm V- 


134. Demostrar que si x es positivo, entonces 


i of America. Todos 


Las preguntas del examen 
Putnam aparecen en algunas 
secciones y se toman de los 
examenes Putnam reales. 
Estos ejercicios extenderan 
los lfmites del entendimiento 
de los estudiantes en relation 
con el calculo y brindaran 
desaffos adicionales para 
aquellos mas interesados. 


- PROYECTOS DE SECCION j 

Los proyectos aparecen en algunas secciones y exploran a 
mayor profundidad las aplicaciones relacionadas con los 
temas que se estan estudiando. Proporcionan una forma 
interesante y entretenida para que los estudiantes trabajen 
e investiguen ideas de manera conjunta. 



Ecuaciones 

diferenciales 


En este capftulo se estudiard una de las 
mds importantes aplicaciones del cdlculo: 

aprenderd nuevos melodos para resolver 
diferentes tipos de ecuaciones diferen- 
ciales, como las homogdneas, lineales de 
primer orden y de Bernoulli. Posterior- 

ecuaciones diferenciales en problemas 

En este capftulo, se aprenderd: 


particular. (6.1 ) 


modelos de crecimi 
ecimiento. (6.2) 

10 usar el mdtodo de 



Segun el tipo de bacteria, el tiempo que le toma duplicar su peso al cul- 
tivo puede variar mucho, desde varios minutes hasta varios dfas. <.Como 
usaria una ecuacion diferencial para modelar la tasa de crecimiento del 
peso del cultivo de una bacteria? (Vea la seccion 6.3, ejercicio 84.) 



NOTAS HISTORICAS Y BIOGRAFIAS 


X 


Las notas historicas proporcionan a los estudiantes 
information sobre los fundamentos del calculo; las 
biograffas les ayudan a 
sensibilizar y a ensenarles 
acerca de las personas que 
contribuyeron a la creation 
formal del calculo. 



Blaise Pascal (1623-1662) 

Pascal es bien conocido por sus 
contribuciones a diversas areas de las 
matematicas y de la fisica, asi como por 
su influencia con Leibniz. Aunque buena 
parte de su obra en c&lculo fue intuitiva y 
carente del rigor exigible en las matematicas 
modernas, Pascal anticipo muchos 
resultados relevantes. 


SUM A DE LOS PR1MER0S C1EN ENTEROS 

stro de Carl Friedrich Gauss (1777- 
lidio a sus alumnos que sumaran 
os enteros desde 1 hasta 100. Cuando 
egreso con la respuesta correcta muy 
empo despues, el maestro no pudo 
nirarle atonito. Lo siguiente fue lo 
o Gauss: 


3 + •■ 


100 


101 + 101 + • • • + 1( 

m , 50S0 

generaliza por medio del teorema 


PR0YECT0 DE TRABAJ0 


Demostracion del teorema fundamental 


Utilizar ui 


i herramienta de graficacion para representar la funcion 
2 n el intervalo 0 < t < it. Sea F(x) la siguiente funcion 



0 

tt/6 

n/3 

er/2 

2w/3 

5ir/6 


F{x) 









b) Utilizar las funciones de integration de una herramienta de gra- 
ficacion para representar F. 

c) Emplear las funciones de derivation de una herramienta de gra- 
ficacion para hacer la gratica de F'(x). j,C6mo se relaciona esta 
grafica con la grafica de la parte 6)? 

d ) Verificar que la derivada de y = ( 1 / 2)1 — (sen 2r)/4 es sen 2 /. 
Graficar v y escribir un pequeiio parrafo acerca de como esta 
grafica se relaciona con las de los apartados b ) y c). 










XVI 


Caracterfsticas 


Tecnologfa integrada para el mundo actual 


EJEMPLO 5 Cambio de variables 

Encontrar Jx^/2x — 1 dx. 

Solucion Como en el ejemplo previo, considerar que u = 2x — 1 para obtener dx = 
du/2. Como el integrando contiene un factor de x, se tiene que despejar x en terminos de 
u, como se muestra. 

U = 2x — 1 EZ^> X — \U + l)/2 Resolver para x en terminos de u. 

Despues de esto, utilizando la sustitucion, se obtiene 


JxV2x - 1 dx = J j 


.1/2 I 


= ( u V 2 + u 1 ' 2 ) du 

= UH , ' \ , r 

4 \ 5/2 3/2/ 

= ^-{2x- l) 5 / 2 + | (2 jc - 1) 3 4 + C. 
10 6 


EJERCICIOS CON HERRAMIENTAS DE GRAFICACION J 

La comprension con frecuencia mejora utilizando 
una grafica o visualizacion. Los ejercicios de 
tecnologfa de graficacion piden a los estudiantes 
recurrir a una herramienta de graficacion para 
ayudar a encontrar una solucion. 


INVESTIGACIONES CON SISTEMAS 
ALGEBRAICOS POR COMPUTADORA 


Los ejemplos a lo largo del libro se 
acompanan de investigaciones que 
emplean un sistema algebraico por 
computadora (por ejemplo, Maple®) 
para explorar de manera adicional un 
ejemplo relacionado en el libro. 
Permiten a los estudiantes explorar el 
calculo manipulando funciones, 
graficas, etc., y observar los resultados. 


3 Razonamiento grafico En los ejercicios 55 a 58, a) usar una 
herramienta de graficacion para representar graficamente la 
funcion, b) representar su funcion inversa utilizando la herramien- 
ta de graficacion y c ) determinar si la grafica de la relacion inver- 
sa es una funcion inversa. Explicar la respuesta. 


55. /(*) =x 3 + x + 4 


56. h(x) = Xn/4 — x 2 


TECNOLOGIA 


Campos de pendientes En los ejercicios 67 a 72, usar un sistema 
algebraico por computadora para a) trazar la grafica del campo 
de pendientes para la ecuacion diferencial y b ) trazar la grafica de 
la solucion que satisface la condicion inicial especificada. 

67. ^ = 0.25y, y(0) = 4 

68. ^ = 4 — y, y(0) = 6 

69. ^ = 0.02y(10 - y), v(0) = 2 

70. y = 0.2a( 2 - y), y(0) = 9 


1 4 ft En los ejercicios 79 a 82, usar un sistema algebraico por compu- 
tadora para encontrar la integral. Usar el sistema algebraico por 
computadora para hacer la grafica de dos antiderivadas. Describir 
la relacion entre las graficas de las dos antiderivadas. 

”■ f x 1 + 4x + 13 ^ 80 - / «» + </+ 13* 

“■ / rr^o M 82 I 


71. 

72. 


J = 0.4y(3-x), y(0) = 


= i.-vs 

dx 2 


t- y® 


Irf.f'l En los ejercicios 33 a 40, usar un sistema algebraico por computado- 
ra para determinar la primitiva que atraviesa el punto dado. Usar 
el sistema para hacer la grafica de la antiderivada resultante. 

31 | ,»-? to +25 fe(6 '° )34 - W d '- < 2 '« 

3S - (0 ’ 1) 36 ' I <3 ’ 4) 


EJERCICIOS CON SISTEMAS 
ALGEBRAICOS POR COMPUTADORA 

V V 

jNUEVO! De igual manera que los ejercicios con 
herramientas de graficacion, algunos ejercicios 
pueden resolverse mejor utilizando un sistema 
algebraico por computadora. Estos ejercicios son 
nuevos en esta edicion. 


A lo largo del libro, los recuadros 
de tecnologfa dan a los estudiantes 
una vision de como la tecnologfa 
puede usarse para ayudar a resolver 
problemas y explorar los conceptos 
del calculo. No solo proporcionan 
discusiones acerca de donde la 
tecnologfa tiene exito, sino tambien 
sobre donde puede fracasar. 


TECNOLOGIA La regia de Simpson puede usarse para dar una buena aproximacion 
del valor de la integral en el ejemplo 2 (para n — 10, la aproximacion es 1.839). A1 usar 
la integracion numerica, sin embargo, se debe estar consciente de que la regia de Simp- 
son no siempre da buenas aproximaciones cuando algunos de los lfmites de integracion 
estan cercanos a una asmtota vertical. Por ejemplo, usando el teorema fundamental del 
calculo, se obtiene 

J * 1.99 , 

-^=^=dx~6.2 13. 
d 

Aplicando la regia de Simpson (con n = 10) para esta integral se produce una aproxi- 
macidn de 6.889. 



Preparacion 
para el calculo 


En este capftulo se revisan varios concep- 
tos que lo ayudaran a prepararse para el 
estudio del calculo. Estos conceptos in- 
cluyen el dibujo de graficas y funciones 
asf como el ajuste de modelos matemati- 
cos a conjuntos de datos. Es importante 
repasar estos conceptos antes de adentrar- 
se en el calculo. 


En este capftulo, se aprendera: 


■ Como identificar las caracterfsticas de 
las ecuaciones y dibujar sus graficas. 

(P.1) 

■ Como encontrar y graficar ecuaciones 
de rectas, incluidas rectas paralelas y 
perpendiculares, utilizando el concep- 
to de pendiente. (P2) 

■ Como evaluar y graficar funciones y 
sus diferentes transformaciones. (P-3) 


■ Como ajustar modelos matematicos a 
conjuntos de datos encontrados en la 
vida real. (P-4) 



Jeremy Walker/Getty Images 


En 2006, China rebaso a Estados Unidos como el mayor emisor de dioxido de 
carbono del mundo, el principal gas del efecto invernadero. Dadas las concen- 
traciones de dioxido de carbono en la atmosfera durante varios ahos, ipueden 
los viejos modelos matematicos predecir con exactitud las futuras concentra- 
ciones atmosfericas en comparacion con modelos mas recientes? (Ver la seccion 
PI, ejemplo 6.) 



Los modelos matematicos se usan generalmente para describir conjuntos de datos y pueden representarse por diferen- 
tes tipos de funciones tales como las lineales, cuadraticas, cubicas, racionales y trigonometricas. (Ver la seccion P.4.) 


1 
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CAPITULO P Preparation para el calculo 



Graficas y modelos 



Rene Descartes (1596-1650) 
Descartes hizo numerosas contribuciones a 
la filosofia, la ciencia y las matematicas. En 
su libro La Geometric , publicado en 1637, 
describio la idea de representar los puntos 
del piano por medio de pares de niimeros 
reales y las curvas en el piano mediante 
ecuaciones. 


y 



Procedimiento grafico: 3x + y = 1 

Figura P.l 


■ Trazar la grafica de una ecuacion. 

■ Encontrar las intersecciones de una grafica con los ejes. 

■ Analizar las posibles simetrias de una grafica con respecto a un eje y el origen. 

■ Encontrar los puntos de intersection de dos graficas. 

■ Interpretar modelos matematicos con datos de la vida real. 

La grafica de una ecuacion 

En 1637, el matematico frances Rene Descartes revoluciono las matematicas al unir sus dos 
ramas principales: algebra y geometrfa. Con ayuda del piano coordenado de Descartes, los 
conceptos geometricos se pudieron formular de manera analftica y los algebraicos visuali- 
zarse de forma grafica. La potencia de este metodo es tal que durante un siglo se consiguio 
desarrollar la mayor parte del calculo. 

Las posibilidades de exito en el calculo aumentaran siguiendo el mismo metodo. Es 
decir, realizar el calculo desde multiples perspectivas — grafica, analitica y numerica — 
incrementara la comprension de los conceptos fundamentales. 

Considerar la ecuacion 3x + y = 7. El punto (2, 1) es un punto solution de la ecuacion 
puesto que esta ultima se satisface (es verdadera) cuando se sustituye x por 2 y y por 1. Esta 
ecuacion tiene muchas otras soluciones, como (1, 4) y (0, 7). Para encontrarlas de manera 
sistematica, despejar y de la ecuacion initial. 

y = 7 — 3x Metodo analftico. 

Ahora, elaboramos una tabla de valores dando valores de x. 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

y 

7 

4 

1 

-2 

-5 


Metodo numerico. 


A partir de la tabla, puede verse que (0, 7), (1, 4), (2, 1), (3, —2) y (4, —5) son soluciones 
de la ecuacion inicial 3x + y = 7. Al igual que muchas ecuaciones, esta tiene una cantidad 
infinita de soluciones. El conjunto de todos los puntos solution constituye la grafica de la 
ecuacion, como ilustra la figura P.L 

Aunque se mencione el dibujo de la figura P. 1 como la grafica de 3x + y = 7, en realidad solo 
representa una portion de la misma. La grafica completa se extenderfa fuera de la pagina. ■ 

En este curso se estudiaran varias tecnicas para la representation grafica. La mas simple 
consiste en dibujar puntos hasta que la forma esencial de la grafica se haga evidente. 


y 



La parabola y = r — 2 

Figura P.2 


EJEMPLO I Dibujo de una grafica mediante el trazado de puntos 

Dibujar la grafica de y = x 2 — 2. 

Solution Primero construimos una tabla de valores. A continuation, marcamos los puntos 
dados en la tabla. 


X 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

y 

2 

-1 

-2 

-1 

2 

7 


Por ultimo, unir los puntos con una curva suave, como se muestra en la figura P.2. Esta grafica 
es una parabola. Se trata de una de las conicas que se estudiaran en el capftulo 10. 



SECCION P. 1 Graficas y modelos 


3 


Uno de los inconvenientes de la representation mediante el trazado de puntos radica en 
que la obtencion de una idea confiable de la forma de una grafica puede exigir que se marque 
un gran numero de puntos. Utilizando solo unos pocos, se corre el riesgo de obtener una 
vision deformada de la grafica. Por ejemplo, suponiendo que para dibujar la grafica de 

y = 3o*( 39 ~ 10x 2 + x 4 ) 

se han marcado solo cinco puntos: ( — 3, —3), (—1, —1), (0, 0), (1, 1) y (3, 3), como se 
muestra en la figura P.3«. A partir de estos cinco puntos, se podrfa concluir que la grafica es 
una recta. Sin embargo, esto no es correcto. Trazando varios puntos mas puede verse que 
la grafica es mas complicada, como se observa en la figura P.3 b. 


Comparacion de los metodos 
grafico y analitico Utilizar una 
herramienta de graficacion para 
representar cada una de las siguientes 
ecuaciones. En cada caso, encontrar 
una ventana de representation que 
muestre las principales caracterfsticas 
de la grafica. 

a) y = x 3 — 3X 2 + 2x + 5 

b) y = x 3 — 3X 2 + 2x + 25 

c) y = —x 3 — 3X 2 + 20x + 5 

d) y = 3x 3 - 40.r + 50x - 45 

e) y = ~(x + 12) 3 

f) }' = (x ~ 2)(x - 4)(x - 6) 

Resolver este problema usando 
solo metodos graficos conllevaria 
una estrategia simple de “intuition, 
comprobacion y revision”. ^Que 
tipo de aspectos podrfa involucrar 
un planteamiento analitico? Por 
ejemplo, ^tiene simetrfas la grafica?, 
^tiene inflexiones? Si es asf, ^donde 
estan? 

A medida que se avance por los 
capftulos 1, 2 y 3 de este texto, se 
estudiaran muchas herramientas 
analfticas nuevas que seran de ayuda 
para analizar graficas de ecuaciones 
como estas. 


y 



Figura P.3 


TECNOLOGIA La tecnologfa moderna ha simplificado el dibujo de graficas. No 
obstante, incluso recurriendo a ella, es posible desfigurar una grafica. Por ejemplo, las 
pantallas de una herramienta de graficacion de la figura P.4 muestran una portion de la 
grafica de 

y = x 3 — x 2 — 25. 

La pantalla de la izquierda puede inducir a pensar que la grafica es una recta. Sin embar- 
go, la de la derecha muestra que no es asf. Entonces, cuando se dibuja una grafica ya sea 
a mano o mediante una herramienta de graficacion, debe tenerse en cuenta que las dife- 
rentes ventanas de representation pueden dar lugar a imagenes muy distintas de la gra- 
fica. A1 elegir una ventana, la clave esta en mostrar una imagen de la grafica que se 
adecue al contexto del problema. 

5 

-5 

10 


-35 

Visualizaciones en la pantalla de una herramienta de graficacion de y = x 3 — x 2 — 25 

Figura P.4 

En este libro, el termino herramienta de graficacion se refiere a una calculadora graficadora 
o a un programa graficador como Maple , Mathematica o a la calculadora TI-89. ■ 
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CAPITULO P 


Preparation para el calculo 


y 



No hay intersecciones con el eje x 
Una interseccion con el eje y 

Figura P.5 


y 



Intersecciones de una grafica 

Figura P.6 


Intersecciones de una grafica con los ejes 

Dos tipos de puntos solucion utiles al representar graficamente una ecuacion son aquellos 
en los que la coordenada roves cero. Tales puntos se denominan intersecciones con los 
ejes porque son los puntos en que la grafica corta (hace interseccion con) el eje x o el eje y. 
Un punto del tipo (a, 0) es una interseccion en x de la grafica de una ecuacion si es un 
punto solucion de esta. Para determinar las intersecciones en x de una grafica, igualar y a 
cero y despejar x de la ecuacion resultante. De manera analoga, un punto del tipo (0, b) es 
una interseccion en y de la grafica de una ecuacion si es un punto solucion de la misma. 
Para encontrar las intersecciones en y de una grafica, igualar x a cero y despejar y de la 
ecuacion resultante. 

En algunos textos se denomina x interseccion a la coordenada x del punto (a, 0) en lugar 
del propio punto. Salvo que sea necesario distinguirlos, se usara el termino interseccion para denotar 
tanto al punto de interseccion con el eje x como a su abscisa. ■ 

Es posible que una grafica carezca de intersecciones con los ejes, o que presente varias 
de ellas. Por ejemplo, considerar las cuatro graficas de la figura P.5. 


y y 




Tres intersecciones con el eje x Una interseccion con el eje x 

Una interseccion con el ejey Dos intersecciones con el eje y 


y 



EJEMPLO 2 Determinacion de las intersecciones con los ejes xyy 

Encontrar las intersecciones con los ejes en la grafica de y = x 3 — 4x. 

Solucion Para determinar las intersecciones en x, hacer y igual a cero y despejar x. 

X 3 — 4x = 0 v se iguala a cero. 

x(x ~ 2) (x + 2) = 0 Factorizar. 

X = 0, 2 O — 2 Despejar x. 

Puesto que esta ecuacion admite tres soluciones, se puede concluir que la grafica tiene tres 
intersecciones en x: 

(0, 0), (2, 0) y ( — 2, 0) Intersecciones en x. 

Para encontrar las intersecciones en y, igualar x a cero. Resulta entonces y = 0. Por tanto, 
la interseccion en y es 

(0, 0) Interseccion en y. 

(Ver la figura P.6.) 

TECNOLOGIA En el ejemplo 2 se utiliza un metodo analftico para determinar las 
intersecciones con los ejes. Cuando no es posible tal enfoque analftico, se puede recu- 
rrir a metodos graficos, buscando los puntos donde la grafica toca los ejes. Utilizar una 
herramienta de graficacion para aproximar las intersecciones. 
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y 



y 



y 



Simetrias de una grafica 

Es util conocer la simetria de una grafica antes de intentar trazarla, puesto que solo se ne- 
cesitaran la mitad de los puntos para hacerlo. Los tres tipos siguientes de simetrias pueden 
servir de ayuda para dibujar la grafica de una ecuacion (ver la figura P.7). 

1. Una grafica es simetrica respecto al ejey si, para cada punto (x, y) de la grafica, el punto 
(—x, y) tambien pertenece a la grafica. Esto significa que la porcion de la grafica situada 
a la izquierda del eje y es la imagen especular de la situada a la derecha de dicho eje. 

2. Una grafica es simetrica respecto al eje x si, para cada punto (x, y ) de la grafica, 
el punto (x, —y) tambien pertenece a la grafica. Esto quiere decir que la porcion de 
la grafica situada sobre el eje x es la imagen especular de la situada bajo el mismo eje. 

3. Una grafica es simetrica respecto al origen si, para cada punto (x, y) de la grafica, el 
punto (—x, —y) tambien pertenece a la grafica. Esto significa que la grafica permanece 
inalterada si se efectua una rotacion de 180° respecto al origen. 


CRITERIOS DE SIMETRIA 

1. La grafica de una ecuacion en x y y es simetrica respecto al eje y si al sustituir x 
por —x en la ecuacion se obtiene una ecuacion equivalente. 

2. La grafica de una ecuacion en x y y es simetrica respecto al eje x si al sustituir v 
por — y en la ecuacion resulta una ecuacion equivalente. 

3. La grafica de una ecuacion en x y y es simetrica respecto al origen si al sustituir 
x por —x y y por — y en la ecuacion se obtiene una ecuacion equivalente. 


La grafica de un polinomio es simetrica respecto al eje y si cada uno de los terminos 
tiene exponente par (o es una constante). Por ejemplo, la grafica de y = 2x 4 — x 2 + 2 es 
simetrica respecto al eje y. La grafica de un polinomio es simetrica respecto al origen si cada 
uno de los terminos tiene exponente impar, como se ilustra en el ejemplo 3. 

EJEMPLO 3 Comprobacion de la simetria 

Verificar si la grafica de y = 2x 3 — x es simetrica respecto al eje y y respecto al origen. 



Simetria con respecto al origen 

Figura P.8 


Solucion 

Simetria respecto al eje y: 

y = 2x 3 — x 
y = 2(-x) 3 - (-X) 
y = — 2x 3 + x 

Simetria respecto al origen: 

y = 2x 3 — x 
-y = 2(— x) 3 - (-x) 

-y = — 2x 3 + x 
y = 2X 3 — x 


Escribir ecuacion original. 

Sustituir x por —x. 

Simplificar. No es una ecuacion equivalente. 


Escribir ecuacion original. 
Sustituir x por — x y y por —y. 
Simplificar. 

Ecuacion equivalente. 


Puesto que la sustitucion x por — x y y por — y produce una ecuacion equivalente, se con- 
cluye que la grafica de y = 2x 3 — x es simetrica con respecto al origen, como se muestra en 
la figura P.8. 
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EJEMPLO 4 Uso de las intersecciones y de las simetrfas 
para representar una grafica 


y 



Dibujar la grafica de x — y 2 = 1 . 

Solution La grafica es simetrica respecto al eje x porque al sustituir y por —y se obtiene 
una ecuacion equivalente. 

X — y~ = 1 Escribir ecuacion original. 

X ~ (~y) 2 = 1 Sustituir y por —y, 

X — y 2 = 1 Ecuacion equivalente. 

Esto significa que la portion de la grafica situada bajo el eje x es una imagen especular de 
la portion situada sobre el eje. Para dibujar la grafica, graficar primero la intersection con 
el eje x y la portion sobre el eje x. Despues, reflejar el dibujo en el eje x y obtener la grafi- 
ca completa, como se muestra en la figura P.9. 


TECNOLOGI A Las herramientas de graficacion estan disenadas para dibujar con mayor 
facilidad ecuaciones en las que y esta en funcion de x (ver la definition de funcion en la 
section P.3). Para representar otro tipo de ecuaciones, es necesario dividir la grafica en 
dos o mas partes, o bien, utilizar un modo grafico diferente. Por ejemplo, la grafica de la 
ecuacion del ejemplo 4, puede dividirse en dos partes: 

V] = \ X— 1 Portion superior de la grafica. 

V, = —Jx — 1 Portion inferior de la grafica. 

Puntos de intersection 

Se llama punto de intersection de las graficas de dos ecuaciones a todo punto que satisfa- 
ga ambas ecuaciones. Los puntos de intersection de dos graficas se determinan al resolver 
sus ecuaciones de manera simultanea. 



Dos puntos de interseccion 

Figura P.10 


csm» Verificar los 
puntos de interseccion del ejemplo 5 
sustituyendolos en la ecuacion original 
o usando la funcion de interseccion 
de su herramienta de graficacion o 
computadora. 


EJEMPLO 5 Determination de los puntos de intersection 

Calcular los puntos de interseccion de las graficas de x 2 — y = 3 y x — y = 1. 


Solution Comenzar por representar las graficas de ambas ecuaciones en el mismo sistema 
de coordenadas rectangulares, como se muestra en la figura P. 10. Hecho esto, resulta evi- 
dente que las graficas tienen dos puntos de interseccion. Para determinarlos, se puede 
proceder como sigue. 


y = x 2 — 3 
y = x — 1 
x 2 - 3 = x - 1 
x 2 — x — 2 = 0 
(x - 2)(x + 1) = 0 

x = 2 o — 1 


Despejar y de la primera ecuacion. 
Despejar y de la segunda ecuacion. 
Igualar los valores obtenidos de y. 
Escribir la ecuacion en la forma general. 
Factorizar. 

Despejar x. 


Los valores correspondientes de y se obtienen sustituyendo x = 2yx = — 1 en cualquiera 
de las ecuaciones originales. Resultan asf los dos puntos de interseccion: 

(2, 1) y (—1, —2) Puntos de intersection. 
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El observatorio de Mauna Loa en 
Hawai ha medido el incremento en la 
concentracion de dioxido de carbono 
en la atmosfera terrestre desde 1958. 
El dioxido de carbono es el principal 
gas causante del efecto invernadero 
responsable directo del calentamiento 
global. 


■ Los modelos del ejemplo 6 se 

han elaborado usando un metodo 
denominado ajuste por minimos 
cuadrados (ver la seccion 13.9). El 
modelo lineal tiene una correlacion dada 
por r 2 = 0.997 y el modelo cuadratico 
por r 2 = 0.994. Cuanto mas proximo es 
r 2 a 1, “mejor” es el modelo. ■ 


Modelos matematicos 

A1 aplicar las matematicas en la vida real con frecuencia se usan ecuaciones como modelos 
matematicos. Si se desarrolla un modelo matematico con el fin de representar datos reales, 
debe esforzarse por alcanzar dos objetivos a menudo contradictorios: precision y sencillez. 
Es decir, el modelo debera ser lo bastante sencillo como para poder manejarlo, pero tambien 
preciso como para producir resultados significativos. En la seccion P.4 se tratan estos obje- 
tivos con mas detalle. 


EJEMPLO 6 El aumento de dioxido de carbono atmosferico 

El observatorio de Mauna Loa, Hawai, registra la concentracion de dioxido de carbono (en 
partes por millon) en la atmosfera terrestre. En la figura P. 1 1 se muestran los registros co- 
rrespondientes al mes de enero de varios anos. En el numero de julio de 1990 de Scientific 
American, se utilizaron esos datos para pronosticar el nivel de dioxido de carbono en la 
atmosfera terrestre en el ano 2035, utilizando el modelo cuadratico: 

y — 316.2 + 0.70f + 0.0 1 8f 2 Modelo cuadratico para los datos de 1960 a 1990. 

donde t = 0 representa a 1960, como se muestra en la figura P 1 la. 

Los datos que se muestran en la figura P. 1 lb representan los anos 1980 a 2007, y pueden 
modelarse mediante 

y = 304.1 + 1.64r Modelo lineal para los datos de 1980 a 2007. 

donde t = 0 representa a 1960. (j Cual fue el pronostico dado en el artfculo de Scientific 
American de 1990? Dados los datos mas recientes de los anos 1990 a 2007, ^parece exacta 
esa prediction para el ano 2035? 



a) 


Ano (0 <-> 1960) 


Figura P.ll 



b ) 


Ano (0 1960) 


Solution Para responder a la primera pregunta, se sustituye t = 75 (para el ano 2035) en 
el modelo cuadratico. 

y = 316.2 + 0.70(75) + 0.018(75)^ = 469.95 Modelo cuadratico. 

De tal manera, el pronostico establecido en el artfculo de Scientific American decfa que la 
concentracion de dioxido de carbono en la atmosfera terrestre alcanzarfa alrededor de 470 
partes por millon en el ano 2035. Utilizando el modelo lineal con los datos de los anos 1980 
a 2007, el pronostico para el ano 2035 es 

y = 304.1 + 1.64(75) = 427.1 Modelo lineal. 

Por tanto, de acuerdo con el modelo lineal para los anos 1980 a 2007, parece que el pronos- 
tico de 1990 fue demasiado elevado. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, relacionar cada ecuacion con su grafica. 


a) 


b) 




c) 


d) 




!• y = ~l x + 3 

3. y = 3 - x 2 


2 . y = J9 - . 
4. y = x 3 — x 


5. y = \x + 2 
7. y = 4 - x 2 
9. y = |jc + 2| 
11. y = 7x — 6 

13. y = § 


6. y = 5 — 2x 
8 . y = (x - 3) 2 

10. y = |jc| - 1 

12 . y = Jx + 2 

14. y = 1 


x + 2 

1 En los ejercicios 15 y 16, describir las ventanas de la figura. 


15. 


16. 


y = x 3 + 4x 2 — 3 


y = \x\ + \x — 16| 



17. y = 75 — x 

18. y = x 5 — 5x 


fl) (2, v) 

a) (-0.5, y) 


b) 

b ) 


(x, 3) 

(*, - 4 ) 


En los ejercicios 19 a 28, encontrar todas las intersecciones con 
los ejes. 


19. y = 2x - 5 
21. y = x 2 + x - 2 
23. y = xVl6 — x 2 
2 — Jx 


20. y = 4x 2 + 3 

22. y 2 = x 3 - 4x 

24. y = (x - l)7x 2 + 1 


5x 


25. y = 

27. x 2 y - x 2 + 4y = 0 


26. y = 


x 2 + 3x 
(3x + l) 2 


28. y = 2x — Jx 1 + 1 


En los ejercicios 29 a 40, buscar si existe simetria respecto a cada 
uno de los ejes y respecto al origen. 


29. y = x 2 - 6 
31. y 2 = x 3 - 8x 
33. xy = 4 
35. y = 4 — Jx + 3 


37. y = 
39. y = 


x 

x 2 + 1 


30. y = x 2 — x 
32. y = x 3 + x 

34. xy 2 = - 10 

36. xy — J4 — x 2 = 0 

40. |y| — x = 3 


En los ejercicios 5 a 14, elaborar la grafica de la ecuacion mediante 
el trazado de puntos. 


En los ejercicios 41 a 58, trazar la grafica de la ecuacion. Iden- 
tificar todas las intersecciones con los ejes y determinar si existe 
simetria. 


41. y = 2 - 3x 
43. y = \x — 4 
45. y = 9 - x 2 
47. y = (x + 3) 2 
49. y = x 3 + 2 
51. y = xjx + 5 
53. x = y 3 
8 

55. y = — 

x 

57. y = 6 — |x| 


42. y = — fx + 6 
44. y = §x + 1 
46. y = x 2 + 3 
48. y = 2x 2 + x 
50. y = x 3 — 4x 
52. y = J25 — x 2 
54. x = y 2 — 4 
10 


56. y = 


x 2 + 1 


58. y = 1 6 — x\ 


' En los ejercicios 17 y 18, utilizar una herramienta de graficacion 
para representar la ecuacion. Desplazar el cursor a lo largo de 
la curva para determinar de manera aproximada la coordenada 
desconocida de cada punto solution, con una exactitud de dos 
decimales. 


1 En los ejercicios 59 a 62, utilizar una herramienta de graficacion 
para dibujar la grafica de la ecuacion. Identificar toda intersec- 
cion con los ejes y determinar si existe simetria. 

59. y 2 - x = 9 60. x 2 + 4y 2 = 4 

61. x + 3y 2 = 6 62. 3x - 4y 2 = 8 

En los ejercicios 63 a 70, encontrar los puntos de intersection de 
las graficas del par de ecuaciones. 


63. x + y = 8 
4x - y = 7 
65. x 2 + y = 6 
x + y = 4 
67. x 2 + y 2 = 5 
x — y = 1 


64. 3x - 2y = -4 
4x + 2y = - 10 
66. x = 3 — y 2 
y = x — 1 
68. x 2 + y 2 = 25 
— 3x + y = 15 


El sunbolo -Vs senala los ejercicios donde se pide utilizar tecnologia grafica o un sistema de algebra 
computational. La resolution de los demas ejercicios tambien puede simplificarse mediante el uso 
de la tecnologia adecuada. 
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69. y = x 3 70. y = x 3 - 4x 

y — x y = - (x + 2) 

En los ejercicios 71 a 74, utilizar una herramienta de graficacion 
para encontrar los puntos de intersection de las graficas. Verificar 
los resultados de manera analitica. 


71. y = x 3 — 2x 2 + x — 1 

72. y = x 4 - 2x 2 + 1 

y = —x 2 + 3x — 1 

y = 1 — x 2 

73. y = Jx + 6 

74. y = — |2x — 3| + 6 

y = J—x 2 — 4x 

* 

1 

\o 

II 

75. Modelado matematico 

En la tabla se muestra el Indice de 


Precios al Consumidor (IPC) para una selection de varios aiios. 
(Fuente: Bureau of Labor Statistics.) 


Ano 

1975 

1980 

1985 

1990 

1995 

2000 

2005 

IPC 

53.8 

82.4 

107.6 

130.7 

152.4 

172.2 

195.3 


a) Utilizar una herramienta de graficacion para el calculo de 
regresion con el fin de encontrar un modelo matematico de 
la forma y = at 2 + bt + c para los datos. En este modelo, 
y representa el IPC y t representa el ano, donde t — 5 co- 
rresponde a 1975. 

b) Representar el modelo en la calculadora y comparer los 
datos. 

c) Utilizar el modelo para predecir el IPC del ano 2010. 

76. Modelo matematico La siguiente tabla muestra el numero de 
usuarios de telefonos moviles (en millones) en Estados Unidos 
en los aiios mostrados. (Fuente: Cellular Telecommunications 
and Internet Association.) 


Ano 

1990 

1993 

1996 

1999 

2002 

2005 

Numero 

5 

16 

44 

86 

141 

208 


a) Utilizar la funcion de regresion de una herramienta de gra- 
ficacion y encontrar asf un modelo matematico de la forma 
y = at 2 + bt + c de los datos. En este modelo, y representa 
el numero de usuarios y t representa el ano, donde t = 0 
corresponde a 1990. 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para colocar los datos 
y graficar el modelo. Comparer los datos con el modelo. 

c) Utilizar el modelo para predecir el numero de usuarios de 
telefonos moviles en Estados Unidos en el ano 2015. 

77. Punto de equilibria Calcular las ventas necesarias para alcan- 
zar el punto de equilibrio ( R = C), si el costo* C de producir x 
unidades es: 

C = 5.5jx +10000 Ecuacion de costo. 

y los ingresos R por vender x unidades son: 

R — 3.29x. Ecuacion de ingresos. 

78. Alambre de cobre La resistencia y en ohms** de 1 000 pies 
de alambre de cobre a 77° F admite el modelo matematico 

10 770 

y = 0.37, 5 < x < 100 

x l 


* En Espana se le denomina coste. 

**En Espana las siguientes unidades de medicion se denominan: volts = 
voltios; amperes = amperios; ohms = ohmios; henrys = henrios; decibeles 
= decibelios; watts = watios. 


donde x es el diametro en milesimas de pulgada. Representar el 
modelo en la herramienta de graficacion. Si se duplica el diame- 
tro del hilo, ^en que factor aproximado varia la resistencia? 


Desarrollo de conceptos 


En los ejercicios 79 y 80, escribir una ecuacion cuya grafica 
tenga la propiedad que se indica (puede existir mas de una 
respuesta correcta). 

79. La grafica tiene intersecciones en x = — 4, x = 3 y x = 8. 

80. La grafica tiene intersecciones en x = — 2 , x = 4 yr = j. 

81. a) Comprobar que si una grafica es simetrica con respecto 

al eje x y al eje y, entonces es simetrica con respecto al 
origen. Dar un ejemplo que muestre que lo contrario no 
es cierto. 

b) Comprobar que si una grafica es simetrica con respecto 
a cualquiera de los ejes y al origen, entonces es simetrica 
con respecto al otro eje. 


Para discusion 

82. Relacionar la ecuacion 0 ecuaciones con las caracterfsticas 

dadas. 



0 

y = 3x 3 — 3x ii) y = (x + 3) 2 

Hi) 

y = 3x — 3 

iv) 

y = Jx v) y — 3x 2 + 3 

Vi) 

y = Jx + 3 

a) 

Simetrica con respecto al eje y 



b) 

Tres intersecciones con el eje x 



c) 

Simetrica con respecto al eje x 



d) 

( — 2, 1) es un punto de la grafica 



e ) 

Simetrica con respecto al origen 



f) 

La grafica pasa por el origen 




fVerdadero o falso? En los ejercicios 83 a 86, determinar cuando 
la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
proporcionar un ejemplo que demuestre que es falsa. 

83. Si ( — 4, — 5) es el punto de una grafica simetrica con respecto al 
eje x, entonces (4, —5) tambien es un punto de dicha grafica. 

84. Si ( — 4, — 5) es el punto de una grafica simetrica con respecto al 
eje y, entonces (4, —5) tambien es un punto de dicha grafica. 

85. Si b 2 — 4 ac > 0 y a # 0, entonces la grafica de y = ax 2 + bx 
+ c tiene dos intersecciones con x. 

86. Si b 2 — 4 ac = 0 y a # 0, entonces la grafica de y = ax 2 + bx 
+ c solo tiene una intersection con x. 

En los ejercicios 87 y 88, encontrar una ecuacion de la grafica 
que se compone de todos los puntos (x, y) que tienen la distancia 
dada respecto al origen (repasar la formula de la distancia en el 
apendice C). 

87. La distancia respecto al origen es el doble de la distancia que 
hay desde (0, 3). 

88. La distancia respecto al origen se obtiene al multiplicar la dis- 
tancia que hay desde el punto (2, 0) por K (K F 1). 
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Modelos lineales y ritmos o velocidades de cambio 


■ Encontrar la pendiente de una recta que pasa por dos puntos. 

■ Escribir la ecuacion de una recta dados un punto y su pendiente. 

■ Interpretar la pendiente como razon o ritmo en aplicaciones cotidianas. 

■ Trazar la grafica de una ecuacion lineal en la forma pendiente-interseccion. 

■ Escribir las ecuaciones de rectas que son paralelas o perpendiculares a una recta dada. 


La pendiente de una recta 


y 



A y = yi~ y\ = cambio en y 
Ax = jc 2 — X! = cambio en x 

Figura P.12 


La pendiente de una recta no vertical es una medida del numero de unidades que la recta 
asciende (o desciende) verticalmente por cada unidad de variation horizontal de izquierda 
a derecha. Considerar los dos puntos (x b y,) y (x 2 , y 2 ) de la recta de la figura P.12. A1 des- 
plazarse de izquierda a derecha por la recta, se produce una variation vertical de 

Ay = y 2 — y 1 Cambio en v. 

unidades por cada variation horizontal de 

Ax = X 2 — X l Cambio en x. 

unidades. (A es la letra griega delta mayuscula y los sfmbolos Ay y Ax se leen “delta de y” 
y “delta de x”.) 


DEFINICION DE LA PENDIENTE DE UNA RECTA 


La pendiente m de una recta no vertical que pasa por los puntos (x b y, ) y (x 2 , y 2 ) es 



y 2 -yi 

X 2 —X, 


X I ^ x 2 . 


La pendiente no esta definida por rectas verticales. 


y 



Si m es positiva, la recta sube 
de izquierda a derecha 

Figura P.13 


A1 aplicar la formula de la pendiente, observar que 

y2~yi = -(yi-y 2 ) = yi~y 2 

x 2 —x 1 —(x I —x 2 ) X, — x 2 ' 

Por tanto, no importa el orden en que se reste, siempre que sea coherente y las dos “coordenadas 
restadas” provengan del mismo punto. ■ 


En la figura P.13 se muestran cuatro rectas con pendiente: una positiva, otra cero, otra 
negativa y otra “indefinida”. En general, cuanto mayor sea el valor absoluto de la pendiente 
de una recta, mayor es su inclination. Por ejemplo, en la figura P. 13, la recta con pendiente 
— 5 esta mas inclinada que la de pendiente i 


y 


4 - 

3 - 

(- 1 , 2 ) 

m, = 0 
( 2 , 2 ) 

1 - 


-2 -1 

1 2 3 

-1 - 



Si m es cero, la recta es hori- 
zontal 


y 



Si m es negativa, la recta baja 
de izquierda a derecha 


4 - 

(3, 4) 


3 - 

m 4 esta 


2 - 

indefinida 


1 - 

(3, 1) 


-1 

-1 - 

1 2 

4 


Si m es indefinida, la recta es 
vertical 
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EXPLORACION 

Estudio de ecuaciones de rectas 
Utilizar una herramienta de grafi- 
cacion para dibujar cada una de las 
siguientes ecuaciones lineales. ^Que 
punto es comun a las siete rectas? 
^Que numero determina la pendien- 
te de la recta en cada ecuacion? 

a) y — 4 = -2(x + 1) 

b) y - 4 = - l(x + 1) 

c ) y ~ 4 = -\{x + 1 ) 

d) y - 4 = 0(x + 1) 

e) y - 4 = i( x + !) 

f) y — 4 = l(x + 1) 

£) y - 4 = 2(x + 1) 

Utilizar los resultados para 
construir la ecuacion de una recta 
que pase por (—1,4) con una 
pendiente de m. 


Ecuaciones de las rectas 

Para calcular la pendiente de una recta pueden utilizarse dos de sus puntos cualesquiera. Esto 
puede verificarse con ayuda de los triangulos semejantes de la figura P. 14. (Recordar que los 
cocientes de los lados correspondientes de dos triangulos semejantes son todos iguales.) 


y 



Cualquier par de puntos de una 
recta determina su pendiente 

Figura P.14 

Se puede escribir la ecuacion de una recta si se conocen su pendiente y las coordenadas 
de uno de sus puntos. Dada la pendiente m y un punto (x 1; y,). Si (x, y) denota cualquier otro 
punto de la recta, entonces 


y-yi 

x — Xi 


= III. 


Esta ecuacion, que involucra las dos variables x y y, se puede escribir de la forma y — y t = 
m(x — la cual es conocida como ecuacion punto-pendiente de una recta. 



La recta de pendiente 3 que pasa por el 
punto (1,-2) 

Figura P.15 


ECUACION PUNTO-PENDIENTE DE UNA RECTA 

La ecuacion de la recta con pendiente m que pasa por el punto (x h y , ) esta dada 
por 

y ~ y\ = m{x - x,). 

EJEMPLO I Determinacion de la ecuacion de una recta 

Encontrar la ecuacion de la recta con pendiente 3 que pasa por el punto (1, -2). 

Solucion 


y - vi 

= m(x — x { ) 

Forma punto-pendiente. 

y ~ (-2) 

= 3(x — 1 ) 

Sustituir por —2, x x por 1 y m por 3. 

y + 2 

= 3x - 3 

Simplificar. 

y 

= 3x - 5 

Despejar y. 


(Ver la figura R15.) 


■ ?!!»;■ Recordar que la pendiente puede usarse solo para describir una recta no vertical. De tal ma- 
nera, las rectas verticales no pueden expresarse mediante ecuaciones punto-pendiente. Por ejemplo, 
la ecuacion de la recta vertical que pasa por el punto (1, — 2) es x = 1. ■ 



12 


CAPfTULO P 


Preparation para el calculo 


Razones y ritmos o velocidades de cambio 

La pendiente de una recta puede interpretarse ya sea como una razon o como una propor- 
tion, o bien como una tasa, ritmo o velocidad de cambio. Si los ejes xyy tienen la misma 
unidad de medida, la pendiente no tiene unidades y es una razon o proportion. Si los ejes 
xyy tienen distintas unidades de medida, la pendiente es una tasa, ritmo o velocidad de 
cambio. A1 estudiar calculo, se encontraran aplicaciones relativas a ambas interpretaciones 
de la pendiente. 

EJEMPLO 2 Crecimiento de poblaciones y diseno tecnico 

a) La poblacion de Colorado era de 3 827 000 habitantes en 1995 y de 4665 000 en 2005. 
Durante este periodo de 10 anos, el ritmo o velocidad de cambio promedio de la po- 
blacion fue: 

„ . , . , . cambio en poblacion 

Ritmo o velocidad de cambio = 

cambio en afios 

4 665 000-3 827 000 
2005-1995 

= 83 800 personas por ano. 

Si la poblacion de Colorado continua creciendo a este ritmo durante los proximos 10 
afios, en 2015 alcanzara 5 503 000 habitantes (ver la figura P. 16). ( Fuente : U.S. Census 
Bureau.) 

b) En un torneo de saltos de esquf acuatico, la rampa se eleva hasta una altura de 6 pies 
sobre una balsa de 21 pies de largo, como se ilustra en la figura P.17. La pendiente 
de la rampa de esquf es el cociente entre su altura (ascenso) y la longitud de su base 
(avance). 

t, ascenso 

Pendiente de la rampa = 

avance 

6 pies 

21 pies 

_ 2 

~ 7 

Observar que, en este caso, la pendiente es una proportion y se expresa sin unidades. 


Ascenso es el cambio vertical, 
avance es el cambio horizontal. 


^ 6- 
<L) 

a < . 

0 D 

1 4- 

S 


• 

,-''T)b38 000 

1 J 

io 

e 

'2 

c3 Z - 

3 

c£ 1- 





1995 2005 2015 


Ano 

Poblacion de Colorado en el censo 

Figura P.16 



-21 pies 


Dimensiones de una rampa de esqui acuatico 

Figura P.17 

El ritmo o velocidad de cambio calculado en el ejemplo 2 a es un ritmo o velocidad de 
cambio medio. Un ritmo o velocidad de cambio medio siempre se calcula con respecto a un 
intervalo que en este caso es [1995, 2005]. En el capftulo 2 se estudiara otro tipo de ritmo o 
velocidad de cambio, denominado ritmo o velocidad de cambio instantdnea. 
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Representation grafica de modelos lineales 

Muchos de los problemas de geometrfa analftica pueden clasificarse en dos categorfas basicas: 
1) dada una grafica, ( ' cual es su ecuacion?, y 2) dada una ecuacion, ( ' cual es su grafica? La 
ecuacion punto-pendiente de una recta puede emplearse para resolver ciertos problemas de 
la primera categorfa. No obstante, esta forma no resulta util para resolver problemas de la 
segunda categorfa. La forma que mejor se adapta al trazado de la grafica de una recta es la 
forma pendiente-interseccion de la ecuacion de una recta. 


ECUACION PENDIENTE-INTERSECCION DE UNA RECTA 
La grafica de la ecuacion lineal 
y = mx + b 

es una recta que tiene pendiente m y una intersection con el eje y en (0, b). 


EJEMPLO 3 Trazado de rectas en el piano 

Dibujar la grafica de cada una de las siguientes ecuaciones. 
a) y = 2x + 1 b) y = 2 c) 3y + x — 6 = 0 

Solucion 

a) Puesto que b = 1, la interseccion en y es (0, 1). Como la pendiente es m = 2, se sabe 
que la recta asciende dos unidades por cada unidad que se mueve hacia la derecha, 
como se muestra en la figura P. 1 8a. 

b) Dado que b = 2, la interseccion en y es (0, 2). Como la pendiente es m = 0, se sabe 
que es horizontal, como se ilustra en la figura P. 1 8 b. 

c ) Comenzar por escribir la ecuacion en forma pendiente-interseccion. 

3y + X — 6 = 0 Ecuacion original. 

3 y — X + 6 Despejar el termino en y. 

v = x + 2 Forma pendiente-interseccion. 

3 

De esta forma, puede verse que la interseccion en y es (0, 2) y la pendiente m = — \. Esto 
quiere decir que la recta desciende una unidad por cada tres unidades que se mueve hacia 
la derecha, como se muestra en la figura P.18c. 


y 




c) in = 


a) m = 2; la recta sube 

Figura P.18 


b ) m = 0; la recta es horizontal 


— la recta baja 
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CAPITULO P Preparation para el calculo 


Dado que la pendiente de una recta vertical no esta definida, su ecuacion no puede 
escribirse con la forma pendiente-interseccion. Sin embargo, la ecuacion de cualquier recta 
puede escribirse en la forma general: 


Ax + By + C = 0 


Forma general de la ecuacion de una recta. 


donde AyBno son ambos cero. Por ejemplo, la recta vertical dada por x = a puede repre- 
sentarse por la ecuacion general x — a = 0. 


Resumen de ecuaciones de las rectas 


1. Forma general: 

2. Recta vertical: 

3. Recta horizontal: 

4. Forma punto-pendiente: 

5. Forma pendiente-interseccion: 


Ax + By + C = 0, (A, B + 0) 
x = a 
y = b 

y - yi = m(x - Xj) 

y = mx + b 


Rectas paralelas y perpendiculares 

La pendiente de una recta es util para determinar si dos rectas son paralelas o perpendi- 
culares, como se muestra en la figura P.19. En especffico, dos rectas no verticales con la 
misma pendiente son paralelas, y dos rectas no verticales cuyas pendientes son reclprocas 
negativas son perpendiculares. 


y 



Rectas paralelas 

Figura P.19 


y 



mmmam En matematicas, la 
expresion “si y solo si” es una manera 
de establecer dos implicaciones en una 
misma afirmacion. Por ejemplo, la pri- 
mera afirmacion de la derecha equivale 
a las dos implicaciones siguientes: 

a) Si dos rectas no verticales distintas 
son paralelas, entonces sus pen- 
dientes son iguales. 

b) Si dos rectas no verticales distintas 
tienen pendientes iguales, entonces 
son paralelas. 


RECTAS PARALELAS Y RECTAS PERPENDICULARES 

1. Dos rectas no verticales distintas son paralelas si y solo si sus pendientes son 
iguales, es decir, si y solo si m l = m 2 . 

2. Dos rectas no verticales son perpendiculares si y solo si sus pendientes son 
reclprocas negativas, es decir, si y solo si 

1 

m l = . 

m 2 
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y 



Rectas paralela y perpendicular a 
2x — 3y = 5 

Figura P.20 


EJEMPLO 4 Rectas paralelas y rectas perpendiculares 

Hallar la forma general de las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (2, — 1) y 
son 


a) paralela a la recta 2x — 3y = 5 b ) perpendicular a la recta 2x — 3y = 5. 


(Ver la figura P.20.) 


Solucion A1 escribir la ecuacion lineal 2x — 3y = 5 en forma punto-pendiente, y = |x — |, 
se ve que la recta dada tiene pendiente m = |. 


a) 


La recta que pasa por (2, — 1) y es paralela a la recta dada tiene tambien pendiente 
de §. 


y-y i = m(x - x x ) 
y — (—1) = f (jc - 2) 
3(y + 1) = 2(X - 2) 
2x — 3y — 7 = 0 


Forma punto-pendiente. 
Sustituir. 

Simplificar. 

Forma general. 


Observar la similitud con la ecuacion original. 

b ) Calculando el recfproco negativo de la pendiente de la recta dada, se determina que la 
pendiente de toda recta perpendicular a la inicial es — |. Por tanto, la recta que pasa 
por el punto (2, — 1) y es perpendicular a la recta dada tiene la siguiente ecuacion. 


y -yi = >n(x - xi) 
y-(-D = - § (jc-2) 

2(y + 1) = — 3(x - 2) 

3x + 2y — 4 = 0 

CONFUSION TECNOLOGICA La pendiente de una recta aparece distorsionada si se 
utilizan diferentes escalas en los ejes x y y. Por ejemplo, las dos pantallas decalculadora 
grafica de las figuras P.2 1 a y P.21 b muestran las rectas dadas por y = 2xy y = — ~x + 3. 
Puesto que las pendientes de estas rectas son una el negativo del inverso de la otra, las 
rectas son perpendiculares. Sin embargo, en la figura P. 2 1 a no lo parecen, debido a que 
la escala del eje x no es la misma que la escala del eje y. En la figura P.21/; aparecen 
perpendiculares debido a que la escala utilizada del eje x es igual a la empleada para el 
eje y. Este tipo de ventanas se denominan ventanas cuadradas. 


Forma punto-pendiente. 
Sustituir. 

Simplificar. 

Forma general. 



-10 


a) La escala del eje x no es la misma 
que la del ejey 

Figura P.21 



-6 

b ) La escala del eje x es la misma 
que la del eje y 
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CAPITULO P Preparation para el calculo 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, calcular la pendiente de la recta a partir 
de su grafica. 



3. 

y 

7 -- 
6 -- 
5 -- 


3 -- 
2 -- 

I 


1 2 3 4 5 6 7 

5. 


y 



y 



6 . 


y 



19. Diseiio de una cinta Se esta construyendo una cinta trans- 
portadora de manera que se eleve 1 metro por cada 3 metros de 
avance horizontal. 

a) Calcular la pendiente de la cinta. 

b) Suponer que la cinta corre entre dos pisos de una fabrica. 
Calcular la longitud de la cinta si la distancia vertical entre 
ambos pisos es de 10 pies. 

20. Ritmo de cambio Cada uno de los siguientes datos es la pen- 
diente de una recta que representa los ingresos diarios y en ter- 
minos del tiempo x en dfas. Utilizar la pendiente para interpretar 
la variation en los ingresos correspondiente a un incremento de 
un dia. 

a) m = 800 b ) m = 250 c ) m = 0 

21. Modelo matematico La siguiente tabla muestra las poblaciones 
y (en millones) de Estados Unidos durante 2000-2005. La va- 
riable t representa el tiempo en anos, t = 0 corresponde a 2000. 
(. Fuente : U.S. Bureau of the Census .) 


t 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

y 

282.4 

285.3 

288.2 

291.1 

293.9 

296.6 


a) Dibujar los datos a mano y unir los puntos adyacentes con 
un segmento de lrnea. 

b) Utilizar la pendiente de cada segmento de lrnea con objeto 
de determinar en que ano se incremento la poblacion con 
menor rapidez. 

22. Modelo matematico La siguiente tabla muestra el ritmo o 
velocidad r (en millas por hora) al que se esta moviendo un 
vehiculo transcurridos t segundos. 


En los ejercicios 7 y 8, trazar las rectas que pasan por el punto 
dado con la pendiente indicada. Dibujar en un mismo sistema de 
coordenadas. 


Dibujar la grafica a mano y unir los puntos adyacentes con 
un segmento de lrnea. 

Utilizar la pendiente de cada segmento de linea con objeto 
de determinar en que intervalo cambio mas rapidamente el 
ritmo o velocidad del vehiculo. ( ;C6mo cambio el ritmo o 
velocidad? 


Punto 

7. (3,4) 

8. (-2,5) 


Pendientes 


a) 1 b) — 2 c) — | d) indefinida 

a) 3 b) -3 c) § d) 0 


a) 

b) 


t 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

r 

57 

74 

85 

84 

61 

43 


En los ejercicios 9 a 14, dibujar el par de puntos y calcular la 
pendiente de la recta que pasa por ellos. 


9. 

(3,-4), (5,2) 

10. 

(1,1), (-2, 7) 

11. 

(4, 6), (4, 1) 

12. 

(3,- 

-5), (5, — 

13. 

(-UM-U) 

14. 

(1 3' 
\8> 4, 

).a-a 


En los ejercicios 23 a 28, calcular la pendiente y la intersection en 
y (si es posible) de la recta. 


23. 

y = 4jc - 3 

24. 

-x + y = 1 

25. 

x + 5y = 20 

26. 

6x — 5y = 15 

27. 

jc = 4 

28. 

y = -i 


En los ejercicios 15 a 18, utilizar el punto de la recta y su pendiente En los ejercicios 29 a 34, encontrar la ecuacion de la recta que pasa 

para determinar otros tres puntos por los que pase la recta (hay por el punto y tiene la pendiente indicada. Trazar la recta. 


mas de una respuesta correcta). 





Punto 

Pendiente 


Punto 

Pendiente 

Punto 

Pendiente 


Punto 

Pendiente 

29. 

(0, 3) 

3 

m = 4 

30. 

(-5,-2) 

m indefinida 

15- (6, 2) 

m = 0 

16. 

(-4, 3) 

m indefinida 

31. 

(0, 0) 

2 

m = 3 

32. 

(0, 4) 

m = 0 

17 ‘ (1,7) 

m = — 3 

18. 

T 

LO 

1 

m — 2 

33. 

(3, -2) 

m = 3 

34. 

(-2, 4) 

3 

m = — 5 
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En los ejercicios 35 a 44, encontrar la ecuacion de la recta que 
pasa por los puntos y trazar la recta. 


35. 

(0, 0), (4, 8) 

36. 

(0, 0), (— 1, 5) 

37. 

(2, 1), (0, -3) 

38. 

(-2, -2), (1,7) 

39. 

(2, 8), (5, 0) 

40. 

(-3, 6), (1,2) 

41. 

(6, 3), (6, 8) 

42. 

(1, -2), (3, -2) 

43. 

(i 1), (o, |) 

44. 

(U).(i-l) 


45. Determinar la ecuacion de la recta vertical con intersection en 
x en 3. 

46. Demostrar que la recta con intersecciones con los ejes en (a, 0) 
y (0, b) dene la siguiente ecuacion. 

— + — = 1 , a*0,b*0 

a b 

En los ejercicios 47 a 50, utilizar el resultado del ejercicio 46 para 


escribir la ecuacion de la recta. 



47. 

interseccion en x: (2, 0) 

48. 

interseccion en x: ( — 0) 


interseccion en y: (0, 3) 


interseccion eny: (0, —2) 

49. 

Punto de la recta: (1,2) 

50. 

Punto de la recta: (—3, 4) 


interseccion en x: (a, 0) 


interseccion en x: ( a , 0) 


interseccion en y: (0, a) 


interseccion en y: (0, a) 


(a A 0) 


{a + 0) 

En los ejercicios 51 a 58, trazar la grafica de la ecuacion. 

51. 

y = -3 

52. 

x = 4 

53. 

y = — 2x + 1 

54. 

l , 

V = 3X - 1 

55. 

y - 2 = i(x - l) 

56. 

y - 1 = 3(x + 4) 

57. 

2x - y - 3 = 0 

58. 

x + 2y + 6 = 0 


59. Configuration cuadrada Utilizar una herramienta de gra- 
ficacion para dibujar ambas rectas en cada ventana de visor. 
Comparar las graficas. ;,Eas rectas aparecen perpendiculares? 
<•,1.0 son? Explicar la respuesta. 


Xmin = — 5 

b) 

Xmin = — 6 

Xmax = 5 


Xmax = 6 

Xscl = 1 


Xscl = 1 

Ymin = —5 


Ymrn = -4 

Ymax = 5 


Ymax = 4 

Yscl = 1 


Yscl = 1 


Para discusion 

I 60. Una recta esta representada por la ecuacion ax + by = 4. 

a) 

^Cuando la recta es paralela al eje x? 

b ) 

^Cuando la recta es paralela al eje y? 

c) 

Dar valores para a y b de manera que la recta tenga una 
pendiente de f. 

d) 

Dar valores para ay b de manera que la recta sea per- 
pendicular a la recta y = |x + 3. 

e) 

Dar valores para ay b de manera que la recta coincida 
con la grafica de 5x + 6v = 8. 


En los ejercicios 61 a 66, escribir la ecuacion de la recta que pase 
por el punto y que sea: a) paralela a la recta dada, y b) perpen- 
dicular a la recta dada. 


Punto 

61. (-7, -2) 

63. (2, 1) 

65 - (U) 


Recta 
x = 1 

4x — 2y = 3 
5x — 3y = 0 


Punto 
62. (-1,0) 
64. (-3,2) 
66. (4, -5) 


Recta 

y = -3 

x + y = 7 
3x + 4y = 7 


Ritmo o velocidad de cambio En los ejercicios 67 a 70, se da el 
valor de un producto, en dolares, durante 2004 y el ritmo o velo- 
cidad al que se espera que varie su valor durante los proximos 5 
aims. Utilizar esta information para escribir una ecuacion lineal 
que proporcione el valor en dolares V del producto en terminos 
del ano t. (Sea t = 0 representativo del ano 2000.) 



Valor en 2008 

Ritmo 0 velocidad 

67. 

$1 850 

$250 aumento anual 

68. 

$156 

$4.50 aumento anual 

69. 

$17 200 

$ 1 600 reduction anual 

70. 

m 

$245 000 

$5 600 reduction anual 


En los ejercicios 71 y 72, utilizar una herramienta de grafica- 
cion para representar las parabolas y encontrar sus puntos de 
interseccion. Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por los 
puntos de interseccion y dibujar su grafica en la misma ventana 
de representation. 

71. y = x 2 72. y = x 2 — 4x + 3 

y = 4x — x 2 y = ~x 2 + 2x + 3 

En los ejercicios 73 y 74, determinar si los puntos son colineales. 
(Se dice que tres puntos son colineales si pertenecen a una misma 
recta.) 

73. (-2,1), (-1,0), (2, -2) 74. (0, 4), (7, -6), (-5, 11) 


Desarrollo de conceptos 


En los ejercicios 75 a 77, encontrar las coordenadas del punto 
de interseccion de los segmentos dados. Explicar el razona- 
miento. 



(-a, 0) (a, 0) (-a, 0) (a, 0) 

Bisectrices perpendiculares Medianas 


77. (b, c) 



(- a , 0) (a, 0) 

Alturas 


78. Demostrar que los puntos de interseccion en los ejercicios 
75, 76 y 77 son colineales. 

79. Conversion de temperaturas Encontrar la ecuacion lineal que 
exprese la relation que existe entre la temperatura en grados 
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Celsius C y la temperatura en grados Fahrenheit F. Utilizar 
el hecho de que el agua se congela a 0° C (32° F) y hierve a 100° 
C (212° F) para convertir 12° F a grados Celsius. 

80. Reemboho de gastos Una companfa reembolsa a sus repre- 
sentantes de ventas $175 diarios por alojamiento y comidas mas 
48d por milla recorrida. Escribir una ecuacion lineal que exprese 
el costo diario C para la companfa en terminos de x, el numero 
de millas recorridas. ^Cuanto le costara a la empresa que uno 
de sus representantes de ventas recorra 137 millas? 

81. Election profesional Un empleado tiene dos opciones a pues- 
tos en una gran corporation. En un puesto le pagan $14.50 por 
hora mas un bono de $0.75 por unidad producida. En el otro, 
$1 1.20 por hora mas un bono de $1.30. 

a) Representar graficamente las ecuaciones lineales corres- 
pondientes a los salarios por hora W en terminos de x, el 
numero de unidades producidas por hora, para cada una de 
las opciones. 

b) Representar con una heramienta de graficacion las ecua- 
ciones lineales y encontrar el punto de intersection. 

c) Interpretar el significado del punto de intersection de las 
graficas del apartado b). ^.Como usarfa esta information 
para seleccionar la option correcta si su objetivo fuera 
obtener el mayor sueldo por hora? 

82. Depreciation lineal Un pequeno negocio adquiere un equipo 
de $875. Transcurridos 5 anos el equipo sera obsoleto, carente 
de valor. 


a) Escribir una ecuacion lineal que proporcione el valor y del 
equipo en terminos del tiempo x, 0 £ x ^ 5. 

b ) Encontrar el valor del equipo cuando x = 2. 

c) Calcular el momenta en que el valor del equipo es $200 
(con una precision de dos cifras decimales). 

83. Alquiler de apartamentos Una agenda inmobiliaria maneja 
un complejo de 50 apartamentos. Cuando el alquiler es de $780 
mensuales, los 50 apartamentos estan ocupados. Sin embargo, 
cuando el alquiler es de $825, el numero promedio de aparta- 
mentos ocupados desciende a 47. Suponer que la relation entre 
el alquiler mensual p y la demanda x es lineal. ( Nota : Aquf se usa 
el termino demanda para referirse al numero de apartamentos 
ocupados.) 

a) Escribir una ecuacion lineal que proporcione la demanda 
x en terminos del alquiler p. 

rp b) Extrapolation lineal Utilizar una herramienta de grafica- 
cion para representar la ecuacion de la demanda y emplear 
la funcion trace para pronosticar el numero de apartamentos 
ocupados si el alquiler aumenta a $855. 
c) Interpolation lineal Pronosticar el numero de apartamentos 
ocupados si el alquiler baja a $795. Verificar el resultado 
graficamente. 


84. Modelo matematico Un profesor pone cuestionarios de 20 
puntos y examenes de 100 puntos a lo largo de un curso de ma- 
tematicas. Las calificaciones promedio de seis estudiantes, dadas 
como pares ordenados (x, y), donde x es la calificacion media en 
los cuestionarios y y la calificacion media en los examenes, son 
(18, 87), (10, 55), (19, 96), (16, 79), (13, 76) y (15, 82). 

a) Empleando una herramienta de graficacion con programa 
para el calculo de regresiones, encontrar la recta de regre- 
sion, por mfnimos cuadrados, para los datos. 

b ) Utilizar una herramienta de graficacion para trazar los pun- 
tos y graficar la recta de regresion en una misma ventana. 


c) Utilizar la recta de regresion para pronosticar la calificacion 
promedio en los examenes de un estudiante cuya califica- 
cion promedio en los cuestionarios es 17. 

d) Interpretar el significado de la pendiente de la recta de 
regresion. 

e ) Si el profesor anade 4 puntos a la calificacion promedio 
en los examenes de cada alurnno, describir el cambio de 
position de los puntos trazados y la modification de la 
ecuacion de la recta. 

85. Recta tangente Encontrar la ecuacion de la recta tangente al 
cfrculo x 2 + y 1 = 169 en el punto (5, 12). 

86. Recta tangente Encontrar la ecuacion de la recta tangente al 
cfrculo (x — l) 2 + (y — l) 2 = 25 en el punto (4, —3). 


Distancia En los ejercicios 87 a 92, calcular la distancia que exis- 
te entre el punto y la recta o entre las rectas, utilizando la formula 
para la distancia entre el punto (X|,y,) y la recta Ax + By + C = 0. 


Distancia = 


|Ax t + By 1 + C | 
JA 2 + B 2 


87. Punto: (0,0) 

Recta: 4x + 3v = 10 
89. Punto: (-2, 1) 

Recta: x — y — 2 = 0 
91. Recta: x + y = 1 
Recta: x + y = 5 
93. Demostrar que la distancia que existe entre el punto (x,, y,) y la 
recta Ax + By + C = 0 es 


88. 

Punto: (2, 3) 



Recta: 4x + 3y = 

10 

90. 

Punto: (6, 2) 



Recta: x = — 1 


92. 

Recta: 3x — 4y = 

1 


Recta: 3x — 4y = 

10 


Distancia = 


|Axj + By l + C| 
JA 2 + B 2 



Escribir la distancia d entre el punto (3, 1) y la recta y = mx + 4 
en terminos de m. Emplear una herramienta de graficacion para 
representar la ecuacion. ^Cuando es 0 la distancia? Explicar el 
resultado de manera geometrica. 


95. Demostrar que las diagonales de un rombo se cortan perpen- 
dicularmente. (Un rombo es un cuadrilatero con lados de igual 
longitud.) 

96. Demostrar que la figura que se obtiene uniendo los puntos me- 
dios de los lados consecutivos de cualquier cuadrilatero es un 
paralelogramo. 

97. Demostrar que si los puntos (x,, y^ y (x 2 , y 2 ) pertenecen a la 
misma recta que (x*, y*) y (x 2 , y *), entonces: 


yl ~ y*i = J2 ~ .U 

x| — X[ X 2 — X[ 

Suponer que x 1 A x 2 y x* A x%. 

98. Demostrar que si las pendientes de dos rectas son recfprocas 
negativas de la otra, entonces las rectas son perpendiculares. 


I Verdadero o falso? En los ejercicios 99 y 100, determinar si la 
afirinacion es verdadera o falsa. Si no lo es, explicar por que o 
proporcionar un ejemplo que muestre su falsedad. 


99. Las rectas de ecuaciones ax + by = c 1 y bx — ay = c 2 son 
perpendiculares. Suponer que a A 0 y b A 0. 

100. Dos rectas con pendientes positivas pueden ser perpendiculares 
entre sf. 


SECCION P.3 Funciones y sus graficas 
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Funciones y sus graficas 


■ Usar la notacion de funcion para representar y evaluar funciones. 

■ Encontrar el dominio y recorrido o rango de una funcion. 

■ Trazar la grafica de una funcion. 

■ Identificar los diferentes tipos de transformaciones de las funciones. 

■ Clasificar funciones y reconocer combinaciones de ellas. 



Una funcion real/de una variable real 

Figura P.22 


Funciones y notacion de funciones 

Una relacion entre dos conjuntos X y Y es un conjunto de pares ordenados, cada uno de la 
forma ( x , y), donde x es un elemento de X v y un elemento de Y. Una funcion de X a Y es 
una relacion entre X y Y con la propiedad de que si dos pares ordenados tienen el mismo 
valor de x, entonces tambien tienen el mismo valor de y. La variable x se denomina variable 
independiente, mientras que la variable y se denomina variable dependiente. 

Muchas situaciones de la vida real pueden describirse mediante funciones. Por ejemplo, 
el area A de un circulo es una funcion de su radio r. 

A = K r 2 A es una funcion de r. 

En este caso, r es la variable independiente y A, la variable dependiente. 

DEFINICION DE FUNCION REAL DE UNA VARIABLE REAL 


Sean .Ay Y conjuntos de numeros reales. Una funcion real /de una variable real x de 
lafes una regia de correspondence que asigna a cada numero x de X exactamente 
un numero y de Y. 

El dominio de/es el conjunto X. El numero y es la imagen de x por/y se denota 
mediante /(x), a lo cual se le llama el valor de /en x. El recorrido o rango de/se 
define como el subconjunto de Y formado por todas las imagenes de los numeros de 
X (ver la figura P.22). 


Las funciones pueden especificarse de muchas formas. No obstante, este texto se 
concentra fundamentalmente en funciones dadas por ecuaciones que contienen variables 
dependientes e independientes. Por ejemplo, la ecuacion 

X 2 + 2y = 1 Ecuacion en forma implicita. 


Notacion de funciones 

Gottfried Wilhelm Leibniz fue el primero 
que utilizo la palabra funcion , en 1694, para 
denotar cualquier cantidad relacionada 
con una curva, como las coordenadas de 
uno de sus puntos o su pendiente. Cuarenta 
afios mas tarde, Leonhard Euler empleo la 
palabra"funcion”para describir cualquier 
expresion construida con una variable y 
varias constantes. Fue el quien introdujo la 
notacion y = f(x). 


define y, la variable dependiente, como funcion de x, la variable independiente. Para evaluar 
esta funcion (esto es, para encontrar el valor de y correspondiente a un valor de x dado) 
resulta conveniente despejar y en el lado izquierdo de la ecuacion. 

1 2 

y = — (1 — X ) Ecuacion en forma explfcita. 


Utilizando/como nombre de la funcion, esta ecuacion puede escribirse como: 


fix) = ^(1 - x 1 ). 


Notacion de funciones. 


La ecuacion original x 2 + 2y = 1 define implicitamente a y como funcion de x. Cuando se 
despeja y, se obtiene la ecuacion en forma explfcita. 

La notacion de funciones tiene la ventaja de que permite identificar claramente la variable 
dependiente como/(x), informando al mismo tiempo que la variable independiente es x y 
que la funcion se denota por “/”. El sfmbolo/(x) se lee “/de x”. La notacion de funciones 
permite ahorrar palabras. En lugar de preguntar ‘/cual es el valor de y que corresponde a 
x = 3?” se puede preguntar ‘/cuanto vale/(3)?” 
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En una ecuacion que define a una funcion, el papel de la variable x es simplemente el 
de un hueco a llenar. Por ejemplo, la funcion dada por 

f(x) = 2x 2 — 4x + 1 

puede describirse como 

/( ) = 2( )-4( ) + l 

donde se usan parentesis en lugar de x. Para evaluar/(— 2), basta con colocar —2 dentro de 
cada parentesis. 

/( — 2) = 2( — 2) 2 — 4( — 2) + 1 Sustituir x por — 2. 

= 2(4) + 8 + 1 Simplificar. 

= 17 Simplificar. 

■ lMUM Aunque es frecuente usar/como un sfmbolo adecuado para denotar una funcion y x para la 
variable independiente, se pueden utilizar otros sfmbolos. Por ejemplo, todas las ecuaciones siguientes 
definen la misma funcion. 

f(x ) = X 2 — 4x + 7 El nombre de la funcion es/, el de la variable independiente es x. 

f{t) = t 2 — 4/ + 7 El nombre de la funcion es / el de la variable independiente es t. 

gis) — .V 2 — 4s + 7 El nombre de la funcion es g, el de la variable independiente es s. 


EJEMPLO I Evaluation de una funcion 

Para la funcion /defmida por/(x) = x 2 + 7, calcular: 

a) fOa) b)f(b- 1) c ) /(* + A*) -/(*) , 

Ax 

Solution 


En calculo, es 

importante especificar con claridad el 
dominio de una funcion o expresion. 
Por ejemplo, en el ejemplo lc, las 
expresiones 


fjx + A a ) -fjx) 

Ax 

Ax A 0 


y 


2x + Ax, 


son equivalentes, ya que Ax = 0 se 
excluye del dominio de la funcion o 
expresion. Si no se estableciera esa 
restriction del dominio, las dos expre- 
siones no serfan equivalentes. 


a) /(3a) = (3a) 2 + 7 

= 9a 2 + 7 

b) fib - 1) = ib - l) 2 + 7 

= b 2 - 2b + 1 + 7 
= b 2 - 2b + 8 


Sustituir x por 3 a. 
Simplificar. 

Sustituir x por b — 1 . 
Desarrollar el binomio. 
Simplificar. 


C ) 


fix + Ax) — fix) _ [(x + Ax) 2 + 7] — (x 2 + 7) 


Ax- 


Ax 

x 2 + 2xAx + (Ax) 2 + 7 — x 2 — 7 

Ax 

2xAx + (Ax) 2 
~ Ax 
Adf(2x + Ax) 

= 2x + Ax, Ax + 0 


■ ,'litr^ La expresion del ejemplo lc se llama cociente incremental o de diferencias y tiene un sig- 
nificado especial en el calculo. Se vera mas acerca de esto en el capftulo 2. ■ 
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a) El dominio de/es[l ? 00 ) 
y el recorrido 0 rango [0, °°) 


Dominio y recorrido o rango de una funcion 

El dominio de una funcion puede describirse de manera explfcita, o bien de manera im- 
plicita mediante la ecuacion empleada para definir la funcion. El dominio implicito es el 
conjunto de todos los numeros reales para los que esta definida la ecuacion, mientras que 
un dominio definido explfcitamente es el que se da junto con la funcion. Por ejemplo, la 
funcion dada por 

= 4 < x < 5 

x 2 —4 


tiene un dominio definido de manera explfcita dado por {x: 4 < x < 5}. Por otra parte, la 
funcion dada por 



y f(x) = tan x 



Dominio 

b) El dominio de/lo constituyen 
todos los valores reales de x tales que 
x # ” + rnr y el recorrido 0 rango 

es (— 00 , 00 ) 

Figura P.23 


tiene un dominio implicito: es el conjunto {x: x =£ ±2}. 

EJEMPLO 2 Calculo del dominio y del recorrido de una funcion 

a) El dominio de la funcion 

f(x) = V*-l 

es el conjunto de los valores de x tales que x — 1 > 0; es decir, el intervalo [1, °°). Para 
encontrar el recorrido o rango, se observa que /(x) = -Jx - I nunca es negativo. Por ende, 
el recorrido o rango es el intervalo [0, <=>), como se senala en la figura P.23 a. 

b ) Como se muestra en la figura P.23 b, el dominio de la funcion tangente 

f(x) = tanx 

es el conjunto de los valores de x tales que 
n 

X ^ — + Ml , con n entero. Dominio de la funcion tangente. 

El recorrido o rango de esta funcion es el conjunto de todos los numeros reales. Para 
repasar las caracterfsticas de esta y otras funciones trigonometricas, ver el apendice C. 


EJEMPLO 3 Una funcion definida por mas de una ecuacion 


Determinar el dominio y el recorrido o rango de la funcion 



Dominio: todos los x reales 


El dominio de/es (— °°, °°) y el recorrido 
es [0, 00 ) 

Figura P.24 


fix) 


1 - x, si x < 1 
-y/x- 1, si x > 1 


Solucion Puesto que /esta definida para x< 1 yx> 1, su dominio es todo el conjunto 
de los numeros reales. En la parte del dominio donde x > 1 , la funcion se comporta como 
en el ejemplo 2a. Parax < 1, todos los valores de 1 — x son positivos. Por consiguiente, el 
recorrido de la funcion es el intervalo [0, °°). (Ver la figura P.24.) 


Una funcion de X a Y es inyectiva (o uno a uno) si a cada valor de y perteneciente al 
recorrido o rango le corresponde exactamente un valorx del dominio. Por ejemplo, la funcion 
dada en el ejemplo 2 a es inyectiva, mientras que las de los ejemplos 2b y 3 no lo son. Se dice 
que una funcion de X a Y es suprayectiva (o sobreyectiva) si su recorrido es todo Y. 
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y y=m 



Grafica de una funcion 

Figura P.25 


Grafica de una funcion 

La grafica de una funcion y = fix) esta formada por todos los puntos (x,/(x)), donde x per- 
tenece al dominio de/. En la figura P.25, puede observarse que 

x = distancia dirigida desde el eje y 
fix) = distancia dirigida desde el eje x. 

Una recta vertical puede cortar la grafica de una funcion de x como maximo una vez. Esta 
observation proporciona un criterio visual adecuado, llamado criterio de la recta vertical, 
para funciones de x. Es decir, una grafica en el piano de coordenadas es la grafica de una 
funcion x si y solo si ninguna recta vertical hace intersection con ella en mas de un punto. 
Por ejemplo, en la figura P.26a puede verse que la grafica no define a y como funcion de x, 
ya que hay una recta vertical que corta a la grafica dos veces, mientras que en las figuras 
P.26/? y c las graficas sf definen a y como funcion de x. 




a) No es una funcion de x b) Una funcion de x c) Una funcion de x 

Figura P.26 


En la figura P.27 se muestran las graficas de ocho funciones basicas, las cuales hay que 
conocer bien. (Las graficas de las otras cuatro funciones trigonometricas basicas se encuen- 
tran en el apendice C.) 




Funcion identidad Funcion cuadratica 


y 



Funcion cubica 





Funcion raiz cuadrada 



Funcion valor absoluto Funcion racional Funcion seno Funcion coseno 

Graficas de ocho funciones basicas 

Figura P.27 
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Escritura de ecuaciones de funcio- 
nes Cada una de las pantallas 
de la herramienta de graficacion 
mostradas abajo exhibe la grafica de 
una de las ocho funciones basicas 
de la pagina anterior. Cada pantalla 
muestra tambien una transformation 
de la grafica. Describir esta transfor- 
mation y usar su description para 
escribir la ecuacion de la transfor- 
mation. 


9 





-4 


5 



Transformaciones de funciones 


Algunas familias de graficas tienen la misma forma basica. Por ejemplo, vamos a comparar 
la grafica de y = x 2 con las graficas de las otras cuatro funciones cuadraticas de la figura 
P.28. 

y y 




a) Traslacion vertical (hacia arriba) 


b ) Traslacion horizontal (a la izquierda) 



c) Reflexion 

Figura P.28 


y 



d) Traslacion a la izquierda, reflexion y 
traslacion hacia arriba 


Cada una de las graficas de la figura P.28 es una transformation de la grafica de y = x 2 . 
Los tres tipos basicos de transformaciones ilustrados por estas graficas son las traslaciones 
verticales, las traslaciones horizontales y las reflexiones. La notation de funciones es ade- 
cuada para describir transformaciones de graficas en el piano. Por ejemplo, si se considera 
que/(x) = x 2 es la funcion original en la figura P.28, las transformaciones mostradas pueden 
representarse por medio de las siguientes ecuaciones. 

y = fix') + 2 Traslacion vertical de 2 unidades hacia arriba. 

y = fix + 2) Traslacion horizontal de 2 unidades a la izquierda. 

y = — fix) Reflexion respecto al eje x. 

y = ~ fix + 3) + 1 Traslacion de 3 unidades a la izquierda, reflexion respecto al eje x y 

traslacion de 1 unidad hacia arriba. 


TIPOS BASICOS DE TRANSFORMACIONES (c > 0) 

Grafica original: 

y=m 

Traslacion horizontal de c unidades a la derecha: 

y = fix - c ) 

Traslacion horizontal de c unidades a la izquierda: 

y = fix + c ) 

Traslacion vertical de c unidades hacia abajo: 

y = fix) - c 

Traslacion vertical de c unidades hacia arriba: 

y = fix) + c 

Reflexion (respecto al eje x): 

Vi 

II 

vj, 

Reflexion (respecto al eje y): 

y =fi~x) 

Reflexion (respecto al origen): 

y = -fi-x) 
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Leonhard Euler (1707-1783) 
Ademas de sus contribuciones esenciales 
a casi todas las ramas de las matematicas, 
Euler fue uno de los primeros en aplicar el 
calculo a problemas reales de la fisica. Sus 
numerosas publicaciones incluyen temas 
como construction de barcos, acustica, 
optica, astronomia, mecanica y 
magnetismo. 


Clasificaciones y combinaciones de funciones 

La notion moderna de function es fruto de los esfuerzos de muchos matematicos de los siglos 
xvii y xviii. Mention especial merece Leonhard Euler, a quien debemos la notation y = fix). 
Hacia finales del siglo xvm, los matematicos y cientfficos hablan llegado a la conclusion de 
que un gran numero de fenomenos de la vida real podfan representarse mediante modelos 
matematicos, construidos a partir de una coleccion de funciones denominadas funciones 
elementales. Estas funciones se dividen en tres categorfas. 

1. Funciones algebraicas (polinomicas, radicales, racionales). 

2. Funciones trigonometricas (seno, coseno, tangente, etc.). 

3. Funciones exponenciales y logan'tmicas. 

En el apendice C se encuentra un repaso de las funciones trigonometricas. El resto de las 
funciones no algebraicas, como las funciones trigonometricas inversas y las funciones ex- 
ponenciales y logarftmicas, se presentan en el capftulo 5. 

El tipo mas comtin de funcion algebraica es una funcion polinomial 

fix) = a n x n + a n _ l x n ~ 1 + ■ ■ ■ + a 2 x 2 + a x x + ci 0 

donde n es un entero no negativo. Las constantes a son coeficientes siendo a el coeficiente 
dominante y a Q el termino constante de la funcion polinomial. Si a n 0, entonces n es el 
grado de la funcion polinomial. La funcion polinomial cero/(x) = 0 no se considera grado. 
Aunque se suelen utilizar subfndices para los coeficientes de funciones polinomiales en 
general, para las de grados mas bajos se utilizan con frecuencia las siguientes formas mas 
sencillas. (Notar que a 0.) 


PARA MAYOR INF ORMACION 

Puede encontrarse mas information 
sobre la historia del concepto de 
funcion en el articulo “Evolution of 
the Function Concept: A Brief 
Survey”, de Israel Kleiner, en The 
College Mathematics Journal. 


a >0 

n 

y 


Crece * ! 
a la 

izquierda 


t 

v 1 

i i 

i i 


\ ! Crece 

\,' ala 

derecha 


X 


Grado cero: 
Grado uno: 
Grado dos : 
Grado tres : 


fix) = a Funcion constante. 

fix) = ax + b Funcion lineal. 

fix) — ax 2 + bx + C Funcion cuadratica. 

fix) = ax 3 + bx 2 + CX + d Funcion cubica. 


Aunque la grafica de una funcion polinomial no constante puede presentar varias 
inflexiones, en algtin momento ascendera o descendera sin lfmite al moverse x hacia la 
izquierda o hacia la derecha. Se puede determinar que ocurre en la grafica de 

fix) = a n x n + a n _ l x n ~ l + • ■ ■ + a n x 2 + a x x + a 0 


eventualmente crece o decrece a partir del grado de la funcion (par o impar) y del coeficiente 
dominante a , como se indica en la figura P.29. Observar que las regiones punteadas muestran 
que la prueba o el criterio del coeficiente dominante solo determina el comportamiento 
a la derecha y a la izquierda de la grafica. 


a < 0 


Decrece \ Decrece 
I a la \ a la 
izquierda \ derecha 


a >0 


Crece / 
ala ' 

i 

derecha i 


Decrece ” 
a la izquierda 


n „<0 


\ Crece a 
\ la izquierda 



Decrece a * 
la derecha \ 


\ 


Graficas de funciones polinomiales de grado par 


Graftcas de funciones polinomiales de grado impar 


Prueba del coeficiente dominante para funciones polinomiales 

Figura P.29 
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Dominio de / 


El dominio de la funcion compuesta f° g 

Figura P.30 


Del mismo modo que un numero racional puede escribirse como el cociente de dos 
enteros, una funcion racional puede expresarse como el cociente de dos polinomios. De 
manera especifica, una funcion /es racional si tiene la forma 

f(x) = ~ q(x)±0 
q(x) 


donde p(x) y q(x) son polinomiales. 

Las funciones polinomiales y las racionales son ejemplos de funciones algebraicas. 
Se llama funcion algebraica de x a aquella que puede expresarse mediante un numero 
finito de sumas, diferencias, productos, cocientes y raices que contengan x". Por ejemplo, 
fix ) = 4x + 1 es algebraica. Las funciones no algebraicas se denominan trascendentes. 
Por ejemplo, las funciones trigonometricas son trascendentes. 

Es posible combinar dos funciones de varias formas para crear nuevas funciones. Por 
ejemplo, dadas/fx) = 2x — 3 v g(x) = x 2 + 1, se pueden construir las siguientes funciones. 


(/+ g)M = fix) + g(x) = (2x - 3) + (x 2 + 1) 
if~ g)M = fix) ~ gix) = (2x - 3) - (x 2 + 1) 
ifg)ix) = f(x)g{x) = (2x - 3)(x 2 + 1) 

(f/g)(x) =M = *- 3 


gix) 


+ 1 


Suma. 

Diferencia. 

Producto. 


Cociente. 


Aun hay otra manera de combinar dos funciones, llamada composicion. La funcion 
resultante recibe el nombre de funcion compuesta. 


DEFINICION DE FUNCION COMPUESTA 


Sean/y g dos funciones. La funcion dada por (f ° g)(x) = f(g(x)) se llama funcion 
compuesta de/con g. El dominio de/o g es el conjunto de todas las x del dominio 
de g tales que g(x) este en el dominio de/(ver la figura P.30). 


La funcion compuesta de/con g puede no ser igual a la funcion compuesta de g con/. 


EJEMPLO 4 Composicion de funciones 

Dadas /Tx) = 2x — 3 y g(x) = cos x, encontrar cada una de las funciones compuestas: 
a) f°g b) gof 


Solucion 

«) if°g)ix) = figix)) 

= /(cos x) 

= 2(cos x) — 3 
= 2 cos x — 3 
*) ig °f)ix) = gifix)) 

= g( 2x - 3) 

= cos(2x — 3) 


Definicion de/o g. 
Sustituir g(x) = cos x. 
Definicion def[x). 
Simplificar. 

Definicion de g of. 
Sustituir /(x) = 2x — 3. 
Definicion de g(x). 


Observarque (/°g)(x) A (g °f)(x) 
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CAPITULO P Preparation para el calculo 


Utilice una herramienta de grafica- 
cion para representar cada funcion. 
Determinar si la funcion es par, 
impar, o ninguna de las dos. 

fix) =x 2 - X 4 

g(x) = 2x 3 + 1 
h(x) = x 5 — 2x 3 + x 
j(x) = 2- x 6 - x* 
k(x) = x 5 — 2x 4 + x — 2 
p(x) = x 9 + 3x 5 — x 3 + x 

Describir una manera de identifi- 
car una funcion como par o impar 
mediante un analisis visual de la 
ecuacion. 


y 



a) Funcion impar 


y 


g(x) = 1 + cos x 



n 2 n 3n An 


-1 -- 

b) Funcion par 
Figura P.31 


En la section P. 1 se definio la intersection en x de una grafica como todo punto (a, 0) 
en el que la grafica corta al eje x. Si la grafica representa una funcion/, el numero a es un 
cero de /. En otras palabras, los ceros de una funcion f son las soluciones de la ecuacion 
fix) = 0. Por ejemplo, la funcion f{x) = x — 4 tiene un cero en x = 4 porque/(4) = 0. 

En la section P.l tambien se estudiaron diferentes tipos de simetrfas. En la termi- 
nologfa de funciones, se dice que una funcion es par si su grafica es simetrica respecto 
al eje y, y se dice que es impar si su grafica es simetrica con respecto al origen. Los 
criterios de simetrfa de la section P.l conducen a la siguiente prueba para las funciones 
pares e impares. 


PRUEBA PARA LAS FUNCIONES PARES E IMPARES 


La funcion y = fix) es par si fi—x) = fix). 

La funcion y = fix) es impar si fi—x) = —fix). 


M.'liiif Con exception de la funcion constante, por ejemplo fix) = 0, la grafica de una funcion de x 
no puede ser simetrica con respecto al eje x, puesto que entonces violarfa la prueba de la recta vertical 
para la grafica de una funcion. ■ 


EJEMPLO S Funciones pares o impares y ceros de funciones 

Determinar si cada una de las siguientes funciones es par, impar o ninguna de ambas. Des- 
pues, calcular los ceros de la funcion. 

a) fix) = x 3 — x b) g(x) = 1 + cos x 


Solution 


a) La funcion es impar, porque 

/(— x) = (— x) 3 — ( — x) = — x 3 + x = — (x 3 — x) 


-fix). 


Los ceros de/se calculan como sigue. 


x 3 — x = 0 
x(x 2 — 1 ) = x(x — 1 )(x + 1) = 0 

jc = 0 , 1 , - 1 


Hacer/bc) = 0. 
Factorizar. 
Ceros de/. 


Ver la figura P.31a. 
b) La funcion es par, porque 

g( — x) = 1 + Cos(-At) = 1 + COSX = g(x). cos ( x) — cos (x). 


Los ceros de g se calculan como sigue. 

1 + cos x = 0 
cos x = — 1 

x = (2 n + I )K, con n entero 


Hacer g(x) = 0. 

Restar 1 en ambos miembros. 
Ceros de g. 


Ver la figura P.3 lb. 


W'ti'if Cada una de las funciones del ejemplo 5 es par o impar. Sin embargo, muchas funciones, 
como/(x) = x 2 + x + 1 no son pares ni impares. ■ 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 y 2, utilizar las graficas de/ y g para resolver 
lo siguiente: 

a) Identificar los dominios y los recorridos o rangos de/y g. 

b) Identificar/(-2)yg(3). 

c) (‘,1'ara que valor(es) de x es fix) = g(x)? 

d) Calcular la(s) solucion(es) de fix) = 2. 

e ) Calcular las soluciones de g(x) = 0. 

1. y 2. y 




En los ejercicios 3 a 12, evaluar (si es posible) la funcion en los 
valores dados de la variable independiente. Simplificar los resul- 
tados. 


3. f(x) = lx - 4 

a) fi 0) 

b) /(- 3) 

c) fib) 

d) fix ~ 1) 

5- gix) = 5 - x 2 

a) g(0) 

b) g{J 5) 

c) gi~ 2) 

d) git - 1) 

7. fix) = cos 2x 

a) m 

b ) fi~n/ 4) 

c) fin/ 3) 

9. fix) = x 3 

fjx + Ax) - fjx) 

Ax 

11- fix) = J— - 

s/X ~ 1 

fix ) -/(2) 

jt — 2 


4. /(x) = Jx + 5 
a) /(— 4) 

&) /(ll) 

c) /(— 8) 

d) /(x + Ax) 

6. gix) = x 2 (x - 4) 

a) g(4) 

b ) g(l) 

c) g(c) 

‘0 + 4) 

8. /(x) = senx 

a) fin) 

b) /(5ir/4) 

c) /(2 tt/3) 

10. /(x) = 3x — 1 

/(*) - /(I) 

jc — 1 

12. /(x) = x 3 — x 

fix) ~/(l) 
jc — 1 


En los ejercicios 13 a 20, encontrar el dominio y el recorrido o 
rango de la funcion. 


13. fix) = 4x 2 
15. gix) = J6x 

17. fit) = sec 7 j- 


14. g(x) = x 2 — 5 
16. hix) = — Jx + 3 

18. hit) = cot r 


19. /(*)=- 
x 


20 . g(x) = 


x — 1 

En los ejercicios 21 a 26, encontrar el dominio de la funcion. 


21. 

/CD = 

vCx + yi — x 

22. 

fix) 

23. 

= 

2 

24. 

hix) 

1 — cos X 

25. 

fix) = 

1 

26. 

gix) 

|x + 3| 


sen x — - 
2 


— 4| 


En los ejercicios 27 a 30, evaluar la funcion como se indica. De- 
terminar su dominio y su recorrido o rango. 


px+D x < 0 
■' v ’ ( 2x + 2, x > 0 

a) /(- 1) fc) /(0) 

. fx 2 + 2, x < 1 
^ * ~~ |2x 2 + 2, x > 1 

a) /(— 2) b) fiO) 

f |x| + 1, x < 1 

/CD = 


[—x + 1, X > 1 

fl) /(— 3) b) /(l) 

>/x + 4, x < 5 


/CD = 


c) /( 2) 


c) /(l) 


c) /(3) 


(x - 5l 2 




rf) fit 2 + D 


d) fix 2 + 2) 


d) fib 2 + 1) 


d) /(10) 


En los ejercicios 31 a 38, trazar la grafica de la funcion y encon- 
trar su dominio y su recorrido o rango. Utilizar una herramienta 
graficadora para comprobar las graficas. 


31. fix) = 4 — x 

33. hix) = Jx - 6 
35. fix) = J9 — x 2 

37. g(f) = 3 sernrf 


32. gix) = - 

34. fix) = |x 3 + 3 
36. /(x) = x + v^4 — x 2 

38. hid) = — 5 cos — 

2 


Desarrollo de conceptos 

39. En la figura se muestra la 



grafica de la distancia que g io- 




recorre un estudiante en su ^ g _ 



camino de 10 minutos a la g 6 _ 

(10, 6) 


escuela. Dar una descripcion .2 4 _ 

/ 


verbal de las caracteristicas § 9 

(4, 2) "y 


del recorrido del estudiante g 

>^76, 2) 

1 I 1 1 1 


hacia la escuela. (0, 0 

F 1 1 1 1 1 

) 2 4 6 8 10 


Tiempo (en minutos) 
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CAPITULO P Preparation para el calculo 


Desarrollo de conceptos ( continuation ) 


40. Tras unos minutos de recorrido, un estudiante que conduce 27 
millas para ir a la universidad recuerda que olvido en casa el 
trabajo que tiene que entregar ese dfa. Conduciendo a mayor 
velocidad de la que acostumbra, regresa a casa, recoge su 
trabajo y reemprende su camino a la universidad. Trazar la 
posible grafica de la distancia de la casa del estudiante como 
funcion del tiempo. 


En los ejercicios 41 a 44, aplicar la prueba de la recta vertical para 
determinar si y es una funcion de x. 




En los ejercicios 45 a 48, determinar si y es una funcion de x. 


45. x 2 + y 2 = 16 46. x 2 + y = 16 

47. y 2 = x 2 — 1 48. x 2 y — x 2 + 4y = 0 

En los ejercicios 49 a 54, utilizar la grafica dey = f(x) para rela- 
cionar la funcion con su grafica. 


49. 

51. 


53 . 


y 

y 

y 



= fix + 5) 50. y = f(x) ~ 5 

= -f(-x) - 2 52. y = -f(x ~ 4) 

= f(x + 6) + 2 54. y = f(x - 1) + 3 


55. Utilizar la grafica de/que se muestra en la figura para dibujar 
la grafica de cada funcion. 


a) f(x + 3) b) f(x - 1) 
c) fix) + 2 d) f(x) - 4 
e ) 3/(.r) f) \f{x) 



56. Utilizar la grafica de/que se muestra en la figura para dibujar 
la grafica de cada funcion. 


a) f(x - 4) b) fix + 2) 
c) fix) + 4 d) fix) - 1 
e) 2 fix) f ) \fix) 



57. Utilizar la grafica de fix) = Jx para dibujar la grafica de cada 
funcion. En todos los casos, describa la transformation. 

d) y = Jx + 2 d) y = — ~Jx c) y = Jx — 2 

58. Especificar una secuencia de transformaciones que tenga como 
resultado cada grafica de h a partir de la grafica de la funcion 
fix) = sen x. 

a) hix) = sen^x + — j + 1 b) hix ) = — sen(.r — 1) 

59. Dadas/(jc) = Vx y gix) = x 2 — 1, evaluar cada expresion. 

a) figi 1)) b ) gifi 1)) c) gifiQ)) 

d) figi~ 4)) e) figix)) f) gifix)) 

60. Dadas/(x) = sen x y gix) = nx, evaluar cada expresion. 

a) figil)) b) /(g(i)) c) gif{0)) 

d) ^(/(f)) ^ f(six)) f) gifix)) 


En los ejercicios 61 a 64, encontrar las funciones compuestas 
if° g) y (g °f>- <‘,Cua] es el dominio de cada funcion compuesta? 
(‘.Son iguales ambas funciones compuestas? 


61. fix) = x 2 

62. fix) = 

gix) = Jx 

gix) = 

63. fix) = — 

64. fix) = 

X 


gix) =x 2 - 1 

gix ) = 


cos X 
1 
x 

gix) = X 2 - 1 gix) = Jx + 2 

65. Utilizar las graficas de / y de g para evaluar cada expresion. 
Si el resultado es indefinido, explicar y 

por que. 

a) if°g)i 3 ) 
c) gifi 5 )) 
e) ig ° /)(-!) 
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66. Ondas Se deja caer una roca en un estanque tranquilo, pro- 
vocando ondas en forma de cfrculos concentricos. El radio (en 
pies) de la onda exterior esta dado por r(t) = 0 . 6 1 , donde t es el 
tiempo, en segundos, transcurrido desde que la roca golpea el 
agua. El area del cfrculo esta dada por la funcion Air) = nr 2 . 
Calcular e interpretar ( A ° r)(t). 

Para pensar En los ejercicios 67 y 68, F(x) = fog oh. Identificar las 
funciones para /, g y h. (Existen muchas respuestas correctas.) 

67. Fix) = si 2x-2 68. Fix) = -4 senfl - x) 


En los ejercicios 69 a 72, determinar si la funcion es par, impar o 
ninguna de las dos. Utilizar una herramienta de graficacion para 
verificar su resultado. 

69. fix) = x 2 (4 - x 2 ) 70. f(x) = \[x 

71. fix) = x cos x 72. fix) = sen 2 x 


Para pensar En los ejercicios 73 y 74, encontrar las coordenadas 
de un segundo punto de la grafica de una funcion f, si el punto dado 
forma parte de la grafica y la funcion es: a) par y b) impar. 

73. (-1,4) 74. (4,9) 

75. En la figura se muestran las graficas de/, g y h. Determinar si 
cada funcion es par, impar o ninguna de las dos. 


y 



y 



84. El valor de un auto nuevo en funcion del tiempo en un periodo 
de 8 anos. 

85. Determinar el valor de c de manera que el dominio de la funcion 
f{x) = Vc — -V 2 

sea [—5, 5]. 

86. Determinar todos los valores de c de manera que el dominio de 
la funcion 

x + 3 

x 2 + 3 cx + 6 
sea el conjunto de todos los numeros reales. 

87. Razonamiento grafico Un termostato controlado de manera 
electronica esta programado para reducir la temperatura auto- 
maticamente durante la noche (ver la figura). La temperatura T, 
en grados Celsius, esta dada en terminos de t, el tiempo en horas 
de un reloj de 24 horas. 


T 



a) Calcular T(4) y T(15). 

b) Si el termostato se reprograma para producir una temperatu- 
ra Hit) = Tit — 1), (,que cambios habra en la temperatura? 
Explicar. 

c) Si el termostato se reprograma para producir una temperatu- 
ra Hit) = Tit) — 1, (,que cambios habra en la temperatura? 
Explicar. 


Figura para 75 Figura para 76 

76. El dominio de la funcion / que se muestra en la figura es 
—6 £ x £ 6. 

a) Completar la grafica de/dado que/es par. 

b) Completar la grafica de/dado que/es impar. 

Escritura de funciones En los ejercicios 77 a 80, escribir la ecua- 
cion para una funcion que tiene la grafica dada. 

77. Segmento de recta que une ( — 2, 4) y (0, —6) 

78. Segmento de recta que une (3, 1) y (5, 8) 

79. La mitad inferior de la parabola x + y 2 = 0 

80. La mitad inferior del cfrculo x 2 + y 1 = 36 

En los ejercicios 81 a 84 trazar una posible grafica de la situacion. 

81. La velocidad de un aeroplano en una funcion del tiempo durante 
un vuelo de 5 horas. 

82. La altura de una pelota de beisbol en funcion de la distancia 
horizontal durante un cuadrangular. 

83. La cantidad de cierta marca de un zapato vendida por una tienda 
de deportes en una funcion del precio del artfculo. 


Para discusion 


88. El agua fluye a una vasija de 30 centfmetros de altura a 
velocidad constante, llenandola en 5 segundos. Utilizar 
esta informacion y la forma de la vasija que se muestra en 
la figura para responder a las siguientes preguntas, si d 
es la profundidad del agua en centfmetros y t es el tiem- 
po en segundos (ver la figura). 



a) Explicar por que d es una funcion de t. 

b) Determinar el dominio y el recorrido o rango de dicha 
funcion. 

c) Trazar una posible grafica de la funcion. 

d) Usar la grafica del inciso c) para calcular di 4) (,Que 
representa esto? 
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89. 


90. 


a) 


b) 


91. 


92. 


93. 

94. 



Modelado matematico En la tabla se muestra el numero pro- 
medio de acres por granja en Estados Unidos para ciertos anos. 
( Fuente : U.S. Department of Agriculture.) 


Ano 

1955 

1965 

1975 

1985 

1995 

2005 

Superficie 
en acres 

258 

340 

420 

441 

438 

444 


a) Representar graficamente los datos, donde A es la superficie 
en acres y t es el tiempo en anos, donde t = 5 corresponde 
a 1955. Trazar a mano una curva que aproxime los datos. 

b) Utilizar la curva del inciso a) para calcular A(20). 

Aerodindmica automotriz La potencia H, en caballos de 
fuerza, que requiere cierto automovil para veneer la resistencia 
del viento esta dada aproximadamente por 

H(x) = 0.002.r 2 + 0.005x - 0.029, 10 < x < 100 
donde x es la velocidad del automovil en rnillas por hora. 
Representar H con una herramienta de graficacion. 

Reescribir la funcion de potencia de tal modo que x represente 
la velocidad en kilometros por hora. [Encontrar //(x/1.6).] 

Para pensar Escribir la funcion 

/(x) = |x| + \x - 2| 

sin utilizar los signos de valor absoluto (para repasar el valor 
absolute en el apendice C). 

Desarrollo Utilizar una herramienta de graficacion para re- 
presentar las funciones polinomiales p (x) — x 3 — x + 1 y p 2 (x) 
= x 3 — x. ^Cuantos ceros tiene cada una de estas funciones? 
^Existe algun polinomio cubico que no tenga ceros? Explicar 
la respuesta. 

Demostrar que la siguiente funcion es impar. 

/(x) = a 2 „ +1 x 2n+1 + ■ ■ ■ + a 3 x 3 + a x x 


Demostrar que la siguiente funcion es par. 


/(x) = a 2n x 2n + a 2n _ 2 x 2n 2 + ' ' ' + a 2 x 2 + a 0 


Demostrar que el producto de dos funciones pares (o impares) 
es una funcion par. 

Demostrar que el producto de una funcion impar y una par es 
una funcion impar. 

Volumen Se va a construir una caja abierta (sin tapa) de vo- 
lumen maximo con una pieza cuadrada de material de 24 cen- 
tfmetros de lado, recortando cuadrados iguales en las esquinas 
y doblando los lados hacia arriba (ver la figura). 



a) Expresar el volumen V como funcion de x, que es la lon- 
gitud de las esquinas cuadradas. ^,Cual es el dominio de la 
funcion? 


b ) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion volumen y aproximar las dimensiones de la caja 
que producen el volumen maximo. 

c) Utilizar la funcion tabla de la herramienta de graficacion 
para verificar su respuesta del apartado b). (Se muestran 
los dos primeros renglones de la tabla.) 


Altura, x 

Longitud 
y altura 

Volumen, V 

1 

24 - 2(1) 

1[24 - 2(1)] 2 = 484 

2 

24 - 2(2) 

2[24 - 2(2)] 2 = 800 


98. Longitud Una recta que pasa por el punto (3, 2) forma con los 
ejes x y y un triangulo rectangulo en el primer cuadrante (ver la 
figura). Expresar la longitud L de la hipotenusa como funcion 
de x. 


y 



fVerdadero o falso? En los ejercicios 99 a 102, determinar si la 
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre. 

99. Si/(a) =f[b), entonces a = b. 

100. Una recta vertical puede cortar la grafica de una funcion una vez 
como maximo. 

101. Si/(x) x) para todoxperteneciente al dominio de/, entonces 
la grafica de/es simetrica con respecto al eje y. 

102. Si/es una funcion, entoncesyfax) = ajfx). 


Preparacion del examen Putnam* 


103. Sea R la region constituida por los puntos (x, y) del pia- 
no cartesiano que satisfacen tanto |x| — |y| < 1 como 
\y | < 1 . Trazar la region R y calcular su area. 

104. Considerar un polinomio/fx) con coeficientes reales que 
tienen la propiedad/(g(x)) = g(f(x)) para todo polinomio 
g(x) con coeficientes reales. Determinar y demostrar la 
naturaleza de/(x). 

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize 
Competition.© The Mathematical Association of America. Todos los derechos 
reservados. 


* El William Lowell Putnam Mathematical Competition (Concurso de Matematicas William 
Lowell Putnam) es un concurso anual para estudiantes universitarios de Estados Unidos 
y Canada, establecido en 1938. 
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Ajuste de modelos a colecciones de datos 



Dibujo realizado por computadora, 
basado en la ilustracion a tinta del famoso 
estudio de Leonardo da Vinci sobre las 
proporciones humanas, titulado El hombre 
de Vitruvio. 


■ Ajustar un modelo lineal a una coleccion de datos de la vida cotidiana. 

■ Ajustar un modelo cuadratico a una coleccion de datos de la vida cotidiana. 

■ Ajustar un modelo trigonometrico a una coleccion de datos de la vida cotidiana. 


Ajuste de un modelo lineal a los datos 

Una de las premisas basicas de la ciencia es que gran parte de la realidad fisica puede 
describirse matematicamente y que muchos de los fenomenos fisicos son predecibles. Esta 
perspectiva cientifica constituyo parte de la revolucion cientifica que tuvo lugar en Europa 
a finales del siglo xvi. Dos de las primeras publicaciones ligadas a esta revolucion fueron 
On the Revolutions of the Heavenly Spheres, del astronomo polaco Nicolaus Copernicus, 
y On the Structure of the Human Body, del anatomista belga Andreas Vesalius. Publicados 
ambos en 1543, rompian con la tradition al sugerir el uso de un metodo cientifico en lugar 
de la confianza ciega en la autoridad. 

Una tecnica fundamental de la ciencia moderna consiste en recopilar datos y luego 
describirlos por medio de un modelo matematico. Por ejemplo, los datos del ejemplo 1 
estan inspirados en el famoso dibujo de Leonardo da Vinci que indica que la altura de una 
persona y su envergadura son iguales. 


EJEMPLO I Ajuste de un modelo lineal a los datos 

Un grupo de 28 alumnos recopilo los siguientes datos, que representan sus estaturas x y sus 
envergaduras y (redondear a la pulgada mas cercana): 



Altura (en pulgadas) 


Datos y su modelo lineal 

Figura P.32 


(60, 61), (65, 65), (68, 67), (72, 73), (61, 62), (63, 63), (70, 71), 

(75, 74), (71, 72), (62, 60), (65, 65), (66, 68), (62, 62), (72, 73), 

(70, 70), (69, 68), (69, 70), (60, 61), (63, 63), (64, 64), (71, 71), 

(68, 67), (69, 70), (70, 72), (65, 65), (64, 63), (71, 70), (67, 67). 

Encontrar un modelo lineal que represente estos datos. 


Solution Existen varias maneras de representar estos datos mediante una ecuacion. La 
mas sencilla seria observar que xy y son casi iguales y tomar como modelo y = x. Un ana- 
lisis mas cuidadoso consistirfa en recurrir a un procedimiento de la estadfstica denominado 
regresion lineal. (Procedimiento que se estudiara en la seccion 13.9.) La recta de regresion 
de mmimos cuadrados para estos datos es 

y = I .006a — 0.23. Recta de regresion de mmimos cuadrados. 

En la figura P.32 se muestra la grafica del modelo y los datos. A partir de este modelo, se 
puede observar que la envergadura de una persona tiende a ser aproximadamente igual a su 
estatura. 


TECNOLOGIA Muchas herramientas de graficacion tienen incorporados progra- 
mas de regresion de mmimos cuadrados. Por lo general, se introducen los datos y 
despues se ejecuta el programa. El programa suele mostrar como resultado la pen- 
diente y la intersection en y de la recta que mejor se ajusta a los datos y el coeficien- 
te de correlacion r. El coeficiente de correlacion mide cuan bien se ajusta el modelo 
a los datos. Cuanto mas proximo a 1 es |r|, mejor es el ajuste. Por ejemplo, el co- 
eficiente de correlacion para el modelo del ejemplo 1 es r ~ 0.97, lo que indica que 
el modelo se ajusta bien a los datos. Si el valor de r es positivo, las variables tienen 
una correlacion positiva, como ocurre en el ejemplo 1. Si el valor de r es negativo, 
las variables tienen una correlacion negativa. 
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Preparation para el calculo 


Ajuste de un modelo cuadratico a los datos 

Una funcion que define la altura s de un objeto que cae en terminos del tiempo t se llama 
funcion de position. Si no se considera la resistencia del aire, la position de un objeto que 
cae admite el modelo 

s(t) = jgt 2 +V 0 t + s 0 

donde g denota la aceleracion de la gravedad, v 0 la velocidad initial y .v„ la altura inicial. 
El valor de g depende de donde se deja caer el objeto. En la Tierra, g vale —32 pies/s 2 , o 
—9.8 m/s 2 . 

Para descubrir el valor de g experimental, se pueden registrar en varios instantes las 
alturas de un objeto cayendo, como se muestra en el ejemplo 2. 


EJEMPLO 2 Ajuste de un modelo cuadratico a los datos 

Se deja caer un balon de basquetbol desde una altura de 5/ pies. Se mide la altura del ba- 
lon 23 veces, a intervalos de aproximadamente 0.02 s.* Los resultados se muestran en la 
siguiente tabla. 


Tiempo 

0.0 

0.02 

0.04 

0.06 

0.08 

0.099996 

Altura 

5.23594 

5.20353 

5.16031 

5.0991 

5.02707 

4.95146 


Tiempo 

0.119996 

0.139992 

0.159988 

0.179988 

0.199984 

0.219984 

Altura 

4.85062 

4.74979 

4.63096 

4.50132 

4.35728 

4.19523 


Tiempo 

0.23998 

0.25993 

0.27998 

0.299976 

0.319972 

0.339961 

Altura 

4.02958 

3.84593 

3.65507 

3.44981 

3.23375 

3.01048 


Tiempo 

0.359961 

0.379951 

0.399941 

0.419941 

0.439941 

Altura 

2.76921 

2.52074 

2.25786 

1.98058 

1.63488 


Encontrar un modelo que se ajuste a estos datos y utilizarlo para pronosticar el instante en 
el que el balon golpeara el suelo. 


S 


6 - 


^ 5 - 


4 ) 

\ 

S 3 - 

n 

• 

- • 

• 

• 

• 

< 2_ 

• 




0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

Tiempo (en segundos) 

Representation grafica de los datos 

Figura P.33 


Solution Comenzar dibujando la nube de puntos o diagrama de dispersion que representa 
los datos, como se muestra en la figura P.33. En la nube de puntos o diagrama de dispersion 
se observa que los datos no parecen seguir un modelo lineal. Sin embargo, parece que obe- 
decen a un modelo cuadratico. Para comprobarlo, introducir los datos en una herramienta 
de graficacion con un programa para regresiones cuadraticas. Se debe obtener el modelo 

S = — 15.45? 2 — 1 .302 t + 5.2340. Parabola de regresion de mmirnos cuadrados. 

A1 usar este modelo, se puede pronosticar en que instante el balon golpea el suelo, sustitu- 
yendo s por 0 y despejando t de la ecuacion resultante. 

0 = - 15.45/ 2 - 1.302? + 5.2340 Haae™ = o. 

1.302 ± y(-1.302) 2 - 4(— 15.45)(5.2340) 

t = ; Formula cuadratica. 

2(- 15.45) 

t ~ 0.54 Escoger la solucion positiva. 

La solucion aproximada es 0.54 s. En otras palabras, el balon continuara cayendo durante 
0. 1 s mas antes de tocar el suelo. 


* Datos recabados con un Texas Instruments CBL ( Calculator-Based Laboratory ) System. 
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El piano de la orbita terrestre alrededor 
del Sol y el eje de rotation de laTierra no 
son perpendiculares. Por el contrario, este 
ultimo esta inclinado con respecto a su 
orbita. En consecuencia, la cantidad de luz 
diurna que reciben los distintos lugares 
de laTierra varia de acuerdo con la epoca 
del ano; en otras palabras, varia con la 
position de la Tierra en su orbita. 


d 



Grafica del modelo 

Figura P.34 


Puede encontrar un repaso 
de las funciones trigonometricas en el 
apendice C. ■ 


Ajuste de un modelo trigonometrico a los datos 

(i Que es el modelado matematico? Esta es una de las preguntas que se plantean en la obra 

Guide to Mathematical Modelling. A continuacion se transcribe parte de la respuesta.* 

1. El modelado matematico consiste en aplicar las habilidades matematicas para obtener 
respuestas utiles a problemas reales. 

2. Aprender a aplicar las habilidades matematicas es muy distinto del aprendizaje de las 
propias matematicas. 

3. Se utilizan modelos en una gran variedad de aplicaciones, algunas de las cuales parecen, 
en principio, carecer de naturaleza matematica. 

4. Con frecuencia, los modelos permiten una evaluation rapida y economica de las al- 
ternativas, lo que conduce hacia soluciones optimas que de otra manera no resultarfan 
obvias. 

5. En la elaboration de modelos matematicos, no existen reglas precisas ni respuestas 
“correctas”. 

6. El modelado matematico solo se puede aprender haciendolo. 


EJEMPLO 3 Ajuste de un modelo trigonometrico a los datos 

En la Tierra, el numero de horas de luz solar en un dfa cualquiera depende de la latitud y la 
epoca del ano. Este es el numero de minutos de luz solar diarios en una latitud de 20 grados 
norte durante los dfas mas largos y mas cortos del ano fueron: 801 minutos el 21 de junio 
y 655 minutos el 22 de diciembre. Utilizar estos datos para elaborar un modelo correspon- 
diente a la cantidad de luz solar d (en minutos) para cada dla del ano en un lugar ubicado a 
20 grados de latitud norte. ^Como podrfa verificarse la exactitud del modelo? 

Solution Esta es una manera de elegir como elaborar un modelo. Se puede establecer la 
hipotesis de que el modelo es una funcion seno con un periodo de 365 dfas. Utilizando los 
datos, se puede concluir que la amplitud de la grafica es (801 — 655)/2, o sea, 73. De tal 
modo, un posible modelo es 


d = 


728-73 sen 


2 nt 7zA 
365 + 2J 


En este modelo, t representa el numero del dfa del ano, donde t = 0 corresponde al 22 de 
diciembre. En la figura P.34 se muestra una grafica de este modelo. Para verificar la exac- 
titud del modelo, se consulta en un almanaque el numero de minutos de luz diurna en dife- 
rentes dfas del ano en una latitud de 20 grados norte. 


Fecha 

Valor de t 

Horas de luz reales 

Die 22 

0 

655 min. 

Ene 1 

10 

657 min. 

Feb 1 

41 

676 min. 

Mar 1 

69 

705 min. 

Abr 1 

100 

740 min. 

May 1 

130 

772 min. 

Jun 1 

161 

796 min. 

Jun 21 

181 

801 min. 

Jul 1 

191 

799 min. 

Ago 1 

222 

782 min. 

Sep 1 

253 

752 min. 

Oct 1 

283 

718 min. 

Nov 1 

314 

685 min. 

Die 1 

344 

661 min. 


Horas de luz que pronostica el modelo 

655 min. 

656 min. 

672 min. 

701 min. 

739 min. 

773 min. 

796 min. 

801 min. 

800 min. 

785 min. 

754 min. 

716 min. 

681 min. 

660 min. 


Como se puede observar, el modelo es bastante preciso. 


* Texto tornado de Guide to Mathematical Modelling, de Dilwyn Edwards y Mike Hamson (Boca Raton: CRC 
Press, 1990). Utilizado con autorizacion de los autores. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4 se proporciona una grafica de puntos. De- 
terminar si los datos pueden modelarse por medio de una funcion 
lineal, cuadratica o trigonometrica, o si no parece existir relation 
entre x y y. 


1 . y 


2 . y 




X 



X 



5. Cancerigenos Los siguientes pares ordenados representan el 
fndice de exposition a una sustancia cancerfgenax y la mortalidad 
por cancer y por cada 100 000 personas de una poblacion. 

(3.50, 150.1), (3.58, 133.1), (4.42, 132.9), 

(2.26, 116.7), (2.63, 140.7), (4.85, 165.5), 

(12.65, 210.7), (7.42, 181.0), (9.35, 213.4) 

a) Representar graficamente los datos. De la observation 
de esta grafica, ^parece que los datos siguen un modelo 
aproximadamente lineal? 

b) Descubrir de manera visual un modelo lineal para los datos 
y representarlo graficamente. 

c) Utilizar el modelo para calcular el valor aproximado de y 
si x = 3. 


6 . 



Calificaciones en cuestionarios Los siguientes pares ordena- 
dos son las calificaciones de dos cuestionarios consecutivos de 
15 puntos aplicados a una clase de 18 alumnos. 

(7, 13), (9, 7), (14, 14), (15, 15), (10, 15), (9, 7), 

(14. 11), (14, 15), (8, 10), (15, 9), (10, 11), (9, 10), 

(11, 14), (7, 14), (11, 10), (14, 11), (10, 15), (9, 6) 

a) Representar graficamente los datos. A la vista de esta grafi- 
ca, ^parece que la relation entre calificaciones consecutivas 
sea aproximadamente lineal? 

b) Si los datos parecen aproximadamente lineales, construir 
un modelo lineal para ellos. Si no, encontrar alguna posible 
explication. 

Ley de Hooke La ley de Hooke establece que la fuerza F ne- 
cesaria para comprimir o estirar un resorte (dentro de sus lfmites 
elasticos) es proportional a la variation de longitud d que expe- 
rimenta. Esto es, F = kd, donde k es una medida de la resistencia 
del resorte a la deformation y se denomina constante elastica. 
La siguiente tabla muestra el alargamiento d, en centimetres, de 
un resorte cuando se le aplica una fuerza de F newtons. 



F 

20 

40 

60 

80 

100 

d 

1.4 

2.5 

4.0 

5.3 

6.6 


a) Encontrar la funcion de regresion en la herramienta de 
graficacion, usando un modelo lineal para los datos. 

b ) Utilizar la herramienta de graficacion para representar los 
datos y el modelo. ^Que tanto se ajusta el modelo a los 
datos? Explicar el razonamiento. 

c) Utilizar el modelo para estimar el alargamiento del resorte 
cuando se le aplica una fuerza de 55 newtons. 

Objeto en caida En un experimento, unos estudiantes midieron 
la velocidad s (en metros por segundo) de un objeto en caida, t 
segundos despues de dejarlo caer. Los resultados se presentan 
en la siguiente tabla. 


t 

0 

l 

2 

3 

4 

s 

0 

11.0 

19.4 

29.2 

39.4 


a) Usando la funcion de regresion en la herramienta de gra- 
ficacion, encontrar un modelo lineal para los datos. 

b) Utilizar la herramienta de graficacion para representar los 
datos y el modelo. ^De que manera se ajusta el modelo a 
los datos? Explicar el razonamiento. 

c) Utilice el modelo para estimar la velocidad del objeto 
transcurridos 2.5 segundos. 

9. Consumo de energia y producto interno bruto * Los siguientes 
datos muestran el consumo de electricidad per capita (en millones 
de Btu) y el producto interno bruto per capita (en miles de dola- 
res) en 2001, en varios pafses. ( Fuente : U.S. Census Bureau.) 


Argentina 

(71, 12.53) 

Chile 

(75, 10.61) 

Grecia 

(136, 22.23) 

Hungria 

(106, 15.8) 

Mexico 

(63, 9.64) 

Portugal 

(106, 19.24) 

Espana 

(159, 24.75) 

Reino Unido 

(167, 31.43) 


Bangladesh 

(5, 1.97) 

Ecuador 

(29, 3.77) 

Hong Kong 

(159, 31.56) 

India 

(15, 3.12) 

Polonia 

(95, 12.73) 

Corea del Sur 

(186, 20.53) 

Turquia 

(51, 7.72) 

Venezuela 

(115, 5.83) 


a) Utilizar la funcion de regresion en la herramienta de gra- 
ficacion, encontrar un modelo lineal para los datos. ^Cual 
es el coeficiente de correlation? 

b) Utilizar la herramienta de graficacion para representar los 
datos y el modelo. 

c) Interpretar la grafica del apartado b). Utilizar la grafica para 
identificar los cuatro pafses que mas difieren del modelo 
lineal. 

d) Borrar los datos correspondientes a los cuatro pafses identifi- 
cados en el apartado c). Ajustar un modelo lineal para el resto 
de los datos y encontrar su coeficiente de correlation. 


* En Espana se le denomina producto interior bruto. 
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10. Dureza de Brinell Los datos de la tabla muestran la dureza 
de Brinell H del acero al carbon del 0.35 cuando se endurece y 
templa a temperatura 1 (en grados Fahrenheit). ( Fuente : Standard 
Handbook for Mechanical Engineers.) 


t 

200 

400 

600 

800 

1 000 

1 200 

H 

534 

495 

415 

352 

269 

111 


a) Utilizar las funciones de regresion lineal de su herramienta de 
graficacion para encontrar un modelo lineal para los datos. 

b) Utilizar la herramienta de graficacion para representar 
los datos y el modelo. iQue tanto se ajusta el modelo a los 
datos? Explicar el razonamiento. 

c) Utilizar el modelo para estimar la dureza cuando t = 
500° F. 

11. Costos de automoviles Los datos de la tabla muestran los gas- 
tos variables de operation de un automovil en Estados Unidos 
durante varios anos. Las funciones y b y 2 y y 3 representan los gas- 
tos, en centavos por milla, de gasolina y aceite, mantenimiento y 
neumaticos, respectivamente. (Fuente: Bureau of Transportation 
Statistics.) 


13. Desempeiio automotriz La siguiente tabla muestra el tiernpo t 
(en segundos) que necesita un automovil Honda Accord Hybrid 
para alcanzar una velocidad de s millas por hora partiendo del 
reposo. ( Fuente : Car & Driver.) 


s 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

90 

t 

2.5 

3.5 

5.0 

6.7 

8.7 

11.5 

14.4 


a) Utilizar las funciones de regresion de la herramienta de gra- 
ficacion para encontrar un modelo cuadratico para los datos. 

b) Utilizar la herramienta de graficacion para representar los 
datos y el modelo. 

c) Utilizar la grafica del apartado b) para establecer por que el 
modelo no es apropiado para determinar el tiernpo necesario 
para alcanzar velocidades inferiores a 20 millas por hora. 

d) Puesto que en las pruebas se partfa del reposo, agregar el 
punto (0, 0) a los datos. Ajustar y representar graficamente 
un modelo cuadratico a los nuevos datos. 

e) El modelo cuadratico, ^modela con mayor precision el com- 
portamiento del automovil a bajas velocidades? Explicar 
la respuesta. 


Ano 

y 1 

J 2 

Js 

0 

5.60 

3.30 

1.70 

1 

6.90 

3.60 

1.70 

2 

7.90 

3.90 

1.80 

3 

5.90 

4.10 

1.80 

4 

7.20 

4.10 

1.80 

5 

6.50 

5.40 

0.70 

6 

9.50 

4.90 

0.70 

7 

8.90 

4.90 

0.70 


a) Utilizar las funciones de regresion de la herramienta de 
graficacion para encontrar un modelo cuadratico para y 1 y 
y 3 y un modelo lineal para y 2 . 

b) Utilizar la herramienta de graficacion para hacer la grafica y u 
y 2 , y 3 y y 1 + y 2 + y? en la misma ventana. Utilizar el modelo 
para estimar el costo total variable por milla durante el ano 12. 

12. Resistencia de una viga Los estudiantes de un laboratorio 
midieron la fuerza de ruptura S (en libras) de una pieza de madera 
de 2 pulgadas de espesor, con x de altura y 12 de longitud. Los 
resultados se muestran en la siguiente tabla. 


X 

4 

6 

8 

10 

12 

s 

2 370 

5 460 

10310 

16 250 

23 860 


a) Utilizar una herramienta de graficacion para ajustar un 
modelo cuadratico a los datos. 

b) Utilizar la herramienta de graficacion para representar los 
datos y el modelo. 

c) Utilizar el modelo para estimar la fuerza de ruptura cuando 
x = 2. 


Para discusion 


14. Organizaciones de asistencia sanitaria La siguiente grafica 
pi de barras muestra el numero de personas N (en millones) que 
recibieron atencion en organizaciones de asistencia sanitaria 
de 1990 a 2004. ( Fuente : HealthLeaders-InterStudy.) 


Intemamiento en organizaciones de asistencia sanitaria 
N 



Ano (0 o 1990) 


a) Sea t el tiernpo en anos, t = 0 corresponde a 1990. Uti- 
lizar las funciones de regresion de una herramienta de 
graficacion para encontrar los modelos lineal y cubico 
para los datos. 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
los datos y los modelos lineal y cubico. 

c) Utilizar la grafica anterior para determinar que modelo 
es mejor. 

d) Utilizar una herramienta de graficacion para encontrar 
la grafica del modelo cuadratico de los datos. 

e) Utilizar los modelos lineal y cubico para estimar el 
numero de personas que recibieron atencion en las 
organizaciones de asistencia sanitaria durante 2007. 

f) Utilizar una herramienta de graficacion para encontrar 
otros modelos para los datos. (,Que modelos se considera 
que representan mejor los datos? Explicar la respuesta. 
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15. Desempeiio de un automovil Se acopla un dinamometro a un 
motor de automovil V8 y se mide su potencia en caballos y a 
diferentes velocidades x (en miles de revoluciones por minuto). 
En la siguiente tabla se muestran los resultados. 


X 

l 

2 

3 

4 

5 

6 

y 

40 

85 

140 

200 

225 

245 


a) Utilizar las funciones de calculo de regresion de una he- 
rramienta de graficacion para encontrar el modelo cubico 
para los datos. 

b) Utilizar la herramienta de graficacion para representar los 
datos y el modelo. 

c) Utilizar el modelo para estimar la potencia cuando el motor 
gira a 4 500 revoluciones por minuto. 

16. Temperatura de ebullition La siguiente tabla muestra la tem- 
peratura de ebullition del agua T (°F) a diferentes presiones p 
(en libras/pulg 2 ). ( Fuente : Standard Handbook for Mechanical 
Engineers.) 


P 

5 

10 

14.696 (1 atmosfera) 

20 

T 

162.24° 

193.21° 

212.00° 

227.96° 


P 

30 

40 

60 

80 

100 

T 

250.33° 

267.25° 

292.71° 

312.03° 

327.81° 


17. 


a) Utilizar las funciones de regresion de una herramienta de gra- 
ficacion para encontrar un modelo cubico para los datos. 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar los 
datos y el modelo. 

c) Utilizar la grafica para calcular la presion necesaria para 
que el punto de ebullition del agua exceda los 300° F. 

d) Explicar por que el modelo no serfa adecuado para presiones 
superiores a 100 libras por pulgada al cuadrado. 

Movimiento armonico Un detector de movimiento mide el des- 
plazamiento oscilatorio de un peso suspendido de un resorte. En 
la figura se muestran los datos recabados y los desplazamientos 
maximos (positivo y negativo) aproximados a partir del punto 
de equilibrio. El desplazamiento y se mide en centimetres y el 
tiempo t en segundos. 

a) ifis y funcion de tl Explicar la respuesta. 

b) Calcular la amplitud y el periodo de las oscilaciones. 

c) Encontrar un modelo para los datos. 

d) Representar el modelo del apartado c) en una herramienta 
de graficacion y comparar el resultado con los datos de la 
figura. 


■ l8. 


Temperatura La siguiente tabla muestra las temperatures maxi- 
mas diarias en Miami M y Syracuse S (en grados Fahrenheit), 
donde t = 1 corresponde a enero. ( Fuente : NOAA.) 


t 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

M 

76.5 

77.7 

80.7 

83.8 

87.2 

89.5 

S 

31.4 

33.5 

43.1 

55.7 

68.5 

77.0 


t 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

M 

90.9 

90.6 

89.0 

85.4 

81.2 

77.5 

S 

81.7 

79.6 

71.4 

59.8 

47.4 

36.3 


a) Si un modelo para Miami es 

M{t) = 83.70 + 7.46 sen(0.4912f - 1.95). 

Encontrar un modelo para Syracuse. 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar los 
datos y el modelo correspondientes a las temperaturas en 
Miami. ^,Es bueno el ajuste? 

c) Utilizar una herramienta de graficacion para representar los 
datos y el modelo correspondientes a las temperaturas en 
Syracuse. ^Es bueno el ajuste? 

d) Utilizar los modelos para estimar la temperatura promedio 
anual en cada ciudad. (,Que termino del modelo se utilizo? 
Explicar la respuesta. 

e) ^Cual es el periodo en cada modelo? ^Es el que se esperaba? 
Explicar las respuestas. 

f) ^Que ciudad presenta una mayor variation de temperaturas 
a lo largo del ano? (,Que factor de los modelos lo determina? 
Explicar las respuestas. 


Desarrollo de conceptos 

En lo; 
para ■ 
utilize 

19. ’ 

i ejercicios 19 y 20 describir um 
cada conjunto de datos. Luego 
ir un modelo en un entorno real 

20. 3 

• 

• 

• 

• 

• 

i situation real factible 
, explicar como puede 
1 . 

! 

• 

• • 

• • 
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( 0 . 375 , 1 . 65 ) 


0.2 0.4 0.6 0.8 

-1 - 



Preparacion del examen Putnam 


21. Para i = 1,2, sea 7j un triangulo con lados de longitud a h 
b h c i y area A,. Suponga que a 1 £ a 2 , b 1 £ b £ c 2 y 
que T 2 es un triangulo agudo. i Se cumple que A 1 £ A 2 ? 

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize 
Competition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos 
reservados. 
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Ejercicios de repaso 


En los ejercicios 1 a 4, encontrar las intersecciones con los ejes 
(si existe alguna). 


y = 5x — 8 

2. 

y = (X - 2)(x - 6) 

x — 3 

- V= x-4 

4. 

xy = 4 


En los ejercicios 5 y 6, verificar si existe simetria con respecto a 
cada eje y al origen. 

5. x 2 y — x 1 + 4y — 0 6. y = x 4 — x 2 + 3 


En los ejercicios 7 a 14, dibujar la grafica de la ecuacion. 


7. y = |(-x + 3) 
9. -lx+ly = \ 
11. y = 9 - 8x - x 2 
13. y = 2y/4-x 


8. 6x - 3y = 12 
10. 0.02x + 0.15y = 0.25 
12. y = 6x — x 2 
14. y = lx — 4 — 4 


En los ejercicios 15 y 16, describir la ventana de calculadora que 
produce la figura. 

15. y = 4x 2 — 25 16. y = 8\lx-6 




En los ejercicios 17 y 18, utilizar una herramienta de graficacion 
para encontrar el o los puntos de interseccion de las graficas de 
las ecuaciones. 


17. 5x + 3y = - 1 18. x - y + 1 = 0 

x — y = —5 y — x 2 = 7 

19. Para pensar Escribir una ecuacion cuya grafica corte en 
x = — 4yx = 4y sea simetrica con respecto al origen. 

20. Para pensar ^Para que valor de k la grafica de _y = kx' pasa 
por el punto indicado? 

a) (1,4) b ) (-2,1) c) (0,0) d) (-1,-1) 


En los ejercicios 21 y 22, dibujar los puntos y calcular la pendiente 
de la recta que pasa por ellos. 

21. (1,1), (5,|) 22. (-7, 8), (-1,8) 


En los ejercicios 23 y 24, utilizar el concepto de pendiente para de- 
terminar el valor de t para el que los tres puntos son colineales. 

23. (-8,5), (0,t), (2, -1) 24. (-3, 3), (t, -1), (8, 6) 


27. (—3, 0), w = — § 28. (5,4),m = 0 

29. Encontrar las ecuaciones de las rectas que pasan por ( — 3, 5) y 
tienen las siguientes caracterfsticas. 

a ) Pendiente n 

b ) Es paralela a la recta 5x — 3y = 3 

c) Pasa por el origen 

d ) Es paralela al eje y 

30. Encontrar las ecuaciones de las rectas que pasan por (2, 4) y 
poseen las siguientes caracterfsticas. 

a) Pendiente — f 

b ) Es perpendicular a la recta x + y = 0 

c) Pasa por el punto (6, 1) 

d ) Es paralela al eje x 

31. Ritmo o velocidad de cambio El precio de adquisicion de 
una maquina nueva es $12 500, y su valor decrecera $850 por 
ano. Utilizar esta informacion para escribir una ecuacion lineal 
que determine el valor V de la maquina t anos despues de su 
adquisicion. Calcular su valor transcurridos 3 anos. 

32. Punto de equilibria Un contratista adquiere un equipo en 
$36 500 cuyo costo de combustible y mantenimiento es de $9.25 
por hora. Al operario que lo maneja se le pagan $13.50 por hora 
y a los clientes se les cargan $30 por hora. 

a) Escribir una ecuacion para el costo C que supone hacer 
funcionar el equipo durante t horas. 

b) Escribir una ecuacion para los ingresos R derivados de t 
horas de uso del equipo. 

c) Determinar el punto de equilibrio, calculando el instante 
en el que R = C. 

En los ejercicios 33 a 36, trazar la grafica de la ecuacion y utilizar el 
criterio de la recta vertical para determinar si la ecuacion expresa 
ay como una funcion de x. 


II 

1 

* 

O 

1 

|x — 2| 
■ V_ x-2 

36. x = 9 - y 2 

Evaluar (si es posible) la funcion /(x) = 1/x en los valores 
especificados de la variable independiente y simplificar los 
resultados. 

a ) m 

/(1 + Ax)-/(1) 
Ax 


38. Evaluar (si es posible) la funcion para cada valor de la variable 
independiente. 



a) /( — 4 ) 


+ 2, x < 0 
- 2|, x > 0 

b) /( 0) 


c) /(l) 


En los ejercicios 25 a 28, encontrar la ecuacion de la recta 
que pasa por el punto y tiene la pendiente senalada. Trazar la 
recta. 


39. Determinar el dominio y el recorrido o rango de cada funcion. 


7 


2x — 10 


x 2 , x < 0 
2 — x, x > 0 


25. (3, -5), m = i 


26. ( — 8, 1), m es indefinida. 


a) y = V36 — x 2 b) y = 


c) y = 
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CAPITULO P Preparacion para el calculo 


40. Dadas/(x) = 1 — x 2 y g(.v) = 2x + 1, evaluar las expresiones. 

a) fix) ~ gix) b ) f(x)g(x) c ) g(f(x)) 


41. Trazar (en un mismo sistema de coordenadas) las graficas de/ 
para c = — 2, 0 y 2. 


a) fix) = x 3 + c b) f(x) = (x - cf 

c) f(x) = ix — 2) 3 + c d) fix) = ex’ 

42. Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
fix) = x 3 — Empleando la grafica, escribir una formula para 
la funcion g de la figura. 



43. Conjetura 


a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
las funciones/, g y /; en una misma ventana. Hacer una 
description por escrito de las similitudes y diferencias 
observadas entre las graficas. 

Potencias impares: fix) = x, gix) = x 3 , hix) = x 5 
Potencies pares: fix) = x 2 , gix) = xd, hix) = x 6 

b) Utilizar el resultado del apartado a) para hacer una conje- 
tura con respecto a las graficas de las funciones y — x 1 y 
y = X s . Comprobar la conjetura con ayuda de una herra- 
mienta de graficacion. 

^ 44. Para pensar Utilizando el resultado del ejercicio 43, tratar 
de vaticinar las formas de las graficas de f g y h. Despues, 
representar las funciones con una herramienta de graficacion y 
comparar el resultado con su estimation. 

a ) fix) = xfix — 6) 2 b) g ix) = x\x — 6) 2 

c) hi x) = x 3 ix — 6) 3 

45. Area Se va a cortar un alambre de 24 pulgadas de longitud 
en cuatro trozos para formar un rectangulo cuyo lado mas corto 
mida x. 


46 . 


a) Expresar el area A del rectangulo en funcion de x. 

b) Determinar el dominio de la funcion y representar la funcion 
de ese dominio en una herramienta de graficacion. 

c) Utilizar la grafica de la funcion para estimar el area maxima 
del rectangulo. Hacer una suposicion con respecto a las 
dimensiones que producen el area maxima. 

Redaccion Las siguientes graficas exhiben los beneficios P 
de dos pequenas empresas durante un periodo p de dos anos. 
Inventar una historia que explique el comportamiento de cada 
funcion de beneficios para un hipotetico producto elaborado por 
la empresa. 

a) b) 



47. Para pensar ^Cual es el menor grado posible de la funcion 
polinomial cuya grafica se aproxima a la que se muestra en cada 
apartado? ^Que signo debe tener el coeficiente dominante? 

a) y b) y 



48. Prueba de esfuerzo Se somete a prueba una pieza de maqui- 
naria doblandola x centimetres, 10 veces por rninuto, hasta el 
instante y (en horas) en el que falla. Los resultados se muestran 
en la siguiente tabla. 


X 

3 

6 

9 

12 

15 

18 

21 

24 

27 

30 

y 

61 

56 

53 

55 

48 

35 

36 

33 

44 

23 


a) Utilizar las funciones de regresion de una herramienta de 
graficacion para encontrar un modelo lineal para los datos. 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
los datos y el modelo. 

c) Utilizar la grafica para determinar si se cometio un error 
al realizar una de las pruebas o al registrar los resultados. 
Si es asf, suprimir el punto erroneo y encontrar el modelo 
lineal para los datos revisados. 

49. Movimiento armonico Un detector de movimiento mide el des- 
plazamiento oscilatorio de un peso suspendido de un resorte. En 
la figura se muestran los datos recabados y los desplazamientos 
maximos (positivo y negativo) aproximados a partir del punto 
de equilibrio. El desplazamiento y se mide en centimetres y el 
tiempo t en segundos. 


a) 

b) 

c) 

d) 


lEs y funcion de fl Explicar. 

Calcular la amplitud y el periodo de las oscilaciones. 
Encontrar un modelo para los datos. 

Representar el modelo del apartado c) en una herramienta 
de graficacion y comparar el resultado con los datos de la 
figura. 


y 


0 . 50 - 

( 1 . 1 , 0 . 25 ) 

0.25 h 

/ 

• 

• * . 

- 0.25 - 

1.0 • . 2.0 

* # • 

- •• •* 

/ 

( 0 . 5 , - 0 . 25 ) 

- 0.50 - 




Solucion de problemas 39 



Solucion de problemas 


1. Considerando el cfrculo jr + y 2 — 6x — 8y = 0 que se muestra 
en la figura. 

a) Encontrar el centra y el radio del cfrculo. 

b) Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la circunferen- 
cia en el punto (0, 0). 

c) Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la circunferen- 
cia en el punto (6, 0). 

d ) ^,En que punto se cortan dichas tangentes? 



Figura para 1 


Figura para 2 


2. Sean dos rectas tangentes que van del punto (0, 1) al cfrculo 
x 1 + (y + l) 2 = 1 (ver la figura). Encontrar las ecuaciones de 
ambas rectas, valiendose del hecho de que cada tangente hace 
intersection con el cfrculo exactamente en un solo punto. 

3. La funcion de Heaviside H(x) se utiliza ampliamente en aplica- 
ciones ingenieriles. 


mx) = 


.* > 0 

x < 0 


Trazar a mano la grafica de la funcion de Heaviside y las graficas 
de las siguientes funciones. 
a) H(x) - 2 b) H(x - 2) c) ~H(x) 

d) H(-x) e) lH(x) f) ~H(x - 2) + 2 



Oliver Heaviside (1850-1925) 


Heaviside fue un fisico-matematico britanico que contribuyo al campo 
de las matematicas aplicadas, sobre todo en la ingenieria electrica. La 
funcion de Heaviside es un tipo clasico de funcion“encendido-apagado”con 
aplicaciones en la electricidad y la computation. 


4. Tomando en cuenta la grafica de la funcion que se muestra a con 
tinuacion, construir las graficas de las siguientes funciones. 


a) f(x + 1) b) fix) + 1 
c) 2 fix) d) fi-x) 

e) -fix) f) i m | 

g) /( Ul) 


v 

4 — 



5. El propietario de un rancho planea cercar un potrero rectangular 
adyacente a un rfo. Ya tiene 100 metros de cerca y no es nece- 
sario cercar el lado que se encuentra a lo largo del rfo (ver la 
figura). 

a) Escribir el area A del potrero en funcion de x, que es la lon- 
gitud del lado paralelo al rfo. ^,Cual es el dominio de A? 

b) Representar graficamente la funcion area A(x) y estimar las 
dimensiones que producen la mayor cantidad de area para 
el potrero. 

c) Encontrar las dimensiones que producen la mayor cantidad 
de area del potrero completando el cuadrilatero. 



Figura para 5 



Figura para 6 


6. El propietario de un rancho cuenta con 300 metros de cerca para 
enrejar dos potreros contiguos. 

a) Escribir el area total A de ambos potreros como una funcion 
de x (ver la figura). ^,Cual es el dominio de A? 

b) Representar graficamente la funcion area y estimar las 
dimensiones que producen la mayor area de los potreros. 

c) Encontrar las dimensiones que producen la mayor cantidad 
de area del potrero completando el cuadrado. 

7. Una persona se encuentra en una lancha a 2 millas del punto 
mas cercano a la costa y se dirige a un punto Q , ubicado sobre 
la costa a 3 millas de dicho punto y 1 milla tierra adentro (ver 
la figura). Puede navegar a 2 millas por hora y caminar a 4 
millas por hora. Escribir el tiempo total T del recorrido en fun- 
cion de x. 
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CAPITULO P Preparacion para el calculo 


8. Conduzca por la playa a 1 20 kilometres por hora. En el recorri- 
do de regreso, conduzca a 60 kilometres por hora. ^Cual es 
la velocidad promedio en todo el viaje? Explicar el razona- 
miento. 

9. Uno de los temas fundamentales del calculo consiste en encontrar 
la pendiente de una recta tangente en un punto a una curva. Para 
ver como puede hacerse esto, considerar el punto (2, 4) de la 
grafica d e/(x) = x 2 (ver la figura). 

y 


(2.4) 

X 

2 4 6 

a ) Calcular la pendiente de la recta que une (2, 4) y (3, 9). La 
pendiente de la recta tangente en (2, 4) ^es mayor o menor 
que este numero? 

b ) Calcular la pendiente de la recta que une (2, 4) y (1, 1). La 
pendiente de la recta tangente en (2, 4) ^es mayor o menor 
que este numero? 

c) Calcular la pendiente de la recta que une (2, 4) y (2.1, 4.41). 
La pendiente de la recta tangente en (2, 4) i es mayor o 
menor que este numero? 

d ) Calcular la pendiente de la recta que une (2, 4) y (2 + h, 
f{ 2 + h)), para h A 0. Verificar que h = 1,— lyO.l generen 
las soluciones de los apartados a) a c). 

e) ^Cual es la pendiente de la recta tangente en (2, 4)? Explicar 
de que manera obtuvo la respuesta. 

10. Trazar graficamente la funcion fix) = -fx y anotar el punto 
(4, 2) sobre ella. 

a) Calcular la pendiente de la recta que une (4, 2) y (9, 3). La 
pendiente de la recta tangente en (4, 2) ^,es mayor o menor 
que este numero? 

b) Calcular la pendiente de la recta que une (4, 2) y (1, 1). La 
pendiente de la recta tangente en (4, 2) ^es mayor o menor 
que este numero? 

c) Calcular la pendiente de la recta que une (4, 2) y (4.41, 
2.1). La pendiente de la recta tangente en (4, 2) ies mayor 
o menor que este numero? 

d) Calcular la pendiente de la recta que une (4, 2) y (4 + h, 
/( 4 + h)), para h A 0. 

e) ^Cual es la pendiente de la lfnea tangente en (4, 2)? Explicar 
de que manera obtuvo la respuesta. 

11. Explicar como se grafica la ecuacion y + |v| = x + |x| . Trace 
la grafica. 

12. En una enorme habitacion se encuentran dos bocinas, con 3 
metros de separation entre sf. La intensidad del sonido I de una 
bocina es del doble de la otra, como se muestra en la figura. 
Suponer que el escucha se encuentra en libertad de moverse por 
la habitacion hasta encontrar la posicion en la que recibe igual 



cantidad de sonido de ambas bocinas. Dicho lugar satisface 
dos condiciones: 1) la intensidad del sonido en la posicion del 
escucha es directamente proporcional al nivel de sonido de la 
fuente, y 2) la intensidad del sonido es inversamente proporcional 
al cuadrado de la distancia de la fuente. 

a) Encontrar los puntos sobre el eje x que reciben la misma 
cantidad de sonido de ambas bocinas. 

b) Encontrar y representar graficamente la ecuacion de todas 
las posiciones (x, y) donde se reciben cantidades de sonido 
iguales de ambas bocinas. 


y 


3- 

4 


2- 

t 

A 

/ ' 

/ \ 


1 - 
I 

/ N 

/ V 

/ 

\ 2/ 


1 2 

3 


Figura para 12 


y 

A — 

3- A 

* 

2— ' 

/ 

1— / 

/ 

~Li — )— 

12 3 4 

Figura para 13 



13. Suponer que las bocinas del ejercicio 12 se encuentran separadas 
por 4 metros y la intensidad del sonido de una de ellas es de k 
veces la de la otra, como se muestra en la figura. 

a) Encontrar la ecuacion para todas las posiciones (x, y) 
donde se reciben cantidades de sonido iguales de ambas 
bocinas. 

b) Representar graficamente la ecuacion para el caso donde 
k = 3. 

c) Describir el conjunto de posiciones con igual cantidad de 
sonido a rnedida que k se vuelve muy grande. 

14. Sean d l y d 2 las distancias entre el punto (x, y ) y los puntos 
( — 1, 0) y (1, 0), respectivamente, como se muestra en la figura. 
Demostrar que la ecuacion de la grafica de todos los puntos 
(x, y) que satisfacen d l d 2 = 1 es (x 2 + y 2 ) 2 = 2(x 2 — y 2 ). Esta 
curva se conoce como lemniscata. Trazar la lemniscata e iden- 
tificar tres puntos sobre la grafica. 


y 


1- 

v 

(x, y) 



-1 

1 

-1- 



15. Sea/(x) = — - — . 

1-x 

a) ^Cuales son el dominio y el recorrido o rango de/? 

b ) Encontrar la composition de/(/(x)); ^cual es el domino de 
esta funcion? 

c) Encontrar f(f(f{x))); ^,cual es el dominio de esta funcion? 

d) Representar graficamente/(/(/(x))). La grafica ^,es una recta? 
Explicar por que. 



Limites y sus 
propiedades 


El lfmite de una funcion es el concepto 
principal que distingue al calculo del 
algebra y de la geometrfa analftica. La 
nocion de un lfmite es fundamental para 
el estudio del calculo. De esta manera, 
es importante adquirir un buen concepto 
de lfmite antes de incursionar en otros 
topicos de calculo. 

En este capftulo, se aprendera: 

■ Como comparar el calculo con el 
precalculo. (1.1) 

■ Como encontrar lfmites grafica y 
numericamente. (1.2) 

■ Como evaluar de forma analftica un 
lfmite. (1.3) 

■ Como determinar la continuidad 
en un punto y sobre un intervalo 
abierto, y como determinar lfmites 
laterales. (1.4) 

■ Como determinar lfmites infinitos y 
como encontrar las asfntotas verti- 
cales. (1.5) 



European Space Agency/NASA 


De acuerdo con la NASA, el lugar mas frfo del universo esta en la nebula de 
Boomerang. La nebula se localiza a cinco mil anos luz de la Tierra y tiene 
una temperatura de -272°C. Esta temperatura es unicamente 1° mas caliente 
que el cero absoluto, la temperatura mas frla posible. iComo determinaron los 
cientificos que el cero absoluto es el “lfmite inferior” de la temperatura de la 
materia? (Ver la seccion 1.4, ejemplo 5.) 


2 - 
1 - 


-1 

1 




El proceso de un lfmite es un concepto fundamental del calculo. Una tecnica que se puede utilizar para estimar 
un lfmite consiste en trazar la funcion y luego determinar el comportamiento de la grafica a medida que la variable 
independiente se aproxima a un valor especffico. (Ver la seccion 1.2.) 
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CAPfTULO 1 


Limites y sus propiedades 



Una mirada previa al calculo 


A medida que 

vayamos progresando en este curso, 
conviene recordar que el aprendizaje 
del calculo es solo uno de sus fines. 

Su objetivo mas importante es aprender 
a utilizar el calculo para modelar y 
resolver problemas reales. En seguida 
se presentan algunas estrategias de 
resolution de problemas que pueden 
ayudar. 

• Cerciorarse de entender la pregunta. 
^Cuales son los datos? ^Que se le 
pide encontrar? 

• Concebir un plan. Existen muchos 
metodos que se pueden utilizar: 
hacer un esquema, resolver un pro- 
blema sencillo, trabajar hacia atras, 
dibujar un diagrama, usar recursos 
tecnologicos y muchos otros. 

• Ejecutar el plan. Asegurarse de que 
responde la pregunta. Enunciar la 
respuesta en palabras. Por ejern- 
plo, en vez de escribir la respuesta 
como x = 4.6, serfa mejor escribir 
“El area de la zona es 4.6 metros 
cuadrados”. 

• Revisar el trabajo. ^Tiene sentido la 
respuesta? ^Existe alguna forma de 
contras tarla? 


■ Comprender que es el calculo y como se compara con el precalculo. 

■ Comprender que el problema de la recta tangente es basico para el calculo. 

■ Comprender que el problema del area tambien es basico para el calculo. 

;Que es el calculo? 

El calculo es la matematica de los cambios (velocidades y aceleraciones). Tambien son objeto 
del calculo rectas tangentes, pendientes, areas, volumenes, longitudes de arco, centroides, 
curvaturas y una gran variedad de conceptos que han permitido a cientfficos, ingenieros y 
economistas elaborar modelos para situaciones de la vida real. 

Aunque las matematicas previas al calculo tambien tratan con velocidades, acelera- 
ciones, rectas tangentes, pendientes y demas, existe una diferencia fundamental entre ellas 
y el calculo. Mientras que las primeras son mas estaticas, el calculo es mas dinamico. He 
aqui algunos ejemplos. 

• Las matematicas previas al calculo permiten analizar un objeto que se mueve con 
velocidad constante. Sin embargo, para analizar la velocidad de un objeto sometido a 
aceleracion es necesario recurrir al calculo. 

• Las matematicas previas al calculo permiten analizar la pendiente de una recta, pero 
para analizar la pendiente de una curva es necesario el calculo. 

• Las matematicas previas al calculo permiten analizar la curvatura constante de un circulo, 
pero para analizar la curvatura variable de una curva general es necesario el calculo. 

• Las matematicas previas al calculo permiten analizar el area de un rectangulo, pero 
para analizar el area bajo una curva general es necesario el calculo. 

Cada una de estas situaciones implica la misma estrategia general: la reformulation de 
las matematicas previas al calculo a traves de un proceso de limite. De tal modo, una manera 
de responder a la pregunta “ ( 'C]iie es el calculo?” consiste en decir que el calculo es una 
“maquina de limites” que funciona en tres etapas. La primera la constituyen las matematicas 
previas al calculo, con nociones como la pendiente de una recta o el area de un rectangulo. 
La segunda es el proceso de limite, y la tercera es la nueva formulation propia del calculo, 
en terminos de derivadas e integrales. 


Por desgracia, algunos estudiantes tratan de aprender calculo como si se tratara de una 
simple recopilacion de formulas nuevas. Si se reduce el estudio del calculo a la memorization 
de las formulas de derivacion y de integration, su comprension sera deficiente, el estudiante 
perdera confianza en si mismo y no obtendra satisfaction. 

En las dos paginas siguientes se presentan algunos conceptos familiares del precalculo, 
listados junto con sus contrapartes del calculo. A lo largo del texto se debe recordar que 
el objetivo es aprender a utilizar las formulas y tecnicas del precalculo como fundamento 
para producir las formulas y tecnicas mas generales del calculo. Quizas algunas de las 
“viejas formulas” de las paginas siguientes no resulten familiares para algunos estudiantes; 
repasaremos todas ellas. 

A medida que se avance en el texto, se sugiere volver a leer estos comentarios repetidas 
veces. Es importante saber en cual de las tres etapas del estudio del calculo se encuentra el 
estudiante. Por ejemplo, los tres primeros capitulos se desglosan como sigue. 


Matematicas 
previas al calculo 




Proceso 
de limite 


E3*> Calculo 


Capitulo P: Preparation para el calculo 
Capitulo 1 : Limites y sus propiedades 
Capitulo 2: Derivacion 


Matematicas previas al calculo o precalculo 

Proceso de limite 

Calculo 







SECCION 1.1 


Una mirada previa al calculo 
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Sin calculo 

Con calculo differencial 

Valor de/(x) 

cuando x = c _ 

^ 

i 

1 

1 

Lfmite de fix) cuando 
x tiende a c — 

\ v =f(x) 

1 

1 \ 

1 \ 

— i \ 


► X 

c 


c 

Pendiente de una recta Av 

Ax 

Pendiente de una curva ^ 

dx 

Recta secante 

a una curva / 

Recta tangente ^ 

a una curva S 

Ritmo o velocidad de 

cambio promedio entre CqL^q, 

t=ayt=b , = a t=b 

Ritmo o velocidad de 

cambio instantaneo ► ► 

en t = c t = c 

Curvatura ( \ 

del cfrculo 1 *s 1 

Curvatura \ s / 

de una curva l Jr 

Altura de una 
curva en 
x = c 


Altura maxima de 

una curva dentro 

de un intervalo - 

1 


c 


a b 

Plano tangente MI 

a una esfera 

Plano tangente 
a una superficie 

yr 

Direccion del 
movimiento a lo 
largo de una recta 

Direccion del ■ — - " 

movimiento a lo z' ^ 

largo de una curva / 
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CAPfTULO 1 


Lfmites y sus propiedades 


Area de un 
rectangulo 


Trabajo realizado por 
una fuerza constante 


Centro de un 
rectangulo 


Longitud de un 
segmento de recta 


Area superficial 
de un cilindro 


Masa de un solido 
con densidad constante 


Volumen de un 
solido rectangular 


Suma de un numero 
finito de terminos 


Sin calculo 


Area bajo 
una curva 


Con calculo integral 



Trabajo realizado por 
una fuerza variable 



Centroide de una 
region 



Longitud 
de un arco 



Area superficial 

de un solido de revolucion 



Masa de un solido 
con densidad variable 



a 


i 



+ a, + ■ ■ ■ + a — S 

2 n 


Volumen de la region 
bajo una superficie 


Suma de un numero 
infinito de terminos 







a l + a 2 + a 3 + ■ • • — S 


SECCION 1.1 


Una mirada previa al calculo 
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y 



Recta tangente de la grafica de / en P 

Figura 1.1 



Grace Chisholm Young (1868-1944) 

Grace Chisholm Young obtuvo su tltulo 
en matematicas en el Girton College de 
Cambridge, Inglaterra. Sus primeros 
trabajos se publicaron bajo el nombre de 
William Young, su marido. Entre 1914 
y 1916, Grace Young publico trabajos 
relativos a los fundamentos del calculo que la 
hicieron merecedora del premio Gamble del 
Girton College. 


El problema de la recta tangente 

La nocion de lfmite es fundamental en el estudio del calculo. A continuation se dan breves 
descripciones de dos problemas clasicos del calculo — el problema de la recta tangente y el 
problema del area — que muestran la forma en que intervienen los lfmites en el calculo. 

En el problema de la recta tangente, se tiene una funcion/y un punto P de su grafica 
y se trata de encontrar la ecuacion de la recta tangente a la grafica en el punto P, como se 
muestra en la figura 1.1. 

Exceptuando los casos en que la recta tangente es vertical, el problema de encontrar la 
recta tangente en el punto P equivale al de determinar la pendiente de la recta tangente en 
P. Se puede calcular aproximadamente esta pendiente trazando una recta por el punto de 
tangencia y por otro punto sobre la curva, como se muestra en la figura 1.2a. Tal recta se 
llama recta secante. Si P(c,f(c )) es el punto de tangencia y 

Q(c + A x,f(c + Ax)) 

es un segundo punto de la grafica de f la pendiente de la recta secante que pasa por estos 
dos puntos puede encontrarse al utilizar precalculo y esta dada por 


f(c + Ax) ~ /(c) = f(c + Ax) - /(c) 
c + Ax — c Ax 


y 



a) La recta secante que pasa por ( c,fic )) y 
(c + A x,f(c + Ax)) 

Figura 1.2 



b ) Cuando Q tiende a P, las rectas secantes se aproxi- 
man a la recta tangente 


A medida que el punto Q se aproxima al punto P, la pendiente de la recta secante se 
aproxima a la de la recta tangente, como se muestra en la figura 1.2 b. Cuando existe tal 
“position lfmite”, se dice que la pendiente de la recta tangente es el lfmite de la pendiente de 
la recta secante (este importante problema se estudiara con mas detalle en el capftulo 2). 


EXPLORACION 

Los siguientes puntos se encuentran en la grafica de/fx) = x 2 . 

e^lAjUA)), e 2 (l.l,/(l.l)), Q 3 (1.01,/(1.01)), 

<2 4 (looi,/(looi)), < 2 5 (l oooi, /( l.oooi)) 

Cada punto sucesivo se acerca mas al punto P(l, 1). Calcular la pendiente de la recta 
secante que pasa por Q } y P, Q, y l\ y asf sucesivamente. Utilizar una herramienta de 
graficacion para representar estas rectas secantes. Luego utilizar los resultados para 
estimar la pendiente de la recta tangente a la grafica de /en el punto P. 
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Lfmites y sus propiedades 


y 



Area bajo una curva 

Figura 1.3 


Nota historica 

En uno de los eventos mas asombrosos 
ocurrido en las matematicas, se descubrio 
que el problema de recta tangente y el 
problema del area estan estrechamente 
relacionados. Este descubrimiento condujo 
al nacimiento del calculo. Se abordara la 
relation que existe entre estos dos problemas 
cuando se estudie el teorema fundamental 
del calculo en el capltulo 4. 


El problema del area 

En el problema de la recta tangente se vio como el proceso de 1 unite puede ser aplicado a 
la pendiente de una recta para determinar la pendiente de una curva general. Un segundo 
problema clasico del calculo consiste en determinar el area de una region plana delimitada 
por graficas de funciones. Este problema tambien se puede resolver mediante un proceso 
del lrmite. En este caso, el proceso del lrmite se aplica al area de un rectangulo con el fin de 
encontrar el area de una region en general. 

A modo de ejemplo sencillo, considerar la zona acotada por la grafica de la funcion 
y = fix), el eje x y las rectas verticales x = a y x = b, como se muestra en la figura 1.3. 
Se puede estimar su area usando varios rectangulos, como se muestra en la figura 1.4. Al 
aumentar el numero de rectangulos, la aproximacion mejora cada vez mas, ya que se reduce 
el area que se pierde mediante los rectangulos. El objetivo radica en determinar el lrmite de 
la suma de las areas de los rectangulos cuando su numero crece sin fin. 


y 



Aproximacion usando cuatro rectangulos 

Figura 1.4 



EXPLORACION 

Considerar la region acotada por las graficas de/(x) = x 2 ,y = Oy x = 1, que se muestra 
en el apartado a) de la figura. Se puede estimar el area de esta region empleando dos 
conjuntos de rectangulos, unos inscritos en ella y otros circunscritos, como se muestra 
en los apartados b) y c). Calcular la suma de las areas de cada conjunto de rectangulos. 
Luego, utilizar los resultados para calcular aproximadamente el area de la region. 


y y y 







SECCION 1.1 


Una mirada previa al calculo 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 5, decidir si el problema puede resolverse 
mediante el uso de las matematicas previas al calculo o si requiere 
del calculo. Resolver el problema si se puede utilizar precalculo. En 
caso contrario explicar el razonamiento y aproximar la solution 
por procedimientos graficos o numericos. 

1. Calcular la distancia que recorre en 15 segundos un objeto que 
viaja a una velocidad constante de 20 pies por segundo. 

2. Calcular la distancia que recorre en 15 segundos un objeto 
que se mueve a una velocidad v(t) = 20 + 7 cos t pies por 
segundo. 

3. Un ciclista recorre una trayectoria que admite como modelo 
la ecuacion /(*) = 0.04(8* — x 2 ) donde x y f(x) se miden 
en millas. Calcular el ritmo o velocidad de cambio en la eleva- 
tion cuando x = 2. 




4. Un ciclista recorre una trayectoria que admite como modelo la 
ecuacion fix) = 0.08*, donde x y fix) se miden en millas. En- 
contrar el ritmo o velocidad de cambio de la elevation cuando 
* = 2 . 

5. Encontrar el area de la region sombreada. 




6. Rectas secantes Considerar la funcion/(*) = V* y el punto 

P{ 4, 2) en la grafica de/: 

a) Dibujar la grafica defy las rectas secantes que pasan por 
P( 4, 2) y Q(x,f[x)) para los siguientes valores de*: 1, 3 y 5. 

b) Encontrar la pendiente de cada recta secante. 

c) Utilizar los resultados del apartado b ) para estimar la pen- 
diente de la recta tangente a/en P{ 4, 2). Describir como 
puede mejorarse la aproximacion de la pendiente. 

7. Rectas secantes Considerar la funcion fix) = 6* — * 2 y el 

punto P( 2, 8) sobre la grafica de/: 

a) Dibujar la grafica defy las rectas secantes que pasan por 
P(2, 8) y Q(x,fix)) para los valores de *: 3, 2.5 y 1.5. 

b) Encontrar la pendiente de cada recta secante. 

c) Utilizar los resultados de la parte b) para estimar la pen- 
diente de la recta tangente a la grafica de / en el punto 
P( 2, 8). Describir como puede mejorarse la aproximacion 
de la pendiente. 


8. a) Utilizar los rectangulos de cada una de las graficas para 
aproximar el area de la region acotada por y = sen *, y = 0, 
* = 0 y * = tt. 




b) Describir como se podrfa continuar con este proceso a fin 
de obtener una aproximacion mas exacta del area. 

9. a) Utilizar los rectangulos de cada una de las graficas para 
aproximar el area de la region acotada pory = 5/*, y = 0, 
* = 1, y * = 5. 

y y 




b) Describir como se podrfa continuar con este proceso a fin 
de obtener una aproximacion mas exacta del area. 


Para discusion 


10. ^Como se describe la razon cambio instantaneo de la 
position de un automovil sobre la autopista? 


Desarrollo de conceptos 

1 11. Considerar la longitud de la grafica de/(x) = 5/x, desde 

(1,5) hasta (5, 1): 




(1,5) 

1(1,5) 

5 - 


4 

4 - 

- y\ 4 - 

- y 

3 - 

\ \ 3 

- V 

2 - 
1 - 

1) 

1 1 1 1 L „ x 


1 1 1 1 x 

1 2 3 4 5 

1 2 3 4 5 

a) 

Estimar la longitud de la curva mediante el calculo de 
la distancia entre sus extremos, como se muestra en la 


primera figura. 


b) 

Estimar la longitud de la curva mediante el calculo de 
las longitudes de los cuatro segmentos de recta, como 
se muestra en la segunda figura. 

c ) 

Describir como se podrfa continuar con este proceso 
a fin de obtener una aproximacion mas exacta de la 


longitud de la curva. 
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CAPfTULO 1 


Lfmites y sus propiedades 



Calculo de lfmites de manera grafica y numerica 

■ Estimar un lfmite utilizando los metodos numerico y grafico. 

■ Aprender diferentes formas en las que un lfmite puede no existir. 

■ Estudiar y utilizar la definicion formal de lfmite. 


Introduction a los lfmites 



El limite de/(x) cuando x tiende a 1 es 3 

Figura 1.5 


Suponer que se pide dibujar la grafica de la funcion/dada por 


/(*) 


x 3 -1 
x — 1 


x^l. 


Para todos los valores distintos de x = 1, es posible emplear las tecnicas usuales de repre- 
sentation de curvas. Sin embargo, en x = 1, no esta claro que esperar. Para obtener una 
idea del comportamiento de la grafica de/cerca de x = 1, se pueden usar dos conjuntos de 
valores de x , uno que se aproxime a 1 por la izquierda y otro que lo haga por la derecha, 
como se ilustra en la tabla. 


x se aproxima a 1 por la izquierda. 



x se aproxima a 1 por la derecha. 


X 

0.75 

0.9 

0.99 

0.999 

1 

1.001 

1.01 

1.1 

1.25 

fix) 

2.313 

2.710 

2.970 

2.997 

? 

3.003 

3.030 

3.310 

3.813 


fix) se aproxima a 3. 



/( x) se aproxima a 3. 


Como se muestra en la figura 1.5, la grafica de/es una parabola con un hueco en el 
punto (1, 3). A pesar de que x no puede ser igual a 1, se puede acercar arbitrariamente a 1 
y, en consecuencia, fix) se acerca a 3 de la misma manera. Utilizando la notation que se 
emplea con los lfmites, se podrfa escribir 


Ifm f(x) = 3. 

>1 Esto se lee “el lfmite de/(x) cuando x se aproxima a 1 es 3”. 


Este analisis conduce a una description informal de lfmite. Si fix) se acerca arbitrariamente 
a un numero L cuando x se aproxima a c por cualquiera de los dos lados, entonces el lfmite 
defix), cuando x se aproxima a c, es L. Esto se escribe 

lfm fix) = L. 

x —>c 

EXPLORACION 

El analisis anterior proporciona un ejemplo de como estimar un lfmite de manera nume- 
rica mediante la construccion de una tabla, o de manera grafica, al dibujar un esquema. 
Calcular el siguiente lfmite de forma numerica al completar la tabla. 

x 1 — 3x + 2 
lfm 

jc->2 X — 2 


X 

1.75 

1.9 

1.99 

1.999 

2 

2.001 

2.01 

2.1 

2.25 

fix ) 

? 

? 

? 

? 

? 

? 

? 

? 

? 


Luego utilizar una herramienta de graficacion para estimar el lfmite. 





SECCION 1.2 Calculo de lfmites de manera grafica y numerica 


49 


EJEMPLO I Estimadon numerica de un limite 

Evaluar la funcion f(x) = x/{ -Jx + \ — l) en varios puntos cercanos a x = 0 y usar el 
resultado para estimar el lfmite: 

x 

Km — . . 

*->o vx +1 — 1 


y 



0es2 

Figura 1.6 


Solucion En la siguiente tabla se registran los valores dc fix) para diversos valores de x 
cercanos a 0. 


x se aproxima a 0 por la izquierda. 



x se aproxima a 0 por la derecha. 


X 

-0.01 

-0.001 

-0.0001 

0 

0.0001 

0.001 

0.01 

f(x) 

1.99499 

1.99950 

1.99995 

? 

2.00005 

2.00050 

2.00499 


fix) se aproxima a 2. 



f{x) se aproxima a 2. 


De los datos mostrados en la tabla, se puede estimar que el llmite es 2. Dicho resultado se 
confirma por la grafica de/(ver la figura 1.6). 

Observar que en el ejemplo 1 , la funcion no esta definida en x = 0 y aun asf/(x) parece 
aproximarse a un lfmite a medida que x se aproxima a 0. Esto ocurre con frecuencia, y es 
importante percatarse de que la existencia o inexistencia de fix) enx = c no guarda relacion 
con la existencia del limite de fix) cuando x se aproxima a c. 


EJEMPLO 2 Calculo de un limite 


Encontrar el lfmite defix) cuando x se aproxima a 2, donde/se define como 

f 1, x ¥= 2 
[0, x = 2. 


y 



2es 1 

Figura 1.7 


Solucion Puesto que/(x) = 1 para todos los x distintos de x = 2, se puede concluir que el 
lfmite es 1, como se muestra en la figura 1.7. Por tanto, se puede escribir 

lfm/(x) = 1. 

x —>2 

El hecho de que/(2) = 0 no influye en la existencia ni en el valor del lfmite cuando x se 
aproxima a 2. Por ejemplo, si se hubiera definido la funcion como 

f 1, x A 2 
|2, x = 2 

el lfmite serfa el mismo. 


Hasta este punto de la seccion, se han calculado los lfmites de manera numerica y 
grafica. Cada uno de estos metodos genera una estimacion del lfmite. En la seccion 1.3 se 
estudiaran tecnicas analfticas para evaluarlos. A lo largo de este curso, se trata de desarrollar 
el habito de utilizar este metodo de arbol para resolver problemas. 


1 . 

2 . 

3. 


Metodo numerico 
Metodo grafico 
Metodo analftico 


Construir una tabla de valores. 

Elaborar una grafica a mano o con algun dispositivo tecnologico. 
Utilizar algebra o calculo. 
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CAPfTULO 1 


Limites y sus propiedades 


Limites que no existen 

En los tres ejemplos siguientes se examinaran algunos limites que no existen. 


EJEMPLO 3 Comportamiento diferente por la derecha 
y por la izquierda 



Jt-»0 


Figura 1.8 


Demostrar que el siguiente llmite no existe. 

Ixl 

lim J — 1 

x— >0 X 

Solucion Considerar la grafica de la funcion fix) = \ x\/ x. De la figura 1.8 y de la defi- 
nicion de valor absoluto. 


\x 


x, si x > 0 
— x, si x < 0 


se observa que 

1, six > 0 
- 1, six < O' 



Definicion de valor absoluto 


Esto significa que, independientemente de cuanto se aproxime x a 0, existiran tanto valores 
positivos como negativos de x que daran/(x) = 1 v fix) = — 1. De manera especlfica, si 8 
(letra griega delta minuscula) es un numero positivo, entonces los valores de x que satisfacen 
la desigualdad 0 < |x| < 8 se pueden clasificar los valores de |x|/x de la siguiente manera: 


(- 8 , 0 ) 

fL 

Los valores negativos 
de x dan como resultado 
\x\/x= -1. 


( 0 , 5 ) 

St 

Los valores positivos 
de x dan como resultado 
\x\!x= 1. 


Debido a que \x\/x tiende a un numero diferente por la derecha del 0, por la izquierda que 
entonces el llmite 11m (|x|/x) no existe. 


y 



El lim f(x) no existe 

x — >0 

Figura 1.9 


EJEMPLO 4 Comportamiento no acotado 

Analizar la existencia del llmite 

1 

11m — . 

-c-»0 X z 

Solucion Sea/(x) = 1 / x 1 . En la figura 1.9 se puede observar que a medida que x se 
aproxima a 0 tanto por la derecha como por la izquierda, /(x) crece sin llmite. Esto quiere 
decir que, eligiendo un valor de x cercano a 0, se puede lograr que/(x) sea tan grande como 
se quiera. Por ejemplo,/(x) sera mayor que 100 si elegimos valores de x que esten entre ^ 
y 0. Es decir: 

0 < |x| < S d> f(x) =t > 100. 

10 X“ 

Del mismo modo, se puede obligar a que/(x) sea mayor que 1000000 de la siguiente 
manera: 

0 < Ixl < > /(x) = — r > 1 000 000 

11 1 000 ^ J x 2 

Puesto que/(x) no se aproxima a ningun numero real L cuando x se aproxima a 0, se puede 
concluir que el llmite no existe. 


SECCION 1.2 Calculo de lfmites de manera grafica y numerica 
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EJEMPLO 5 Comportamiento oscilante 



Analizar la existencia del lfmite 11m sen — . 

jr->0 X 

Solution Sea. fix) = sen(l/x). Enlafigura 1.10 se pucde observar que, cuandox se aproxima 
a 0, fix) oscila entre — 1 y 1. Por consiguiente, el lfmite no existe puesto que, por pequeno 
que se elija 5, siempre es posible encontrarx, y x 2 que disten menos de 5 unidades de 0 tales 
que sentl/x,) = 1 y sen(l/x 2 ) = — 1, como se muestra en la tabla. 


X 

2/ 77 

2/3 77 

2/5 77 

2/7 77 

2/9 77 

2/1177 

x — > 0 

sen (1/x) 

1 

-1 

1 

-1 

1 

-1 

El lfmite no existe. 


El Km f(x) no existe 

x—>0 

Figura 1.10 


COMPORTAMIENTOS ASOCIADOS A LA NO EXISTENCIA DE UN LIMITE 

1. fix) se aproxima a numeros diferentes por la derecha de c que por la izquierda. 

2. fix) aumenta o disminuye sin lfmite a medida que x se aproxima a c. 

3. fix) oscila entre dos valores fijos a medida que x se aproxima a c. 


Existen muchas otras funciones interesantes que presentan comportamientos inusuales. 
Una de las que se cita con mayor frecuencia es la funcion de Dirichlet : 


f(x) 


0, si x es racional. 

1, si x es irracional. 


Puesto que esta funcion carece de lfmite en cualquier numero real c, no es continua en 
cualquier numero real c. La continuidad se estudiara con mas detalle en la seccion 1.4. 



Peter Gustav Dirichlet (1805-1859) 

En el desarrollo temprano del calculo, la 
definicion de una funcion era mucho mas 
restrictiva que en la actualidad, y “funciones” 
como la de Dirichlet no se hubieran tornado 
en consideration. La definicion moderna 
de funcion se debe al matematico aleman 
Peter Gustav Dirichlet. 


CONFUSION TECNOLOGICA Cuando se utilice una herramienta de graficacion para 
investigar el comportamiento de una funcion cerca del valor de x en el que se intenta 
evaluar su lfmite, recordar que no siempre se puede conftar en las imagenes dibujadas. Al 
utilizar una herramienta de graficacion para dibujar la grafica de la funcion del ejemplo 
5 en un intervalo que contenga al 0, es muy probable que obtenga una grafica incorrec- 
ta, como la que se muestra en la figura 1.11. El motivo por el cual una herramienta de 
graficacion no puede mostrar la grafica correcta radica en que la grafica cuenta con 
oscilaciones infinitas en cualquier intervalo que contenga al 0. 



- 1.2 


Grafica incorrecta de/(x) = sen( 1 /x) 

Figura 1.11 
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Lfmites y sus propiedades 



c - 8 


Definition e-8 del limite de f(x) cuando 
x tiende a c 

Figura 1.12 


PARA MAYOR INF ORMAC1 ON 
Para conocer mas sobre la introduction 
del rigor al calculo, consulte “Who 
Gave You The Epsilon? Cauchy an 
the Origins of Rigorous Calculus” de 
Judith V. Grabiner, en The American 
Mathematical Monthly. 


Definicion formal de limite 

Examinar nuevamente la description informal de limite. Si/(x) se acerca de manera arbitraria 
a un numero L a medida que x se aproxima a c por cualquiera de sus lados, se dice que el 
limite de/(x) cuando x se aproxima a c es L, y se escribe 

lim /(x) = L. 

X — >c 

A primera vista, esta description parece muy tecnica. No obstante, es informal porque aun 
hay que conferir un significado preciso a las frases: 

“/(x) se acerca arbitrariamente a L” 


y 

“x se aproxima a c”. 

La primera persona en asignar un significado matematico riguroso a estas dos frases fue 
Augustin-Louis Cauchy. Su definicion e-8 de limite es la que se suele utilizar en la actua- 
lidad. 

En la figura 1.12, sea e (minuscula de la letra griega epsilon ) la representation de un 
numero positivo (pequeno). Entonces, la frase “fix) se acerca arbitrariamente a L” significa 
que/(x) pertenece al intervalo (L — e, L + e). Al usar la notion de valor absoluto, esto se 
puede escribir como 

|/M ~ L\ < e. 

Del mismo modo, la frase “x se aproxima a c” significa que existe un numero positivo 8 tal 
que x pertenece al intervalo (c — 8, c), o bien al intervalo (c, c + 8). Esto puede expresarse 
de manera concisa mediante la doble desigualdad 

0 < |x — c| <8. 

La primera desigualdad 

0 < |x — c| La distancia entre x y c es mayor que 0. 

expresa que x ¥= c. La segunda desigualdad 

|x — C | < 8 x esta a menos de S unidades de c. 

indica que x esta a una distancia de 8 menor que c. 


DEFINICION DE LIMITE 

Sea/una funcion definida en un intervalo abierto que contiene a c (salvo posiblemente 
en c) y L un numero real. La afirmacion 

lim f{x ) = L 

X—>C 

significa que para todo e > 0 existe uno 8 > 0 tal que si 
0 < |jc — c| <8, entonces |/(x) — L| < e. 


■ A lo largo de todo el texto, la expresion 

11m f{x) = L 

X—>C 

lleva implfcitas dos afirmaciones: el limite existe y es igual a L. ■ 

Algunas funciones carecen de limite cuando x — > c, pero aquellas que lo poseen no 
pueden tener dos lfmites diferentes cuando x — > c. Es decir, si el limite de una funcion existe, 
entonces es unico (ver el ejercicio 79). 


SECCION 1.2 Calculo de lfmites de manera grafica y numerica 


53 



El Hmite de/(x) cuando x se aproxima a 
3 es 1 

Figura 1.13 


Los tres ejemplos siguientes ayudan a entender mejor la definicion e-8 de Hmite. 

EJEMPLO 6 Determinar 8 para un e dado 


Dado el Hmite 
llm(2x - 5) = 1 

x->3 


encontrar 8 tal que |(2x — 5) — l| < 0.01, siempre que 0 < |x — 3| < 8. 

Solucion En este problema se trabaja con un valor dado de e : e = 0.01. Para encontrar 
un 8 apropiado, se observa que 

|(2x - 5) - l| - \2x - 6| = 2|x - 3|. 

Como la desigualdad |(2x — 5) — l| < 0.01 es equivalente a 2|x — 3| < 0.01, se puede escoger 
8 = ^ (0.01) = 0.005. Esta opcion funciona porque 

0 < |x — 3| < 0.005 

lo que implica que 

|(2x — 5) — 1| = 2|x - 3| < 2(0.005) = 0.01 
tal como se muestra en la figura 1.13. 


En el ejemplo 6, observese que 0.005 es el mayor valor de 8 que garantiza que 
|(2x — 5) — 1 1 < 0.01, siempre que 0 < |x — 3| < 8. Todo valor positivo de 8 menor tambien debe sa- 
tisfacer esta condition. ■ 



2es4 

Figura 1.14 


En el ejemplo 6 se encontro un valor de 8 para un e dado, lo que no necesariamente 
demuestra la existencia del Hmite. Para hacerlo, se debe probar que es posible encontrar un 
8 para todo e, como se muestra en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 7 Aplicacion de la definicion e-8 de limite 

Utilizar la definicion s-8 de Hmite para demostrar que 
lfm (3x — 2) = 4. 

X—>2 


Solucion Probar que para todo e > 0, existe un 8 > 0 tal que |(3x — 2) — 4| < e siempre 
que 0 < |x — 2| < 8. Puesto que la election de 8 depende de e, es necesario establecer una 
relation entre los valores absolutos |(3x — 2) — 4| y |x — 2|. 

|(3x — 2) — 4| = |3x - 6| = 3|x - 2| 

De tal manera, para cada e > 0 dado, se puede tomar 8 = e/3. Esta opcion funciona por- 
que 

0< lx — 2| <5 = — 

1 1 3 

implica que 

|(3x — 2) — 4| = 3|x - 2| < 3 1 / ) = e 
como muestra la figura 1.14. 
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CAPfTULO 1 


Lfmites y sus propiedades 


EJEMPLO 8 Aplicacion de la definicion e-8 de li'mite 



El Hmite de/(x) cuando x se aproxima a 
2es4 

Figura 1.15 



Ejercicios 


Usar la definicion e-8 de Hmite para demostrar que 
lfm x 2 = 4. 

x — >2 

Solucion Probar que para todo e > 0, existe un 8 > 0 tal que 
\x 2 — 4| < e siempre que 0 < |jc — 2| < 8. 

Para encontrar un 8 adecuado, comenzamos por escribir \x 2 — 4| = |x — 2||x + 2|. Para todo 
x del intervalo (1, 3), x + 2 < 5 se sabe que |x + 2| < 5. De tal manera, se toma 8 igual al 
minimo entre e/5 y 1, resulta que, siempre que 0 < |x — 2| < 8, se tiene que 

|*-4|-|,-2||*+2|< (f)(5)-, 
como se muestra en la figura 1.15. 

A lo largo de este capitulo, se utilizara la definicion e-8 de limite principalmente para 
demostrar teoremas relativos a los lfmites y para establecer la existencia o inexistencia de 
tipos de lfmites especfficos. Para calcular lfmites, se describiran tecnicas mas faciles de usar 
que la definicion e-8 de li'mite. 


En los ejercicios 1 a 8, completar la tabla y utilizar el resultado 
para estimar el limite. Representar la funcion utilizando una he- 
rramienta de graficacion, con el fin de confirmar su resultado. 

1 . 


2 . 


3. 


x - 4 


X 

3.9 

3.99 

3.999 

4.001 

4.01 

4.1 

fix) 







x — 2 


lim rs 

x — >2 x 2 — 4 

X 

1.9 

1.99 

1.999 

2.001 

2.01 

2.1 

fix) 








Jx + 6 - s/6 
lfm 

x — >0 X 


X 

- 0.1 

- 0.01 

- 0.001 

0.001 

0.01 

0.1 

fix) 








4. lfm 


s/4 - x - 3 
x + 5 


5 . Hm [l/(* + D] ~ (1/4) 


X 

2.9 

2.99 

2.999 

3.001 

3.01 

3.1 

.fix) 








[x/(x + 1)] - (4/5) 

o. hm 

x-»4 x — 4 


X 

3.9 

3.99 

3.999 

4.001 

4.01 

4.1 

fix) 








7. 


hm 

x — >0 


sen* 

x 


8 . 


X 

- 0.1 

- 0.01 

- 0.001 

0.001 

0.01 

0.1 

fix) 








x — >0 


X 

- 0.1 

- 0.01 

- 0.001 

0.001 

0.01 

0.1 

fix) 








X 

-5.1 

-5.01 

-5.001 

-4.999 

-4.99 

-4.9 

fix) 
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En los ejercicios 9 a 14, elaborar una tabla de valores para la fun- 
cion y utilizar el resultado para estimar el valor del limite. Utilizar 
una herramienta de graficacion para representar la funcion y 
conlirmar el resultado. 


9. 

,, x — 2 

lim — 

10. 

lim 


x-n x 2 + x — 6 


X — > — - 

11. 

v 4 - 1 

lim — 

12. 

lim 


x — > 1 X 6 ~ 1 




sen2x 



13. 

lim 

14. 

lim - 


x + 3 
3 x 2 + lx + 12 

x 3 + 8 
2 X + 2 
tan x 
o tan 2x 


En los ejercicios 15 a 24, utilizar la grafica para encontrar el limite 
(si es que existe). Si el limite no existe, explicar por que. 


15. lim (4 — x) 

x -*3 


16. lim (x 2 + 3) 

x^l 





En los ejercicios 25 y 26, utilizar la grafica de la funcion / para 
determinar si existe el valor de la cantidad dada. De ser asi, ubi- 
carla; si no existe, explicar por que. 


25. a) /( 1) 

b) lim /(x) 

JC — >1 

c ) / (4) 

d) lim f(x) 
x — >4 



26. a) /(— 2) 

b) lim fix) 

c) /To ) 2 

d) lim/(x) 

jc— >0 

e) fi 2) 

f) lim fix) 

g) 7(4) 


h) 


lim/(x) 

x — >4 



En los ejercicios 27 y 28, utilizar la grafica de / con el fin de iden- 
tificar los valores de c para los que existe el limite lim fix). 

x—>c 


27. y 28. 






En los ejercicios 29 y 30, dibujar la grafica de /. Despues identificar 
los valores de c para los que existe el limite lim fix). 


( xf, x < 2 

8 — 2x, 2 < x < 4 

4, x > 4 


( sen x, x < 0 

1 — cosx, 0 < x < TT 
COS X, X > 7 T 
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Limites y sus propiedades 


En los ejercicios 31 y 32, construir una grafica de una funcion/ 
que satisfaga los valores indicados (existen muchas respuestas 
correctas). 


31. /( 0) no esta definido. 
lim fix) = 4 

x — >0 

/( 2) = 6 

li'm f(x) = 3 

x ^>2 


32. /(— 2) = 0 

/( 2 ) = 0 
lim /(x) = 0 

x ->-1 

lim/(x) no existe. 

x ->2 


33. Modelo matematico Por una llamada telefonica de larga dis- 
tancia, un hotel hace un cargo de $9.99 para el primer minuto 
y de $0.79 por cada minuto o fraccion adicional. Una formula 
para el costo esta dada por 


C(t) = 9.99 - 0.79 [— (f - 1)1 
donde t es el tiempo en minutos. 

( Nota : |x] = mayor entero n tal que n £ x. Por ejemplo, [3.2] 
= 3 y {-1.6] = -2.) 

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la 
grafica de la funcion de costo para 0 < t £ 6. 

b) Utilizar la grafica para completar la siguiente tabla y obser- 
var el comportamiento de la funcion a medida que t tiende 
a 3.5. Utilizar la grafica y la tabla para encontrar 


lim C(f). 

r— >3.5 


t 

3 

3.3 

3.4 

3.5 

3.6 

3.7 

4 

c 




? 





c) Utilizar la grafica para completar la siguiente tabla y ob- 
servar el comportamiento de la funcion a medida que t se 
aproxima a 3. 


f 

2 

2.5 

2.9 

3 

3.1 

3.5 

4 

C 




? 





^Existe el limite de C(t) cuando t se aproxima a 3? Explicar 
la respuesta. 


34. Realizar de nuevo el ejercicio anterior, considerando ahora 
C(t) = 5.79 - 0.99[— (t - 1)1. 

35. En la figura se muestra la grafica de j\x) = x + 1. Encontrar un 
8 tal que si 0 < \x — 2| < 8, entonces | f(x) — 3| < 0.4. 

y 



36. La grafica de 


fix) 


1 


x - 1 


se muestra en la figura. Encontrar un 8 tal que si 0 < \x — 2\< 
8, entonces \f{x) — l| < 0.01. 


y 



37. La grafica de 

fix) = 2 - i 

se muestra en la figura. Encontrar un 8 tal que si 0 < |x — 1 1 < 
8, entonces |/(x) — 1 1 < 0. 1 . 



38. La grafica de 
f(x) = x 2 - 1 

se muestra en la figura. Encontrar un 8 tal que si 0 < |x — 2| < 
8, entonces | fix) — 3| < 0.2. 


y 



En los ejercicios 39 a 42, encontrar el limite L. Luego la S > 0 tal 
que |/(x) — L\ < 0.01 siempre que 0 < |x - c| < S. 

39. lim (3x + 2) 

40. lim (4 — — 

x—>4 \ 2 

41. lfm (jc 2 - 3) 

jc— >2 

42. Km (x 2 + 4) 

x — >5 


El sunbolo f|a) senala un ejercicio en el que se pide utilizar una herramienta de graficacion o un 
sistema simbolico de algebra computarizado. La solucion de los demds ejercicios tambien puede 
simplificarse mediante el uso de la tecnologia apropiada. 
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En los ejercicios 43 a 54, encontrar el limite L. Luego utilizar la 
definition e-S de limite para demostrar que el limite es L. 

43. h'm (x + 2) 

x->4 

44. Km (2x + 5) 

x—> — 3 

45. Km (|x — l) 

x — > 4 

46. Km (lx + l) 

X->\ 

47. hm 3 

x—>6 

48. lim(-l) 

jc— >2 

49. \imtfc 

jc— > o 

50. Km Vx 

x—>4 

51. Km \x — 5 1 

x — > — 5 

52. Km — 6| 

jt— >6 

53. Km ( x 2 + 1) 

x->i 

54. Km (x 2 + 3x) 

x—*—3 

55. ^Cual es el limite de/(x) = 4 cuando x tiende a it? 

56. ^Cual es el limite de g(x) = x cuando x tiende a tt? 


Para discusion 


64. a) Si/(2) = 4, ^se puede concluir algo acerca del limite 
de/cuando x tiende a 2? Explicar. 
b) Si el limite de/(x) cuando x tiende a 2 es 4, ^,se puede 
concluir algo acerca de/(2)? Explicar. 


65. Joyeria Unjoyero ajustaun anillo de tal manera que su circun- 
ferencia interna es de 6 cm. 

a) ^Cual es el radio del anillo? 

b) Si la circunferencia interna del anillo puede variar entre 5.5 
y 6.5 centimetres, ^cuanto puede variar su radio? 

c) Utilizar la definicion s-S de limite para describir esta 
situation. Identificar s y 8. 

66. Deportes Un fabricante de artlculos deportivos disena una 
pelota de golf que tiene un volumen de 2.48 pulgadas cubicas. 

a) ^Cual es el radio de la pelota de golf? 

b ) Si el volumen de la pelota puede variar entre 2.45 y 2.51 
pulgadas cubicas, ^cuanto puede variar su radio? 

c) Utilizar la definicion s-S de limite para describir esta 
situation. Identificar s y 8. 

67. Considerar la funcionyfjr) = (1 + x) Vx . Calcular el limite 


Redaction En los ejercicios 57 a 60, representar la funcion con 
una herramienta de graficacion y estimar el limite (si existe). 
( ‘,Cual es el dominio de la funcion? Puede detectar un posible 
error en la determination del dominio mediante un mero analisis 
de la grafica que genera la herramienta de graficacion? Escribir 
unas lineas acerca de la importancia de examinar una funcion de 
manera analitica ademas de hacerlo graficamente. 


57- f(x) = 


~Jx + 5 — 3 
x - 4 


58. /(*) = 


x — 3 


4x + 3 


llmi (1 + x) Vx 
*->0 

mediante la evaluation de/con valores de x cercanos a 0. Cons- 
truya la grafica de/. 

68. Considerar la funcion 


fix ) = 


1* + 1| ~ 1* ~ H 

x 


Calcular 


59. 


lim fix) 

jc— >4 



60. 


11m fix) 
x — >9 



llm fix) 
x — >3 


llm/0) 

x — >3 


lfm 

jc->0 


\x 4- 1 1 — \x 

X 


il 


^ 69. 


mediante la evaluation de / con valores de x cercanos a 0. 
Construir la grafica de/. 

Analisis grafico La afirmacion 


11m 

x—>2 


x 2 - 4 
x - 2 


= 4 


Desarrollo de conceptos 


61. Escribir una breve description de lo que significa la notation 
11m fix) = 25. 

x — >8 

62. La definicion de limite de la pagina 52 requiere que / sea 
una funcion definida sobre un intervalo abierto que contiene 
a c, excepto posiblemente en c. ^,Por que es necesaria esta 
condition? 

63. Identificar tres tipos de comportamiento relacionados con 
la inexistencia de un limite. Ejemplificar cada tipo con una 
grafica de una funcion. 


significa que a cada e > 0 le corresponde un 8 > 0 tal que si 
0 < \x — 2| < S, entonces 



Si e = 0.001, entonces 



< 0.001. 


Utilizar una herramienta de graficacion para representar ambos 
lados de esta desigualdad. Usando la funcion zoom , encontrar 
un intervalo (2 — S, 2 + 8) tal que la grafica del lado izquierdo 
quede por debajo de la del miembro de la derecha. 
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CAPfTULO 1 


Limites y sus propiedades 


70. Analisis grafico La afirmacion 


82. a) Dado que 


x 2 — 3x 

lim 

-t->3 x — 3 


= 3 


significa que a cada e > 0 le corresponde un S > 0 tal que si 
0 < \x — 3 1 < 8, entonces 



Si e = 0.001, entonces 


x 2 - 3x 
x — 3 



< 0 . 001 . 


83. 


Utilizar una herramienta de graficacion para representar ambos 
lados de esta desigualdad. Usando la funcion zoom, encontrar 
un intervalo (3 — S, 3 + S) tal que la grafica del lado izquierdo 
quede por debajo de la del miembro de la derecha. 


^Verdadero o falso? En los ejercicios 71 a 74, determinar si la 
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o dar 
un ejemplo que lo demuestre. 


Ph= 84. 


71. Si/no esta definida eni = c, no existe el limite de/(x) cuando 
x se aproxima a c. 


lfm (3x + 1)(3 jc - l)x 2 + 0.01 = 0.01 
*—>0 

demostrar que existe un intervalo abierto (a, b) que contiene 
al 0, tal que (3x + 1)(3jc — l)x 2 + 0.01 > 0 para todas las 
x A 0 en {a, b). 

b ) Dado que lim g(x) = L, donde L > 0, demostrar que existe 

X—>C 

un intervalo abierto (a, b ) que contiene a c, tal que 

g(x) > 0 para todos los x + c en (a, b). 

Programacion En una herramienta de graficacion programa- 
ble, escribir un programa que estime lim/(x). 

X—>C 

Suponer que el programa solo se aplicara a funciones cuyo limite 
existe cuando x se aproxima a c. Sea y t = /( x), generar dos listas 
cuyas entradas formen los pares ordenados 

(c ± [0.1]", /(c ± [0.1]")) 

para n — 0, 1, 2, 3 y 4. 

Programacion Utilizar el programa elaborado en el ejercicio 
83 para estimar el limite 

x 2 — x — 12 

lfm . 

-r->4 X ~ 4 


72. Si el limite de/(x) cuando x tiende a c es 0, debe existir un numero 
k tal que f(k) < 0.001. 

73. Si f(c) = L, entonces lim fix) = L. 

X—*C 

74. Si lfm/(jc) = L, entonces/(c) = L. 


En los ejercicios 75 y 76, considerar la funcion f(x) = Vi . 

75. ;Es lfm Vx = 0.5 una afirmacion verdadera? Explicar la 

x —> 0.25 
respuesta. 

76. ^Es lim x/x = 0 una afirmacion verdadera? Explicar la res- 

x — > 0 

puesta. 

77. Utilizar una herramienta de graficacion para evaluar el limite 
., sen nx 

hm , para diferentes valores de n. iQue se observa? 

78. Utilizar una herramienta de graficacion para evaluar el limite 

lim — , para diferentes valores de n. iQue se observa? 

x — >0 X 

79. Demostrar que si existe el limite d ef(x) cuando x — » c, ese limite 
debe ser unico. [ Sugerencia : Sea 


lim fix) = Lj y lim/(x) = L 2 

X — >C X — »c 

y demostrar que = L 2 .\ 

80. Considerar la recta fix) = mx + b, donde m A 0. Aplicando la 
definicion e-S de limite, demostrar que lim/(x) = me + b. 

X—>C 

Demostrar que \imj{x) = L es equivalente a lim [fix) — L] = 0. 

X— >C x—>c 


Preparacion del examen Putnam 


85. Inscribir en un circulo con radio 1 un rectangulo con 
base b y altura h, y un triangulo isosceles con base b, 
como se muestra en la figura. ^Para que valor de h tienen 
la misma area el rectangulo y el triangulo? 



86. Un cono recto tiene una base con radio 1 y una altura de 
3. Se inscribe un cubo dentro de 61, de tal manera que 
una de las caras del cubo queda contenida en la base 
del cono. ^Cual es la longitud lateral del cubo? 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putman Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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1.3 


■ Evaluar un li'milc mediante el uso de las propiedades de los lfmites. 

■ Desarrollar y usar una estrategia para el calculo de lfmites. 

■ Evaluar un lfmite mediante el uso de tecnicas de cancelacion y de rationalization. 

■ Evaluar un lfmite mediante el uso del teorema del encaje. 


Calculo analftico de lfmites 


Propiedades de los limites 

En la seccion 1.2 se vio que el lfmite de/(x) cuando x se aproxima a c no depende del valor 
de/enx = c. Sin embargo, puede darse el caso de que este lfmite sea /(c). En esta situation, 
se puede evaluar el lfmite por sustitucion directa. Esto es: 

lfm f(x) = /(c). Sustituir x por c. 

x—>c 

Las funciones con este buen comportamiento son continuas en c. En la seccion 1.4 se 
examinara con mas detalle este concepto. 


> /(c) = X 



TEOREMA 1.1 ALGUNOS LIMITES BASICOS 
Si b y c son numeros reales y n un entero positivo: 

1. lfm b = b 2. lfm x = c 3. lfm x n = c" 

x— >c x—>c x—>c 


( DEMOSTRACION ) Para comprobar la propiedad 2 del teorema 1. 1 , es necesario demostrar que 
para todo e > 0 existe un 8 > 0 tal que \x — c| < e siempre que 0 < |x — c| < S. Para lograrlo, 
elegir S = e. Entonces, la segunda desigualdad lleva implfcita a la primera, como se mues- 
tra en la figura 1.16. Con esto se realiza la comprobacion. (Las comprobaciones de las demas 
propiedades de los lfmites de esta seccion se encuentran en el apendice A o se analizan en 
los ejercicios.) 


mum Cuando se tengan nuevas EJEMPLOJ^ Evaluacion de limites 

notaciones o sfmbolos en matemadcas, 

hay que cerciorarse de conocer como se a) lfm 3 = 3 b) lfm x = — 4 c) 
leen. Por ejemplo, el lfmite del ejemplo 
lc se lee “el lfmite de x 2 cuando x se 
aproxima a 2 es 4”. ■ 


TEOREMA 1.2 PROPIEDADES DE LOS LIMITES 

Si b y c son numeros reales y n un entero positivo, /y g son funciones con los lfmites 
siguientes: 

lfm fix) = L y 

lfm g(jt) = K 

X — 

x—>c 

1. Multiplo escalar: 

lfm [bf(x)] = bL 

x— >c 

2. Suma o diferencia: 

lfm [/(x) ± g(x)] = L±K 

3. Producto: 

lfm [/(x)g(x)] = LK 

x—>c 

f(x) L 

lfm , . = — , siempre que K 0 

x ~> c g{x) K 

4. Cociente: 

5. Potencias: 

lfm [f(x)f = L n 

x—>c 


basicos 

lfm x 2 = 2 2 = 4 

Jt— >2 
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CAPfTULO 1 


Lfmites y sus propiedades 


EJEMPLO 2 

lfm (4x 2 

x — >2 


Lfmite de un polinomio 


lfm 4.r 2 + lfm 3 

Propiedad 2. 

x—>2 x—>2 

4\ lfm x 2 ) + lfm 3 

Propiedad 1. 

\x — >2 / x—>2 

4(2 2 ) + 3 

Ejemplo 1. 

19 

Simplificar. 


En el ejemplo 2, se observa que el lfmite (cuando x — > 2) de la funcion polinomial 
p(x) = 4x 2 + 3 es simplemente el valor de p en x = 2. 


lfm p(x) = p( 2) = 4(2 2 ) + 3=19. 

a — >2 

Esta propiedad de sustitucion directa es valida para todas las funciones polinomiales y 
racionales cuyos denominadores no se anulen en el punto considerado. 


TEOREMA 1.3 LIMITES DE LAS FUNCIONES POLINOMIALES Y RACIONALES 
Si p es una funcion polinomial y c un numcro real, entonces: 
lfmp(jc) = pic). 

X—>C 

Si r es una funcion racional dada por r(x) = p(x) j q(x) y c un mimero real tal que 
q(c) 7^ 0, entonces 

lfm r(x) = r(c) = ^7^. 
x—>c q(c) 


EJEMPLO 3 Lfmite de una funcion racional 


Encontrar el lfmite: Em 


x 1 + x + 2 

X + 1 


Solucion Puesto que el denominador no es 0 cuando x 
1.3 para obtener 


x 2 + x + 2 
lim 

;t->l X + 1 


l 2 + 1 + 2 _ 4 
1+1 ~ 2 


1, se puede aplicar el teorema 


Las funciones polinomiales y racionales son dos de los tres tipos basicos de funciones 
algebraicas. El siguiente teorema se refiere al lfmite del tercer tipo de funcion algebraica: el 
que contiene un radical. Ver la demostracion de este teorema en el apendice A. 


El simbolo de raiz cuadrada 
El primer uso de un simbolo para denotar 
a la raiz cuadrada data del siglo xvi. Al 
principio, los matematicos emplearon el 
simbolo V, que tiene solo dos trazos. Este se 
eligio por su parecido con una r mimiscula, 
para representar la palabra latina radix, que 
significa raiz. 


TEOREMA 1.4 LIMITE DE UNA FUNCION RADICAL 


Si n es un entero positivo. El siguiente lfmite es valido para toda c si n es impar, y 
para toda c > 0 si n es par: 

lfm tyx = Vc 

x—>c 
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El siguiente teorema aumentara notablemente su capacidad para calcular lfmites, ya 
que muestra como tratar el lfmite de una funcion compuesta. Ver la demostracion de este 
teorema en el apendice A. 


TEOREMA 1.5 LIMITE DE UNA FUNCION COMPUESTA 


Si/y g son funciones tales que lfm g(x) — L y Ifm f(x) = f(L), entonces: 

x— >c x— >L 

li'm f{g{x)) = /(lfm g(x) j = f(L). 

x—>c \x—>c / 


EJEMPLO 4 Lfmite de una funcion compuesta 

a) Puesto que 

lfm (x 2 + 4) = 0 2 + 4 = 4 

x— >0 

se sigue que 

lfm Vjt + 4 = V4 = 2. 

x ->0 

b ) Puesto que 

lfm (2x 2 - 10) = 2(3 2 ) - 10 

x— >3 

se sigue que 

lfm 4/2x 2 - 10 = ^8 = 2. 

x— >3 

Se ha visto que los lfmites de muchas funciones algebraicas se pueden calcular por 
medio de la sustitucion directa. Las seis funciones trigonometricas basicas tambien cuen- 
tan con esta deseable propiedad, como se muestra en el siguiente teorema (presentado sin 
demostracion). 


TEOREMA 1.6 LIMITES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 
Sea c un numero real en el dominio de una funcion trigonometrica dada. 


1 . 

lfm senx = 

X— >C 

sene 

2 . 

lfm cos x 

x— >C 

= COS c 

3. 

lfm tan x = 

X— >C 

tan c 

4 . 

lfm cot x 

X — >C 

= cot c 

5. 

lfm sec x = 

x—>c 

sec c 

6. 

lfm esc x 

X — >C 

= CSC c 


y lfm ~Jx = Vd = 2 

*—>4 


= 8 y lfm^/x = 4^8 = 2. 

x — >8 


EJEMPLO 5 Lfmites de funciones trigonometricas 


a) lfm tan x = tan(0) = 0 

X—>0 

b) lfm (xcosx) = lfmx] lfm cosx) 

X—^TT \X—>TT ) \X— >TT ) 

c) lfm sen 2 x = lfm (senx) 2 = 0 2 = 0 

x^O x—>0 


= IT COS (7r) = 


— 77 
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CAPfTULO 1 


Limites y sus propiedades 


Una estrategia para el calculo de lfmites 

En las tres paginas previas se han estudiado diversos tipos de funciones cuyos limites pueden 
calcularse mediante sustitucion directa. Lo anterior, aunado al teorema siguiente, permite 
desarrollar una estrategia para calcular limites. Ver la demostracion de este teorema en el 
apendice A. 




fyg coinciden salvo en un punto 

Figura 1.17 


TEOREMA 1.7 FUNCIONES QUE COINCIDEN EN TODO SALVO EN UN PUNTO 


Sea c un numero real yj(x) = g(x) para todo x A c en un intervalo abierto que contiene 
a c. Si existe el limite de g(x) cuando x se aproxima a c, entonces tambien existe el 
limite d e f(x) y 

lim f(x) = lim g(x). 

x — >c x— >c 


EJEMPLO 6 Calculo del limite de una funcion 


r 3 — 


Encontrar el limite: 


lim : 


>ix-l 


Solucion Sea/(x) = (x 3 4 — l)/(x — 1). Al factorizar y cancelar factores,/se puede escribir 
como 


r, V + X + 1) 

/W 


X 1 2 + X + 1 = g(x), 


x A 1. 


De tal modo, para todos los valores de x distintos de x = 1, las funciones /y g coinciden, 
como se muestra en la figura 1.17. Puesto que el lim g(x ) existe, se puede aplicar el teorema 

X—>1 

1 .7 y concluir que/y g tienen el mismo limite en x = 1 . 


,, (x — l)(x 2 + X + 1) 

lim 

Ml X ~ 1 

Factorizar. 

(x--^i/(x 2 + x + 1) 

.V — > i x-'-'T 

Cancelar factores identicos o factores comunes. 

\im(x 2 + x + 1) 

Ml 

Aplicar el teorema 1.7. 

i 2 + 1 + 1 

Usar sustitucion directa. 

3 



Cuando se aplique 
esta estrategia al calculo de limites, re- 
cordar que algunas funciones no tienen 
limite (cuando x se aproxima a c). Por 
ejemplo, el siguiente limite no existe 


x—>l X 1 


UNA ESTRATEGIA PARA EL CALCULO DE LIMITES 


1. Aprender a reconocer cuales limites pueden evaluarse por medio de la sustitucion 
directa (estos limites se enumeran en los teoremas 1.1a 1.6). 

2. Si el limite de/(x) cuando x se aproxima a c no se puede evaluar por sustitucion 
directa, tratar de encontrar una funcion g que coincida con /para todo x distinto 
de x = c. [Seleccionar una g tal que el limite de g(x) se pueda evaluar por medio 
de la sustitucion directa.] 

3. Aplicar el teorema 1.7 para concluir de manera analitica que 

lim f(x) = lim g(x) = g(c). 

x—>c x—>c 

4. Utilizar una grafica o una tabla para respaldar la conclusion. 
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Tecnicas de cancelacion y de racionalizacion 

En los ejemplos 7 y 8 se muestran dos tecnicas para calcular lfmites de manera analftica. 
La primera utiliza la cancelacion de factores comunes y la segunda, la racionalizacion del 
numerador de una fraccion. 


y 



f no esta definida para x = - 3 

Figura 1.18 


EJEMPLO 7 Tecnica de cancelacion 

_j_ ^ 

Encontrar el lfmite: lfm : . 

x— > — 3 X + 3 

Solucion Aunque se trata del lfmite de una funcion racional, no se puede aplicar el teorema 
1 .3 debido a que el lfmite del denominador es 0. 

lfm (x 2 + x — 6) = 0 

x — > — 3 

La sustitucion directa falla. 

lfm (x + 3) = 0 

Puesto que el lfmite del numerador tambien es 0, numerador y denominador tienen un factor 
connin', (x + 3). Por tanto, para toda x A — 3, se cancela este factor para obtener 



fix) 


x 2 + x — 6 (x-'P' 3j(x — 2 ) , . 

7TA — = TUr = x - 2 = g(x) 

x + 3 


Empleando el teorema 1 .7, se sigue que 


x A —3. 


■ lMUM En la solucion del ejemplo 7, 
cerciorarse de distinguir la utilidad del 
teorema de factorizacion del algebra. 
Este teorema establece que si c es un 
cero de una funcion polinomial, enton- 
ces (x — c) es un factor del polinomio. 
Por tanto, si se aplica sustitucion direc- 
ta a una funcion racional y se obtiene 


r(c) 


pic) = 0 
qic) 0 


puede concluirse que (x — c) es un 
factor comun de p(x) y de q(x). ■ 


lfm * + A = lfm (x - 2) Aplicar el teorema 1.7. 

x->-3 X + 3 x— > — 3 

_ _ g Usar sustitucion directa. 

Este resultado se muestra de forma grafica en la figura 1.18. Observar que la grafica de la 
funcion /coincide con la de la funcion g(x) = x — 2, solo que la grafica de/tiene un hueco 
en el punto (—3, —5). 

En el ejemplo 7, la sustitucion directa produce la forma fraccionaria 0/0, que carece 
de significado. A una expresion como 0/ 0 se le denomina forma indeterminada porque no 
es posible (a partir solo de esa forma) determinar el lfmite. Si al intentar evaluar un lfmite 
se llega a esta forma, debe reescribirse la fraccion de modo que el nuevo denominador no 
tenga 0 como lfmite. Una manera de lograrlo consiste en cancelar los factores identicos o 
comunes, como se muestra en el ejemplo 7. Otra manera consiste en racionalizar el nume- 
rador, como se hace en el ejemplo 8. 


CONFUSION TECNOLOGICA Puesto que las graficas de 


-5 + £ 



Grafica incorrecta de/ 

Figura 1.19 


fix) = X +A 6 y g(x) = x - 2 
x + 3 

difieren solo en el punto (—3, —5), la configuracion normal de una herramienta de grafi- 
cacion podrfa no distinguir entre ellas. No obstante, debido a la configuracion de puntos 
(“pixeles”) y a los errores de redondeo, quiza sea posible encontrar configuraciones de 
pantalla que distingan las graficas. De manera especffica, aplicando el zoom repetidas 
veces cerca del punto (—3, —5) en la grafica de/, la herramienta de graficacion podrfa 
mostrar fallas o irregularidades que no existen en la grafica real (ver la figura 1.19). Si se 
modifica la configuracion de pantalla, podrfa obtenerse la grafica correcta de/. 
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Lfmites y sus propiedades 


EJEMPLO 8 Tecnica de racionalizacion 


Encontrar el lfmite: 


11m 

x — >0 


V X + 1 — 1 
X 


Solucion A1 utilizar la sustitucion directa, se obtiene la forma indeterminada 0/0. 


V x + 1 — 1 

lim 

A ->0 x 


lfm Ux + 1 - l) = 0 

x — ^0 




lfm x = 0 

x — >0 


La sustitucion directa falla. 


En este caso, se puede reescribir la fraction racionalizando el denominador: 


y 



aOesJ 

Figura 1.20 


V x + 1 — 1 

X 


PH 

(x + 1) — 1 
x(V-X + 1 + l) 
t 

^(>/x + 1 + l) 

1 

■J X + 1 + 1 


V x + 1 + 1 ^ 
V 'x + 1 + 1 J 


x ¥= 0 


Ahora, cuando se emplea el teorema 1.7, se puede evaluar el lfmite como se muestra a 
continuacion: 


Vx + 1 — 1 

lim 

A ->0 x 


lfm — . 

x—>o vx +1 + 1 

1 

1 + 1 
1 

2 


Una tabla o una grafica puede servir para fortalecer la conclusion de que el lfmite es \ (ver 
la figura 1.20). 


x se aproxima a cero por la izquierda. 



x se aproxima a cero por la derecha. 


X 

-0.25 

-0.1 

-0.01 

-0.001 

0 

0.001 

0.01 

0.1 

0.25 

f(x) 

0.5359 

0.5132 

0.5013 

0.5001 

? 

0.4999 

0.4988 

0.4881 

0.4721 


f(x) se aproxima a 0.5. 



f(x) se aproxima a 0.5. 


MiUllLW La tecnica de racionalizacion en el calculo de lfmites se basa en multiplicar por una forma 
conveniente de 1. En el ejemplo 8, la forma apropiada es 

1 _ \J *x + 1 + 1 
\/ x + 1 + 1 
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h(x) <f(x)<g(x) 



Teorema del encaje 

Figura 1.21 


y 



Sector circular utilizado para demostrar 
el teorema 1.9 

Figura 1.22 


Teorema del encaje 

El siguiente teorema se refiere al lfmite de una funcion que esta “encajada” entre otras dos, 
cada una de las cuales tiene el mismo limite en un valor dado de x, como se muestra en la 
figura 1.21 (ver la demostracion de este teorema en el apendice A). 


TEOREMA 1.8 TEOREMA DEL ENCAJE 


Si h(x) < fix) < g(x) para todos los x en un intervalo abierto que contiene a c, por la 
posible excepcion de la propia c, y si 

lfm h(x) = L = lfm g(x) 

x—>c X —>c 

entonces el lfm f(x) existe y es igual a L. 


En la demostracion del teorema 1.9 se aprecia la utilidad del teorema del encaje (tambien 
se le llama teorema del emparedado o del pellizco). 


TEOREMA 1.9 DOS LIMITES TRIGONOMETRICOS ESPECIALES 


1. 


sen* 
lim 

>o * 


= 1 


2 . 


,, 1 — cos * 

lim 

x->0 X 


= 0 


( DEMOSTRACION ) Con el fin de evitar la confusion entre dos usos distintos de x, se presenta 
la demostracion utilizando la variable 9, donde 9 denota un angulo agudo positivo medido 
en radianes. En la figura 1.22 se muestra un sector circular encajado o emparedado entre 
dos triangulos. 



Al multiplicar cada expresion por 2/ sen 9 resulta 


1 6 

> 

cos 0 sen 0 


> 1 


tomando sus reclprocos e invirtiendo las desigualdades se obtiene: 


cos 9 < 


sen 9 

~1T 


< 1. 


Puesto que cos 6 = cos (~9) y (sen 6)/9 = [sen ( — 0)]/(— 9), se concluye que esta des- 
igualdad es valida para todo 0 distinto de cero dentro del intervalo abierto (—tt/2, tt/2). Por 
ultimo, dado que lfm cos 9= 1 y lfm 1 = 1, se puede aplicar el teorema del encaje para con- 

0->O 8— >0 

cluir que lfm (sen 9)/ 9= 1 . La demostracion del segundo limite se deja como ejercicio para 
el lector (ver el ejercicio 123). 
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Lfmites y sus propiedades 



-2 


El Hmite de/(x) cuando x se aproxima 
aOes 1 

Figura 1.23 



-2 


El Hmite de g(x) cuando x se aproxima 
a0es4 

Figura 1.24 


EJEMPLO 9 Un I smite en el que interviene una funcion trigonometrica 


Encontrar el Kmite: Km 


tan x 


Solucion La sustitucion directa tiene como resultado la forma indeterminada 0/ 0. Para 
resolver este problema, se puede escribir tan x como (sen x)/(cos x) y obtener 


,, tanx ,, I senx 

lim = lim 

x— >0 X x— >0 

Ahora, puesto que 

,, senx 
Km = 1 

x->0 X 

se puede obtener 


1 

cos X 


Km 


= 1 


Km - I Km 


AT— >0 X 


senx 


*->0 x / \x — >0 cos X 


jt— >0 COS X 


lim 


= d)(i) 

= i. 


(Ver la figura 1.23.) 


EJEMPLO 10 Un limite en el que interviene una funcion trigonometrica 

sen 4x 

Encontrar el Kmite: Km . 

*->0 x 

Solucion La sustitucion directa tiene como resultado la forma indeterminada 0/ 0. Para 
resolver este problema, se puede escribir el Kmite como 

,, sen4x sen4x 

lim = 4 lim 


. — — . , • Multiplicar y dividir entre 4. 

(x— >o 4x / 

A1 ser ahora y = 4x y observar que x — » 0 si y solo si y — > 0, se puede escribir 


„ sen4x J sen4x 
lim = 4 Km — - — 

x — >0 X \x — >0 4x 

A („ sen y 
= 4 lim - 

\y-> o y 

= 4(1) 

= 4. 


Aplicar el teorema 1.9(1). 


(Ver la figura 1.24.) 


TECNOLOGIA Utilizar una herramienta de graficacion para confirmar los lfmites de 
los ejemplos y del conjunto de ejercicios. Por ejemplo, las figuras 1.23 y 1.24 muestran 
las graficas de: 


fix) 


tan x 

x 


y 


gix) 


sen 4x 
x 


Observar que la primera grafica parece contener el punto (0, 1) y la segunda al punto 
(0, 4), lo cual respalda las conclusiones obtenidas en los ejemplos 9 y 10. 
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Ejercicios 


4^ En los ejercicios 1 a 4, utilizar una herramienta de graficacion 
para representar la funcion y estimar los limites de manera 
visual. 


1. /7(x) = -x 2 + 4x 

^ , ,, 12(VS 

2 -g«= x _ 

a) lfm /i(jc) 

jc— >4 

a) lim g(x) 

JC— 44 

£>) Km /t(x) 

b ) lim g(x) 

3. /(x) = x cos x 

4. /(,) = r|/ - 4| 

a) lfm f(x) 

jc— >0 

a) Km /(f) 

f— >4 

i>) lim /(x) 

JC— >7t/3 

b) lim /(f) 

f-4~l 


En los ejercicios 5 a 22, calcular el limite. 


5. Km x 3 

m2 

7. Km ( 2x — 1) 

x — >0 

9. Km {x 2 + 3x) 

i > 3 


8 . 


Km (3x + 2) 

x — 4 — 3 


10. Km ( x 2 + 1) 


11. Km (2x 2 + 4x + 1) 


12. lfm (3x 3 — 2x 2 + 4) 


13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 


x — 4 — 3 

lfm Jx + 1 

x— >3 

lfm (x + 3) 2 

x — 4 — 4 


Km — 

x— >2 X 


Km 

X->1 

Km 

x— »7 


X 

x 2 + 4 
3x 

v/x + 2 


14. 

X — 4 1 

lim 3/x + 4 

JC— 44 

16. 

Km (2x — 1) 

JC— 40 

18. 

Km 

x— >— 3 X + 2 

20. 

„ 2x - 3 

lim 

x->i x + 5 

22. 

Vx + 2 
Km 

jc-42 jc — 4 


En los ejercicios 23 a 26, encontrar los limites. 


23. 

/(•*) 

= 5 — jc, 

gix) 

= 

3 





a) 

lim /(x) 


i) 

lim g(x) 

c) 

Km 

g(fix)) 



JC-41 



a:— 44 


JC— 4l 

24. 

fix) 

= x + 7, 

gix) 

= j 

: 2 





a) 

lim /(x) 


i>) 

lim gix) 

c) 

lim 

l 3 g(fix)) 

25. 

/(*) 

= 4 - x 2 

> g(*) 


Jx + 1 





a) 

lim /(x) 

JC— 4l 


*) 

lim g(x) 

X — 43 

c) 

lfm 

X — 4 1 

gifix)) 

26. 

/(*) 

= 2x 2 — 

3jc + 

1, 

g(x) = Jx + 6 





a) 

lim fix) 

JC— 44 


b) 

lim gix) 

JC— 421 

c) 

Km 

x—>4 

gifix)) 


En los ejercicios 27 a 36, encontrar el limite de la funcion trigo- 
nometrica. 


27. Km senx 

x—^tt/2 

29. Km cos ^ 

x — 4 i 3 

31. Km sec 2x 

jc— 40 

lim sen x 

x—>5tt/6 


28. 

Km tan x 


JC— 47 T 

30. 

7TJC 

Km sen — 

x->2 2 

32. 

Km cos 3x 


X — 4 7T 


lim cos x 

-C — >5 7r/ 3 


35. Km tan 1 

jc— >3 


/ 7w\ 

36. Km sec 

' 7Tx\ 

l — 


\ 4 } 

JC— 47 \ 


En los ejercicios 37 a 40, utilizar la informacion que se expone 


para evaluar los limites. 


37. 

lim/(x) = 3 

JC— 4C 

38. lim/(x) = \ 

JC— 4C 


Km g(x) = 2 

JC— 4C 

lim g[x) = | 

JC— 4C 


a) Km [5g(x)J 

JC— 4C 

a) lim [4/(x)J 

X — 4C 


b ) lim [fix) + g(x)] 

JC— 4C 

b) lim [/(x) + g(x)] 

JC— 4C 


c) lim [fix) gix)] 

c) lim [fix) gix)] 


d) Km 44 
x^x gix) 

d) Km^ 
x^x g(x) 

39. 

lim fix) = 4 

40. lim /(x) = 27 


a) lim [/(x)] 3 

JC— 4C 

a) Km Jfix) 

JC— 4 C 


ft) lim Jfix) 

JC — 4C 

JC— 4C io 


c) lim [3/ (x)] 

JC— 4C 

c) lim [fix)] 2 

JC— 4 C 


4) lim[/(x)] 3 / 2 

d) Km [fix)] 2 ' 3 


En los ejercicios 41 a 44, utilizar la grafica para determinar el 
limite (si existe) de manera visual. Escribir una funcion mas simple 
que coincida con la dada, salvo en un punto. 


x 2 — X 

41. *(*) = - 



a) Km g(x) 

x— >0 

b ) Km g(x) 

JC — > — 1 

, . x 3 — x 
43. gix) = — — r- 


y 



b) Km g(x) 

X — 4 — 1 


42. 


h(x) 


-x 2 + 3x 
x 


y 



a) lim h(x) 

x— > 2 

b) lim h(x) 

x—>0 

, v JC 

44 f{x) = x^x 


y 



a) lfm /(x) 

JC— >1 

b) lim /(x) 

JC— 40 


33. 


34. 
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Lfmites y sus propiedades 


En los ejercicios 45 a 48, encontrar el li'mite de la funcion (si 
existe). Escribir una funcion mas simple que coincida con la dada 
salvo en un punto. Utilizar una herramienta de graficacion para 
confirmar el resultado. 

X 2 — ] 

45. lfm 46. 

x > 1 X + 1 
x 3 _ 8 

47. Km — 48. 

x->2 X — 2 


Km 

X — 9 1 


2x 2 — x — 3 
x + 1 


Km 


X 3 + 1 


>-l X + 1 


79. 

[1/(2 + x)] - (1/2) 
lim 

x— >0 X 

80. 

81. 

sen 3 1 
Km 

HO t 

82. 

83. 

sen x 2 

lim 

x— >0 X 

84. 


Km 

x— >2 

lfm 

x— >0 


32 


x — 2 
COS X — 1 
2x 2 


sen* 

lim -77=- 

X—*0 y/ X 


En los ejercicios 85 a 88, encontrar lfm 

Ax— >0 


f{x + Ax) -/(r) 
Ax 


En los ejercicios 49 a 64, encontrar el limite (si existe). 


49. lfm 


51. Km 


-thO X — X 

x - 4 


x^>4 X 2 ~ 16 

x 2 + x — 6 


53. lfm 

x—*—3 X‘ 


.2 _ 


55. lfm + 5 3 

x— >4 X — 4 

c _ V* + 5 - y/5 
57. lim 

x— >0 JC 

59 . „ m [ 1/0 + >)1 - U / 3 ) 

x— >0 X 

2(x + Ax) — 2x 

61. Km t 

Ax — *0 Ax 


50. Km 


3x 


x—*o x 2 + 2x 


52. lfm 

x— >3 

54. lfm 


3 — x 
775 x 2 — 9 
x 2 - 5x + 4 
JM4 x 2 — 2x — 8 


v/x + 1 - 2 
x — 3 

v/2 + x — 72 


56. lfm 

x->3 

58. lfm 

x— >0 

60. i, m [ 1 /P + 4 >]:-(l/ 4 > 

x— >0 X 

(x + Ax) 2 — x 2 


62. lfm 

Ax— >0 


Ax 


63. lfm 

Ax— >0 

64. lfm 

Ax— >0 


(x + Ax) 2 — 2(x + Ax) + 1 — (x 2 — 2x + 1) 


Ax 


(x + Ax) 3 — x 3 

Ax 


En los ejercicios 65 a 76, determinar el limite (si existe) de la 
funcion trigonometrica. 


65. lfm Se " X 
x->o 5x 


67. lfm 

x ->0 


senx(l — cosx) 


69. lfm 

x— >0 X 


71. lfm 

/!-> 0 


(1 — cos h ) 2 


h 

COS X 
hi/ 2 COtX 

sen 3 1 


73. lfm 


75. lfm 

t — >o 2 1 


76. Km 


sen 2x 


o sen 3x 


66. Km 

x— >0 

68. lfm 

«->o 


3(1 — cosx) 


cos 9 tan 6 

9 


tan x 


70. lfm 

*->o x 

72. lfm <f> sec (f> 


74. lfm 


1 — tan x 


y— >7r/4 senx — COS X 


Sugerencia: Encontrar Km 


2 sen 2x 
2x 


3x 


3 sen 3x 


1 Analisis grafico, numerico y analitico En los ejercicios 77 a 
84, utilizar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion y estimar el limite. Emplear una tabla para respaldar la 
conclusion. Posteriormente, calcular el limite empleando metodos 
analfticos. 


85. f[x) — 3x — 2 
86 ‘ fix) = 7* 

87 - M = 

88 ‘ fix) — x 2 — 4x 

En los ejercicios 89 y 90, utilizar el teorema del encaje para calcu- 
lar Km fix). 

X— >C 

89. c = 0 

4 — x 2 < fix) < 4 + x 2 

90. c = fl 

b — \x — a\ < fix) < b + \x — a\ 

| En los ejercicios 91 a 96, utilizar una herramienta de grafica- 
cion para representar la funcion dada y las ecuacionesy = lx I y 
y = — lx I en una misma ventana. Usando las graficas para visuali- 
zar el teorema del encaje, calcular Km fix). 

x— >0 


91. 

fix) = X COS X 

92. 

fix) 

= |x sen x| 

93. 

fix) = |x| senx 

94. 

fix) 

= \x\ COS X 

95. 

fix) = x sen — 

96. 

hix) 

1 

= X cos — 
X 


Desarrollo de conceptos 


97. En el contexto del calculo de lfmites, analizar que se quiere 
decir mediante las funciones que coinciden en todo salvo en 
un punto. 

98. Elaborar un ejemplo de funciones que coinciden en todo 
salvo en un punto. 

99. f,Que se quiere decir con indeterminacion o forma indeter- 
minada? 

100. Explicar el teorema del encaje. 


101. Redaction Utilizar una herramienta de graficacion para hacer 
la representation de 

fix) = x, g(x) = sen x y hfx) = S6n ' T 

en la misma ventana. Comparar las magnitudes d e/fx) y g(x) 
cuando x se acerca a 0. Utilizar la comparacion para escribir un 
breve parrafo en el que se explique por que 


77. 


Km 

x-»0 


Jx + 2 — J2 


Km h)x) = 1 . 

x— >0 


X 


78. lfm ^ 

x— >16 X — 16 
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102. Redaction Utilizar una herramienta de graflcacion para re- 
presentar 

/(x) = x, g(x) = sen 2 x y h(x) = S6n - 

en la misma ventana. Comparar las magnitudes de fix) y g(x) 
cuando x se acerca a 0. Utilizar la comparacion para escribir un 

breve parrafo en el que se explique por que Km h{x) = 0. 

*->0 

Objeto en caida libre En los ejercicios 103 y 104, utilizar la 
funcion de position s(t) = — 16 f 2 + 500, que da la altura (en pies) 
de un objeto que lleva cayendo t segundos desde una altura de 
500 pies. La velocidad en el instante t = a segundos esta dada 
por 

s(a) - s(t) 
lim . 

r->a a — t 

103. Si a un albanil se le cae una herramienta desde una altura de 500 
pies, que velocidad estara cayendo luego de 5 segundos? 

104. Si a un albanil se le cae una herramienta desde una altura de 
500 pies, ^cuanto tiempo tardara esta en llegar al suelo? iA que 
velocidad se producira el impacto? 


Para discusion 


116. Sea/(x) = 


x ^ 2 

. Encontrar Km f(x). 
X = 2 x->2 


lYerdadero o falso? En los ejercicios 117 a 122, determinar si 
la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa explicar por que o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre. 

117. Km ^ = 1 

x — >0 X 


118. Km^= 1 


119. Si fix) = g(x) para todos los numeros reales distintos a x = 0, y 
Km /(x) = L, entonces Km g(x) = L. 

x — >0 x — >0 

120. Si Km/(x) = L, entonces /(c) = L. 

X—>C 

121. lfm/(x) = 3, donde /(x ) = 

_ t -»2 

122. Si/(x) < g(x) paratodas lasx A a, entonces 


f 3, x < 2 
|0, x > 2 


Objeto en caida libre En los ejercicios 105 y 106, utilizar la funcion 
de posicion s(t) = -4.9P + 200, que da la altura (en metros) de 
un objeto que cae desde una altura de 200 m. La velocidad en el 
instante t = a segundos esta dada por 

„ *(«) - s(t) 

lint . 

(->a a — t 

105. Determinar la velocidad del objeto cuando t = 3. 

106. iA que velocidad golpeara el suelo? 

107. Encontrar dos funciones/y g tales que Km/(x) y Km g(x) no 

x— >0 x — >0 

existan, pero s( Km [/(x) + g(x)], si existe. 

jc— >0 

108. Demostrar que si Km j{x) existe y Km (/(x) + g(x)] no existe, 

X — >c x — 

entonces Km g(x) tampoco existe. 

X — >C 

109. Demostrar la propiedad 1 del teorema 1.1. 

110. Demostrar la propiedad 3 del teorema 1 . 1 . (Se puede utilizar la 
propiedad 3 del teorema 1.2). 

111. Demostrar la propiedad 1 del teorema 1.2. 

112. Demostrar que si Km j\x) — 0, entonces Km |/(x)| = 0. 

X — >C X— >c 

113. Demostrar que si Km /(x) = 0 y |g(x)| £ M para un numero ftjo 

X — >C 

M y todas las x # c, entonces Km/(x)g(x) = 0. 

X — >C 

114. a) Demostrar que si Km |/(x)| = 0, entonces Km/(x) = 0. 

x — »C X — >c 

( Nola\ Este ejercicio es inverso al del problema 1 12.) 

b) Demostrar que si Km/(x) =L entonces Km |/(x)| = |L|. 

x — >c x—>c 

[Sugerencia: Utilizar la desigualdad ||/(x)| — |L|| £ |/(x) 

“41 

115. Para pensar Encontrar una funcion f que muestre que el 
recfproco del ejercicio 1 14 b no es verdadero. [ Sugerencia : Bus- 
car una funcion f tal que Km |/[x)| = |L|, pero donde Km/(x) no 

. x—>c x—>c 

exista.J 


Km/(x) < 11m g(x). 

x — >a x—>a 


123. Demostrar la segunda parte del teorema 1.9 probando que 


1 — cos x 
11m 

X 


0. 


124. Sean /(x) 


{ 0, si x es racional 

1, si x es irracional 


y 

g(x) 


( 0, si x es racional 

x, si x es irracional. 


Calcular (si es posible) lim /fx) y Km g(x). 

j :-»0 

■ SCC X — 1 

125. Razonamiento grafico Considerar /(x) = 2 . 

a) Determinar el dominio de/. 

b) Utilizar una herramienta de graflcacion para hacer la repre- 
sentacion de/. ^Resulta evidente el dominio de/a partir de 
la grafica? Si no es as(, explicar por que. 

c) Utilizar la grafica/para calcular Km/(x). 

x ->0 

d) Confirmar la respuesta del apartado c) utilizando el metodo 
analftico. 

126. Aproximacion 


a) Calcular Km 

x 2 

b) Utilizar el resultado del apartado anterior para obtener la 
aproximacion cos x ~ 1 — ix 2 para x cercanas a 0. 

c) Aplicar el resultado del apartado b) para estimar cos (0.1). 

d) Utilizar una herramienta de graflcacion para estimar cos 
(0.1) con cuatro decimales. Comparar el resultado con el 
del apartado c). 

127. Para pensar Al utilizar una herramienta de graflcacion para 
general' una tabla con el fin de estimar Km [(sen x)/x], un estu- 

x — >0 

diante concluye que el lhnite, y no 1, era 0.01745. Determinar 
la probable causa del error. 
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CAPfTULO 1 


Lfmites y sus propiedades 



Continuidad y lfmites laterales o unilaterales 


■ Determinar la continuidad en un punto y en un intervalo abierto. 

■ Determinar lfmites laterales o unilaterales y continuidad en un intervalo cerrado. 

■ Usar propiedades de continuidad. 

■ Comprender y aplicar el teorema del valor intermedio. 


EXPLORACION 

De modo informal, se podrfa decir 
que una funcion es continue! en un 
intervalo abierto si su grafica se 
puede dibujar sin ievantar el lapiz 
del papel. Utilizar una herramienta 
de graficacion para representar las 
siguientes funciones en el intervalo 
indicado. De las graficas, £que fun- 
ciones se dice que son continuas en 
dicho intervalo? iSe puede confiar 
en los resultados obtenidos grafica- 
mente? Explicar el razonamiento. 


Funcion 

Intervalo 

a ) y — x 2 + l 

(-3,3) 

b) y ~x-2 

(-3,3) 

sen* 
O L = — 

(— 7T, IT) 

x 2 - 4 

v y= x + 2 

(-3,3) 

[2x — 4, x < 0 

e) y jx + 1, x > 0 

(-3,3) 


Continuidad en un punto y en un intervalo abierto 

En matematicas, el termino continuo tiene el mismo signiftcado que en su uso cotidiano. 
Decir, de manera informal, que una funcion / es continua en x = c significa que no hay 
interruption de la grafica de/en c. Es decir, la grafica no tiene saltos o huecos en c. En la 
figura 1.25 se identifican tres valores de x en los que la grafica d e/no es continua. En los 
demas puntos del intervalo (a, b), la grafica de/no sufre interrupciones y es continua. 



Existen tres eondiciones para las que la grafica de/ no es continua en i = c 

Figura 1.25 


y 



En la figura 1.25, parece que la continuidad en x = c puede destruirse mediante cual- 
quiera de las siguientes eondiciones. 

1. La funcion no esta definida en x = c. 

2. No existe el lfmite de fix) en x = c. 

3. El lfmite de/fx) en x = c existe, pero no es igual a /(c). 


Si no se da ninguna de las tres eondiciones anteriores, se dice que la funcion/es continua 
en c, como lo sefiala la importante definicion que sigue. 


PARA MAYOR INFORMACI ON 
Para obtener mas information sobre el 
concepto de continuidad, ver el artfculo 
“Leibniz and the Spell of the Conti- 
nuous” de Hardy Grant en The College 
Mathematics Journal. 


DEFINICION DE CONTINUIDAD 


Continuidad en un punto: Una funcion/es continua en c si se satisfacen las tres 

eondiciones siguientes: 

1. /(c) esta definida. 

2. lfm/(x) existe. 

x— >c 

3. lfm f(x) = /(c). 

X—>C 

Continuidad en un intervalo abierto: Una funcion es continua en un intervalo 

abierto (a, b) si es continua en cada punto del intervalo. Una funcion continua en la 
recta completa de los numeros reales (— oo, oo) es continua en todas partes. 
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y 



a) Discontinuidad evitable o removible 





a c b 

b) Discontinuidad inevitable o no removible 


y 



c ) Discontinuidad evitable o removible 

Figura 1.26 


Considerar un intervalo abierto I que contiene un numero real c. Si una funcion /esta 
definida en I (excepto, posiblemente, en c) y no es continua en c, se dice que/tiene una dis- 
continuidad en c. Las discontinuidades se clasifican en dos categorfas: evitables o removi- 
bles e inevitables o no removibles. Se dice que una discontinuidad en c es evitable o remo- 
vible si/se puede hacer continua definiendo (o redefiniendo) apropiadamente/(c). Por 
ejemplo, las funciones en las figuras 1 .26 a y c presentan discontinuidades evitables o remo- 
vibles en c, mientras que la de la figura 1.26 b presenta una discontinuidad inevitable o no 
removible en c. 


EJEMPLO I Continuidad de una funcion 

Analizar la continuidad de cada funcion. 

«) fU) = - b) g( x ) = c) h(x) = \ d) y = senx 

x x - 1 [x 2 + 1 , x > 0 

Solucion 


a) El dominio de/lo constituyen todos los numeros reales distintos de cero. A partir del 
teorema 1 .3, se puede concluir que/es continua en todos los valores de x de su dominio. 
Enx = 0,/tiene una discontinuidad inevitable, como se muestra en la figura 1 .21 u. En 
otras palabras, no hay modo de definir/(0) para hacer que la nueva funcion sea continua 
en x = 0. 

b) El dominio de g lo constituyen todos los numeros reales excepto x = 1 . Aplicando el 
teorema 1 .3, se puede concluir que g es continua en todos los valores de x de su dominio. 
En x = 1,1a funcion presenta una discontinuidad evitable, como se muestra en la figura 
1.27 b. Si g(l) se define como 2, la “nueva” funcion es continua para todos los numeros 
reales. 

c) El dominio de h esta formado por todos los numeros reales. La funcion h es continua 
en (—oo, 0) y en (0, co), y puesto que lfm h(x) = I . h es continua en toda la recta real, 
como ilustra la figura 1.27c. 

d ) El dominio de y esta conformado por todos los numeros reales. Del teorema 1 .6, se puede 
concluir que la funcion es continua en todo su dominio (—go, co), como se muestra en 
la figura 1.27 d. 


y 



y 



a) Discontinuidad inevitable o no removible en x = 0 b) Discontinuidad evitable o removible en x = 1 


JAyilM.Hi-Hll.ll.fc Algunas veces 
se llama a la funcion del ejemplo la 
“discontinua”. Pero se ha encontrado 
que esta terminologfa es confusa. Es 
preferible decir que la funcion tiene una 
discontinuidad en x = 0, es decir, que/ 
es discontinua. 


y 



c) Continua en toda la recta real 

Figura 1.27 
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CAPfTULO 1 


Limites y sus propiedades 


y 



x se aproxima a 
c por la derecha 


c < X 


a) Limite por la derecha 


y 


x se aproxima 
a c por la 
izquierda 


c>x 



b) Limite por la izquierda 

Figura 1.28 


Limites laterales y continuidad en un intervalo cerrado 

Para comprender la nocion de continuidad en un intervalo cerrado, es necesario estudiar 
antes un tipo diferente de limite, llamado limite lateral. Por ejemplo, el limite por la de- 
recha significa que x se aproxima a c por valores superiores a c (ver la figura 1.28a). Este 
limite se denota como 

lim fix) = L. Limite por la derecha. 

x— >c + 

Del mismo modo, el limite por la izquierda significa que x se aproxima a c por valores 
inferiores a c (ver la figura 1.28 b). Este limite se denota como 

lim fix) = L . Limite por la izquierda. 

x — >c — 

Los limites laterales son utiles al calcular limites de funciones que contienen radicales. Por 
ejemplo, si n es un entero dado 

lim f/x = 0. 

x->0 + 


y 



El limite de/(x) cuando x se aproxima 
a -2 por la derecha esO 

Figura 1.29 


EJEMPLO 2 Un limite lateral 

Encontrar el limite de f(x) = \4 — x 2 cuando x se aproxima a —2 por la derecha. 

Solucion Como se muestra en la figura 1.29, el limite cuando x se aproxima a —2 por la 
derecha es 

lim V4 — x 2 = 0. 

JC— >— 2+ 

Los limites laterales pueden usarse para investigar el comportamiento de las funciones 
escalon. Un tipo comun de funcion escalon es la funcion parte entera o mayor entero 
[x], que se define como 

[x] = mayor entero ri tal que « < X Funcion mayor entero. 

Por ejemplo, [2.5] = 2 y [—2.5] = —3. 

EJEMPLO 3 La funcion parte entera o mayor entero 

Calcular el limite de la funcion parte entera o mayor entero f(x) = [x] cuando x tiende a 0 
por la izquierda y por la derecha. 



Funcion parte entera o mayor entero 

Figura 1.30 


Solucion Como se muestra en la figura 1.30, el limite cuando x se aproxima a 0 por la 
izquierda esta dado por 

lim M = — 1 

x— > 0 - 

mientras que el limite cuando x se aproxima a 0 por la derecha esta dado por 
lim [xj = 0. 

jc— > o+ 

La funcion parte entera o mayor entero no es continua en 0 debido a que los limites por la 
izquierda y por la derecha en ese punto son diferentes. Mediante un razonamiento similar, 
se puede concluir que la funcion parte entera o mayor entero tiene una discontinuidad en 
cualquier entero n. 
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y 



-E ]— - 

a b 

Funcion continua en un intervalo cerrado 

Figura 1.31 


m=v i-x 2 



-i i 


Funcion continua en [— 1, 1] 

Figura 1.32 


Cuando el llmite por la izquierda no es igual al llmite por la derecha, el li'mite (bilateral) 
no existe. El siguiente teorema lo explica mejor. Su demostracion se obtiene directamente 
de la definicion de llmite lateral. 


TEOREMA 1.10 EXISTENCE DE UN LIMITE 

Si /es una funcion y c y L son numeros reales, el llmite de/(x) cuando x se aproxima 
a c es L si y solo si 

11m f{x) = L y 11m /(. x) = L. 

x—>c~ x—>c + 


El concepto de llmite lateral permite extender la definicion de continuidad a los inter- 
valos cerrados. Basicamente, se dice que una funcion es continua en un intervalo cerrado si 
es continua en el interior del intervalo y posee continuidad lateral en los extremos. Esto se 
enuncia de manera formal como sigue. 


DEFINICION DE CONTINUIDAD EN UN INTERVALO CERRADO 


Una funcion/es continua en un intervalo cerrado [a, b | si es continua en el inter- 
valo abierto ( a , b) y 

Hm fix) = f{a) y 11m fix) = f{b). 

x— >a x—>b 

La funcion/es continua por la derecha en a y continua por la izquierda en b (ver 
la figura 1.31). 


Se pueden establecer definiciones analogas para incluir la continuidad en intervalos 
con la forma (a, b] y [a, b), que no son abiertos ni cerrados o infinitos. Por ejemplo, la 
funcion 

fix) = Vx 

es continua en el intervalo infinito [0, oo), y la funcion 
gix) = V2 — x 

es continua en el intervalo infinito (—go, 2]. 


EJEMPLO 4 Continuidad en un intervalo cerrado 

Analizar la continuidad de f(x ) = \ l - x 2 . 


Solucion El dominio de/es el intervalo cerrado [ — 1 , 1 ] . En todos los puntos del intervalo 
abierto (—1, 1), la continuidad de/obedece a los teoremas 1.4 y 1.5. Ademas, dado que 

11m \J I X 2 = 0 = /( — 1 ) Continua por la derecha. 

x—>—l + 


y 

llm Vl — x 2 = 0 = /( 1) 

x->l~ 


Continua por la izquierda. 


se puede concluir que/es continua en el intervalo cerrado [—1, 1], como se ilustra en la 
figura 1.32. 
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CAPfTULO 1 


Limites y sus propiedades 


El siguiente ejemplo muestra como se puede aplicar un h'mite lateral con el fin de 
determinar el cero absoluto en la escala Kelvin. 


EJEMPLO 5 Ley de Charles y cero absoluto 


v 



En la escala Kelvin, el cero absoluto es la temperatura 0 K. A pesar de que se han obtenido 
temperaturas muy cercanas a 0 K en laboratorio, nunca se ha alcanzado el cero absoluto. De 
hecho, existen evidencias que sugieren la imposibilidad de alcanzar el cero absoluto. ^Como 
determinaron los cientificos que 0 K es el “limite inferior” de la temperatura de la materia? 
( Cual es el cero absoluto en la escala Celsius? 

Solucion La determination del cero absoluto proviene del trabajo del fisico frances Jacques 
Charles (1746-1823), quien descubrio que el volumen de un gas a presion constante crece 
de manera lineal con respecto a la temperatura. En la tabla siguiente se ilustra la relation 
entre volumen y temperatura. Para crear los valores que aparecen en la tabla, una mol de 
hidrogeno se mantiene a una presion constante de una atmosfera. El volumen V es aproxi- 
mado y se mide en litros y la temperatura T se mide en grados Celsius. 


El volumen del hidrogeno gaseoso 
depende de su temperatura 

Figura 1.33 


T 

-40 

-20 

0 

20 

40 

60 

80 

V 

19.1482 

20.7908 

22.4334 

24.0760 

25.7186 

27.3612 

29.0038 


En la figura 1 .33 se muestran los puntos representados en la tabla. Empleando dichos puntos, 
se puede determinar que T y V se relacionan a traves de la ecuacion lineal 


V = 0.08213F + 22.4334 o 


V - 22.4334 
0.08213 



En 2003, investigadores del 
Massachusetts Institute of Technology 
utilizaron laser y evaporation 
para producir un gas superfrio en 
el que los atomos se superponen. 

Este gas se denomina condensado 
de Bose-Einstein. Midieron una 
temperatura de alrededor de 450 pK 
(picokelvin) o -273. 14999999955°C 
aproximadamente. ( Fuente : Science 
Magazine, 12 de septiembre de 2003.) 


Mediante el razonamiento de que el volumen del gas puede tender a 0 (pero nunca ser igual 
o menor que cero) se puede concluir que la “temperatura minima posible” se obtiene por 
medio de 


„ „ „ V- 22.4334 

lim T = lim — „ . — 

v^o+ v^o+ 0.08213 

0 _ 22 4334 Usar sustitucion directa. 

“ 0.08213 

= -273.15. 

De tal manera, el cero absoluto en la escala Kelvin (0 K) es de aproximadamente —273.15° 
en la escala Celsius. 

La tabla que se encuentra a continuacion muestra las temperaturas del ejemplo 5, 
en la escala Fahrenheit. Repetir la solucion del ejemplo 5 utilizando estas temperaturas 
y volumenes. Utilizar el resultado para determinar el valor del cero absoluto en la escala 
Fahrenheit. 


T 

-40 

-4 

32 

68 

104 

140 

176 

V 

19.1482 

20.7908 

22.4334 

24.0760 

25.7186 

27.3612 

29.0038 


La Ley de Charles para los gases (suponiendo una presion constante) puede enunciarse 

como 

V — RT Ley de Charles. 

donde V es el volumen, R es una constante y T es la temperatura. En este enunciado de la ley, ^que 
propiedad debe tener la escala de temperaturas? ■ 
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(U 

CQ 

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) 

El concepto de funcion continua fue 
presen tado por vez primera por Augustin- 
Louis Cauchy en 1821. La definition 
expuesta en su texto Corns d' Analyse 
establecla que las pequenas modificaciones 
indefinidas en y eran resultado de las 
pequenas modificaciones indefinidas en x. 
“. . ./(x) sera una funcion continua si. . . 
los valores numericos de la diferencia 
/(x + a) — f(x) = 0 disminuyen de forma 
indefinida con los de a...” 


Propiedades de la continuidad 

En la section 1 .3 se estudiaron las propiedades de los llmites. Cada una de esas propiedades 
genera una propiedad correspondiente relativa a la continuidad de una funcion. Por ejemplo, 
el teorema 1 . 1 1 es consecuencia directa del teorema 1 .2. (Se muestra una prueba del teorema 
1.11 en el apendice A.) 


TEOREMA 1.11 PROPIEDADES DE LA CONTINUIDAD 

Si b es un numero real y/y g son continuas en x = c, entonces las siguientes funciones 
tambien son continuas en c. 

1. Multiplo escalar: bf 

2. Suma y diferencia: f± g 

3. Producto: fg 

f 

4. Cociente: A , si g(c) A 0 

g 


Las funciones de los siguientes tipos son continuas en sus dominios. 

1. Funciones polinomiales: p(x) = a lt x n + a n _ l x n ~ l + ■ ■ • + ape + a 0 

2. Funciones racionales: 

3. Funciones radicales: f(x) = i/x 


r{x) = ^j, qix) # 0 


4. Funciones trigonometricas: sen x, cos x, tan x, cot x, sec x, esc x 


Combinando el teorema 1.11 con esta slntesis, se puede concluir que una gran variedad 
de funciones elementales son continuas en sus dominios. 


EJEMPLO 6 Aplicacion de las propiedades de la continuidad 


Por el teorema 1.11, cada una de las siguientes funciones es continua en todos los puntos 
de su dominio. 

“I” 1 

f(x) = x + senx, f(x) = 3 tan.r, f(x) = 

cos x 

El siguiente teorema, consecuencia del teorema 1.5, permite determinar la continuidad 
de funciones compuestas, como 


f{x) = sen 3x, f{x) 


V x 2 + 1, f{x) = tan — . 


Una consecuencia del teorema 
1.12 es que si/y g satisfacen las condi- 
ciones senaladas, es posible determinar 
que el lfmite de f(g(x)) cuando x se 
aproxima aces 

li'm/(gM) =/C?(c)). ■ 

X — »C 


TEOREMA 1.12 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION COMPUESTA 


Si g es continua en c y/es continua en g(c), entonces la funcion compuesta dada por 
if ° g)(x) = f(g(x)) es continua en c. 


( DEMOSTRACION ) Por definicion de continuidad, Km gix) — g(c) y Km fix) = f(g(c)). A1 

x—>c x^>g(c) 

aplicar el teorema 1.5 con L = g(c) se obtiene Km f{gix)) = /(Km gix)) = figic)). De 

x— >c x— >c 

esta manera, (f° g) = f(g(x)) es continua en c. 
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y 



f(x) = tan x 


a) /es continua en cada intervalo abierto 
de su dominio 

Figura 1.34 


EJEMPLO 7 Prueba de la continuidad 

Describir el intervalo o intervalos donde cada funcion es continua. 

( sen — - , x ~f~ 0 

* c) h(x) = \ 

0, x = 0 [ 


x sen 

x 


.0, 


x ¥= 0 
x = 0 


Solucion 

a) La funcion tangente /fx) = tan x no esta definida en 

_ 77 

x — 2 n7r , donde n es un entero. 

En todos los demas puntos es continua. De tal modo,/(x) = tan x es continua en todos 
los intervalos abiertos 

/ 37T 7r\ / 77 77 \ / 77 377) 

' ' 2~’ ~2j’ \ r 2/’\2’T/’ ■ ' ' 

como muestra la figura 1.34 a. 

b ) Puesto que y = l/x es continua excepto en x = 0 y la funcion seno es continua para 
todos los valores reales de x, resulta que y = sen ( I /x) es continua en todos los valores 
reales salvo en x = 0. En x = 0, no existe el lfmite de g(x) (ver el ejemplo 5 de la seccion 
1.2). Por tanto, g es continua en los intervalos (— oo, 0) y (0, go), como se muestra en 
la figura 1.346. 

c) Esta funcion es parecida a la del apartado b), con excepcion de que las oscilaciones 
estan amortiguadas por el factor x. Aplicando el teorema del encaje, se obtiene 

— Ixl < x sen — < lx I , x A 0 
x 

y se puede concluir que 
11m li(x) = 0. 

x — >0 


De tal manera, h es continua en toda la recta real, como se muestra en la figura 1.34c. 


y 


1 





-1 



-1 

, , fsen^, x*0 

«W= x 

lo, X = 0 


b ) ges continua en (-go, 0) y (0, co) 



c) h es continua en toda la recta real 
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Teorema del valor intermedio 

El teorema 1.13 es un importante teorema relativo al comportamiento de las funciones 
continuas en un intervalo cerrado. 


TEOREMA 1.13 TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO 


Si/es continua en el intervalo cerrado [a, b],f(a) ¥= fib) y k es cualquier numero entre 
f(a) y fib), entonces existe al menos un numero c en [a, b] tal que 

/(c) = k. 


«!!»;■ El teorema del valor intermedio asegura que existe al menos un numero c, pero no proporciona 
un metodo para encontrarlo. Tales teoremas se denominan teoremas de existencia. Al consultar un 
libro de calculo avanzado, se observara que la demostracion de este teorema se basa en una propiedad 
de los numeros reales denominada completitud. El teorema del valor intermedio establece que para 
una funcion continua/, si x recorre todos los valores desde a hasta b, entonces f(x) debe asumir todos 
los valores entre /(a) y f(b). ■ 


Como ejemplo sencillo de este hecho, tomar en cuenta la estatura de las personas. 
Supongamos que una nina media 1.52 m al cumplir 13 anos y 1.70 m al cumplir 14 afios, 
entonces, para cualquier altura h entre 1.52yl.70m, debe existir algun momento t en el que 
su estatura fue exactamente de h. Esto parece razonable debido a que el crecimiento humano 
es continuo y la estatura de una persona no cambia de un valor a otro en forma abrupta. 

El teorema del valor intermedio garantiza la existencia de al menos un numero c en 
el intervalo cerrado [a, b]. Puede, claro esta, haber mas de uno, tal que fie) = k , como se 
muestra en la figura 1.35. Una funcion discontinua no necesariamente manifiesta la pro- 
piedad del valor intermedio. Por ejemplo, la grafica de la funcion discontinua de la figura 
1.36 salta sobre la recta horizontal dada por y = k, sin que exista valor alguno para c en 
[<7, b], tal que/(c) = k. 


y y 




/ es continua en [a, b ] 

[Existen 3 numeros c tales que f(c) = k] 

Figura 1.35 


/ no es continua en [a, A] 

[No existen numeros c tales que f(c) = A] 

Figura 1.36 


El teorema del valor intermedio suele emplearse para localizar los ceros de una funcion 
continua en un intervalo cerrado. De manera mas especffica, si/es continua en [a, b] yfia) 
y fib) tienen signo distinto, entonces el teorema nos garantiza la existencia de por lo menos 
un cero de/en el intervalo cerrado [a, b]. 
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f es continua en [0,1] con f( 0) < 0 

y/(i) > o 

Figura 1.37 


EJEMPLO 8 Una aplicacion del teorema del valor intermedio 

Utilizar el teorema del valor intermedio para demostrar que la funcion polinomial/(x) = x' 
+ 2x — 1 tiene un cero en el intervalo [0, 1]. 

Solucion Observar que/es continua en el intervalo cerrado [0, 1 1. Dado que 
/(0) = 0 3 + 2(0) - 1 = - 1 y /( 1) = l 3 + 2(1) -1=2 

resulta que/(0) < 0 y/(l) > 0. Por tanto, se puede aplicar el teorema del valor intermedio y 
concluir que debe existir algun c en [0, 1 ] tal que 

f{c ) = 0 /tiene un cero en el intervalo cerrado [0, 1], 

como se muestra en la figura 1.37. 

El metodo de biseccion para estimar los ceros reales de una funcion continua es parecido 
al metodo empleado en el ejemplo 8. Si se sabe que existe un cero en el intervalo cerrado 
[a, b], dicho cero debe pertenecer al intervalo [a, ( a + b)/2\ o [(a 4- b)/2, b], A partir del 
signo de /([« + b}/2), se puede determinar cual intervalo contiene al cero. Mediante bisec- 
ciones sucesivas del intervalo, se puede “atrapar” al cero de la funcion. 



Ejercicios 


TECNOLOGIA Tambien se puede usar el zoom de una herramienta de graficacion 
para estimar los ceros reales de una funcion continua. Al hacer acercamientos de forma 
repetida a la zona donde la grafica corta al eje x y ajustar la escala de dicho eje, se puede 
estimar el cero de la funcion con la precision deseada. El cero de x 3 + 2x — 1 es alrededor 
de 0.453, como se muestra en la figura 1.38. 




-0.2 -0.012 
Figura 1.38 Aplicacion del zoom al cero de/(x) = x 3 + 2x — 1 


En los ejercicios 1 a 6, utilizar una herramienta de graficacion para 
determinar el limite y analizar la continuidad de la funcion. 

a) lint f(x) b ) lim f(x) c ) lim/(x) 

»c + x->c~ x->c 



3. x 




(2 ; 3) 

2 - 
1 - 

. c = 2 

-1 - 

. 1 2 3 4 5 6 

-2- 

- 3 - 

" (2,-3) 

o 


4. 


6 . 




-3 (-1,0) 


1 
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En los ejercicios 7 a 26, calcular el llmite (si existe). Si no existe, 
explicar por que. 


7. 

9. 

11 . 

13. 

14. 


11m 


1 


x — >8 + X 4“ 8 

x — 5 

11m -r — 

x—>5 + x 2 — 25 


11m — . = 

*->-3 v^c — 9 

11m — 

x—>0 X 

y \X ~ 10| 

llm TFT 

i->io* x — 10 


1 1 


8. 

llm 

x— >5~ X + 5 

10. 

2 — x 

llm 2 

x—>2 + X 2 ~ 4 

12. 

,, Jx ~ 3 
hm 

x— >9“ X - 9 



En los ejercicios 31 a 34, analizar la continuidad de la funcion en 
el intervalo cerrado. 


15. 


16. 


17. 


X + Ax X 

hm : 

Aa-->o- Ax 

(x + Ax) 2 + x + Ax — (x 2 + x) 

hm t 

Ax->o+ Ax 


llm fix), donde f(x) 

jc— »3 


x + 2 
2 ’ 

12 - 2x 
3 ' 


x < 
x > 




Funcion 

Intervalo 


31. 

gix) = V49 - x 2 

[-7, 7] 


32. 

fit) = 3 - V^l 2 

[-3,3] 

3 

33. 

, , f 3 - x, x < 0 
~[3 + \x, x > 0 

[-1,4] 

3 

34. 

^ (x) _ x 2 — 4 

[-1,2] 


18. 

19. 

20 . 
21 . 
22 . 

23. 

24. 

25. 


llm/(x), donde fix) = 

x— >2 


x 2 — 4x + 6, 
-x 2 + 4x - 2, 


x < 2 
x > 2 


llm f(x), donde f(x) = 

X — > 1 


X* + 1, 

X + 1, 


X < 1 
X > 1 


llm f{x), donde /(x) = ( '' A < 1 

1-^1 + [1 — JC, X > 1 


lim cotx 

X — > 7T 


llm sec x 

X — > 7r/2 

llm (5[xJ - 7) 

x—>4 

llm (2x — W) 

x— ^2 + 

llm (2 - [-x]) 


26. Hm 1 — 

X — > i \ 


En los ejercicios 27 a 30, analizar la continuidad de cada fun- 
cion. 


En los ejercicios 35 a 60, encontrar los valores de x (si existe al- 
guno) en los que / no es continua. ;,Cuales discontinuidades son 
evitables o removibles? 


35. 

37. 

39. 

41. 


/M = I 

f{x) = x 2 - 9 

f(x) = 4^7 2 

fix) = 3x — cos x 


43. /W = ^ 


45. fix) 

46. fix) 

47. fix) 


x 

X 2 + 1 

x — 6 
x 2 — 36 
x + 2 

x 2 — 3x — 10 


36. fix) = 

x — 2 

38. f(x) = x 2 — 2x + 1 

40. fix) = ^4 , 

42. fix) = cos f 

44. /W = ^ 



48. 

fix) - 

X — 1 

x 2 + x - 2 

49. 

fix) - 

x + 7| 
x + 7 

50. 

fix) = 

* * 

1 1 
00 oo 

51. 

fix) = 

X, x < 1 
X 2 , x > 1 

52. 

fix) = 

- 2x + 3, 

;t 2 , 
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53. f(x) 
54- f(x) 


\\x +1, x < 2 
[3 — x, x > 2 
f- 2 a, x < 2 

[x 2 — 4x + 1, x > 2 


55. fix) 


jtan ™ |x| < 1 

lx, \x\ > 1 


En los ejercicios 73 a 76, utilizar una herramienta de graflcacion 
para representar la funcion. Usar la grafica para determinar todo 
valor de x en donde la funcion no sea continua. 


73. fix) = M - x 


74. /j(x) = 


x 2 — x — 2 


75. gix) 


lx 2 - 3x, x > 4 
|2x - 5, x < 4 


[esc ™ 

|x - 3| < 2 

56. fix) = 6 


U 

|x — 3| >2 

57. fix) = esc 2x 

58. fix) = tan ^ 

59. fix) = [x - 8] 

60. fix) = 5 - [x] 


76. 


/(x) = 



x < 0 
x > 0 


En los ejercicios 77 a 80, describir el o los intervalos en los que la 
funcion es continua. 


En los ejercicios 61 y 62, utilizar una herramienta de graflcacion para 
representar la funcion. A partir de la grafica, estimar 


Ifni fix) y lim f(x) 


;,Es continua la funcion en toda la recta real? Explicar la res- 
puesta. 


61. fix) 


\x 2 - 4|x 
x + 2 


62. fix) 


|x 2 + 4x|(x + 2) 
x + 4 


En los ejercicios 63 a 68, encontrar la constante a, o las constantes 
ay b, tales que la funcion sea continua en toda la recta real. 


63. 

fix) = 

[ 3x 2 , X > 

[ax — 4, x < 

1 

1 

64. 

fix) = 

f 3x 3 , x < 

[ax + 5, x > 

1 

1 

65. 

fix) = | 

[x 3 , x < 2 
[ax 2 , x > 2 



1 

[ 4 sen x 

0 

66. 

g(x) = 

X 


1 

[a — 2x, x > 

0 



[2, x < 

-1 

67. 

fix) = 

1 ax + b, — 1 

CO 

V 
* 

V 



[-2, x > 

3 



78. f{x) = xVx + 3 

y 




Hi Redaction En los ejercicios 81 y 82, utilizar una herramienta 
de graflcacion para representar la funcion en el intervalo [—4, 4]. 
;,l‘arece continua en este intervalo la grafica de la funcion? ;,Es 
continua la funcion en [—4, 4]? Escribir unas li'neas sobre la im- 
portancia de examinar una funcion analiticamente, ademas de 
hacerlo de manera grafica. 


68 . 



x ¥= a 
x = a 


81. 


fix) = 


senx 

x 


82. fix) 



8 

2 


En los ejercicios 69 a 72, analizar la continuidad de la funcion 
compuesta hix) = f(g(x)). 


69. fix) = x 2 

gix) = X - 1 

71. fix) = — 

x — 6 

gix) = X 2 + 5 


70. fix) = 4= 
gix) = X - 1 
72. fix) = senx 
gix) = x 2 


Redaction En los ejercicios 83 a 86, explicar por que la funcion 
tiene un cero en el intervalo dado. 



Funcion 

Intervalo 

83. 

fix) = jyx 4 — x 3 + 4 

[1,2] 

84. 

fix) = x 3 + 5x — 3 

[ 0 , 1 ] 

85. 

fix) = x 2 — 2 — cos x 

[0, 7 t\ 

86. 

, 5 / 7TX\ 

fix) = -- + tan(- 

[1.4] 
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En los ejercicios 87 a 90, utilizar el teorema del valor intermedio y 
una herramienta de gralicacion para estimar el cero de la funcion 
en el intervalo [0, 1]. Realizar acercamientos de forma repetida en 
la grafica de la funcion con el fin de determinar el cero con una 
precision de dos cifras decimales. Emplear la funcion cero o raiz 
de su herramienta de gralicacion para estimar el cero con una 
precision de cuatro cifras decimales. 


87. 

fix) 

= .X 3 + X - 1 

88. 

fix) 

= x 3 + 5x — 3 

89. 

git) 

= 2 cos t — 3t 

90. 

hie) 

= 1 + 0—3 tan 9 


En los ejercicios 91 a 94, verificar que el teorema del valor inter- 
medio es aplicable al intervalo indicado y encontrar el valor de c 
garantizado por el teorema. 

91. f{x) = x 2 + x - 1, [0, 5], f{c) = 11 

92. fix) = x 2 — 6x + 8, [0, 3], /(c) = 0 


Para discusion 


98. Describir la diferencia que existe entre una discontinuidad 
removible y una no removible. En la explication, incluir 
ejemplos de las siguientes descripciones: 

a) Una funcion con una discontinuidad no evitable en 
x = 4. 

b) Una funcion con una discontinuidad evitable en 
x = -4. 

c) Una funcion que cuenta con las dos caracterfsticas 
descritas en los incisos a) y b). 


Verdadero o falso? En los ejercicios 99 a 102, determinar si la 
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre. 

99. Si 11m f{x) = L y /(c) = L , entonces/es continua en c. 

x—>c 


3. fix) = x 3 — x 2 + x — 2, 
x 2 + x 


4. fix) = 


x — 1 




[0, 3], /(c) = 4 

fie) = 6 


95. En cada una de las graficas siguientes especificar como se 
destruye la continuidad en x = c: 

a) y 






96. Esbozar la grafica de cualquier funcion /tal que: 

fi'm fix) = 1 V 11m fix) = 0. 

-c— »3 + x—>3~ 

^,Esta funcion es continua en x = 3? Explicar la respuesta. 

97. Si las funciones/y g son continuas para todos los x reales, 
if + g es siempre continua para todos los x reales? if/ g es 
siempre continua para todos los x reales? Si alguna no es con- 
tinua, elaborar un ejemplo para verificar la conclusion. 


100. Si/(x) = gix) parax # c y f{c) =£ g(c), entonces ya sea/o g no 
es continua en c. 

101. En una funcion racional puede haber infinitos valores de x en 
los que no es continua. 

102. La funcion /(x) = \x — l|/(x — 1) es continua en ( — 00 , oo). 

103. Piscina Todos los dlas se disuelven 28 onzas de cloro en el 
agua de una piscina. En la grafica se muestra la cantidad de cloro 
f(t) en esa agua luego de t dlas. 



Estimar e interpretar 11m fit) y 11m fit). 

4~ t->4 + 


104. Para pensar Describir en que difieren las funciones 
fix) = 3 + [x] 

y 

gix) = 3 - [-x]. 

105. Tarifas telefonicas Una llamada de larga distancia entre dos 
ciudades cuesta $0.40 los primeros 10 minutos y $0.05 por cada 
minuto o fraction adicional. Utilizar la funcion parte entera o 
mayor entero para expresar el costo C de una llamada en terminos 
del tiempo t (en minutos). Dibujar la grafica de esta funcion y 
analizar su continuidad. 


Desarrollo de conceptos 
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106. Gestion de inventarios El numero de unidades en inventario 
en una pequena empresa esta dado por 


113. Modelo matemdtico La tabla recoge valores de la velocidad 
S (en pies/s) de un objeto tras caer t segundos. 


N(t) = 25^2 


t + 2 
2 


- t 


donde t representa el tiempo en meses. Dibujar la grafica de 
esta funcion y analizar su continuidad. (,Con que frecuencia la 
empresa debe reponer existencias? 

107. Deja vu Un sabado a las 8:00 de la manana, un hombre 
comienza a subir corriendo la ladera de una montana hacia 
su campamento de fin de semana. El domingo a las 8:00 de la 
manana baja corriendo la montana. Tarda 20 minutos en subir y 
solo 10 en bajar. En cierto punto del camino de bajada, el hombre 
se da cuenta de que paso por el mismo lugar a la misma hora el 
sabado. Demostrar que el hombre esta en lo cierto. [, Sugerencia : 
Considerar que s(t) y r(t) son las funciones de posicion de subida 
y bajada y aplicar el teorema del valor intermedio a la funcion 
M = s(t) - lit ).] 



Sabado 8:00 de la manana Domingo 8:00 de la manana 


108. Volumen Utilizar el teorema del valor intermedio para demos- 
trar que entre todas las esferas cuyos radios pertenecen al intervalo 
[5, 8] hay una con un volumen de 1 500 centimetres cubicos. 

109. Demostrar que si/es continua y carece de ceros en [a, b], en- 
tonces 


/( x) > 0 para todo x en [a, b] o /(x) < 0 para todo x en [a, b\. 


110. Demostrar que la funcion de Dirichlet 


JO, si x es racional 
[l, si x es irracional 

no es continua para ningun numero real. 

111. Demostrar que la funcion 


f(x) 


0, si x es racional 

kx, si x es irracional 


es continua solo en x = 0 (suponer que k es cualquier numero 
real distinto de cero). 


112. La funcion signo se define como 


f— 1, x < 0 
sgn(x) = | 0, x = 0 

[l, x> 0. 


Construir la grafica de sgn(x) y calcular los siguientes lfmites 
(si es posible). 

a) lfm sgn (x) b ) lfm sgn (x) c) Km sgn (x) 

x-»0 - x—>0 + jc— >0 


t 

0 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

s 

0 

48.2 

53.5 

55.2 

55.9 

56.2 

56.3 


a) Construir la curva con los datos. 

b) ^Parece existir una velocidad Kmite para el objeto? En caso 
afirmativo, identificar una posible causa. 


114. Elaboration de modelos Un nadador cruza una piscina de una 
anchura b nadando en lfnea recta desde (0, 0) hasta (2b, b) (ver 
la figura). 



a) Sea/una funcion definida como la coordenada y del punto 
sobre el lado mas largo de la piscina que se encuentra mas 
cerca del nadador en cualquier momento dado durante su 
trayecto a traves de la piscina. Encontrar la funcion / y 
construir su grafica. ^Se trata de una funcion continua? 
Explicar la respuesta. 

b ) Sea g la distancia minima entre el nadador y el lado mas 
largo de la piscina. Encontrar la funcion g y construir 
la grafica. ^Se trata de una funcion continua? Explicar la 
respuesta. 

115. Encontrar todos los valores de c tales que /sea continua en 
( — 00, 00). 



116. Demostrar que para todo numero real y existe un x en ( — tt/2, 
tt/2) tal que tan x = y. 

117. Sea/(x) = (^x + c 2 — c)/x, c > 0. ^Cual es el dominio de/? 
^Como se puede definir/en x = 0 con el fin de que sea continua 
en ese punto? 


118. Demostrar que si Km f(c + Ax) = /(c), entonces/es continua 

Ax— >0 

en c. 

119. Analizar la continuidad de la funcion h(x) = x[x]. 

120. a) Sean /(x) y / 2 (x) funciones continuas en el intervalo 

[a, b]. Si /j(a) </ 2 (a) y /(£>) >f 2 (b), demostrar que entre a 
y b existe c tal que/(c) = / 2 (c). 
b) Demostrar que existe c en [ 0 , v] tal que cos x = x. Utilizar 
una herramienta de graficacion para estimar c con tres 
decimales. 


Preparacion del examen Putnam 


121. Afirmar o desmentir: si x y y son numeros reales con y a 0 
y y(y + l) £ (x + l) 2 , entonces y(y - 1) £ x 2 . 

122. Encontrar todas las polinomiales P(x) tales que 
P(x 2 + 1) = (P(x)) 2 + 1 y P( 0) = 0. 

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Competi- 
tion. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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Lfmites infinitos 


■ Determinar lfmites infinitos por la izquierda y por la derecha. 

■ Encontrar y dibujar las asfntotas verticales de la grafica de una funcion. 


y 



f(x) crece y decrece sin cota o sin limite 
cuando x tiende a 2 

Figura 1.39 


Lfmites infinitos 

Sea/la funcion dada por 



A partir de la figura 1 .39 y de la siguiente tabla, se puede observar que/fx) decrece sin cota 
o sin limite cuando x se aproxima a 2 por la izquierda y que/(x) crece sin cota o sin lfmite 
cuando x se aproxima a 2 por la derecha. Este comportamiento se denota 

,, 3 

lim ~ — — OO f{x ) decrece sin cota o sin lfmite cuando x se aproxima a 2 por la izquierda. 
x->2~ X ~ 2 


y 

,, 3 

lim — — OO J{x) crece sin cota o sin limite cuando x se aproxima a 2 por la derecha. 

x->2+ X — 2 


x se aproxima a 2 por la izquierda. 


x se aproxima a 2 por la derecha. 


X 

1.5 

1.9 

1.99 

1.999 

2 

2.001 

2.01 

2.1 

2.5 

fix) 

-6 

-30 

-300 

-3 000 

? 

3 000 

300 

30 

6 


f(x) decrece sin cota o sin limite. 



f(x) crece sin cota o sin limite. 


Un lfmite en el que/(x) crece o decrece sin cota o sin lfmite cuando x tiende a c se llama 

lfmite infinito. 


y 



Limites infinitos 

Figura 1.40 


DEFINICION DE LIMITES INFINITOS 

Sea/ una funcion definida en todo numero real de un intervalo abierto que contiene 
a c (salvo, posiblemente, en el propio c). La expresion 

lfm fix) = oo 

X— >C 

significa que para toda M> 0 existe una 5 > 0 tal que/fx) > M, siempre que 0 < |x - c| 
< 8 (ver la figura 1 .40). Del mismo modo, la expresion 

lfm fix) = oc 

X— >C 

significa que para todo N < 0 existe un 5 > 0 tal que /(x) < N, siempre que 
0 < |x — c| < 5. 

Para definir el lfmite infinito por la izquierda, sustituir 0 < |x — c| < 5 por 
c — 8 < x < c. Y para definir el lfmite infinito por la derecha, reemplazar 
0 < |x — c| < 5 por c < x < c + 8. 


Observar que el signo de igualdad en la expresion lfm/(x) = 20 no significa que el lfmite 
exista. Por el contrario, indica la razon de su no existencia al denotar el comportamiento no 
acotado o no limitado de/(x) cuando x se aproxima a c. 
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EXPLORACION 

Representar las siguientes fun- 
ciones con una herramienta de 
graficacion. En cada una de 
ellas, determinar anallticamente 
el unico numero real c que no 
pertenece al dominio. A continua- 
cion, encontrar de manera grafica 
el llmite si existe d sf(x) cuando x 
tiende a c por la izquierda y por 
la derecha. 

“ ) 

*> /w - jh, 

c) /w = vh F 

d) /w ' (7T1F 


EJEMPLO I Determinacion de llmites infinitos a partir de una grafica 

Determinar el llmite de cada funcion que se muestra en la figura 1.41 cuando x tiende a 1 
por la izquierda y por la derecha. 



a) b ) 

Figura 1.41 Las dos graficas tienen una asintota vertical en x = 1 


Solucion 

a) Cuando x se aproxima a 1 por la izquierda o por la derecha, (x — l) 2 es un numero po- 
sitivo pequeno. Asl, el cociente l/(x — l) 2 es un numero positivo grande y f(x) tiende 
a infinito por ambos lados de x = 1 . De modo que se puede concluir 


11m , . , 2 00 El llmite por cada lado es infinito. 

X — ) 1 1 j 


La figura 1.41a confirma este analisis. 

b ) Cuando x se aproxima a 1 por la izquierda, x — 1 es un numero negativo pequeno. Asl, 
el cociente — l/(x — 1 ) es un numero positivo grande y / (x) tiende a infinito por la 
izquierda de x = 1 . De modo que se puede concluir 


jlj-Q — oq El limite por la izquierda es infinito. 

x->l~ X — 1 

Cuando x se aproxima a 1 por la derecha, x — 1 es un numero positivo pequeno. Asl, el 
cociente —l/(x~ 1 ) es un numero negativo grande y /(x) tiende a menos infinito por 
la derecha de x = 1 . De modo que se puede concluir 


11m = — OO El llmite por la derecha es infinito. 

.v— >1 + X — 1 


La figura 1.41 b confirma este analisis. 

Asfntotas verticales 

Si fuera posible extender las graficas de la figura 1.41 hacia el infinito, positivo o negativo, 
se verla que ambas se acercan arbitrariamente a la recta vertical x = 1 . Esta recta es una 
asintota vertical de la grafica de/. (En las secciones 3.5 y 3.6 se estudiaran otros tipos de 
aslntotas.) 


■ Si la grafica de una funcion/ 

tiene una asintota vertical en x = c, 
entonces/wo es continue en c. 


DEFINICION DE ASINTOTA VERTICAL 


Si/(x) tiende a infinito (o menos infinito) cuando x tiende a c por la derecha o por la 
izquierda, se dice que la recta x = c es una asintota vertical de la grafica de/ 



SECCION 1.5 


Lfmites infinitos 
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En el ejemplo 1 , se observa que todas las funciones son cocientes y la asmtota vertical 
aparece en el numero en el cual el denominador es 0 (y el numerador no es 0). El siguiente 
teorema generaliza esta observacion. (En el apendice A se encuentra la demostracion de este 
teorema.) 


TEOREMA 1.14 ASINTOTAS VERTICALES 


Sean/y g funciones continuas en un intervalo abierto que contiene a c. Si/(c) A 0, 
g(c) = 0, y existe un intervalo abierto que contiene a c tal que g(x) A 0 para todo 
x A c en el intervalo, entonces la grafica de la funcion esta dada por 

h(x) = 

tiene una asmtota vertical en x = c. 


fix) 

g(x) 


EJEMPLO 2 Calculo de las asmtotas verticales 


y 



y 



Funciones con asintotas verticales 

Figura 1.42 


Determinar todas las asintotas verticales de la grafica de cada una de las siguientes funciones. 

«) ^ = 2(x + 1) ^ = x 2 - 1 C) ^ = COt X 

Solucion 


a) Cuando x = — 1 , el denominador de 


fix ) 


1 

2(x + 1) 


es igual a 0 y el numerador no lo es. Por tanto, mediante el teorema 1.14, se puede 
concluir que x = — 1 es una asmtota vertical, como se observa en la figura 1.42a. 
b ) A1 factorizar el denominador como 


fix) 


x 2 + 1 

X 2 — 1 


X 2 + 1 

(x — l)(x + 1) 


puede verse que el denominador se anula enx = - 1 y en x = 1. Ademas, dado que 
el numerador no es 0 en ninguno de estos puntos, se puede aplicar el teorema 1.14 y 
concluir que la grafica de/tiene dos asmtotas verticales, como ilustra la figura 1.42 b. 
c ) Escribiendo la funcion cotangente de la forma 


fix) = cotx = 


COS X 

senx 


se puede aplicar el teorema 1.14 para concluir que las asmtotas verticales tienen lugar 
en todos los valores de x tales que sen x = 0 y cos x A 0, como muestra la figura 1.42c. 
Por consiguiente, la grafica de esta funcion tiene infinitas asmtotas verticales. Estas 
asmtotas aparecen cuando x = mr, donde n es un numero entero. 


El teorema 1.14 exige que el valor del numerador en x = c no sea 0. Si tanto el nu- 
merador como el denominador son 0 en x = c, se obtiene la forma indetenninada 0/0, y 
no es posible establecer el comportamiento limite en x = c sin realizar una investigacion 
complementaria, como se ilustra en el ejemplo 3. 
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CAPfTULO 1 


Lfmites y sus propiedades 



fix) crece y decrece sin cota o sin limite 
cuando x tiende a — 2 

Figura 1.43 



-6 


/ tiene una asintota vertical en x = 1 

Figura 1.44 


EJEMPLO 3 Una funcion racional con factores comunes 


Determinar todas las asfntotas verticales de la grafica de 


fix) 


x 2 + 2x — 8 
x 2 — 4 


Solucion Comenzar por simplificar la expresion como sigue 


fix) 


x 2 + 2x — 8 
x 2 — 4 


(x + 4)(x-~- 2) 
(x + 2)jCjc — ^2TJ 


En todos los valores de x distintos de x = 2, la grafica de/ coincide con la de g(x) = (x + 
4)/(x+ 2). De manera que se puede aplicar a g cl teorema 1 . 14 y concluir que existe una asfn- 
tota vertical eni = —2, como se muestra en la figura 1.43. A partir de la grafica, se ve que 


lfm 

x—>—2~ 


x 2 + 2x — 8 
x 2 — 4 


— CXD 


y 


lfm 

x->-2+ 


x 2 + 2x — 8 
jc 2 - 4 


CO 


Observar que x = 2 no es una asmtota vertical. 


EJEMPLO 4 Calculo de limites infinitos 


Determinar los siguientes lfmites: 

„ x 2 — 3x x 2 — 3x 

ltm — y lim — 

x->l- X — 1 x->l + X — 1 


Solucion Puesto que el denominador es 0 cuando x 
sabe que la grafica de 


fix) 


x 2 — 3x 
x — 1 


(y el numerador no se anula), se 


tiene una asmtota vertical en x = 1 . Esto significa que cada uno de los lfmites dados es oo 
o — oo. Se puede determinar el resultado al analizar/en los valores de x cercanos a 1, o al 
utilizar una herramienta de graficacion. En la grafica de /que se muestra en la figura 1.44, 
se observa que la grafica tiende a co por la izquierda de x = 1 y a — oo por la derecha de 
x = 1. De tal modo, se puede concluir que 

,, x 2 — 3x _ 

lim ~ — OO El Ifmite por la izquierda es infinito. 

*->l- X — 1 

y 

x 2 - 3x _ 

lim — — —CO. El Ifmite por la derecha es menos infinito. 

X ~ 1 


CONFUSION TECNOLOGICA Cuando se utiliza una herramienta de graficacion, 
hay que tener cuidado para interpretar correctamente la grafica de una funcion con 
una asmtota vertical, ya que las herramientas de graficacion suelen tener dificultades 
para representar este tipo de graficas. 



SECCION 1.5 


Lfmites infinitos 
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TEOREMA 1.15 PROPIEDADES DE LOS LIMITES INFINITOS 


Sean cy L numeros reales, y/y g funciones tales que 
lfm f(x) = oo y lfm g(x) = L. 


1. Suma o diferencia: lfm [/( x) ± g(x)] = oo 


2. Producto: 


li'm [f(x)g(xj] = oo, L > 0 


lfm [/U)g(.r)] = — oo, L < 0 


3. Cociente: 



Propiedades analogas son validas para lfmites laterales y para funciones cuyo lfmite 
d ef(x) cuando x tiende a c es — oo. 


( DEMOSTRACION ) Para probar que el lfmite de fix) + g(x) es infinito, elegir un M > 0. Se 
necesita entonces encontrar un 8 > 0 tal que 

[fix) + g(x)] > M 

siempre que 0 < |jc - c| < 8. Para simplificar, suponer que L es positiva sea /V/ | = M + 1. 
Puesto que el lfmite de f(x) es infinito, existe un 8 t tal que fix) > M l siempre que 
0 < \x — c| < 8 . Como ademas el lfmite de g(x) es L, existe un 5, tal que |g(x) - L\ < 1 siem- 
pre que 0 < \x - c| < 8,. Haciendo que 8 sea el menor de 8 l y 8,, concluir que 
0 < \x - c| < 8 implica que /iA) > M + 1 y |g(x) - L| < 1 . La segunda de estas desigualdades 
implica que gix) > L — 1 y, sumando esto a la primera desigualdad, se obtiene 

fix) + gix)> (M + 1) + (L - 1) = M + L> M. 


Las demostraciones de las demas propiedades se dejan como ejercicios (ver el ejercicio 
78). 

EJEMPLO 5 Calculo de limites 


Por tanto, tambien se concluye que 
lfm \_f{x) + g(x)] = oo. 


1 

a) Puesto que lfm 1 = 1 y lfm — = oo, se puede escribir 

a ' — >0 x — >0 x z 



Propiedad 1, teorema 1.15. 


b) Puesto que lfm (x 2 + 1) 


2 y lfm (cot irx) = — oo, se deduce que 


x 2 + 1 

lfm = 0. 

x->l- cot 77 X 


Propiedad 3, teorema 1.15. 


c) A1 ser lfm 3 = 3 y lfm cot x = oo, se tiene 


Jt— >0+ x->0 + 


lfm 3 cot x = oo. 


Propiedad 2, teorema 1.15. 
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CAPfTULO 1 


Llmites y sus propiedades 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, determinar si f(x ) tiende a oo o a — oo 
cuando x tiende a 4 por la izquierda y por la derecha. 


1. fix) = 

3. /( x) = 


1 

x - 4 
1 

(x ~ 4) 2 


2- fix) = 
4- fix) = 


-1 

x - 4 
-1 

(x - 4) 2 


En los ejercicios 5 a 8, determinar si f(x) tiende a oo o a — oo 
cuando x tiende a —2 por la izquierda y por la derecha. 


5. f(x) = 2 


6. fix) = 


1 


x + 2 






Analisis numerico y grafico En los ejercicios 9 a 12, completar la 
tabla para determinar si fix) tiende a oo o a — oo cuando x tiende 
a —3 por la izquierda y por la derecha, respectivamente. Utilizar 
una herramienta de graficacion para representar la funcion y 
corroborar la respuesta. 


15. fix) = 
17- git) = 
19. h(x) = 


23. fix) = 2 


x z 

x 2 — 4 

16. 

fix) = 

t - 1 
t 2 + 1 

18. 

his) = 

x 2 — 2 
x 2 — x — 2 

20. 

g(x) = 


22. 

gix) = 


—4x 
x 2 + 4 
2s - 3 
s 2 - 25 
2 + x 
x 2 (l — x) 

\xf — x 2 — 4x 
3jc 2 — 6x — 24 


24. f(x) = - 


x~ + x — 2 

4x 2 + 4x - 24 


x 4 - 2x 3 - 9x 2 + 18x 


25. 

gix) 

X 3 + 1 
X + 1 

26. 

h{x ) 

27. 

X 

fix) 

x 2 — 2x — 15 

28. 

hit) 

x 3 — 5x 2 + x — 5 

29. 

fix ) 

= tan irx 

30. 

fix) 

31. 

sit) 

t 

sen t 

32. 

gie) 


x 2 — 4 


x 3 + 2x 2 + x + 2 
t 2 - 2 1 


t A - 16 

sec irx 
tan 6 


e 


En los ejercicios 33 a 36, determinar si la funcion tiene una asin- 
tota vertical o una discontinuidad evitable (o removible) en x = — 1. 
Representar la funcion en una herramienta de graficacion para 
confirmar la respuesta. 


x 2 - 1 

34. 

fix) 

x + 1 

X 2 + 1 

X + 1 

36. 

fix) 


33. f(x) = 

35. fix) = 

En los ejercicios 37 a 54, calcular el limite. 
1 


6x — 7 


x + 1 
sen(x + 1) 
x + 1 


37. lim 

*->-!+ X + 1 

39. lim 

jt— >2 + X — 2 


38. Km 


-1 


(x - l) 2 

2 + x 

40. Km 

j-> 1 + 1 - x 


X 

-3.5 

-3.1 

-3.01 

-3.001 

fix) 






9. fix) = 
11. fix) = 


X 

-2.999 

-2.99 

-2.9 

-2.5 

fix) 






1 

10. f(x ) 

x 2 - 9 

X 2 

X 2 - 9 

12- fix) 


x 2 - 9 
irx 


6 


En los ejercicios 13 a 32, encontrar las asintotas verticales (si las 
hay) de la grafica de la funcion. 


13. f(x) = 


1 


14. fix) = 


(x - 2) 3 


41. Km - — ; — TyT 

*->i + (x - l) 2 


43. Km 


x + 3 


3 - x 2 + x — 6 


45. Km - 


x + 1 


x — > 1 (x 2 + l)(x — 1) 

47- Km ( 1 + — ^ 


\ X 

49- Km 

x->o+ senx 

51. «_ V* 


Km 

X—)TT CSC X 

Km x sec irx 

x-»l/2 


42. Km 


H4- X“ + 16 


44. Km 

X—>(- 

46. Km 


6x 2 + x — 1 
(*-i/ 2 ) + 4x 2 - 4x — 3 

x — 2 


x— >3 X 


48- Km (x 2 — — 

x-> 0 ~\ X 

Km — — 

x->(tt/2)+ COS X 


52. 


Km 


x + 2 


cot X 

lfm x 2 tan ttx 

jc— >1/2 
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En los ejercicios 55 a 58, utilizar una herramienta de graficacion 
para representar la funcion y determinar el limite lateral. 


55. 


57. 


x 2 

fix) = - 

11m f(x) 


+ X + 1 
JC 3 - 1 



11m fix) 

x->5~ 


56. /(x) 


x 3 - 1 

X 2 + X + 1 


11m fix) 

X — > 1 

58 - fix) = sec y 

11m fix) 
x—>4 + 


Desarrollo de conceptos 


59. Con sus propias palabras, describir el significado de un llmite 
infmito. ^Es oo un numero real? 

60. Con sus propias palabras, describir el significado de la asln- 
tota vertical de una grafica. 

61. Escribir una funcion racional con aslntotas verticales en 
x = 6yenx = — 2 y un cero en x = 3. 

62. ^,Tiene toda funcion racional una aslntota vertical? Explicar 
la respuesta. 

63. Utilizar la grafica de la funcion/(ver la figura) para construir 
la grafica de g(x) = 1 /fix) en el intervalo [—2, 3]. 

y 


X 



Para discusion 


64. Dado un polinomio p(x), £sera verdad que la grafica de una 
funcion dada por fix) = tiene una aslntota vertical 

en x = 1 ? ^Por que si o por que no? 


65. Relatividad De acuerdo con la teon'a de la relatividad, la masa 
m de una partlcula depende de su velocidad v; es decir: 
m 0 

VI - (v 2 /c 2 ) 

donde m Q es la masa cuando la partlcula esta en reposo y c es 
la velocidad de la luz. Calcular el llmite de la masa cuando v 
tiende a c~. 


a) Calcular el ritmo o velocidad r cuando 8 es tt/6. 

b) Determinar el ritmo o velocidad r cuando 8 es tt/3. 

c) Encontrar el llmite de r cuando 8 — > (ir/2) _ . 



Figura para problema 67 


Figura para problema 68 


68. Ritmo o velocidad de cambio Una escalera de 25 pies de largo 
esta apoyada en una casa (ver la figura). Si por alguna razon la 
base de la escalera se aleja del muro a un ritmo de 2 pies por 
segundo, la parte superior descendera con un ritmo dado por 

2x . , 

r = — . _ pies/s 

V625 - x 2 

donde x es la distancia que hay entre la base de la escalera y 
el muro. 

a) Calcular el ritmo o velocidad r cuando x es 7 pies. 

b) Calcular el ritmo o velocidad r cuando x es 15 pies. 

c) Encontrar el llmite de r cuando x — > 25 “. 


69. 


Velocidad media En un viaje de d rnillas hacia otra ciudad, la 
velocidad media de un camion fue de x rnillas por hora. En el 
viaje de regreso, su velocidad media fue de y rnillas por hora. 
La velocidad media del viaje de ida y vuelta fue de 50 rnillas 
por hora. 


25x 

a) Verificar que y = — . ^,Cual es el dominio? 

b ) Completar la tabla. 


X 

30 

40 

50 

60 

y 







^Difieren los valores de y de los esperados? Explicar la 
respuesta. 

c) Calcular el llmite de y cuando x — > 25 + e interpretar el 
resultado. 

Analisis numerico y grafico Utilizar una herramienta de 
graficacion a fin de completar la tabla para cada funcion y re- 
presentar graficamente cada una de ellas con objeto de calcular 
el llmite. ^Cual es el valor del llmite cuando la potencia de x en 
el denominador es mayor que 3? 


66. Ley de Boyle En un gas a temperatura constante, la presion P 
es inversamente proporcional al volumen V. Calcular el llmite 
de P cuando V — > 0 + . 

67. Ritmo o velocidad de cambio Una patrulla esta estacionada a 
50 pies de un gran almacen (ver la figura). La luz giratoria de 
la parte superior del automovil gira a un ritmo o velocidad de 
i revolucion por segundo. El ritmo o velocidad al que se desplaza 
el haz de luz a lo largo de la pared es r = 50ir sec 2 0 pies/s. 


X 

1 

0.5 

0.2 

0.1 

0.01 

0.001 

0.0001 

fix) 









a) 11m 

x—*0 + 


c ) 11m 

x—>0 + X 


x — senx 
x 

x — senx 


b) 11m 


x — senx 


d) 11m 


x — senx 
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CAPfTULO 1 


Lfmites y sus propiedades 


71. Analisis numeric o y grafico Considerar la region sombreada 
que queda fuera del sector del cfrculo con radio de 10 m y dentro 
del triangulo rectangulo de la figura. 



a) Expresar el area A = f(0) de la region en funcion de 0. 
Determinar el dominio de esta funcion. 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para completar 
la tabla y representar la funcion sobre el dominio apro- 
piado. 


0 

0.3 

0.6 

0.9 

1.2 

1.5 

m 







c) Calcular el lfmite de A cuando 6 — » (tt/2) . 

72. Analisis numerico y grafico Una banda en cruz conecta la 
polea de 20 cm (10 cm de radio) de un motor electrico con 
otra polea de 40 cm (20 cm de radio) de una sierra circular. El 
motor electrico gira a 1 700 revoluciones por minuto. 



a) Determinar el numero de revoluciones por minuto de la 
sierra. 

b) ^Como afecta el cruce de la banda a la sierra en relacion 
con el motor? 

c) Sea L la longitud total de la correa. Exprese L en funcion de 
4>, donde <£ se mide en radianes. ^,Cual es el dominio de la 
funcion? [, Sugerencia : Sumar las longitudes de los tramos 


rectos de la banda y las longitudes de la banda alrededor 
de cada polea.] 

d) Utilizar una herramienta de graficacion para completar la 
tabla. 



0.3 

0.6 

0.9 

1.2 

1.5 

L 







e ) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion en un dominio apropiado. 

f) Calcular el Km L. Utilizar algun argumento geome- 

<£-»(7t/2) _ 

trico como base de otro procedimiento para encontrar este 
lfmite. 

g) Calcular Km L. 

0->O + 

l Verdadero o falso? En los ejercicios 73 a 76, determinar si la 
afirniacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
proporcionar un ejemplo que demuestre que lo es. 


73. La grafica de una funcion racional tiene al menos una asfntota 
vertical. 

74. Las funciones polinomiales carecen de asfntotas verticales. 

75. Las graficas de funciones trigonometricas carecen de afsntotas 
verticales. 


76. Si/tiene una asfntota vertical en x = 0, entonces no esta definida 
en x = 0. 


77. 

78. 

79. 

80. 


Encontrar a continuacion las funciones / y g tales que 
lfm f(x) = oo y lfm g(x) = oo, pero Km [/(x) — g(x)] t 4 0. 

x—>c X — »C X — >c 


Demostrar las propiedades restantes del teorema 1.15. 
Demostrar que si lfm f(x) = oo, entonces lfm jrxr = 0. 

x— »c x— »c J \X ) 

Demostrar que si Km — r-r = 0, entonces el lfm /( x) no existe. 

x—>c fix) x—>c 


Limites infinitos En los ejercicios 81 y 82, usar la definicion e-S 
de limite para demostrar lo afirmado 

81. Km — = oo 82. lfm — — - = —oo 

m3+ X — 3 jc— >5 x — 5 


PR0YECT0 DE TRABAJ0 


Graficas y limites de las funciones trigonometricas 


Recordando, del teorema 1 .9, que el lfmite de/(x) = (sen x)/x cuando 

x tiende a 0 es 1 : 

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la funcion 
/en el intervalo — tt £ 0 £ it y explicar como ayuda esta grafica 
a confirmar dicho teorema. 

b) Explicar como podrfa usar una tabla de valores para confirmar 
numericamente el valor de este lfmite. 

c) Dibujar a mano la grafica de la funcion g(x) = sen x. Trazar 
una recta tangente en el punto (0, 0) y estimar visualmente su 
pendiente. 


d) Sea (x, sen x) un punto en la grafica de g cercano a (0, 0). Escri- 
bir una formula para la pendiente de la recta secante que une a 
(x, sen x) con (0, 0). Evaluar esta formula para x = 0.1 y 
x = 0.01. Despues encontrar la pendiente exacta de la recta 
tangente a g en el punto (0, 0). 

e) Dibujar la grafica de la funcion coseno, h(x) = cos x. ^.Cual es la 
pendiente de la recta tangente en el punto (0, 1)? Utilizar lfmites 
para calcular analfticamente dicha pendiente. 

/) Calcular la pendiente de la recta tangente a k(x) = tan x en el 
punto (0, 0). 




Ejercicios de repaso 
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Ejercicios de repaso 


En los ejercicios 1 y 2, determinar si el problema se puede resolver 
usando conocimientos previos al calculo, o si se requiere el calculo. 
Resolver el problema si se puede utilizar precalculo. En caso de que 
sea necesario el calculo, explicar por que. Encontrar la solucion 
usando un metodo gralico o numerico. 

1. Calcular la distancia entre los puntos (1, 1) y (3, 9) a lo largo de 
la curva y = x 2 . 

2. Calcular la distancia entre los puntos (1, 1) y (3, 9) a lo largo de 
la recta y = 4x — 3. 


1». ton [ ' /( * + ‘>1 ~ ‘ 

x— >0 X 


21. lfm 


x 3 + 125 


-5 X + 5 

23. lfm ' _ 

x—>o sen x 


20 . 

5— >0 5 


22. lfm 


x 2 - 4 


-2 X 3 + 1 
Ay 

24. lfm — 

mtt/ 4 tan x 


25. lfm 

Ax— >0 


sen[(-7r/6) + Ax] — (1/2) 
Ax 


[Sugerencia: sen(0 + </>) = sen 9 cos </> + cos 9 sen <f>] 


En los ejercicios 3 y 4, completar la tabla y usar el resultado para 
estimar el limite. Utilizar una herramienta de graficacion para 
representar la funcion y corroborar el resultado. 


,, cos(tt + Ax) + 1 

26 . lim 

Ax— >0 Ax 

[Sugerencia: cos(0 + </>) = cos 9 cos (f> — sen 9 sen cf>] 


X 

-0.1 

-0.01 

-0.001 

0.001 

0.01 

0.1 

fix) 








3. 

4. 


lfm 

x — >0 


[4/(* + 2)] - 2 
% 


lfm 

*->0 


4(7x + 2 - 72) 

x 


En los ejercicios 5 a 8, encontrar el limite L. Despues utilizar la 
definition e-S para demostrar que el limite es L. 


5. 


lfm ( x + 4) 

Ml ' ' 


7. lfm (1 - x 2 ) 

x—>2 v 7 


6 . 

8 . 


lfm V 

x — >9 

lfm 9 

x— >5 


En los ejercicios 9 y 10, utilizar la grafica para determinar cada 
limite. 



a ) lfm h(x) b ) lfm h(x) 

x — >0 x— > — 1 


a) lfm g(x) b) lfm g(x) 
X— >3 x— >0 


En los ejercicios 11 a 26, encontrar el limite (si existe). 

12. lfm (10 - x) 4 


11. lfm (x - 2) 2 

x — >6 

13. lfm Jt + 2 

/-»4 


15. lfm 


t + 2 
,2 _ 


17 . 


f— 2 f z — 4 

Jx- 3 - 1 


lfm 

x — >4 


x - 4 


14. lfm 3[v — 1 1 

y—*4 1 


16. lfm 


t 2 - 9 


18. lfm 

jt— »0 


m3 t — 3 

J\ + x - 2 

X 


En los ejercicios 27 a 30, calcular el limite, dado que lim /(x) = 
— j y lim g(x) =|. 

X—>c 


27. lfm [/(x)g(x)] 

X — 

28 . lfm ^ 

MX g(x) 

26. lfm [fix) + 2g(x)] 

X — 

29. lfm [fix)} 

X— 


Analisis numerico, grdfico y analitico En los ejercicios 31 y 32, con- 
siderar 

lfm f(x) 

r-»l + 


a) Completar la tabla para estimar el limite. 
rp b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion y usar la grafica para estimar el limite. 
c) Racionalizar el numerador y calcular de manera analftica el 
valor exacto del limite. 


X 

1.1 

1.01 

1.001 

1.0001 

.fix) 






31 - fix) 


Jlx + 1 

X — 


32- f(x) = 



73 


[, Sugerencia : a 3 — b 3 = (a 


b){a 2 + ab + b 2 )\ 


Objeto en caida libre En los ejercicios 33 y 34, utilizar la funcion 
posicion s(t) — — 4.9f 2 + 250, que da la altura en metros de un 
objeto que cae libremente desde una altura de 250 metros. Su 
velocidad en el instante t = a segundos esta dada por 

„ s(a) - s(t) 

lim . 

mo a — t 

33. Calcular la velocidad cuando t = 4. 

34. iA que velocidad golpeara el suelo? 
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CAPfTULO 1 


Lfmites y sus propiedades 


En los ejercicios 35 a 40, encontrar el limite (si lo hay). Si no existe 
limite, explicar por que. 


57. 


. x 4 

Sea fix) = i —r. Encontrar los siguientes lfmites (si es 

posible). ^ “ 2 I 


35. 


36. 



x-»3- X — 

lfm lx — 

x—>4 


_ 3 [ 

3 

H 


37. 


38. 


39. 

40. 


lfm/(x), donde /( x) 

x ->2 

lfm g(x), donde g(x) 

X — >1 + 


lfm h(t), donde h(t) = 


lfm f(s), donde f(s) 
*-»- 2 


f(x — 2) 2 , x < 2 
[ 2 — x, x > 2 
f y/l — x, x < 1 
[x + 1, x > 1 
ft 3 + 1, t < 1 

ii(f +1), t>\ 

— s 2 — 4s — 2, 
_s 2 + 4s + 6, 


s < -2 
s > —2 


En los ejercicios 41 a 52, determinar los intervalos en los que la 
funcion es continua. 


41- fix) 
43 ‘ fix) 

45. fix) 


— 3x 2 + 7 

42. 

fix) 




X 

[x + 3] 

44. 

fix) 

_ 3x 2 - x - 2 
x - 1 

f 3x 2 — x — 2 
1 x — 1 

x A 1 



lo, 

X = 1 




46. f[x) 


[5 — x, x <2 
[2x — 3, x > 2 


47. fix) 
49- fix) 
51. fix) 


1 


~ 2) 2 

3 

x + 1 

7 TX 
CSC — — 


48. 

50. 

52. 


/« - 

fix) — tan 2x 


53. Determinar el valor de c para el que la funcion es continua en 
toda la recta de los numeros reales. 


fix) = 


x + 3, 
cx + 6, 


x < 2 
x > 2 


a) lfm f(x) 

*-»2 

b) lfm/(x) 

x—* 2 + 

c) lfm/(x) 

x — >2 

58. Sea f(x) = *Jx(x — 1) 

a) Encontrar el dominio de / 

b) Calcular lfm fix) . 

x — >0 

c) Calcular lfm fix) . 

x-»l + 

En los ejercicios 59 a 62, encontrar las asfntotas verticales (si las 
hay) de la gralica de la funcion. 

59. gix) = 1 + - 60. hix) = 4x 2 

x 4 — x z 

g 

61. fix) = ^ _ |Q p 62. fix) = esc 7 tx 

En los ejercicios 63 a 74, encontrar el limite lateral (si existe). 


63. 

2x 2 + x + 1 

lim 1 o 

Jt— >— 2- X + 2 

64. 

lfm 

*->(1/2) 

65. 

X + 1 

lim . 

x — > 1 + X 3 + 1 

66. 

lfm 

x — > — 1 — 

67. 

x 2 + 2x + 1 

lim 

x — > 1 — X — 1 

68. 

lfm 

x — > — 1 + 


x + 1 


69. 

71. 


73. 


lfm (x — t] 

*-> 0 + \ x J 

sen 4x 
lfm — 

x— >0 + JX 

esc 2x 

lim 

x— >0 + X 


70. 


lfm 

x^>2- 


1 


■j/x 2 - 4 


72. 

74. 


sec x 
lim 

*->o + x 

COS 2 X 

lim 

x—>0~ X 


75. Medio ambiente Una central termica quema carbon para 
generar energfa electrica. El costo C, en dolares, de eliminar 
p% de las sustancias contaminantes del aire en sus emisiones 
de humo es 


54. Determinar los valores de b y c que hacen a la funcion continua 
sobre toda la recta de los numeros reales: 


80000p 
100 -p’ 


0 < p < 100. 


r( |x ‘ I, 1 < x < 3 

|x 2 + bx + c, |x — 2 1 > 1 



Utilizar el teorema de valor intermedio para demostrar que 
fix) = 2x 3 —3 tiene un cero en el intervalo [1, 2]. 

Costo de mensajeria El envfo de un paquete por mensajerfa 
de Nueva York a Atlanta cuesta $12.80 por la primera libra y 
$2.50 por cada libra o fraccion adicional. Utilizar la funcion 
parte entera para elaborar un modelo que describa el costo C de 
envfo por mensajerfa para un paquete de x libras. Utilizar una 
herramienta de graftcacion para representar la funcion y analizar 
su continuidad. 


Calcular cuanto cuesta eliminar a) 15 %,b) 50% y c) 90% de los 
contaminantes. d) Encontrar el limite de C cuando p —> 100'. 
76. La funcion/esta definida como 


fix) 


tan 2x 
x 


x A 0 


„ tan 2x . 

a) Encontrar lim (si existe). 

x—>0 X 

b) ^Puede definirse la funcion /en x = 0 de manera que sea 
continua en ese punto? 


Solucion de problemas 
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Solucion de problemas 


1. Sea P(x, y) un punto de la parabola y = x 2 en el primer cuadran- 
te. Considerar el triangulo APAO formado por P, A(0, 1 ) y el 
origen 0(0, 0), y el triangulo A PBO formado por P, 5(1, 0) y 
el origen. 


y 



a) Dar el perimetro de cada triangulo en terminos de x. 

b) Sea r{x) la relacion entre los perfmetros de ambos trian- 
gulos, 

( _ Perimetro APAO 

Perimetro A PBO 


Completar la tabla. 


X 

4 

2 

1 

0.1 

0.01 

Perimetro APAO 






Perimetro A PBO 






r(x) 







c) Calcular lfm r{x). 

x ->rr 

2. Sea P{x , y) un punto de la parabola y = x 2 en el primer cuadran- 
te. Considerar el triangulo APAO formado por P, A(0, 1) y el 
origen 0(0, 0), y el triangulo A PBO formado por 5, 5( 1 , 0) y el 
origen: 


y 



a) Determinar el area de cada triangulo en terminos de x. 

b) Sea a(x) la relacion entre las areas de ambos triangulos, 

, Area A PBO 
a(x) ~ Area APAO' 


Completar la tabla. 


X 

4 

2 

1 

0.1 

0.01 

Area APAO 






Area A PBO 






a(x) 







c) Calcular lfm a(x) . 


3. 


a) Calcular el area de un hexagono regular inscrito en un cfrcu- 
lo de radio 1. ^Cuanto se acerca su area a la del cfrculo? 

b ) Encontrar el area A n de un polfgono regular con n lados 
inscrito en un cfrculo de radio 1. Elaborar su respuesta 
como una funcion de n. 

c) Completar la tabla. 


n 

6 

12 

24 

48 

96 

K 







d) (,Que numero es cada vez mayor cuando A tiende a w? 


y 




Figura para 3 


Figura para 4 


4. Sea 5(3, 4) un punto de la circunferencia x 2 + y 2 = 25. 

a) ^,Cual es la pendiente de la recta que une a P con 

0 ( 0 , 0 )? 

b ) Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la circun- 
ferencia en P. 

c) Sea Q(x, y) otro punto que se encuentra en el primer cua- 
drante y forma parte de la misma circunferencia. Calcular 
la pendiente m de la recta que une a 5 con Q en terminos 
de x. 

d) Calcular lfm m . ; Como se relaciona este numero con la 

jt-»3 * 

respuesta al apartado b)7 


5. Sea 5(5, — 12) un punto de la circunferencia x 2 + y 2 = 169. 

y 



a) ^,Cual es la pendiente de la recta que une a 5 con 0(0, 0)? 

b) Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la circun- 
ferencia en 5. 

c) Sea Q(x, y) otro punto que se encuentra en el cuarto cua- 
drante y forma parte de la misma circunferencia. Calcular 
la pendiente m de la recta que une a 5 con Q en terminos 
de x. 

d) Calcular lfm m . ^Como se relaciona este numero con la 

x—*5 x 

respuesta al apartado b)7 
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CAPfTULO 1 


Lfmites y sus propiedades 


6. Encontrar valores de las constantes ay b tales que 

lfrn Ja + bx - 73 _ ^ 

x— >0 X 


7. Considerar la funcion f(x) 


73 + x l/i - 2 

X — 1 


an a) 

A" b ) 

c) 

d) 


Encontrar el dominio de/. 

Utilizar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion. 

Calcular lfm /( x). 

x— »-27 + 

Calcular lfm f(x). 

x — >1 


8. Determinar todos los valores de la constante a tales que la 
siguiente funcion sea continua en todos los numeros reales. 


fix) 



x > 0 
x < 0 




Para cada una de las condiciones dadas de la funcion /, ^cual 
grafica podrfa ser una grafica de/? 

a) lfm f(x) = 3 

x -*2 

b ) /es continua en 2. 

c) lfm /( x) = 3 

x -»2 

10. Construir la grafica de la funcion fix ) = 

a) Evaluar /(i),/(3) y/U). 

b) Evaluar los lfmites lfm f{x), lfm /( x), lfm fix) y 

/•/ \ x — >1 x — > 1 "*" x — >0 

lint /(x). 

x — » 0 + 

c) Analizar la continuidad de la funcion. 


1 

x 


11. Construir la grafica de la funcion /(x) = [x] + || — x]. 

a) Evaluar /(l),/(0), /(|) y/[ — 2.7). 

b) Evaluar los lfmites lfm /(x), lfm /(x) y lfm /(x). 

X— >1 X— >1 + X- 

c) Analizar la continuidad de la funcion. 


12. Para que un cohete escape del campo gravitacional de la Tierra, 
se debe lanzar con una velocidad inicial denominada velocidad 
de escape. Un cohete lanzado desde la superficie de la Tierra 
tiene una velocidad v (en millas por segundo) dada por: 


J" 


2 GM . 2GM 

+ V n “ — : 




192 000 


+ Vq - 48 


donde v 0 es la velocidad inicial, r es la distancia entre el cohete 
y el centra de la Tierra, G es la constante gravitacional, M es 
la masa de la Tierra y R es el radio de la Tierra (4 000 millas, 
aproximadamente) . 

a) Encontrar el valor de v 0 para el que se obtiene un lfmite 
infinito para r cuando v tiende a cero. Este valor de v 0 es la 
velocidad de escape para la Tierra. 

b) Un cohete lanzado desde la superficie de la Luna se traslada 
con una velocidad v (en millas por segundo) dada por 



2.17. 


Encontrar la velocidad de escape para la Luna, 

c) Un cohete lanzado desde la superficie de un planeta se 
traslada con una velocidad v (en millas por segundo) dada 
por 

, = + V - <7. 


Encontrar la velocidad de escape de este planeta. ^Es la 
masa de este planeta mayor o menor que la de la Tierra? 
(Suponer que la densidad media de este planeta es igual a 
la de la Tierra.) 


13. Para numeros positivos a < b, la funcion pulso se define 
como: 


( 0, x < a 

1, a < x < b 

0, x > b 


donde H(x) 


1, 

0, 


x > 0 
x < 0 


es la funcion de Heaviside. 


a) Trazar la grafica de la funcion pulso. 

b ) Encontrar los siguientes lfmites: 

0 I™ P lhh ix) ii ) lfm P h [x) 

x—*a x—$a 

iii) Lfm P nfc (x) iv) lfm P b (x) 

x—>b + x—>b 

c ) Analizar la continuidad de la funcion pulso. 

d) r,Por que 

Uix) = h l a P a,bix) 

se llama funcion pulso unitario? 

14. Sea a una constante diferente de cero. Comprobar que si 
lfm /(x) = L, entonces lfm /{ax') = L. Demostrar por medio 

x— >0 x— »0 

de un ejemplo que a debe ser distinta de cero. 



Derivacion 


En este capftulo se estudiara uno de los 
procesos mas importantes del calculo: la 
derivacion. En cada section se aprenderan 
nuevos metodos y reglas para encontrar 
derivadas de funciones. Posteriormente 
se aplicaran estas reglas para entender 
conceptos como la velocidad, la acele- 
racion y las razones de cambio de dos o 
mas variables relacionadas. 

En este capftulo, se aprendera: 

■ Como encontrar la derivada de una 
funcion utilizando la definition de 
lfmite y se entendera la relation entre 
derivabilidad y continuidad. (2.1) 

■ Como encontrar la derivada de una 
funcion con las reglas basicas de 
derivation. (2.2) 

■ Como encontrar la derivada de una 
funcion con la regia del producto y la 
regia del cociente. (2.3) 

■ Como encontrar la derivada de una 
funcion con la regia de la cadena y la 
regia general de la potencia. (2.4) 

■ Como encontrar la derivada de una 
funcion con derivacion implfcita. (2.5) 

■ Como determinar una razon de 
cambio relacionada. (2.6) 



A1 Bello/Getty Images 

Cuando salta de una plataforma, la velocidad de un clavadista es ligeramente 
positiva a causa del movimiento hacia arriba, pero se convierte en negativa 
en la caida. £Como puede utilizarse el calculo para determinar la velocidad 
de un clavadista cuando se impacta sobre el agua? (Ver la section 2.2, 
ejemplo 10.) 



Para aproximar la pendiente de la recta tangente a una grafica en un punto dado, se determina la pendiente de la 
secante que va de un punto de la grafica a otro punto. A medida que este segundo punto se acerca al punto dado, 
la aproximacion tiende a tornarse mas exacta (ver la section 2.1). 
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CAPITULO 2 Derivation 



La derivada y 



Isaac Newton (1642-1727) 

Ademas de sus trabajos relativos al Calculo, 
Newton aporto contribuciones a la Fisica 
tan revolucionarias como la Ley de la 
Gravitation Universal y sus tres leyes del 
movimiento. 


y 



Recta tangente a una circunferencia 

Figura 2.1 


el problema de la recta tangente 

■ Hallar la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto. 

■ Usar la definition de limite para calcular la derivada de una funcion. 

■ Comprobar la relacion entre derivabilidad y continuidad. 

El problema de la recta tangente 

El calculo se desarrollo a la sombra de cuatro problemas en los que estaban trabajando los 
matematicos europeos en el siglo XVII. 

1. El problema de la recta tangente (section Ely esta section) 

2 . El problema de la velocidad y la aceleracion (secciones 2.2 y 2.3) 

3 . El problema de los maximos y minimos (section 3.1) 

4 . El problema del area (secciones l.ly 4.2) 

Cada uno de ellos involucra la notion de limite y podria servir como introduction al 
calculo. 

En la section 1.1 se hizo una breve introduction al problema de la recta tangente. 
Aunque Pierre de Fermat (1601-1665), Rene Descartes (1596-1650), Christian Huygens 
(1629-1695) e Isaac Barrow (1630-1677) habian propuesto soluciones parciales, la pri- 
mera solution general se suele atribuir a Isaac Newton (1642-1727) y a Gottfried Leibniz 
(1646-1716). El trabajo de Newton respecto a este problema procedia de su interes por la 
refraction de la luz y la optica. 

^Que quiere decir que una recta es tangente a una curva en un punto? En una circun- 
ferencia, la recta tangente en un punto P es la recta perpendicular al radio que pasa por P, 
como se muestra en la figura 2.1. 

Sin embargo, en una curva general el problema se complica. Por ejemplo, (.como se 
podrian definir las rectas tangentes que se observan en la figura 2.2? Afirmando que una 
recta es tangente a una curva en un punto P si toca a la curva en P sin atravesarla. Tal defini- 
tion serfa correcta para la primera curva de la figura 2.2, pero no para la segunda. Tambien 
se podria decir que una recta es tangente a una curva si la toca o hace intersection en ella 
exactamente en el punto P, definition que servirfa para una circunferencia pero no para 
curvas mas generales, como sugiere la tercera curva de la figura 2.2. 


y y y 




Figura 2.2 


EXPLORACION 

Identification de una recta tangente Utilizar una herramienta de graficacion para re- 
presentar la funcion f(x ) = 2x' — 4x 2 + 3x — 5. En la misma pantalla, dibujar la grafica 
y = x — 5, y = 2x — 5 y y = 3x — 5. (Cual de estas rectas, si es que hay alguna, parece 
tangente a la grafica de / en el punto (0, —5)? Explicar el razonamiento. 




SECCION 2.1 


La derivada y el problema de la recta tangente 
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y 



Recta secante que pasa por (c, f(c)) y 
(c + Ax, f(c + Ax)) 

Figura 2.3 


El problema de la recta tangente 
En 1637 el matematico Rene Descartes 
afirmo lo siguiente respecto al problema de 
la recta tangente: 

“Y no tengo inconveniente en afirmar que 
este no es solo el problema de Geometrla mas 
util y general que conozco, sino incluso el 
que siempre desearla conocer.” 


En esencia, el problema de encontrar la recta tangente en un punto P se reduce al de 
calcular su pendiente en ese punto. Se puede aproximar la pendiente de la recta tangente 
usando la recta secante* que pasa por P y por otro punto cercano de la curva, como se mues- 
tra en la figura 2.3. Si (c, f(c)) es el punto de tangencia y (c + A.x, f(c + Ax)) es el otro 
punto de la grafica de /, la pendiente de la recta secante que pasa por ambos puntos se en- 
cuentra sustituyendo en la formula 


*2 ~ x i 

f(c + Ax) - /(c) 

I = 

(c 4- Ax) — c 


Cambio en y 
Cambio en x 


m 


sec 


f(c + Ax) - /(c) 

Ax 


Pendiente de la recta secante. 


El miembro de la derecha en esta ecuacion es un cociente de incremento o de diferencias. 
El denominador Ax es el cambio (o incremento) en x y el numerador Ay = f(c + Ax) — 
f(c) es el cambio (o incremento) eny. 

La belleza de este procedimiento radica en que se pueden obtener mas aproximaciones 
y mas precisas de la pendiente de la recta tangente tomando puntos de la grafica cada vez 
mas proximos al punto P de tangencia, como se muestra en la figura 2.4. 




Aproximaciones a la recta tangente 

Figura 2.4 


DEFINICION DE LA RECTA TANGENTE CON PENDIENTE m 


>i f esta definida en un intervalo abierto que contiene a c y ademas existe el limite 


lfm 


Ay = Km f{c + Ax) - /(c) = 


entonces la recta que pasa por (c, /(c)) y cuenta con una pendiente m es la recta 
tangente a la grafica de / en el punto (c, f(c)). 


La pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto (c, f(c)) se llama tambien 

pendiente de la grafica de/en x = c. 


* El uso de la palabra secante procede del latin secare, que significa cortar, y no es una referenda a lafundon 
trigonometrica del mismo nombre. 
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CAPITULO 2 Derivation 


EJEMPLO I La pendiente de la grafica de una funcion lineal 


y f(x) = 2x- 3 



La pendiente de / en (2, 1) es m = 2 

Figura 2.5 


Encontrar la pendiente de la grafica de 
fix) = 2x - 3 
en el punto (2, 1). 

Solution Para encontrar la pendiente de la grafica de f cuando c = 2, aplicar la definition 
de la pendiente de una recta tangente como se muestra a continuation: 


Aa-> 0 Ax 


lfm 

Ax — >0 


lfm 

Ax— >0 


[2(2 + Ax) - 3] - [2(2) - 3] 
Ax 

4 + 2Ax —3 — 4 + 3 


Ax 


„ 2A£ 

Km — — 

Aa— > o Ax 

Km 2 

Aa— >0 


= 2 


La pendiente de / en (c, f(c )) = (2, 1 ) es m = 2, como se observa en la figura 2.5. 


■ .MUM En el ejemplo 1, la definition de la pendiente de / por medio de lunites concuerda con la 
definition analizada en la section P.2. ■ 


La grafica de una funcion lineal tiene la misma pendiente en todos sus puntos. Esto no 
sucede en las funciones no lineales, como se puede observar en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 2 Rectas tangentes a la grafica de una funcion no lineal 


y 



La pendiente de / en un punto cualquiera 
(c, /(c)) es m = 2c 

Figura 2.6 


Calcular las pendientes de las rectas tangentes a la grafica de 
fix) = x 2 + 1 

en los puntos (0, 1) y (— 1, 2), que se ilustran en la figura 2.6. 

Solution Sea (c, /(c)) un punto cualquiera de la grafica de /. La pendiente de la recta 
tangente en el se encuentra mediante: 

Hm /(c + Ax) - /(c) = lfm [(c + Ax) 2 + 1] - (c 2 + 1) 

Aa— >o Ax Aa->o Ax 

c 2 + 2c(Ax) + (Ax) 2 + 1 — c 2 — 1 

= Km t 

Aa— >0 Ax 

2c(Ax) + (Ax) 2 

Aa— >0 Ax 

= lfm (2c + Ax) 

Aa— >0 

= 2c. 


De tal manera, la pendiente en cualquier punto (c, /(c)) de la grafica de / es m = 2c. En el 
punto (0, 1 ) la pendiente es m = 2(0) = 0 y en (— 1, 2) la pendiente es m = 2( — 1) = —2. 

Bl'IUM Observar que en el ejemplo 2, c se mantiene constante en el proceso de lfmite (cuando 
Ax -» 0). ■ 


SECCION 2.1 


La derivada y el problema de la recta tangente 


99 


Recta 



La grafica de / tiene recta tangente vertical 
en (c,f(c)) 

Figura 2.7 


La deftnicion de la recta tangente a una curva no incluye la posibilidad de una recta 
tangente vertical. Para estas, se usa la siguiente deftnicion. Si / es continua en c y 


lfm 

A.v— >0 


/(c + Ax) - /(c) 

Ax 


= oo 


o 


lfm 

A.v— >0 


f{c + Ax) - /(c) 

Ax 


— oo 


la recta vertical, x = c, que pasa por (c, /(c)) es una recta tangente vertical a la grafica de 
/, por ejemplo, la funcion que se muestra en la figura 2.7 tiene tangente vertical en (c, /(c)). 
Si el dominio de / es el intervalo cerrado [a, b], se puede ampliar la deftnicion de recta 
tangente vertical de manera que incluya los extremos, considerando la continuidad y los 
lfmites por la derecha (para x = a) y por la izquierda (para x = b). 


Derivada de una funcion 


Se ha llegado a un punto crucial en el estudio del calculo. El lfmite utilizado para definir la 
pendiente de una recta tangente tambien se utiliza para definir una de las dos operaciones 
fundamentales del calculo: la derivacion. 


DEFINICION DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION 


La derivada de / en x esta dada por 


/'(*) 


lfm 

Ajc— >0 


/(x + Ax) - fix) 

Ax 


siempre que exista ese lfmite. Para todos los x para los que exista este lfmite, /' es 
una funcion de x. 


Observar que la derivada de una funcion de x tambien es una funcion de x. Esta “nueva” 
funcion proporciona la pendiente de la recta tangente a la grafica de / en el punto (x, /(x)), 
siempre que la grafica tenga una recta tangente en dicho punto. 

El proceso de calcular la derivada de una funcion se llama derivacion. Una funcion es 
derivable en x si su derivada en x existe, y derivable en un intervalo abierto (a, b) si es 
derivable en todos y cada uno de los puntos de ese intervalo. 

Ademas de /'(x), que se lee “/ prima de x”, se usan otras notaciones para la derivada 
de y = /(x). Las mas comunes son: 


/«. f. 

ax 


f, —[/(*)], D x [y]. 
ax 


Notaciones para la derivada. 


La notacion dy/dx se lee “derivada de y con respecto a x” o simplemente “dy, dx”. Usando 
notaciones de lfmites, se puede escribir 


dy 

dx 


Ay 

lfm -r- 

A-V— >0 AjC 

/(x + Ax) ~f{x) 

lim 

Aa— >0 A A 
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EJEMPLO 3 Calculo de la derivada mediante el proceso de limite 

Calcular la derivada de f(x ) = x 3 + 2x. 

Solution 


«A'jl|.M.H*HU.IIi> Cuando se use la 
definicion para encontrar la derivada de 
una funcion, la clave consiste en volver 
a expresar el cociente incremental 
(o cociente de diferencias), de manera 
que Ax no aparezca como factor del 
denominador. 


s,/ \ ,, /(x 4- Ax) - /(x) 

f\x) — lim : Definicion de derivada. 

A*->0 Ax 


= lfm 

Ax — >0 


(x + Ax) 3 + 2(x + Ax) — (x 3 + 2x) 
Ax 


_ x 3 + 3x 2 Ax 4- 3x(Ax) 2 4- (Ax) 3 4- 2x 4- 2Ax — x 3 — 2x 
Av— >o Ax 


= lfm 

Ax — >0 


3x 2 Ax 4- 3x(Ax) 2 4- (Ax) 3 4- 2Ax 

Ax 


Af [3x 2 4- 3xAx 4- (Ax) 2 4- 2] 
a™o AA 

= lfm [3x 2 4- 3xAx 4- (Ax) 2 4- 2] 

Ax— >0 

= 3x 2 4- 2 


Cabe recordar que la derivada de una funcion / es en sf una funcion, misma que puede 
emplearse para encontrar la pendiente de la recta tangente en el punto (x, fix)) de la grafica 
de/. 


EJEMPLO 4 Uso de la derivada para calcular la pendiente en un punto 

Encontrar f'(x) para f(x) = Vx. Calcular luego la pendiente de la grafica de f en los puntos 
(1, 1) y (4, 2). Analizar el comportamiento de f en (0, 0). 


Solution Se racionaliza el numerador, como se explico en la section 1.3. 


y 



La pendiente de / en (x, /(x)), x > 0, es 
m = l/(2v/jtT) 

Figura 2.8 


f(x) - Km + 

At — >0 Ax 

Vx 4- Ax — x/x 


Definicion de derivada. 


= lfm 

Ax — >0 


= lfm 

Ax — >0 


= lfm 


Ax 

Vx 4- Ax — Vx VVxTTAx 4- 


Ax 4- Ax 4- vx 

(x 4- Ax) — x 


a*->o Ax(Vx 4- Ax 4- v^r) 

AA 


= lfm 


Ax^o Ax(Vx 4- Ax 4- V x ) 
1 


= lfm 


Ax->0 Vx 4- Ax 4- x/x 

1 


2 Vx 


, x > 0 


En el punto (1, 1) la pendiente es /'(l) = En el punto (4, 2) la pendiente es /'( 4) = Ver 
la figura 2.8. En el punto (0, 0) la pendiente no esta definida. Ademas, la grafica de / tiene 
tangente vertical en (0, 0). 


SECCION 2.1 La derivada y el problema de la recta tangente 
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y = — 2t + 4 


En el punto (1, 2) la recta y — — 2t + 4 es 
tangente a la grafica dey = 2/t 

Figura 2.9 


y 


c x,m ) 



Cuando x tiende a c, la recta secante se 
aproxima a la recta tangente 

Figura 2.10 


En muchas aplicaciones, resulta conveniente usar una variable independiente distinta 
de x, como se manifiesta en el ejemplo 5. 


EJEMPLO 5 Calculo de la derivada de una funcion 

Encontrar la derivada de la funcion y = 2/t respecto a t. 
Solucion Considerando y = f(t), se obtiene 

- = lfm — — — fill Definicion de derivada. 

dt A/— >0 At 


lfm 

Ar->0 


t + At 


It 


At 

- 2{t + At) 


lfm 

At— >0 


= lfm 


t(t + At) 


At 

-2M 


a/— > o A f(t)(t + At) 
lfm 

Ar— >0 t(t + At) 



fit + At) = 2 /{t + At) y fit) = 2/t. 


Combinar las fracciones del numerador. 


Cancelar el factor comun At. 


Simplificar. 

Evaluar el lfrnite cuando At — > 0. 


TECNOLOGIA Se puede utilizar una herramienta de graficacion para corroborar el 
resultado del ejemplo 5. Es decir, usando la formula dy/ dt = —2/ 1 2 , se sabe que la pen- 
diente de la grafica de y = 2/f en el punto ( 1 , 2) es m = — 2. Esto implica que, usando la 
forma punto-pendiente, una ecuacion de la recta tangente a la grafica en (1, 2) es 

y — 2 = -2 it - 1) o y = — 2f + 4 
como se muestra en la figura 2.9. 


Derivabilidad y continuidad 

La siguiente forma alternativa como lfrnite de la derivada es util al investigar la relacion que 
existe entre derivabilidad y continuidad. La derivada de / en c es 


f'(c) = lfm 

X— >C 


fix) ~ f(c) 

X — c 


Formula alternativa de la derivada. 


siempre que dicho lfrnite exista (ver la figura 2. 10). (En el apendice A se demuestra la equi- 
valence de ambas formulas.) Observe que la existencia del lfrnite en esta forma alternativa 
requiere que los lfmites unilaterales 

ita y 1Im m-m 

existan y sean iguales. Estos lfmites laterales se denominan derivada por la izquierda y 
por la derecha, respectivamente. Se dice que / es derivable en un intervalo cerrado [a, b ] 
si es derivable en (a, b) y existen ademas la derivada por la derecha en a y la derivada por 
la izquierda en b. 
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y 


2- 

1 - 


-2 -1 

1 2 3 


h f(x) = OXD 

* 0 - 2 - 



Si una funcion no es continua en x = c, no puede ser derivable en x = c. Por ejemplo, 
la funcion parte entera o mayor entero 

fix) = M 


no es continua en x = 0, y en consecuencia no es derivable en x = 0 (ver la figura 2.1 1). 
Esto se comprueba con solo observar que 


Km 

x — >0 


fix) ~/( 0 ) 

x — 0 


= Km 

x— >0“ 


W - o 


Derivada por la izquierda. 


La funcion parte entera no es derivable en 
x = 0, ya que no es continua en ese punto 

Figura 2.11 


y 


lim 

x— >0 + 


fix) -m 

x — 0 


Km 

x— >0 + 


H ~ o 

X 


= 0. 


Derivada por la derecha. 


Aunque es cierto que derivable implica continua (como se muestra en el teorema 2.1), el 
recfproco no es cierto. En otras palabras, puede ocurrir que una funcion sea continua en 
x = c y no sea derivable en x = c. Los ejemplos 6 y 7 ilustran tal posibilidad. 


y 



f no es derivable en x = 2, porque las 
derivadas laterales no son iguales 

Figura 2.12 


EJEMPLO 6 Una grafica con un punto angular 

La funcion 


fix) = \x - 2[ 

que se muestra en la figura 2.12 es continua en x = 2. Sin embargo, los Kmites unilaterales 
„ fix) — /(2) _ [x — 2| — 0 _ 

lim — lim — — 1 Derivada por la izquierda. 


x — >2 X 2 


x — >2 X 2 


Um - lim 

x— >2 + X — 2 X-J2+ x — 2 


= 1 


Derivada por la derecha. 


no son iguales. Por consiguiente, / no es derivable en x = 2 y la grafica de / no tiene una 
recta tangente en el punto (2, 0). 


EJEMPLO 7 Una grafica con una recta tangente vertical 


y 



f no es derivable en x = 0, porque tiene 
tangente vertical en ese punto 

Figura 2.13 


La funcion 

m = x i/3 

es continua en x = 0, como se observa en la figura 2.13. Sin embargo, como el Kmite 


x — >0 x — 0 


lim 

jt— >o 


x 1 / 3 — 0 


x 


= lim — - 

x — >0 X 1 ' i 


= oo 

es infinito, se puede concluir que la recta tangente en x = 0 es vertical. Por tanto, / no es 
derivable en x = 0. 


En los ejemplos 6 y 7 se puede observar que una funcion no es derivable en un punto 
donde su grafica cuenta con un punto angular o una tangente vertical. 


SECCION 2.1 La derivada y el problema de la recta tangente 
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TECNOLOGIA Algunas herra- 
mientas de graficacion utilizan los 
programas de calculo Maple, Ma- 
thematica y TI89, para realizar una 
derivation simbolica. Otros la hacen 
numerica, calculando valores de la 
derivada mediante la formula 

. _ /(x + Ax) - f(x - Ax) 

f W 2Ax 

donde Ax es un numero peque- 
no como 0.001. ^Observa algun 
problema con esta definition? Por 
ejemplo, usandola ^,cual seria la 
derivada de f(x) = |.v| en x = 0? 


TE0REMA 2.1 DERIVABLE IMPLICA C0NTINUA 


Si / es derivable en x = c, entonces / es continua en x = c. 


( DEM0STRACI0N ) Para comprobar que / es continua en x = c bastara con mostrar que /(x) 
tiende a /(c) cuando x — > c. Para tal fin, usar la derivabilidad de f en x = c considerando 
el siguiente lfmite. 


lim [/(x) - /(c)] = Km 


(x - c) 


Inn (x — c) 

X — >C 

= (0)[/'(c)] 

= 0 


/(■*) - f(c ) 


1(m M 

X— >c X — C 


Puesto que la diferencia /(x) — /(c) tiende a cero cuando x — > c, sc puede concluir que 
lim /(x) = /(c). De tal manera, / es continua en x = c. 

X— >C 


Los siguientes enunciados expresan en forma resumida la relacion que existe entre 
continuidad y derivabilidad: 

1. Si una funcion es derivable en x = c, entonces es continua en x = c. Por tanto, derivable 
implica continua. 

2. Es posible que una funcion sea continua en x = c sin ser derivable. En otras palabras, 
continua no implica derivable (ver el ejemplo 6). 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 y 2, estimar la pendiente de la curva en los 
puntos (xj, y D y (x 2 ,y 2 ). 


Con el fin de resolver los ejercicios 3 y 4, utilizar la grafica que se 
muestra a continuation. 



y 



3. Identificar o trazar en la figura cada una de las cantidades si- 
guientes. 


«) /( 1) y /( 4) 

m -/( i) 

4 - 1 


c) y = 


(x 


b) /(4)-/(l) 

1 ) +/( 1 ) 


4. Escribir un sfmbolo de desigualdad (< o >) entre las cantidades 
dadas. 


a) /( 4) ~/(l) f(4) ~/( 3) 

4-1 4-3 

/(4) ~/(l) 


b) 


4 - 1 


/'(l) 
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En los ejercicios 5 a 10, encontrar la pendiente de la recta tangente 
a la grafica de la funcion en el punto dado. 


5. f{x) = 3 - 5x, (-1,8) 
7. g(x)=x 2 - 9, (2,-5) 
9. fit) = 3 1- t 2 , (0, 0) 


13. fix ) = -10* 

15. his) = 3 + \s 
17. fix) = x 2 + x - 3 
19. fix) = x 3 — 12x 

21 . /« = ^ 

23. /(jc) = Jx + 4 


6 - gW = §* + 1. (“2, -2) 
8 - g(x) = 6-x 2 , (1,5) 

10. h(t) = t 2 + 3, (-2,7) 


12. 

g(x) 

= -3 

14. 

fix) 

= 3x + 2 

16. 

fix) 

= 8 — 5.3: 

18. 

fix) 

= 2 -x 2 

20. 

fix) 

= X 3 + X 2 

22. 

fix) 

1 

“ xf 

24. 

fix) 

4 

~ Vx 


41. 



fl ) y 



c) y 


3 - 

2 - 

1 < 

; r 


-3 -2 

&- 1 2 3 

<N 

1 


-3- 



42. 



b) y 

4 — 
3 -- 


-3-2-1 1 2 3 

- 2 -- 

d) y 



En los ejercicios 25 a 32, a) encontrar la ecuacion de la recta tan- 
gente a la grafica de / en el punto indicado, b) utilizar una herra- 
mienta de graficacion para dibujar la grafica, la funcion y su recta 
tangente en dicho punto y c) aplicar la funcion derivada de una 
herramienta de graficacion con el fin de verificar sus resultados. 


25. 

fix) 

= x 2 + 3, (1,4) 



26. 

fix) 

= x 2 + 3x + 4, (- 

-2, 2) 


27. 

fix) 

= x 3 , (2, 8) 

28. 

/(x)=x 3 +l, (1,2) 

29. 

fix) 

= *Jx, (1, 1) 

30. 

fix) = v^L (5, 2) 

31. 

fix) 

= x + -, (4, 5) 

32. 

/«-,! r 


43. La recta tangente a la grafica de y — g(x) en el punto (4, 5) pasa 
por el punto (7, 0). Encontrar g{ 4) y g'(4). 

44. La recta tangente a la grafica de y = h(x) en el punto (—1, 4) 
pasa por el punto (3, 6). Encontrar h(— 1) y h'(— 1). 


En los ejercicios 11 a 24, encontrar la derivada mediante el pro- 
ceso de limite. 

11. fix) = 1 


En los ejercicios 33 a 38, encontrar la ecuacion de la recta tangente 
a la grafica de / y paralela a la recta dada. 



Funcion 

Recta 




33. 

fix) 

= X 2 

2x — y 

+ 

1 = 

= 0 

34. 

fix) 

= 2x 2 

4x + y 

+ 

3 = 

= 0 

35. 

fix) 

= X 3 

3x - y 

+ 

1 = 

= 0 

36. 

fix) 

= x 3 + 2 

3x - y 

- 

4 = 

= 0 

37. 

fix) 

1 

~Jx 

x + 2 y 

- 

6 = 

= 0 

38. 

fix) 

1 

Jx — 1 

x + 2y 

+ 

7 = 

= 0 


En los ejercicios 39 a 42, se muestra la grafica de /. Seleccionar 
la grafica de/'. 


y 



y 



Desarrollo de conceptos 


En los ejercicios 45 a 50, construir la grafica de /' y explicar 
como se obtuvo la respuesta. 



46. 



47. v 48. 




39. 


40. 
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Desarrollo de conceptos ( continuacion ) 


49. 

50. 


6- 

4 - 


\ 4- 

fs 3 - 


\2 

1 1 1 M 

/ f 1 

/ 1 f 1 

— 1 — 1 — 1 — 1-*-* - 3 - 2-1 

— \-A — 

1 2 3 

-8 -4 

4 8 


-2- 

-2- 


51. Construir la grafica de una funcion cuya derivada siempre 

sea negativa. Explicar. 


52. Construir la grafica de una funcion cuya derivada siempre 

sea positiva. Explicar el razonamiento. 



En los ejercicios 53 a 56, el lfmite representa a /'(c) para una 
funcion / y un niimero c. Encontrar f y c. 


53. Km — 

A*->0 


3(1 + Ax)] - 2 

Ax 


55. lfm 

x —>6 


-x 2 + 36 
x — 6 


54. Km 

A *— >0 


(-2 + Ax) 3 + 8 
Ax 


56. lfm 

x —>9 


2jx — 6 
x - 9 


En los ejercicios 57 a 59, identificar una funcion / que tenga las 
caracterfsticas senaladas. Representarla graficamente. 

57. /(0) = 2; 58. /(0) = 4;/'(0) = 0; 

/'(x) = —3, — oo < x < oo /'(x) < Oparax < 0; 

fix) > Oparax > 0 

59. /( 0) = 0;/'(0) = 0 ;/'(x) > 0 six + 0 

60. Suponerque/'(c) = 3. Encontrar /'(—c) si: a) f es una funcion 
impar y b) f es una funcion par. 


En los ejercicios 61 y 62, encontrar las ecuaciones de dos rectas 
tangentes a la grafica de / que pasen por el punto senalado. 


Para discusion ( continuacion ) 


y 



a) g'( 0) = b) g'(3) = 

c) i,Que se puede concluir de la grafica de g, sabiendo que 

g'( 1) = “I? 

d) ^Que se puede concluir de la grafica de g, sabiendo que 

g'(~ 4) = 1? 

e ) g(6) — g(4) ies positiva o negativa? Explicar la respuesta. 
/) ^Es posible encontrar g(2) a partir de la grafica? Explicar 

la respuesta. 

65. Andlisis grafico Considerar la funcion f(x) = jx 2 . 

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion y estimar los valores de/'(0), f'(j),f( 1) y/'(2). 

b) Utilizar los resultados de la parte a) para determinar los 
valores de /'(-|),/'(- 1) y/'(-2). 

c) Trazar una posible grafica de/'. 

d) Utilizar la definicion de derivada para determinar /'(x). 

66. Andlisis grafico Considerar la funcion /(x) = jx 3 . 

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion y estimar los valores de /'( 0), /'({),/'( ! ),./' (2) y 

/'( 3 ). 

b) Utilizar los resultados de la parte a) para determinar los 
valores de /'(-*) ,/'(“ l),/'(-2) y/'(-3) . 

c) Trazar una posible grafica de/'. 

d) Utilizar la definicion de derivada para determinar/' (x). 


61. 




Razonamiento grafico Utilizar una herramienta de graficacion 
para representar cada una de las funciones y sus rectas tangentes 
enx = — 1 , x = 0 y x = 1. Con base en los resultados, determi- 
nar si las pendientes de las rectas tangentes a la grafica de una 
funcion en distintos valores de x siempre son distintas. 


a) f(x) = x 2 b) g(x) = x 3 


Para discusion 


64. Razonamiento grafico En la figura se muestra la grafica 
deg'. 


■ Razonamiento grafico En los ejercicios 67 y 68, representar en 
una misma ventana de la herramienta de graficacion las graficas 
de / y g y describir la relacion entre ellas. 

f(x + 0.01) -/(x) 

SKX> 0.01 

Clasificar las graficas y describir la relacion entre ellas. 

67. /(x) = 2x — x 2 68. f(x) = 3 J~x 

En los ejercicios 69 y 70, evaluar/(2) y/(2.1), y utilizar los resul- 
tados para estimar/' (2). 

69. /(x) = x(4 — x) 70. /(x) = |x 3 


H Razonamiento grafico En los ejercicios 71 y 72, utilizar una 
herramienta de graficacion para representar la funcion y su de- 
rivada en la misma ventana. Clasificar las graficas y describir la 
relacion que existe entre ellas. 


1 

~Jx 


72. f{x) = j - 3x 


71. fix) = 
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En los ejercicios 73 a 82, utilizar la forma alterna para calcular 
la derivada en x = c (si existe). 


En los ejercicios 93 a 96, calcular las derivadas laterales en 
x = 1 (si existen). ;,Es derivable la funcion en x = 1? 


73. /(x) = x 2 — 5, c = 3 74. g(x) = x(x — 1), c = 1 

75. /(x) = x 3 + 2x 2 + 1, c = -2 

76. /(x) = x 3 + 6x, c = 2 

77. g(x) = yjxf, c = 0 

78. /(x) = 2/x, c = 5 

79. /(jc) = (x - 6) 2 / 3 , c = 6 

80. g(x) = (x + 3) 1 / 3 , c = —3 

81. h(x) = \x + 7|, c = —7 82. /(x) = |x — 6|, c = 6 


En los ejercicios 83 a 88, describir los valores x para los que / es 
derivable. 


83. /(x) = 84. /(x) = |x 2 - 9 1 




: Analisis grafico En los ejercicios 89 a 92, utilizar una herra- 
mienta de graficacion para encontrar los valores de x en los que 
/ es derivable. 


89. f(x) = |x - 5 1 


91. 

92. 


/(x) = x 2 / 5 


/(*) 


lx 3 - 3x 2 + 3x, 
[x 2 - 2x, 


90. f{x) 


x < 1 
x > 1 


4x 

x — 3 


93. fix) = |x — 1 1 


x < 1 
X > 1 


94. 

96. 


fix) = yi - x 2 



X < 1 
X > 1 


En los ejercicios 97 y 98, determinar si la funcion es derivable 
en x = 2. 


97. 


fix) = 


lx 2 + 1, 
[4x - 3, 


x < 2 
x > 2 


98. 


\x + 1, 

v/2x 


x < 2 
x > 2 


99. Razonamiento grafico Una recta de pendiente m pasa por el 
punto (0, 4) y tiene ecuacion y = mx + 4. 


a) 


b) 


Escribir la distancia d que hay entre la recta y el punto (3, 1 ) 
como funcion de m. 

Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
la funcion d del apartado a). Basandonos en la grafica, ^es 
esa funcion derivable para todo valor de m? Si no es asf, 
especificar en donde no lo es. 


100. Conjetura Tomando en cuenta las funciones /(x) = x 2 y 
g(x) = x 3 : 


a) Dibujar la grafica f y f sobre el mismo conjunto de ejes. 

b) Dibujar la grafica g y g' sobre el mismo conjunto de ejes. 

c) Identificar un patron entre f y g y sus respecdvas deriva- 
das. Utilizarlo para hacer conjeturas respecto a h'(x) si 
h(x) = x", donde n es un numero entero mayor o igual y 
n — ' 2. 

d) Encontrar /'(x) si /(x) = x 4 . Comparar el resultado con la 
conjetura del apartado c). ^Esto comprueba la conjetura? 
Explicar la respuesta. 


fVerdadero o falso? En los ejercicios 101 a 104, determinar si la 
afirmacion es verdadera o falsa. Para las que sean falsas, explicar 
por que o proporcionar un ejemplo que lo demuestre. 


101. La pendiente de la recta tangente a una funcion derivable / en 

el punto (2, /(2)) es /(2 + Ax) - fj 2) 

Ax 

102. Si una funcion es continua en un punto, entonces es derivable 
en el. 

103. Si una funcion tiene derivadas laterales por la derecha y por la 
izquierda en un punto, entonces es derivable en el. 

104. Si una funcion es derivable en un punto, entonces es continua 
en el. 


105. 


Sean fix) = 


f 1 

lo, * 


x A 0 
x = 0 


y g( x) 


x 2 sen -> x # 0 
x 

.0, x = 0 


Demostrar que f es continua, pero no derivable, en x = 0. De- 
mostrar que g es derivable en 0 y calcular g'(0). 

‘ 106. Redaccion Utilizar una herramienta de graficacion para repre- 

sentar las funciones f(x) = x 2 + 1 y g(x) = |x| + 1 en la misma 
ventana. Utilizar las funciones zoom y trace para analizarlas cerca 
del punto (0, 1). ^Que se observa? ^Cual funcion es derivable en 
ese punto? Escribir un pequeno parrafo describiendo el signifi- 
cado geometrico de la derivabilidad en un punto. 


SECCION 2.2 Reglas basicas de derivation y razon de cambio 
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Reglas basicas 


de derivacion y razon de cambio 

Encontrar la derivada de una funcion por la regia de la constante. 
Encontrar la derivada de una funcion por la regia de la potencia. 
Encontrar la derivada de una funcion por la regia del multiplo constante. 
Encontrar la derivada de una funcion por las reglas de suma y diferencia. 
Encontrar la derivada de las funciones seno y coseno. 

Usar derivadas para calcular razon de cambio. 


La regia de la constante 

En la section 2.1 se uso la definition por medio de limites para calcular las derivadas. Esta 
y las dos proximas secciones presentan varias “reglas de derivacion” que permiten calcular 
las derivadas sin el uso directo de la definition por limites. 


fix) = c 

La derivada de 
una funcion 
constante es 0 


Se observa que la regia de la constante equi 
vale a decir que la pendiente de una recta 
horizontal es 0. Esto demuestra la relation 
que existe entre derivada y pendiente 

Figura 2.14 


= lim — t — 
Aa'— > o Ax 

= lim 0 = 0 

Aa->0 


TEOREMA 2.2 LA REGLA DE LA CONSTANTE 

La derivada de una funcion constante es 0. Es decir, si c es un numero real, entonces 


(Ver la figura 2.14) 


C DEMOSTRACION ) Sea fix ) = c. Entonces, por la definition de derivada mediante el proceso 
de limite, se deduce que 


f(x + Ax) - f(x) 

Ax 




= lim 

Ax— >0 


La pendiente 
de una recta 
horizontal es 0 


EJEMPLO I Aplicacion de la regia de la constante 


Funcion 

Derivada 

y = l 

o 

II 

•$*]' 

ax 

II 

o 

II 

o 

s(t) = -3 

o 

II 

y = kTT 2 , k es constante 

y' = o 


EXPLORACION 

Conjetura Utilizar la definition de derivada de la section 2. 1 para encontrar la de- 
rivada de las siguientes funciones. ( ',Que patrones se observan? Utilizar los resultados 
para elaborar una conjetura acerca de la derivada de f(x) = x". 

a) f(x) = x 1 b ) fix) = x 1 c ) f(x) = x 3 

d) fix) = x 4 e) fix) = x 1 ' 2 f) fix)=x - 1 



108 


CAPfTULO 2 


Derivation 


CEE> Del ejemplo 7 de la section 2.1, 
se encontro que la funcion/(x) = x I/3 esta 
delinida en x = 0 pero no es derivable en 
x = 0. Esto se debe a que x~ 2/3 no esta 
delinida sobre un intervalo que contiene 
al cero. ■ 


y 



La pendiente de la recta y = x es 1 

Figura 2.15 


La regia de la potencia 

Antes de demostrar la proxima regia, revisar el proceso de desarrollo de un binomio. 

(x + Ax) 2 = x 2 + 2xAx + (Ax) 2 

(x + Ax) 3 = x 3 + 3x 2 Ax + 3x(Ax) 2 + (Ax) 3 

El desarrollo general del binomio para un entero positivo n cualquiera es 
(x + Ax)" = x" + nx” -1 (Ax) + — — — (Ax) 2 + • ■ ■ + (Ax)". 

(Ax) 2 es un factor comun en estos terminos. 

Este desarrollo del binomio se va a utilizar para demostrar un caso especial de la regia de 
la potencia. 


TEOREMA 2.3 LA REGLA DE LA POTENCIA 

Si n es un numero rational, entonces la funcion f(x) = x" es derivable y 



Para que / sea derivable en x = 0, n debe ser un numero tal que x" 1 se encuentre 
defmido en un intervalo que contenga al 0. 


( DEMOSTRACION ) Si n es un entero positivo mayor que 1 , entonces del desarrollo del binomio 
resulta 


d r (x + Ax) n - x n 

— \x\ = lim t 

ax Ax— >o Ax 


... , n(n — l)x" 2 ,, .. ... 

x n + nx" *(Ax) H (Ax) 2 + ■ ■ ■ + (Ax)” — x" 

Ax 

. n(n — l)x"“ 2 ... . . , 

= lrm nx” -1 + — - 1 (Ax) + ■ ■ ■ + (Ax)" -1 

Ax— >o 2 


= lrm 

Ax— >0 


= nx 11 ~ 1 + 0 + ■ • ■ + 0 


Esto demuestra el caso en que n es un entero positivo mayor que 1 . Se deja al lector la 
demostracion del caso n = 1. En el ejemplo 7 de la section 2.3 se demuestra el caso para 
el que n es un entero negativo. En el ejercicio 76 de la section 2.5 se demuestra el caso 
en el cual n es rational (en la section 5.5 la regia de la potencia se extendera hasta abarcar 
los valores irracionales de n). 


Al utilizar la regia de la potencia, resulta conveniente separar el caso para el que n = 1 
como otra regia distinta de derivation, a saber 


d_ 

dx 


M = i. 


Regia de las potencias para n = 1 . 


Esta regia es congruente con el hecho de que la pendiente de la recta y = x es 1 , como se 
muestra en la figura 2.15. 
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y 



Observar que la pendiente es negativa en el 
punto (-1, 1), cero en el (0, 0) y positiva 
en el ( 1 , 1) 

Figura 2.16 


y 



La recta tangente y = -4,v - 4 es tan- 
gente a la grafica de f(x) = x 2 en el punto 
(-2,4) 

Figura 2.17 


EJEMPLO 2 Aplicacion de la regia de la potencia 


Funcion 

a) /(. x) = x 3 

b) g(x) = Vx 

O y-\ 


Derivada 
fix) = 3x 2 


g'(x) 




1 

3x 2/3 


dy 

dx 



(—2)x~ 3 



Observar que en el ejemplo 2c, antes de derivar se ha reescrito 1/x 2 como x 2 . En muchos 
problemas de derivacion, el primer paso consiste en reescribir la funcion. 


Dada: 

Reescribir: Derivar: 

Simplificar 

1 ■* 

V -v ° d ; - (-21.V 3 

dx 

dy 2 

dx x 3 


EJEMPLO 3 Pendiente de una grafica 

Calcular la pendiente de la grafica de fix) = x A cuando 
a) x = — 1 b) x = 0 c) x= 1 . 

Solucion La pendiente de una grafica en un punto es igual a la derivada en dicho punto. 
La derivada de / es fix) = 4x 3 . 

a) Parax= — 1, la pendiente es /'(— 1) = 4(—l) 3 = —4. La pendiente es negativa. 

b) Para x = 0, la pendiente es / '(0) = 4(0) 3 = 0. La pendiente es 0. 

c) Parax = 1, la pendiente es /'(l) = 4(1) 3 = 4. La pendiente es positiva. 

Ver la figura 2.16. 


EJEMPLO 4 Ecuador- de una recta tangente 

Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de fix) = x 2 cuando x = — 2. 

Solucion Para encontrar el punto sobre la grafica de /, evaluar la funcion en x = —2. 

( — 2, /( — 2)) = ( — 2, —4) Punto de la grafica. 

Para calcular la pendiente de la grafica en x = —2, evaluar la derivada, fix) = 2x, en 
x = —2. 

m = fi~ 2) = ~4 Pendiente de la grafica en (—2, 4). 

Ahora, utilizando la forma punto-pendiente de la ecuacion de una recta, escribir 

Forma punto-pendiente. 

Sustituir )>!, my x v 
Simplificar. 

Ver la figura 2. 17. 


y ~ y 1 = mix - *r) 
y~ 4= ~4[x - (-2)] 
y = —4x - 4. 
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CAPfTULO 2 


Derivation 


La regia del multiplo constante 


TEOREMA 2.4 LA REGLA DEL MULTIPLO CONSTANTE 


Si / es una funcion derivable y c un numero real, entonces cf tambien es derivable 

y y[c/M] = cf'(x). 
dx 


( DEM0STRACI0N ) 


d r rt w ^ c f( x + Ax) “ c/(x) 

~r \cf{x)\ = lim t 

ax a.v— >o Ax 


f(x + Ax) - f(x) 

Ax 


= lfm c 

A*— >0 


= c 
= cf'ix) 


Ifm /fr + y-ZW 

Aa-->o Ax 


Definition de derivada. 


Aplicar teorema 1.2. 


De manera informal, esta regia establece que las constantes se pueden extraer de la 
derivada, incluso cuando aparecen en un denominador. 

^[c/(x)] = c^[;';,/(x)] = c/'(x) 

t ~ Y I 


t/x 


/(*) 


d_ 

dx 


fix) 




EJEMPLO 5 Aplicacion de la regia del multiplo constante 


Funcion 

2 

a) y = - 
x 

4 1 2 

« /w = f 

c) y = 2jf 

d) y = 2f/I 

3x 

e) y 


Derivada 


Y = -f M = 2 y^“ 1 ] = 2(-i)*- 2 = -4 

dx ax dx x z 


™ - 7 , 


-t 2 


4 J M i 4 / 8 

= 5S [,2] = 5 ,2 ' ) -J' 


f - f [ix'ft] - d L-w) « x~‘n , -L 
dx dx \2 I Jx 


dy _ d 
dx dx 


1 


- 2/3 


y 


dx 


= 1 f- 2 lx-V3 = - 
2 \ 3/ 3x 5/3 

- 3 ( 1 ) = - 3 
2 V ; 2 


La regia del multiplo constante y la de la potencia se pueden combinar en una sola. La regia 
resultante es 


dx 


[ex' 1 ] = cnx" *. 
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EJEMPLO 6 Uso de parentesis al derivar 


fl) 

b ) 

c) 

d) 


Funcion original 

Reescribir 

5 

y = 2x* 

y = 


5 

^ “ (2x) 3 

y = 


7 

y = 3x -2 

y = 


(N 

1 

cn 

II 

y = 

63 (x 2 ) 


Derivar 

Simplificar 


IS 

/ = -(- 3x“ 4 ) 

II 

I 

Sf|l 

-p* 1 


15 

y' = -i-3x~*) 

y ' = _ 8x^ 

1 . 

14x 

II 

y ~ IT 

y' = 63 (2x) 

y' = 126x 


Las reglas de suma y diferencia 


TEOREMA 2.5 LAS REGLAS DE SUMA Y DIFERENCIA 


La derivada de la suma (o de la diferencia) de dos funciones derivables / y g es deri- 
vable en si. Ademas, la derivada de / + g (o / — g) es igual a la suma (o diferencia) 


de las derivadas de / y g. 


^[/W + g(x)] = fix) + g’ix) 

Regia de la suma. 

jk/M - g(*)] = fix) - g'ix) 

Regia de la diferencia. 


C DEMOSTRACION ) Una demostracion de la regia de la suma se sigue del teorema 1.2 (la de la 
diferencia se demuestra de manera analoga). 

#[/(-<) + *M] - Um [/(* + a-'-> + & + A»)] - [/H + S W] 

dx 6 Ax— >0 Ax 


= lim 


= lim 

Ajc— >0 


f{x + Ax) + g(x + Ax) - f(x) ~ g(x) 


fix + Ax) - fjx) gjx + Ax) - g(x) 

Ax Ax 


= Um /(*+y-/M + 1(m SU + Av) - g(x) 
a.v — >0 Ax Ax->o Ax 

= f(x) + g'ix ) 


Las reglas de suma y diferencia pueden ampliarse en cualquier nil mem finito de funcio- 
nes. Por ejemplo, si F(x ) = fix) + g(x) — h(x), entonces F' (x) = fix) + g’ix) — hfx). 

EJEMPLO 7 Aplicacion de las reglas de suma y diferencia 


Funcion 


Derivada 


a) fix ) = x 3 — 4x + 5 

b) gix) = -y + 3x 3 - 2x 


f'{x) = 3x 2 — 4 

g'ix) = — 2x 3 + 9x 2 — 2 
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PARA MAYOR INFORMACI ON 

El esbozo de una demostracion geome- 
trica de las derivadas de las funciones 
seno y coseno puede consultarse en 
el artlculo “The Spider’s Spacewalk 
Derivation of sin' and cos'" de Tim 
Hesterberg en The College Mathema- 
tics Journal. 


Derivadas de las funciones seno y coseno 


En la seccion 1.3 se vieron los Kmites siguientes: 


„ sen Ax 
lint — = 1 

Aa— >o Ax 


lfm 

Aa— >0 


l 


Ax 


= 0 


Estos dos Kmites pueden utilizarse para demostrar las reglas de derivation de las funcio- 
nes seno y coseno (las derivadas de las demas funciones trigonometricas se analizan en la 
seccion 2.3). 


TEOREMA 2.6 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES SENO Y COSENO 


- 7 - [senx] = cosx - 7 - [cosx] = — senx 

dx ax 



y creciente y decreciente y creciente 


y' positiva y' negativa y' positiva 



La derivada de la funcion seno es la funcion 
coseno 

Figura 2.18 


( DEMOSTRACION ) 


— [senx] 
ax 


,, sen(x + Ax) — senx 

lim . Definicion de derivada. 

Aa— >0 AJC 

,, senx cos Ax + cos x sen Ax — senx 

lim t 

Aa->o Ax 


Km 

A a — >0 


Km 

A a — >0 


cosx sen Ax — (senx)(l — cosAx) 

Ax 

, . / sen Ax\ , . / 1 — cos Ax 

(cos x) I — ) — (senx) 


Ax 


„ sen Ax) / ,, 1 

= cosx lim — — senx lim — 

\Aa->o Ax / \Aa->o Ax 

= (cosx)(l) — (senx)( 0 ) 


Ax 

cos Ax 


= cos x 


Esta regia de derivation se ilustra en la figura 2.18. Observar que para cadax, la pendiente 
de la curva seno es igual al valor del coseno. La demostracion de la segunda regia se deja 
como ejercicio (ver el ejercicio 120 ). 



-2 


y = sen x y = 1 sen x 

-y- [a sen x] = a cos x 
ax 

Figura 2.19 


EJEMPLO 8 Derivadas que contienen senos y cosenos 


Funcion 


a) y = 2 sen x 

senx 1 

b ) y = “ sen x 

c) y = x + cos x 


Derivada 

y ' = 2 cos x 
. 1 cos x 

y 2 2 
y' = 1 — senx 


TECNOLOGIA Una herramienta de graficacion permite visualizar la interpretation de 
una derivada. Por ejemplo, en la figura 2.19 se muestran las graficas de 

y = a sen x 

para a = j, 1, 1 y 2. Estimar la pendiente de cada grafica en el punto (0, 0). Despues 
verificar los calculos de manera analitica mediante el calculo de la derivada de cada 
funcion cuando x = 0 . 


Richard Megna/Fundamental Photographs 
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Exposition fotografica de larga duration de una 
bola de billar en caida libre. 


Razon de cambio 

Ya se ha visto que la derivada se utiliza para calcular pendientes. Pero tambien sirve para 
determinar la razon de cambio de una variable respecto a otra, lo que le confiere utilidad 
en una amplia variedad de situaciones. Algunos ejemplos son las tasas de crecimiento de 
poblaciones, las tasas de production, las tasas de flujo de un lfquido, la velocidad y la 
aceleracion. 

Un uso frecuente de la razon de cambio consiste en describir el movimiento de un objeto 
que va en lmea recta. En tales problemas, la recta del movimiento se suele representar en 
posicion horizontal o vertical, con un origen marcado en ella. Sobre tales rectas, el movi- 
miento hacia la derecha (o hacia arriba) se considera de direccion positiva y el movimiento 
hacia la izquierda (o hacia abajo) de direccion negativa. 

La funcion 5 que representa la posicion (respecto al origen) de un objeto como funcion 
del tiempo 1 se denomina funcion de posicion. Si durante cierto lapso de tiempo A t el 
objeto cambia su posicion en una cantidad As = s(t + At) — s(f), entonces, empleando la 
consabida formula: 

distancia 

Razon = 

tiempo 

la velocidad media es 

Cambio en distancia As 

— . Velocidad media. 

Cambio en tiempo At 

EJEMPLO 9 Velocidad media de un objeto en su caida 

Si se deja caer una bola de billar desde una altura de 100 pies, su altura s en el instante t se 
representa mediante la funcion posicion 

S = — 1 6r + 1 00 Funcion posicion. 

donde s se mide en pies y 1 en segundos. Encontrar su velocidad media para cada uno de 
estos intervalos. 

«) [1,2] b) [1, 1.5] c) [1, 1.1] 


Solution 

a) En el intervalo [1, 2], el objeto cae desde una altura de s(l) = — 16(1) 2 + 100 = 84 pies 
hasta una altura de s( 2) = — 16(2) 2 4- 100 = 36 pies. La velocidad media es 

As 36 - 84 -48 

— = _ = — j— = -48 pies por segundo. 

b) En el intervalo [1, 1 .5] el objeto cae desde una altura de 84 pies hasta una altura de 64 
pies. La velocidad media es 

As 64 - 84 -20 . 

— = {5 _ { = -40 pies por segundo. 

c) En el intervalo [1, LI] el objeto cae desde una altura de 84 pies hasta una altura de 
80.64 pies. La velocidad media es 

As 80.64 - 84 -3.36 ^ . 

— = — — — = — — — = -33.6 pies por segundo. 

At 1.1 - 1 0.1 

Observar que las velocidades medias son negativas, lo que refleja el hecho de que el objeto 
se mueve hacia abajo. 
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S 



La velocidad media entre q y t 2 es igual a la 
pendiente de la recta secante. La velocidad 
instantanea en /, es igual a la pendiente de 
la recta tangente 

Figura 2.20 


Supongamos que en el ejemplo anterior se quisiera encontrar la velocidad instantanea 
(o simplemente de la velocidad) del objeto cuando t = 1 . A1 igual que la pendiente de la 
recta tangente puede aproximarse utilizando las pendientes de rectas secantes, se puede 
aproximar la velocidad en t = 1 por medio de las velocidades medias durante un pequeno 
intervalo [1,1+ At] (ver la figura 2.20). Se obtiene dicha velocidad calculando el lfmite 
cuando A t tiende a cero. A1 intentar hacerlo se puede comprobar que la velocidad cuando 
t = 1 es de — 32 pies por segundo. 

En general, si s = s(t) es la funcion position de un objeto en movimiento rectilfneo, su 
velocidad en el instante t es 


vM 


lfm 

Ar— >0 


s(r + A t) — v(/) 
At 


s'(t). 


Funcion velocidad. 


En otras palabras, la funcion velocidad es la derivada de la funcion position. La velocidad 
puede ser positiva, cero o negativa. La rapidez de un objeto se define como el valor absoluto 
de su velocidad, y nunca es negativa. 

La position de un objeto en cafda libre (despreciando la resistencia del aire) bajo la 
influencia de la gravedad se obtiene mediante la ecuacion 


sit) = 


2 


gt 2 + v 0 t + s 0 


Funcion posicion. 


donde ,v 0 es la altura initial del objeto, v 0 la velocidad initial y g la aceleracion de la gravedad. 
En la Tierra, el valor de g es de aproximadamente —32 pies. 



La velocidad es positiva cuando un objeto 
se eleva, y negativa cuando desciende. Se 
observa que el clavadista se mueve hacia 
arriba durante la primera mitad de segun- 
do, porque la velocidad es positiva para 
0 < t<i Cuando la velocidad es de 0, 
el clavadista ha alcanzado la altura maxima 
del salto 
Figura 2.21 


EJEMPLO 10 Aplicacion de la derivada para calcular la velocidad 

En el instante t = 0, un clavadista se lanza desde un trampolm que esta a 32 pies sobre el 
nivel del agua de la piscina (ver la figura 2.21). La position del clavadista esta dada por 

s(t) = —16+ +16 f + 32 Funcion position. 

donde s se mide en pies y 1 en segundos. 

a) ^Cuanto tarda el clavadista en llegar al agua? 

b) ^Cual es su velocidad al momento del impacto? 

Solution 

a) Para determinar el momento en que toca el agua hacemos .v = 0 y despejamos t. 

— 16 1 2 + 16/ + 32 = 0 Igualar a cero la funcion posicion. 

— 16(/ + l)(/ — 2) = 0 Factorizar. 

t — — 1 O 2 Despejar t. 

Como / > 0, hemos de seleccionar el valor positivo, asf que el clavadista llega al agua 
en t = 2 segundos. 

b ) Su velocidad en el instante / esta dada por la derivada s’{t ) = —32/ + 16. En conse- 
cuencia, su velocidad en / = 2 es 


s’ (2) = —32(2) + 16 = —48 pies por segundo. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 y 2, utilizar la grafica para estimar la pendiente 
de la recta tangente ay = x" en el punto (1, 1). Yeriflcar la respuesta 
de manera analltica. 



Funcion original Reescribir Derivar Simplificar 

28. y 

29. y 

30. y 

En los ejercicios 31 a 38, encontrar la pendiente de la grafica de la 
funcion en el punto indicado. Utilizar la funcion derivative de una 
herramienta de graficacion para verificar los resultados. 



Funcion 

Punto 

31. 

fix) = 4 

(2, 2) 

32. 

/w = 3 -| 

(1.2) 

33. 

fix) = + h 3 

(o, -1) 

34. 

y = 3x 3 — 10 

(2, 14) 

35. 

y = (4x + l) 2 

(0, 1) 

36. 

f{x) = 3(5 - x) 2 

(5,0) 

37. 

f{9) = 4 sen e - e 

(0, 0) 

38. 

git) = — 2 cos t + 5 

(it. 2) 



En los ejercicios 3 a 24, usar las reglas de derivabilidad para 
calcular la derivada de la funcion. 


En los ejercicios 39 a 54, encontrar la derivada de cada funcion. 


3. 

y = 

12 

4. 

fix) 

= 

-9 

39. 

fix) 

= x 2 + 5 - 3x 2 

40. 

fix) 

= x 2 - 3x - 3x 2 

5. 

y = 

X 7 

6. 

y = 

X 16 

41. 

git) 

= t 2 - - 
t 3 

42. 

fix) 

= X H r 

X z 

7. 

y = 

1 

X 5 

8. 

y = 

1 

X 8 


43. 

fix) 

4x 3 + 3x 2 

44. 

fix) 

x 3 — 6 

X 2 

9. 

fix) 

= y/jC 

10. 

gix) 

= 

Vx 

45. 

fix) 

x 3 — 3x 2 + 4 

46. 

hix) 

2x 2 — 3x + 1 

11. 

fix) 

= X + 11 

12. 

gix) 

= 

3x - 1 

X 2 

X 

13. 

fit) 

= -2f 2 + 3t - 6 

14. 

y = 

t 2 

+ 2r - 3 

47. 

y = 

x(x 2 + 1) 

48. 

y = 

3x(6x - 5x 2 ) 

15. 

gix) 

= x 2 + 4x 3 

16. 

y = 

8 

- X 3 

49. 

fix) 

II 

1 

ON 

S 

50. 

fix) 

= + Vi 

17. 

sit) 

= t 3 + 5f 2 - 3t + 8 

18. 

fix) 

= 

2x 3 — x 2 + 3x 

51. 

his) 

II 

4^ 

1 

w 

52. 

fit) 

= t 2 ' 3 - f' 3 + 4 

19. 

y = 

IT 

— sen 9 — cos 9 
2 

20. 

git) 

= 

77 COS t 

53. 

fix) 

= 6 y/x + 5 cos x 

54. 

fix) 

2 x. x 

= — x + 3 cos x 
3 /x 


21 . y = x 


2 1 

= — 2 COS JC 


23. y = 3 senx 


22. y = 7 + senx 

24. y = , + 2 cos x 

y (2x) 3 


En los ejercicios 25 a 30, completar la tabla. 


En los ejercicios 55 a 58, a) encontrar la ecuacion de la recta 
tangente a la grafica de / en el punto indicado, b) utilizar una 
herramienta de graficacion para representar la funcion y su recta 
tangente en el punto, y c ) verificar los resultados empleando la 
funcion derivative de su herramienta de graficacion. 


Funcion original 


25. 



26. 


y = 


2 

3x 2 


6 

(5*) 3 


Reescribir Derivar 


Simplificar 


Funcion 


55. 

56. 


57. 


y = x 4 - 3x 2 + 2 
y = x 3 + x 



y = (x 2 + 2x)(x + 1) 


Punto 

(1,0) 

(- 1 ,- 2 ) 

( 1 , 2 ) 

(1,6) 


27. y 


58. 
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En los ejercicios 59 a 64, determinar los puntos (si los hay) donde 
la grafica de la funcion tiene una recta tangente horizontal. 

59. y = x 4 - 2x 2 + 3 

60. y = x 3 + x 

61. y = \ 

x 

62. y = x 2 + 9 

63. y = x 4- sen x, 0 < x < 2 tt 

64. y = */3x + 2 cos x, 0 < x < 2-n 

En los ejercicios 65 a 70, encontrar una k tal que la recta sea 
tangente a la grafica de la funcion. 



Funcion 

Recta 

65. 

fix) 

= x 2 — kx 

1 

H 
» r) 

II 

66. 

fix) 

= k — x 2 

y — —6x+ 1 


fix) 

k 

3 

67. 

X 

y=- 4 x+3 

68. 

fix) 

— k^fx 

y = x + 4 

69. 

fix) 

= kx 3 

y = x + 1 

70. 

fix) 

= kx 4 

y = 4x — 1 


Desarrollo de conceptos ( continuation ) 


En los ejercicios 75 y 76, se muestran las graficas de la funcion/ 
y de su derivada/' en el mismo piano cartesiano. Clasificar las 
graficas como fof y explicar en un breve parrafo los criterios 
empleados para hacer tal selection. 

75. 76. 



77. Construir las graficas de las ecuaciones y — x 2 y y = —x 2 + 
6x — 5, asf como las dos rectas que son tangentes a ambas gra- 
ficas. Encontrar las ecuaciones de dichas rectas. 

78. Demostrar que las graficas de v = x y y = l/x tienen rectas 
tangentes perpendiculares entre sf en su punto de intersection. 

79. Demostrar que la grafica de la funcion 


71. Bosquejar la grafica de una funcion f tal que /' > 0 para todas f(x) = 3x + sen x + 2 

las x y cuya razon de cambio de la funcion sea decreciente. 


Para discusion 


72. Utilizar la grafica para responder a las siguientes pre- 
guntas. 

y 

f 


X 

a) ^Entre que par de puntos consecutivos es mayor la razon 
de cambio promedio de la funcion? 

b) ^La razon de cambio promedio de f entre A y B es mayor 
o menor que la razon de cambio instantaneo en B? 

c) Trazar una recta tangente a la grafica entre los puntos 
C y D cuya pendiente sea igual a la razon de cambio 
promedio de la funcion entre C y D. 



Desarrollo de conceptos 


En los ejercicios 73 y 74 se muestra la relation que existe entre 
/ y g. Explicar la relation entre /' vg'. 

73. g(x) = f{x) + 6 

74. g(x) = -5 f(x) 


no tiene ninguna recta tangente horizontal. 

80. Demostrar que la grafica de la funcion 

fix) = X s + 3x 3 + 5* 

no tiene una recta tangente con pendiente de 3. 

En los ejercicios 81 y 82, encontrar la ecuacion de la recta tan- 
gente a la grafica de la funcion / que pasa por el punto (x 0 ,y 0 ), no 
perteneciente a la grafica. Para determinar el punto de tangencia 
(x, y) en la grafica de /, resolver la ecuacion 


fix) 

_y 0 -y 

*o - * 


81. 

fix) = J~x 

82. fix) = - x 


(*o>y 0 ) = (-4. o) 

(*o> y 0 ) = (5,o) 

83. 

Aproximacion lineal 

En una ventana cuadrada de la herramien- 


ta de graficacion, aplicar el zoom para aproximar la grafica de 


/(•*) = 4 - ^x 2 

a fin de estimar /'(l ). Calcular /'( 1 ) por derivation. 

^ 84. Aproximacion lineal En una ventana cuadrada de la herramien- 
ta de graficacion, aplicar el zoom para aproximar la grafica de 

fix) = 4 v/x + 1 


a fin de estimar /'( 4). Calcular /'( 4) por derivation. 





SECCION 2.2 


Reglas basicas de derivation y razon de cambio 
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85. Aproximacion lineal Tomando en cuenta la funcion f(x) = 
x 3/2 con el punto de solution (4, 8): 

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
f. Usar el zoom para ampliar el entorno del punto (4, 8). 
Tras varias ampliaciones, la grafica aparecera casi lineal. 
Utilizar la funcion trace para determinar las coordenadas 
de un punto de la grafica proximo al (4, 8). Encontrar la 
ecuacion de la secante S(x) que une esos dos puntos. 

b ) Encontrar la ecuacion de la recta 

T(x) = /'( 4)(x - 4) + /( 4) 

tangente a la grafica de/que pasa por el punto dado. ^Por 
que las funciones lineales S y T son casi iguales? 

c) Representar f y T en la misma ventana de la herramienta 
de graficacion. Observar que T es una buena aproxima- 
cion de f cuando x es cercano a 4. ^Que ocurre con la 
precision de esta aproximacion a medida que el punto de 
tangencia se aleja? 

d) Demostrar la conclusion obtenida en el apartado c) com- 
pletando la tabla. 


Ax 

-3 

-2 

-1 

-0.5 

-0.1 

0 

/( 4 + Ax) 







r(4 + Ax) 








Ax 

0.1 

0.5 

1 

2 

3 

/( 4 + Ax) 






r(4 + Ax) 







Movimiento vertical En los ejercicios 97 y 98, utilizar la funcion 
de position s(t) = — 1 (it 1 + v 0 t + s 0 para objetos en caida libre. 

97. Se deja caer una moneda desde lo alto de un edificio que tiene 
una altura de 1 362 pies. 

a) Determinar las funciones que describen la position y la 
velocidad de la moneda. 

b) Calcular su velocidad promedio en el intervalo [1,2]. 

c) Encontrar las velocidades instantaneas cuando t = 1 y 
t = 2. 

d) Calcular el tiempo que tarda en llegar al suelo. 

e) Determinar su velocidad al caer en el suelo. 

98. Desde una altura de 220 pies, se lanza hacia abajo una bola con 
una velocidad inicial de —22 pies/s. ^,Cual es su velocidad tras 
3 segundos? ^,Y luego de descender 108 pies? 

Movimiento vertical En los ejercicios 99 y 100, utilizar la funcion 
position s(t) = —4.9t 2 + v„t + s 0 para objetos en caida libre. 

99. Se lanza un proyectil hacia arriba desde la superficie terrestre 
con una velocidad inicial de 120 m/s. (,Cual es su velocidad a 
los 5 segundos? a los 10? 

100. Con el fin de estimar la altura de un edificio, se deja caer una 
piedra desde su parte mas alta en el agua de una piscina que 
se encuentra al nivel del suelo. ^,Cual es la altura del edificio, si el 
chapoteo se observa 5.6 segundos despues de soltar la piedra? 

Para pensar En los ejercicios 101 y 102 se muestra la grafica de 
una funcion position, que representa la distancia recorrida en 
millas por una persona que conduce durante 10 minutos para 
llegar a su trabajo. Elaborar un boceto de la funcion velocidad 
correspondiente. 


86. Aproximacion lineal Repetir el ejercicio 85 empleando ahora 
la funcion f(x) = x 3 , donde T(x) es la recta tangente en el punto 
(1, 1). Explicar por que la precision de la aproximacion lineal 
disminuye mas rapido que en el ejercicio anterior. 


Verdadero o falso? En los ejercicios 87 a 92, determinar si la 
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
proporcionar un ejemplo que demuestre que lo es. 

87. Si /'( x) = g'(x)> entonces /(x) = g(x). 

88. Si fix) = g(x) + c, entonces /'(x) = g'(x). 

89. Si y = 7 t 2 , entonces dy/dx = 2tt. 

90. Si y = jc/it, entonces dy/dx — I/ 7 r. 

91. Si g(x) = 3 f(x), entonces g'(x) = 3 /'(-*)• 

92. Si fix) = 1 /x", entonces f'(x) = 1 /(nx n ~ v ). 

En los ejercicios 93 a 96, calcular la razon de cambio promedio 
de la funcion en el intervalo dado. Compararlo con las razones de 
cambio instantaneas en los extremos del intervalo. 


93. fit) = 4t + 5, [1, 2] 94. fit) = f 2 - 7, [3, 3.1] 


95. fix) = [1,2] 


96. f(x) = senx. 


0, 


T T 
6 . 


101 . 


102 . 




Tiempo (en minutos) 


Tiempo (en minutos) 


Para pensar En los ejercicios 103 y 104 se muestra la grafica 
de una funcion velocidad, que representa la velocidad, en millas 
por hora, de una persona que conduce durante 10 minutos para 
llegar a su trabajo. Elaborar un boceto de la funcion position 
correspondiente. 


103. 


104. 


T3 

T3 


60- 

50- 


1 1 
1 1 
1 1 

30- 


1 1 1 
1 1 1 

20- 


1 1 1 

10- 

— 1- 

1 1 1 

-1 — 1 — 1 — 1— ► 


2 4 6 8 10 
Tiempo (en minutos) 


S 50 -- 
^40 — 
J 30 
9 20 -- 

c 10 ' 

CD 


-4 — f- 


2 4 6 
Tiempo (en minutos) 
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CAPfTULO 2 Derivation 


105 . Modelado matematico La distancia de frenado de un automovil 
que viaja a una velocidad v (kilometres por hora), es la distancia 
R (metros) que recorre durante el tiempo de reaction del con- 
ductor mas la distancia B (metros) que recorre una vez aplicados 
los frenos (ver la figura). La tabla muestra los resultados de un 
experimento al respecto. 

Tiempo Distancia 

de reaction | de frenado 


109 . Velocidad Verificar que la velocidad media en el intervalo 
[f 0 — A t, t 0 + At] es la misma que la velocidad instantanea en 
t — t a para la funcion position 

s(t) = —\ at 2 + c. 

110 . Gestion de inventario El costo anual de inventario C de un 
fabric ante es 


r * r i 



El conductor Aplica el freno El automovil 
observa el se detiene 

obstaculo 


Velocidad, v 

20 

40 

60 

80 

100 

Distancia durante el 
tiempo de reaction, R 

8.3 

16.7 

25.0 

33.3 

41.7 

Distancia durante el 
tiempo de frenado, B 

2.3 

9.0 

20.2 

35.8 

55.9 


a) Utilizar las funciones de regresion de una herramienta de 
graficacion para obtener un modelo lineal para el tiempo 
de reaction. 

b) Utilizar las funciones de regresion de una herramienta 
de graficacion para obtener un modelo cuadratico para la 
distancia aplicando los frenos. 

c) Encontrar el polinomio que expresa la distancia total T 
recorrida hasta que el vehiculo se detiene por complete. 

d) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
las funciones R, B y T en una misma ventana. 

e) Calcular la derivada de Ty el ritmo de cambio de la distancia 
total de frenado para v = 40, v = 80 y v = 100. 

/) A partir de los resultados de este ejercicio, elaborar con- 
clusiones acerca del comportamiento de la distancia total 
de frenado a medida que se aumenta la velocidad. 

106 . Costo del combustible Un automovil viaja 15 000 millas alano 
y recorre x millas por galon. Suponiendo que el costo promedio 
del combustible es $2.76 por galon, calcular el costo anual C 
del combustible consumido como funcion de x y utilizar esta 
funcion para completar la tabla. 


„ 1 008 000 
C - — I- 6.3 Q 


donde Q es el tamano del pedido cuando se reponen existencias. 
Calcular el cambio del costo anual cuando Q crece de 350 a 35 1 y 
compararlo con la razon de cambio instantaneo para Q = 350. 

111 . Redaction La ecuacion N = f(p) representa el numero de ga- 
lones N de gasolina normal sin plomo que vende una gasolinerfa 
a un precio de p dolares por galon. 

a ) Describir el significado de /' (2.979). 

b ) if (2.919) suele resultar positiva o negativa? Explicar la 
respuesta. 

112 . Ley del enfriamiento de Newton Esta ley establece que la 
razon de cambio o velocidad de la temperatura de un cuerpo es 
proportional a la diferencia entre su temperatura T y la tempe- 
ratura ambiente T a . Elaborar una ecuacion para esta ley. 

113 . Encontrar la ecuacion de la parabola y = ax 1 + bx + c que pasa 
por el punto (0, 1) y es tangente a la recta y = x — 1 en el punto 
( 1 , 0 ). 

114 . Sea (a, b) un punto cualquiera de la grafica de y = \/x, x > 0. 
Demostrar que el area del triangulo formado por la recta tangente 
que pasa por (a, b) y los ejes coordenados es 2. 

115 . Encontrar la recta o rectas tangentes a la curva y = f — 9x en 
el punto (1, —9). 

116 . Encontrar la ecuacion de la recta o rectas tangentes a la parabola 
y = x 2 en el punto dado. 

a) (0, a) b) (a, 0) 


^Existe alguna restriction para la constante al 


En los ejercicios 117 y 118, encontrar a y b tales que/sea derivable 
en todos los puntos. 


X 

10 

15 

20 

25 

30 

35 

40 

c 








dC\dx 









(i Quien se beneficiana mas con el aumento en 1 milla por galon 
en la eficiencia del vehiculo: un conductor que obtiene 15 millas 
por galon o uno que obtiene 35 millas por galon? Explicar la 
respuesta. 

107 . Volumen El volumen de un cubo con lado s es V — ,v 3 . Calcu- 
lar el ritmo de cambio del volumen respecto a s cuando s = 6 
centimetres. 

108 . Area El area de un cuadrado con lados s es A = s 1 . Encontrar 
la razon de cambio del area respecto a s cuando 5 = 6 metros. 


117 . f(x) 

118 . f(x) 


ax 3 . 

x < 2 

x 2 + b. 

x > 2 

cos X, 

x < 0 

ax + b, 

x > 0 


119 . ^Donde son derivables las funciones f,(x) = |sen x\ y 
f 2 (x) — sen |jc| ? 

120 . Demostrar que -7- [cos x] = — sen x. 

dx 


PARA MAYOR INFORMACION En el artlculo “Sines and Cosi- 
nes of the Times”, de Victor J. Katz, publicado en Math Horizons , 
encontrara una interpretation geometrica de las derivadas de las 
funciones trigonometricas. 


SECCION 2.3 Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior 
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Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior 

■ Encontrar la derivada de una funcion por la regia del producto. 

■ Encontrar la derivada de una funcion por la regia del cociente. 

■ Encontrar las derivadas de las funciones trigonometricas. 

■ Encontrar las derivadas de orden superior de una funcion. 


La regia del producto 

En la section 2.2 se vio que la derivada de una suma de dos funciones es simplemente la suma 
de sus derivadas. La regia para derivar el producto de dos funciones no es tan simple. 


■ Algunas personas prefieren 

la siguiente version de la regia del 
producto 

=f'{x)g{x) +f(x)g'(x). 

La ventaja de esta forma radica en 
que se puede generalizar con facili- 
dad amultiplicaciones con tres o mas 
factores. ■ 


TEOREMA 2.7 LA REGLA DEL PRODUCTO 


El producto de dos funciones derivables / y g tambien es derivable. Ademas, su de- 
rivada es igual a la primera funcion por la derivada de la segunda mas la derivada de 
la primera por la segunda. 

4df(x)g(x)\ = f(x)g'ix) + gix) fix) 


( DEMOSTRACION Algunas demostraciones matematicas, como en el caso de la regia de la 
suma, son directas. Otras requieren pasos inteligentes cuyo motivo puede resultar imper- 
ceptible para el lector. Esta demostracion presenta uno de esos pasos, sumar y restar una 
misma cantidad, la cual se muestra en distinto color. 


dx 


[f(x)g(x)] = Km 


f(x + Ax)g(x + Ax) -f(x)g{x) 


Ax->0 Ax 

fjx + Ax)g(x + Ax) - fix + Ax)g(x) + fjx + Ax)g(x) - f{x)g{x) 

Ax 


= Km 

Ax— >0 


= Km 

Ax— >0 


= Km 

Ax— >0 


r( i \ + Ax ) “ SW i ( \f( x + &x) - fix) 

fix + Ax) t + g(x) t 

Ax Ax 


fix + Ax) 


g(x + Ax) - g(x) 


+ 11m 

Ax— >0 


gix) 


fjx + Ax) - fjx)' 


„ g(x + Ax) — gix) . \ fix + Ax) — fix) 

= Km fix + Ax) • lim h Km g(x) • lim 

A.V — >0 Ar — >0 Ax Av — >0 Av — >0 Ax 

= f(x)g'ix) + g(x)f'ix) 


Observar que Km fix + Ax) = fix) porque se considera que / es derivable y, por tanto, 

Ax— >0 

continua. 

La regia del producto es extensiva a multiplicaciones con mas de dos factores. Por 
ejemplo, si /, g y h son funciones derivables de x, entonces 

f [f(x)gix)hix)] = f'ix)gix)hix) + f(x)g'ix)hix) + fix) gix)h\x). 


La prueba de la regia del 
producto para productos de mas de dos 
factores se deja al lector como ejercicio 
(ver el ejercicio 141 ). ■ 


Por ejemplo, la derivada de y = x 2 sen x cos x es 
dy 


dx 


= 2xsenxcosx + x 2 cosxcosx + x 2 senx(— senx) 
= 2x senx cosx + x 2 (cos 2 x — sen 2 x). 
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CAPfTULO 2 Derivation 


La regla del prodlcto 
Cuando Leibniz elaboro originalmente una 
formula para la regia del producto, lo hizo 
motivado por la expresion 

(x + dx)(y + dy ) — xy 

de la cual resto dx dy (considerandolos 
despreciables) y calculando la forma 
diferencial x dy + y dx. Esta derivation tuvo 
como resultado la forma traditional de la 
regia del producto. 

(Fuente: The History of Mathematics de 
David M. Burton) 


En terminos generales, la derivada del producto de dos funciones no esta dada por el 
producto de sus derivadas. Para observarlo basta con comparar el producto de las derivadas 
de fix) = 3x — 2x 2 y g(x) = 5 + 4x con la derivada obtenida en el ejemplo 1 . 


EJEMPLO I Aplicacion de la regia del producto 

Encontrar la derivada de h(x) = (3a — 2x 2 )(5 + 4a). 
Solution 


h '( x ) 


Derivada Derivada 

Primera de la segunda Segunda de la primera 


(3x — 2x 2 ) -7- [5 + 4x ] + (5 + Ax) -7- [3* — 2x 2 ] 
dx dx 


Aplicar la regia del producto. 


= (3a — 2x 2 )(4) + (5 4- 4a) (3 — 4x) 
= ( 1 2x — 8a 2 ) + (15 — 8a — 16a 2 ) 
= — 24x 2 + 4x + 15 


En el ejemplo 1 se cuenta con la option de calcular la derivada con o sin la regia del 
producto. Sin ella se escribirfa 

D x [{3x — 2x 2 )(5 + 4x)] = D t [— 8x 3 + 2a: 2 + 15a] 

= -24a 2 + 4a + 15. 


En el siguiente ejemplo, se debe utilizar la regia del producto. 


EJEMPLO 2 Aplicacion de la regia del producto 

Encontrar la derivada de y = 3a 2 sen a. 

Solution 

— [3a 2 sen a] = 3a 2 — [sen a] + sen X — [3a 2 ] Aplicar la regia del producto. 

dx dx dx 

= 3a 2 cos a + (sen a) (6a) 

= 3a 2 cos a + 6a sen x 

= 3a(a cos a + 2 sen a) 


EJEMPLO 3 Aplicacion de la regia del producto 

Encontrar la derivada de y = 2x cos a — 2 sen a. 

Solution 


W.'IQLM Observar que en el ejemplo 
3 se usa la regia del producto cuando 
ambos factores son variables, y la del 
multiplo constante cuando uno de ellos 
es constante. ■ 


Regia del multiplo 

Regia del producto constante 

( X f '1 

-7- = (2a)("t-[cos a]) + (cos a) ( -7- [2a]) — 2^j-[senA] 
dx \dx J \dx J dx 

= (2a)(— sen a) + (cosa)(2) — 2(cosa) 

= — 2a sen a 



SECCION 2.3 Reglas del producto, del cociente y derivadas de orden superior 
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TEC NOLOG I A En una herra- 
mienta de graficacion se pueden 
comparer las graficas de una funcion 
y de su derivada. Por ejemplo, en la 
figure 2.22, la grafica de la funcion 
del ejemplo 4 parece incluir dos pun- 
tos con rectas tangentes horizonta- 
les. ^Cuales son los valores de y' en 
dichos puntos? 


_L iv -L. S 



Comparacion grafica de una funcion y 
su derivada 

Figura 2.22 


La regia del cociente 


TEOREMA 2.8 LA REGLA DEL COCIENTE 


El cociente // g de dos funciones derivables f y g tambien es derivable para todos los 
valores de x para los que g(x) A 0. Ademas, la derivada de // g se obtiene mediante 
el denominador por la derivada del numerador menos el numerador por la derivada 
del denominador, todo dividido entre el cuadrado del denominador. 


d_ fix ) 
dxlg(x)_ 


gjx) fix) - /(x)g'(x) 
[g«] 2 


g(x) A 0 


( DEMOSTRACION ) A1 igual que en la demostracion del teorema 2.7, la clave radica en sumar 
y restar una misma cantidad. 


d_ 

dx 


fix) 

g(x) 


f(x + Ax) _ f(x) 
g(x + Ax) gjx) 


= lim 

A.r-»0 Ax 


Definicion de derivada. 


gjx) f{x + A.y) - f(x)g(. X + Ax) 


A xg(x)g(x + Av) 

|fm g(x)f(x + Ax) - fjx)g(x) + f(x)g{x) - fix) gjx + Ax) 
A.r— >o Axg(x)g(;r + Ax) 

Km g(x)[/(x + Ax) - fix)] _ Hm /(x)[g(x- + Ax) - g(x)] 
a.mo Ax Ax— >o Ax 

lim [g(x)g(x + Ax)] 

A a — >0 


g(x) 


Um fix + Ax) - fix) 
Ax— >o A x 


■ fix) 


Km gjx + Ax) - g(x) 
Ax— >o Ax 


lim [g(x)g(x + Ax)] 


gjx) fix) - fix)g'jx) 

[gU)] 2 


Observar que lim g(x + Ax) = g(x) porque se considera que g es derivable y por tanto es 

Ax— >0 

continua. 


EJEMPLO 4 Aplicacion de la regia del cociente 

5x - 2 


Encontrar la derivada de y = 
Solucion 


x 2 + 1' 


d 5x — 2 
dx L x 2 + 1 


(x 2 + l)-^-[5x — 2] — (5x — 2)-^-[x 2 + 1] 

— — Aplicar la regia del cociente. 

(x 2 + l) 2 

(x 2 + l)(5) — (5x — 2)(2x) 

(x 2 + l) 2 

(5x 2 + 5) — (10x 2 — 4x) 

(x 2 + l) 2 
— 5x 2 + 4x + 5 

(x 2 + l) 2 
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CAPfTULO 2 


Derivation 


Observar el uso de los parentesis en el ejemplo 4. Es recomendable utilizar parentesis 
en todos los problemas de derivation. Por ejemplo, cuando se usa la regia del cociente, es 
conveniente encerrar todo factor y derivada en un parentesis y prestar especial atencion a 
la resta exigida en el numerador. 

A1 presentar las reglas de derivation en la section precedente, se hizo hincapie en la 
necesidad de reescribir antes de derivar. El ejemplo siguiente ilustra este aspecto en relacion 
con la regia del cociente. 


EJEMPLO 5 Reescribir antes de derivar 

Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) 
Solution Comenzar por reescribir la funcion. 


3 - (1/x) 
x + 5 


en(— 1, 1). 


/(*) 


3 - (1/s) 

* + 5 


Funcion original. 




x(x + 5) 
3x - 1 
x 2 + 5x 


r,( \ (x 2 + 5x)(3) - (3x - l)(2x + 5) 

/ w ' WTstf 

_ (3x 2 + 15x) — (6x 2 + 13x — 5) 
(x 2 + 5x) 2 
— 3x 2 + 2x + 5 
(x 2 + 5x) 2 


Multiplicar por x a numerador y denominador. 


Reescribir. 


Regia del cociente. 


Simplificar. 


Con objeto de encontrar la pendiente en (— 1, 1), evaluar /'(— 1 ). 


La recta y = 1 es tangente a la grafica de /'(- 1) = 0 Pendiente de la grafica en (- 1, 1). 

/(x)enelpunto(-l, 1) 

Figura 2.23 Luego, utilizando la forma punto-pendiente de la ecuacion de una recta, se puede determinar 

que la ecuacion de la recta tangente en ese punto es y = 1. Ver la figura 2.23. 


No todo cociente requiere ser derivado mediante la regia del cociente. Por ejemplo, 
cada uno de los cocientes del ejemplo siguiente se puede considerar como el producto de 
una constante por una funcion de x, de modo que es mas sencillo aplicar la regia del miil- 
tiplo constante. 


EJEMPLO 6 Aplicacion de la regia del multiplo constante 


■ HUM Para distinguir la ventaja de la 
regia del multiplo constante en ciertos 
cocientes, tratar de calcular las deriva- 
das del ejemplo 6 mediante la regia del 
cociente. Se llegara al mismo resultado, 
pero con un esfuerzo mucho mayor. ■ 



Funcion original 

Reescribir 

Derivar 

Simplificar 

fl) 

y = 

x 2 + 3x 
6 

y = 

—(x 2 + 3x) 
0 

y' = 

^(2x + 3) 

y' = 

2x + 3 
6 

b ) 

y = 

5x 4 

~8~ 

y = 

5 4 
8 X 

y' = 

|(4x 3 ) 

y' = 

5 3 
2 X 

c ) 

y = 

— 3(3x — 2x 2 ) 
7x 

y = 

-|(3 - 2x) 

y' = 


y' = 

6 

7 

d) 

y = 

9 

5x 2 

y = 

9 

?<,- 2 ) 

y’ = 


y' = 

18 

5x 3 
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En la seccion 2.2 se demostro la regia de la potencia solo para exponentes n enteros ma- 
yores que 1. En el ejemplo que sigue se amplfa esa demostracion a exponentes enteros 
negativos. 


EJEMPLO 7 Demostracion de la regia de la potencia 
' “ (exponentes enteros negativos) 

Si n es un entero negativo, existe un entero positivo k tal que n = —k. Por tanto, usando la 
regia del cociente se puede escribir 


d_ 

dx 




d 

dx 


x*(0) - (1 ){kx k ~ l ) 

(; x k ) 2 

0 — kx k ~ l 
= x^ 

= — kx~ k ~ l 


= nx 


n- 1 


Regia del cociente y regia de la potencia. 


n 


-k. 


De tal modo, la regia de la potencia 



nx 


71—1 


Regia de la potencia. 


es valida para todo entero. En el ejercicio 76 de la seccion 2.5 se pide demostrar el caso en 
el que n es cualquier numero racional. 


Derivadas de las funciones trigonometricas 

Conocidas las derivadas de las funciones seno y coseno, la regia del cociente permite esta- 
blecer las de las cuatro funciones trigonometricas restantes. 


TEOREMA 2.9 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 

- 7 "[tanx] = sec 2 x 
dx 

—[cot*] — —CSC 2 * 
dx 

dr- -i 

— [sec x] = sec x tan x 
dx 

— [cscx] = —esc* cot* 
dx 


( DEMOSTRACION ) Considerando tan x = (sen x)/(cos x) y aplicando la regia del cociente, 
se obtiene 

d r (cos x) (cos x) — (senx)(— senx) 

— [tan X] = Aplicai* la regia del cociente. 

dx COS 2 X 

_ cos 2 x + sen 2 x 

cos 2 x 

1 

COS 2 X 

= sec 2 x. 

La demostracion de las otras tres partes del teorema se deja como ejercicio (ver el ejerci- 
cio 89). 
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EJEMPLO 8 Derivation de funciones trigonometricas 


M.’Int.M Debido a las identidades 
trigonometricas, la derivada de una 
funcion trigonometrica puede adoptar 
diversas formas. Esto complica la com- 
paracion de las soluciones obtenidas 
por el lector con las propuestas al final 
del libro. ■ 


Funcion 


a) y — x — tanx 

b ) y = x sec x 


Derivada 


dy . 2 

— = 1 — setix 
dx 

y' = x(secxtanx) + (secx)(l) 
= (secx)(l + xtanx) 


EJEMPLO 9 Diferentes formas de una derivada 

1 — COS X 

Derivar ambas formas de y = = esc x — cot x. 

senx 

Solution 


1 — cos X 

Primera forma: y ~ — “ 

. (senx)fsenx) — (1 — cosx)(cosx) 

y = a 

serrx 

_ sen 2 x + cos 2 x — cos x 
sen 2 x 
1 — cos x 
sen 2 x 


Segunda forma: y — esc x — cot x 

y ’ = — esc x cot x + esc 2 x 


Para demostrar que ambas derivadas son identicas, basta escribir 


1 — cos x _ 1 

sen 2 x sen 2 x 


cos x 


senx/ \ senx 


= CSC 2 X — CSC X cot X. 


El siguiente compendio muestra que gran parte del trabajo necesario para obtener la 
forma simplificada de una derivada se debe hacer despues de derivar. Observar que dos 
caracterfsticas de una forma simplificada son la ausencia de exponentes negativos y el 
agrupamiento de terminos semejantes. 



f'(x) tras derivar 

f'(x) tras simplillcar 

Ejemplo 1 

(3x - 2x 2 )(4) + (5 + 4x)(3 - 4x) 

— 24x 2 + 4x + 15 

Ejemplo 3 

(2x)(— senx) + (cosx)(2) — 2(cosx) 

— 2x sen x 

Ejemplo 4 

(x 2 + 1)(5) — (5x — 2)(2x) 

— 5x 2 + 4x + 5 

(x 2 + l) 2 

(x 2 + l) 2 

Ejemplo 5 

(x 2 + 5x)(3) — (3x — l)(2x + 5) 

— 3x 2 + 2x 4- 5 

(x 2 + 5x) 2 

(x 2 + 5x) 2 

Ejemplo 9 

(senx)(senx) — (l — cosx)(cosx) 

1 — COS X 

sen 2 x 

sen 2 x 
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Derivadas de orden superior 

Asf como al derivar una funcion posicion se obtiene una funcion velocidad, al derivar esta 
ultima se obtiene una funcion aceleracion. En otras palabras, la funcion aceleracion es la 
segunda derivada de la funcion posicion. 


■Kf) 

v(t) = s'(t ) 
a(t) = v'(t) = s"(t) 


Funcion posicion. 
Funcion velocidad. 
Funcion aceleracion. 


gliI7l> La segunda derivada de f es la La funcion dada por ait) es la segunda derivada de s(t) y se denota como s"(t). 
derivada de la primera derivada de /. ■ La segunda derivada es un ejemplo de derivada de orden superior. Se puede definir 

derivadas de cualquier orden entero positivo. Por ejemplo, la tercera derivada es la deri- 
vada de la segunda derivada. Las derivadas de orden superior se denotan como se muestra 
a continuacion. 


Primera derivada: 

y'. 

fix). 

dy 

dx’ 

£im. 

D x [y] 

Segunda derivada: 

y". 

fix). 

d 2 y 

dx 2 ’ 

fk/wi 

D 2 \y ] 

Tercera derivada: 

y"\ 

/'"(*), 

d 3 y 

dx v 

£d/wi 

D x 3 h] 

Cuarta derivada: 

y (4) . 

/ (4) M, 

d 4 y 

dx 4 ’ 

£d/wi 

D?[y] 

n-esima derivada: 

y (n \ 


d n y 
dx n ’ 


D x n [y ] 



La Luna 

La masa de la Luna es de 7.349 X 10 22 kg 
y la de laTierra 5.976 X 10 24 kg. El radio 
de la Luna es 1 737 km y el de laTierra 
6 378 km. Puesto que la fuerza de gravedad 
de un planeta es directamente proporcional 
a su masa e inversamente proporcional al 
cuadrado de su radio, la razon entre las 
fuerzas de gravedad en la Luna y en la 
Tierra es 


(5.976 x 1 0 24 ) / 6 378 2 
(7.349 x 10 22 ) / 1 737 2 


EJEMPLO 10 Aceleracion de la gravedad 

Puesto que la Luna carece de atmosfera, un objeto que cae en ella no encuentra resistencia 
del aire. En 1971, el astronauta David Scott verified que una pluma de ave y un martillo caen 
con la misma velocidad. La funcion posicion para cada uno de esos objetos es 

s(t) = -0.8 lr 2 + 2 

donde s(t) es la altura en metros y 1 el tiempo en segundos. (j Cual es la relacion entre la 
fuerza de gravedad de la Tierra respecto a la de la Luna? 

Solucion Para calcular la aceleracion, derivar dos veces la funcion posicion. 

s(t) = — 0.8 If 2 + 2 Funcion posicion. 

V / (fj = —152 1 Funcion velocidad. 

s"(t) = —1.62 Funcion aceleracion. 

De esta forma resulta que la aceleracion de la gravedad en la Luna es de — 1 .62 m/ s 2 . Puesto 
que la aceleracion de la gravedad en la Tierra es de —9.8 m/ s 2 , la fuerza de gravedad de la 
Tierra respecto a la de la Luna es 

Fuerza de gravedad en la Tierra _ — 9.8 
Fuerza de gravedad en la Luna — 1.62 

« 6 . 0 . 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, utilizar la regia del producto para derivar 
la funcion. 

1. g( x) = (x 2 + 3)(x 2 - 4x) 2. f(x) = (6x + 5)(x 3 - 2) 

3. h(t) = v/f( 1 - f 2 ) 4. g(i) = Vs(? 2 + 8) 

5. Ji x ) ~ x 3 cos x 6. g( x) = Vx sen x 

En los ejercicios 7 a 12, utilizar la regia del cociente para derivar 

la funcion. 

7- f(x) = 

9. h(x) = 

11 . g(x) = 


X 

8 . 

git) 

1 

+ 

X 2 + 1 

1 

LD 

1 

U) 

Jx 

10 . 

his) 

S 

X 3 + 1 

1 

1 

sen x 

12 . 

fit) 

cos t 


27. /(x) = * 1 - 


x + 3 


29. /(x) = 


3x — 1 


31. h(s) = (x 3 - 2) 2 
2 — - 


28. — 

30. /(x) = ^x(v/x + 3) 

32. h(x) = (x 2 - l) 2 


33. f(x) x _ 3 

35. f{x) — (2x 3 + 5x)(x — 3)(x + 2) 

36. fix) — (x 3 — x)ix 2 + 2)ix 2 + x — 1) 

. . x 2 + c 2 

37. fix) = , ,, c es una constante 

x 2 — c 2 


34. 


38. fix) = 


C 2 + X 2 


c es una constante 


En los ejercicios 13 a 18, encontrar/'(x) y fie). 


Funcion 


13. fix) = (x 3 + 4x)(3x 2 + 2x — 5) 

14. fix) = (x 2 — 2x + l)(x 3 — 1) 
x 2 — 4 


x — 3 
x + 5 


15. f(x) = 

16. f(x) = x _ 5 

17. fix) = x cos x 

18. fix) = — — 


En los ejercicios 19 a 24, completar la tabla sin usar la regia del 
cociente. 


Valor de c 

c = 0 
c = 1 

c = 1 
c = 4 


7 T 

C= 4 


En los ejercicios 39 a 54 encontrar la derivada de la funcion 
trigonometrica. 


39. fit) = t 2 sent 

41. fit) = ^ 

43. /(x) = — x + tanx 

45. g(f) = Vt + 6 esc t 

3(1 — senx) 

47. y = -^5 

2 cos x 

49. y — ~ esc x — sen x 
51. fix) — x 2 tan x 


40. fie) = (0 + 1) cos 0 

42. /(x) = — 

44. _y = x + cotx 

46. /t(x) = 12 sec x 

x 


48. y = 

x 

50. y = xsenx + cosx 
52. fix) = sen x cos x 


Funcion 


Reescribir Derivar 


19. y = 


20. y = 


x 2 + 3x 


Simplificar 


53. y = 2x senx + x 2 cos x 54. hid) = 50 sec 0+0 tan 0 

En los ejercicios 55 a 58, usar un programa de calculo para derivar 
las funciones. 


7 

5x 2 - 3 
4 


55. g(x) = )(2x - 5) 


2L y = ^ 

„ 10 
22> y = 


56. fix) = 

57. g(0) = 


x + 2 
x 2 — x — 3 
x 2 + 1 
0 

1 — sen 0 


(x 2 + x + 1) 


58. /(0) = 


sen 0 
1 — cos 0 


23. y = 

24. y = 


4x 3 / 2 

x 

5x 2 - 8 

11 


En los ejercicios 59 a 62, evaluar la derivada de la funcion en el 
punto que se indica. Utilizar una herramienta de graflcacion para 
verificar su resultado. 


Funcion 


Punto 


En los ejercicios 25 a 38, encontrar la derivada de la funcion 
algebraica. 


25. fix) = 


4 - 3x - x 2 
x 2 - 1 


26. /(x) = 


x 3 + 5x + 3 
x 2 — 1 


El icono indica que un ejercicio debe utilizarse con un sistema algebraico 
por computadora. 


59. 


1 + CSC X 

(tt . 

y 

1 — CSC X 

U’ ■ 

60. 

fix) 

= tan x cot x 

(1,1) 

61. 

hit) 

sec t 
t 

(*“ 

62. 

fix) 

= sen x(sen x + cos x) 

(f-0 
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En los ejercicios 63 a 68, a ) encontrar la ecuacion de la recta 
tangente a la grafica de / en el punto que se indica, b ) utilizar 
una herramienta de graficacion para representar la funcion y su 
recta tangente en ese punto, y c) utilizar la funcion derivative para 
confirmar los resultados. 


63. fix) = (x 3 + Ax - 1 )(x - 2), (1, 4) 

64. f(x) = (x + 3)(x 2 - 2), (-2, 2) 

65. fix) = ( -5 ’ 5 ) 66 - /W 

67 • fix) = tan x, ( J, 1 j 68. /(*) 


(* ~ 1 ) 
(x + 1)’ 




Curvas famosas En los ejercicios 69 a 72, encontrar la ecuacion 
de la recta tangente a la grafica en el punto dado (las curvas de los 
ejercicios 69 y 70 se conocen como Brujas de Agnesi. Las curvas 
de los ejercicios 71 y 72 de denominan serpentinas). 






En los ejercicios 73 a 76, determinar el punto o los puntos donde 
la grafica tiene tangente horizontal. 


73. 

w \ 2x - 1 

/M= x2 

74. 

v2 

/(*) = 2 , , 
x z + 1 

75. 

ii 

* 

i 

76. 

W \ x - 4 

f(x) = x 3 - 7 

77. 

Rectas tangentes 

Encontrar las ecuaciones de las rectas tangen- 


tes a la grafica de f(x) = 


x + 1 
x — 1 


paralelas a la recta 2 y + x = 6. 


Despues dibujar la grafica de la funcion y las rectas tangentes. 
78. Rectas tangentes Encontrar las ecuaciones de las rectas 


tangentes a la grafica de f(x) = 


x — 1 


que pasan por el punto 


( — 1, 5). Despues dibujar la grafica de la funcion y las rectas 
tangentes. 


En los ejercicios 79 y 80, verificar que f'(x) = g'(x), y explicar la 
relation que existe entre fyg. 


79. /W .^-, S «. 5 ' + 4 


x + 2 


s». /» = =^,*w = 


x + 2 

sen x + 2x 
x 


En los ejercicios 81 y 82, utilizar las graficas defyg, siendo 
p(x) =fix)g(x) y qix) = ^j. 


81. a ) Encontrar p'(l)- 

b) Encontrar c/(4) 

y 



82. a) Encontrar p\ 4). 
b) Encontrar q\ 7) 


y 



83. Area La longitud de un rectangulo esta dada por 6t + 5 y su 
altura es y/t, donde t es el tiempo en segundos y las dimensio- 
nes estan en centimetres. Encontrar el ritmo de cambio del area 
respecto al tiempo. 

84. Volumen El radio de un cilindro recto circular esta dado por 
y/t + 2 y su altura por y y/t, donde t es el tiempo en segundos 
y las dimensiones se encuentran en pulgadas. Encontrar el ritmo 
de cambio del volumen respecto al tiempo. 

85. Reposicion de inventario El costo C de pedido y transporte de 
los elementos utilizados para la fabrication de un producto es 



+ 


x + 30/ 


x > 1 


donde C se mide en miles de dolares y x es el tamano del pedi- 
do, en cientos. Encontrar la razon de cambio de C respecto a x 
cuando a) x = 10, b) x = 15 y c) x = 20. i,Que implican estas 
razones de cambio cuando el tamano del pedido aumenta? 

86. Ley de Boyle Esta ley establece que si la temperatura de un gas 
permanece constante, su presion es inversamente proportional a 
su volumen. Utilizar la derivada para demostrar que el ritmo de 
cambio de la presion es inversamente proporcional al cuadrado 
del volumen. 

87. Crecimiento demografico Una poblacion de 500 bacterias se 
introduce en un cultivo y aumenta de numero de acuerdo con la 
ecuacion 

P « = 500 ( 1 + 50T?) 

donde t se mide en horas. Calcular el ritmo de cambio al que 
esta creciendo la poblacion cuando t = 2. 
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88. Fuerza gravitational La ley de la gravitation universal de 
Newton establece que la fuerza F que existe entre dos masas, 
m j y m 2 , es 


F = 


Gffij in 2 
d 2 


donde G es una constante y d es la distancia entre ambas masas. 
Encontrar una ecuacion que calcule el ritmo de cambio instanta- 
neo de F respecto a d (suponer que m l y m 2 representan puntos 
moviles). 

89. Demostrar las siguientes reglas de derivation. 


a) 

c ) 


d_ 

dx 

d_ 

dx 


[sec x] = sec x tan x 
[cotx] = — CSC 2 * 


b) 


d r n 

— [cscxl = — cscx cotx 
dx 


En los ejercicios 93 a 100, encontrar la segunda derivada de la 
funcion. 


93. 

95. 

97. 

99. 


f(x) = x 4 + 2x 3 - 3x 2 - x 94. 
fix) = 4.x 3 / 2 96. 

fix) = x sen x 100. 


fix ) 
fix) 
fix) 
fix) 


= 8.x 6 - 10x 5 + 5x 3 

= x + 32x -2 
_ x 2 + 2x — 1 
x 

= sec x 


En los ejercicios 101 a 104, encontrar la derivada de orden supe- 


rior que se indica. 

101. fix) = x 2 , fix) 

103. f"'(x) = 2jx, f A \x) 


102. /"(x) = 2-| fix) 
104. /W(x) = 2x + 1, / (6) (x) 


90. Ritmo o velocidad de cambio Determinar si existe algun va- 
lor de x en el intervalo [0, 2ir) tal que los ritmos de cambio de 
fix) = sec x y de g(x) = esc x sean iguales. 

91. Modelo matematico La siguiente tabla muestra las cantidades 
q (en millones) de computadoras personales embarcadas en 
Estados Unidos y los valores v (en miles de millones de dolares) 
de estos embarques durante los anos 1999 a 2004. La t repre- 
senta el ano, y t = 9 corresponde a 1999. ( Fuente : U.S. Census 
Bureau.) 


En los ejercicios 105 a 108, utilizar la information dada para 
encontrar /'( 2). 

g(2) = 3 y g’i 2) = -2 
/z(2) = -1 y h'{2) = 4 

105. f{x) = 2 g(x) + h(x) 106. f{x) = 4 — h(x) 

107. fix) = ||| 108. f(x) = gix)h(x) 


Ano, t 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

q 

19.6 

15.9 

14.6 

12.9 

15.0 

15.8 

V 

26.8 

22.6 

18.9 

16.2 

14.7 

15.3 


a) Utilizar una herramienta de graficacion para encontrar los 
modelos cubicos para el numero de computadoras perso- 
nales embarcadas q(t) y su valor v(t) correspondiente. 

b) Representar graficamente cada uno de los modelos desa- 
rrollados al responder el apartado a). 

c) Encontrar A = v(t)/q(t), para obtener la grafica A. (,Que 
representa esta funcion? 

d) Interpretar A'(t) en el contexto de estos datos. 

92. Satelites Cuando los satelites exploran la Tierra, solo tienen 
alcance para una parte de su superficie. Algunos de ellos cuentan 
con sensores que pueden medir el angulo 6 que se muestra en 
la figura. Si h representa la distancia que hay entre el satelite 
y la superficie de la Tierra y r el radio de esta ultima: 



a) Demostrar que h = r(csc 6 — 1). 

b) Encontrar el ritmo al que cambia h respecto a 0 cuando 
6 = 30°. (Suponer que r = 3 960 millas.) 


Desarrollo de conceptos 


109. Construir la grafica de una funcion derivable /tal que/(2) = 
0,/' <0 para — oo < x < 2 yf > 0 para 2 < x < oo. Explicar 
el razonamiento. 

110. Construir la grafica de una funcion derivable /tal que/> 0 
yf < 0 para todos los numeros reales x. Explicar el razona- 
miento. 

En los ejercicios 111 y 112 se muestran las graficas de /,/' y 
/" sobre el mismo piano cartesiano. ;,Cual es cual? Explicar 
el razonamiento. 

111. y 112. y 



En los ejercicios 113 a 116 se muestra la grafica de /. Construir 
las graficas de /' y /". 

113. y 114. > 
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115. y 116. 




117. Aceleracion La velocidad, en m/s, de un objeto es v(f) = 36 
— t 2 , 0 £ t £ 6. Calcular su velocidad y su aceleracion cuando 
t = 3. ^Que se puede decir acerca de la rapidez del objeto 
cuando velocidad y aceleracion tienen signos opuestos? 

118. Aceleracion La velocidad de un automovil que parte del 
reposo es 


v(f) 


lOOf 
2 1 + 15 


donde v se mide en pies por segundo. Calcular su aceleracion 
en a) 5 segundos, b) 10 segundos y c) 20 segundos. 

119. Distancia de frenado A1 momenta de aplicar los frenos, un 
vehiculo viaja a 66 pies/s (45 millas por hora). La funcion 
posicion del vehiculo es s(t) = —8.2 5? + 66 ?, donde .s se mide 
en pies y t en segundos. Utilizar esta funcion para completar la 
tabla y encontrar la velocidad media durante cada intervalo. 


t 

0 

1 

2 

3 

4 

s(t) 






v(t) 






a(t) 







Para discusion 


120. Movimiento de ana particula En la figura se muestran las 
graficas de las funciones posicion, velocidad y aceleracion 
de una particula. 


y 



a) Copiar las graficas de las funciones. Identificar cada 
una de ellas. Explicar el razonamiento. 

b) En la ilustracion, identificar cuando aumenta y dis- 
minuye la velocidad de la particula. Explicar el ra- 
zonamiento. 


Busqueda de un patron En los ejercicios 121 y 122, desarrollar 
una formula general para f"\x), dada fix). 

122 . f(x) = - 
x 


123. Busqueda de un patron Considerando la funcion /fx) = g(x) 
h(x). 

a) Utilizar la regia del producto para elaborar una regia general 
para encontrar /"(x),/"'(x) y / (4, (x). 

b) Empleando los resultados del apartado a), confeccionar 
una regia general para/^/x). 

124. Busqueda de un patron Desarrollar una formula general para 
[xf(x)f n \ donde/es una funcion derivable de x. 

En los ejercicios 125 y 126, encontrar las derivadas de la funcion 
/ para n = 1, 2, 3 y 4. Utilizar los resultados para elaborar una 
regia general para fix) en terminos de n. 

125. fix ) = x" sen x 126. fix) = cos ^ x 

Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 127 a 130, verificar 
que la funcion satisfaga la ecuacion diferencial. 


Funcion Ecuacion diferencial 


127. 

y = 

-, x > 0 

X 

x 3 y" 

+ 2x 2 y' = 0 

128. 

y = 

2x 3 — 6x + 10 

-y’" 

- xy" - 2y' 

129. 

y = 

2 sen x + 3 

/' + 

y = 3 

130. 

y = 

3 cos x + sen x 

y" + 

y = 0 


l Verdadero o falso? En los ejercicios 131 a 136, determinar si 
la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
proporcionar un ejemplo que demuestre que lo es. 


131. Si y = /(x)g(x), entonces dy/dx = /'(x)g'(x). 

132. Si y = (x + Y)(x + 2)(x + 3)(x + 4), entonces d 5 y/df = 0. 

133. Si/'(c) y g'(c) son cero y h(x) = /(x)g(x), entonces h'(c ) = 0. 

134. Si/(x) es un polinomio de n-esimo grado, entonces 
f n + 1 \x) = 0. 

135. La segunda derivada representa la razon de cambio de la primera 
derivada. 

136. Si la velocidad de un objeto es constante, entonces su acelera- 
cion es cero. 

137. Encontrar un polinomio de segundo grado/(x) = ax 1 + bx + c 
tal que su grafica tenga una recta tangente con pendiente de 10 
en el punto (2, 7) y una intersection en x en (1, 0). 

138. Tomando en cuenta el siguiente polinomio de tercer grado: 
f(x) = ax’ + bx 2 + cx + d, a A 0. 

determinar las condiciones de a, b, c y d, si la grafica de/: 
a) no tiene tangentes horizontales, b) dene exactamente una 
tangente horizontal, c) tiene exactamente dos tangentes hori- 
zontales. Acompanar las respuestas con un ejemplo. 

139. Calcular la derivada de/(x) = x |x|. ^Existe/"(0)? 

140. Para pensar Sean/y g funciones cuyas respectivas primera 
y segunda derivadas existen dentro del intervalo I. ^Cual de las 
siguientes formulas es verdadera? 

a) fg" -f"g = (fg' -f'g)' 

b) /g"+/"g = (/g)" 

141. Utilizar la regia del producto dos veces para demostrar que si 
f, gy h son funciones derivables de x, entonces 

fr\f(x)g{x)h{x)\ = f'{x)g{x)h(x) + f{x)g \x)h{x) + f(x)g{x)h'(x). 


121 . f{x) = x' 
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La regia de la cadena 


■ Encontrar la derivada de una funcion compuesta por la regia de la cadena. 

■ Encontrar la derivada de una funcion por la regia general de la potencia. 

■ Simplificar la derivada de una funcion por tecnicas algebraicas. 

■ Aplicar la regia de la cadena a funciones trigonometricas. 


La regia de la cadena 

Ahora es tiempo de analizar una de las reglas de derivation mas potentes: la regia de la 
cadena. Esta se aplica a las funciones compuestas y anade versatilidad a las reglas analizadas 
en las dos secciones precedentes. Como ejemplo, comparar las funciones que se muestran 
a continuation; las de la izquierda se pueden derivar sin la regia de la cadena, mientras que 
a las de la derecha conviene aplicarles dicha regia. 


Sin la regia de la cadena 

y = x 2 + 1 
y = sen x 
y = 3x + 2 
y = x + tan x 


Con la regia de la cadena 

y = Jx 2 + 1 
y = sen 6x 
y = (3x + 2) 5 
y = x + tan x 2 


En esencia, la regia de la cadena establece que si y cambia dy/du veces mas rapido que u, 
mientras que u cambia du/dx veces mas rapido que x, entonces y cambia (dy / du)(du / dx) 
veces mas rapido que x. 


EJEMPLO I La derivada de una funcion compuesta 



Eje 1 : y revoluciones por minuto 
Eje 2: u revoluciones por minuto 
Eje 3: x revoluciones por minuto 

Figura 2.24 


Un juego de ruedas dentadas esta construido, como muestra la figura 2.24, de forma que la 
segunda y la tercera giran sobre un eje comun. Cuando la primera gira, impulsa a la segunda 
y esta a su vez a la tercera. Sean y,u yx los numeros de revoluciones por minuto del primero, 
segundo y tercer ejes. Encontrar dy/du, du/dx y dy/dx, y verificar que 

dy _ dy du 
dx du dx 

Solution Puesto que la circunferencia del segundo engranaje es tres veces mayor que la 
de la primera, el primer eje debe dar tres vueltas para que el segundo complete una. Del 
mismo modo, el segundo eje ha de dar dos vueltas para que el tercero complete una y, por 
tanto, se debe escribir 

dy = du _ 

du ^ dx 

Combinando ambos resultados, el primer eje debe dar seis vueltas para hacer girar una vez 
al tercer eje. De tal manera: 


dy = 

Razon de cambio del primer 

Razon de cambio del segundo 

dx 

eje con respecto al segundo 

eje con respecto al tercero 

= 

^•- = 3-2 = 6 
du dx 



Razon de cambio del primer 



eje con respecto al tercero 



En otras palabras, la razon de cambio de y respecto axes igual al producto de la razon de 
cambio de y con respecto a u multiplicado por el de u con respecto a x. 
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EXPLORACION 

Aplicacion de la regia de la 
cadena Cada una de las funciones 
que se encuentran a continuation 
se pueden derivar utilizando las 
reglas de derivation estudiadas en 
las secciones 2.2 y 2.3. Calcular la 
derivada de cada funcion utilizando 
dichas reglas; luego encontrar la 
derivada utilizando la regia de la 
cadena. Comparar los resultados. 
^Cual de los dos metodos es mas 
sencillo? 


3x + 1 

b ) (x + 2 ) 3 

c) sen 2x 


El ejemplo 1 ilustra un caso simple de la regia de la cadena. Su enunciado general es 
el siguiente. 


TEOREMA 2.10 LA REGLA DE LA CADENA 

Si y = f(u) es una funcion derivable de u y ademas u = g(x) es una funcion derivable 
de x, entonces y =f(g(x )) es una funcion derivable de x y 

dy _ dy du 
dx du dx 

o su equivalente 

=r(g(x))g'(x). 


( DEMOSTRACION ) Sea h(x) = f(g(x)). Usando la forma alternativa de la derivada, es necesario 
demostrar que, para x = c. 


h\c ) =f(g(c))g’(c). 


Un aspecto importante en esta demostracion es el comportamiento de g cuando x tiende a c. 
Se presentan dificultades cuando existen valores de x, distintos de c, tales que g(x) = g(c). En 
el apendice A se explica como utilizar la derivabilidad de f y g para superar este problema. 
Por ahora, supongase que g(x) -A g(c) para valores de x distintos de c. En las demostraciones 
de las reglas del producto y del cociente se sumo y resto una misma cantidad. Ahora se recu- 
rrira a un truco similar, multiplicar y dividir por una misma cantidad (distinta de cero). Ob- 
servar que, como g es derivable, tambien es continua, por lo que g(x) — > g(c) cuando x — » c. 


h'(c) = Km 


= Km 


f(g(x)) ~ figjc)) 

X — c 

f(g(x)) -f(g(c)) g(x) - g(c) 


L g(x) - g(c) 

lfm f(g(x)) - f(g(c)) 


g(x) * g(c) 


_x^c g(x) ~ g(c) _ 
= f'(g(c))g'(c) 


lfm — ~ — 

x—>c X C 


A1 aplicar la regia de la cadena, es util considerar que la funcion compuesta f ° g esta 
constituida por dos partes: una interior y otra exterior. 


Funcion exterior 


/ \ 

y = f(g(x)) = f(u ) 


\ / 

Funcion interior 


La derivada de y = f(u) es la derivada de la funcion exterior (en la funcion interior u) 
multiplicada por la derivada de la funcion interior. 

y'=f(u) ■ u' 
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EJEMPLO 2 Descomposicion de una funcion compuesta 


y = 

f(g(x )) 

u = g(x) 

y 

= f(u) 


1 

U = X +1 

y 

1 

y 

X + 1 

U 

y = 

sen 2x 

u = 2x 

y 

= sen u 

y = 

V3x 2 — x + 1 

u = 3x 2 — x + 1 

y 

= 

y = 

tan 2 x 

u = tan x 

y 

= u 2 


EJEMPLO 3 Aplicacion de la regia de la cadena 

Encontrar dy/dx para y = (x 2 + l) 3 . 


MMl'JI) El ejemplo 3 tam- 
bien se puede resolver sin hacer uso de 
la regia de la cadena, si se observa que 

y = x 6 + 3x 4 + 3x 2 + 1 

y, por tanto, 

y' = 6.x 5 + I2x 3 + 6x. 

Comprobar que esta derivada es la mis- 
ma que la del ejemplo 3. ^Que metodo 
seria preferible para encontrar 

^(x 2 + l) 50 ? 
dx 


Solution Para esta funcion, considerar que la funcion interior es u = x 2 + 1 . Por medio 
de la regia de la cadena, se obtiene 


^ = 3(x 2 4- l) 2 (2x) = 6x(x 2 + l) 2 . 

dy du 

du dx 

La regia general de la potencia 

La funcion del ejemplo 3 es uno de los tipos mas comunes de funciones compuestas, 
y = [u(x)]“. La regia para derivar tales funciones se llama regia general de la potencia, y 
no es sino un caso particular de la regia de la cadena. 


TEOREMA 2.11 LA REGLA GENERAL DE LA POTENCIA 


Si y = [u(x)\", donde u es una funcion derivable de x y n es un numero rational, 
entonces 


dy r / \-i , du 

-f = n[u(x r> 7 
dx dx 

o su equivalente 


— \u n \ = nu 11 1 u'. 
dx 


( DEMOSTRACION ) Puesto que y = u", aplicar la regia de la cadena para obtener 

dy _ ( dy\( du\ 
dx \du)\dx) 
dr- -i du 
du M dx 


Por medio de la regia (simple) de la potencia estudiada en la section 2.2, se tiene 
/) Jm"] = nu" 1 y se sigue que 


dy 

dx 


= n[u{x)] n 1 


du 

dx' 
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f(x)=f(x 2 - l) 2 

y 



La derivada de / es 0 en x = 0 y no esta 
definida en x = ± 1 

Figura 2.25 


■ Derivar la funcion del ejemplo 

6 usando la regia del cociente. El resul- 
tado sera el mismo, pero el metodo es 
menos eficiente que la regia general de 
la potencia. ■ 


EJEMPLO 4 Aplicacion de la regia general de la potencia 

Encontrar la derivada de f(x ) = (3x — 2x 2 ) 3 . 

Solucion Sea u = 3x— 2x 2 . Entonces 


fix) = (3* — 2x 2 ) 3 = u 1 

y, mediante la regia general de la potencia, se deduce que 


f'(x) = 3(3x — 2x 2 ) 2 — [3x — 2x 2 ] 
ax 

= 3(3x - 2x 2 ) 2 (3 - 4x). 


Aplicai* la regia general de la potencia. 


Derivar 3x — 2x 2 . 


EJEMPLO S Derivacion de funciones con radicales 

Encontrar los puntos de la grafica de f(x) = \ (x 2 — I ) 2 en los que f'(x) = 0 y aquellos en 
los que f'(x) no existe. 

Solucion Reescribir de nuevo la funcion como 

fix) = (x 2 - 1) 2/3 . 


Aplicar ahora la regia general de las potencias (con u = x 2 — 1); se obtiene 


n u 
I f ' 


fix) = - (x 2 - 1) ‘/ 3 (2x) 
4x 


3^x^T' 


Aplicar la regia general de las potencias. 
Expresar en forma radical. 


De tal manera, fix) = 0 en x = 0 y fix) no existe en x = ±1, como se muestra en la 
figura 2.25. 


EJEMPLO 6 Derivacion de cocientes con numeradores constantes 


Oeriw *(<) - p 7 = Lp. 

Solucion Para empezar, reescribir la funcion como 
git) = 7 (2? 3) -2 . 

Despues, con la regia general de la potencia se tiene 


g'it) 


n u n 1 u' 


= (-7)( — 2)(2f- 3)“ 3 (2) 


Regia del 
multiplo constante 


= 28(2 1 - 3)~ 3 
28 

“ (2r - 3) 3 ' 


Aplicai* la regia general de la potencia. 


Simplificar. 

Expresar con exponente positivo. 
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Simplification de derivadas 

Los siguientes tres ejemplos ponen de manifiesto algunas tecnicas para simplificar las de- 
rivadas de funciones que involucran productos, cocientes y composiciones. 

EJEMPLO 7 Simplification por factorizacion de la potencia minima 


fix) 

fix) 


xVl - X 2 

X 2 (l ~ X 2 ) 1 / 2 

X 2 -y~[( 1 ~~ x 2 ) 1/2 ] + (1 — X 2 ) 1/2 y- [x 2 ] 



x 2 ) _1 / 2 (— 2x) 


+ (1 - x 2 )'/ 2 (2x) 


— x 3 (l — x 2 )- 1 / 2 + 2x(l — X 2 ) 1 / 2 
x(l — x 2 ) _1/,2 [— x 2 (l) 4- 2(1 — x 2 )] 
x(2 — 3x 2 ) 

yyy 


Funcion original. 

Reescribir. 

Regia del producto. 

Regia general de la potencia. 

Simplificar. 

Factorizar. 

Simplificar. 


EJEMPLO 8 Simplification de la derivada de un cociente 


TECNOLOGIA Las herramientas 
de graficacion con derivation simbo- 
lica son capaces de derivar funciones 
muy complicadas. No obstante, suelen 
presentar el resultado en forma no 
simplificada. Si se cuenta con una 
de ese tipo, usarla para calcular las 
derivadas de las funciones de los 
ejemplos 7, 8 y 9, y comparar despues 
los resultados. 


(x 2 + 4) 1 / 3 

, (x 2 + 4) 1 / 3 (1) - x(l/3)(x 2 + 4)-2/ 3 (2x) 

/ W = (jc 2 + 4) 2 / 3 

3{x 2 + 4) - (2x 2 )(l)' 

(x 2 + 4) 2 / 3 

x 2 + 12 
3(x 2 + 4) 4 / 3 


= -(x 2 + 4)- 2 / 3 

3 V ; 


Funcion original. 


Reescribir. 


Regia del cociente. 


Factorizar. 


Simplificar. 


EJEMPLO 9 Simplificacion de la derivada de una potencia 


u"- 1 

u' 

' ' ' 

> 

(3x ~ 1 \d 

3x - 1 

\x 2 + 3/ dx 

_x 2 + 3_ 


~2(3x - 1) _ 

"(x 2 + 3)(3) - (3x - l)(2x)~ 

x 2 + 3 

(x 2 + 3) 2 


2(3x — l)(3x 2 + 9 — 6x 2 + 2x) 
(x 2 + 3) 3 

2(3x - 1)(— 3x 2 + 2x + 9) 

(x 2 + 3) 3 


Funcion original. 


Regia general de la potencia. 


Regia del cociente. 


Multiplicar. 


Simplificar. 
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Funciones trigonometricas y la regia de la cadena 

A continuation se muestran las “versiones de la regia de la cadena” correspondientes a las 
derivadas de las funciones trigonometricas: 


dx 


[sen n] = (cos u ) u ' 


dx 


[cos w] = — (sen u) u ' 


— [tan «] = (sec 2 u) u' 
dx 


— [cot m] = — (csc 2 n) u' 
dx 


dx 


[sec m] = (sec n tan u) u ' 


dx 


[esc u\ = — (esc u cot u ) u ' 


EJEMPLO 10 Aplicacion de la regia de la cadena a funciones 
trigonometricas 


U 

a) y = sen2x 

b) y = cos(x - 1) 

c) y = tan 3x 


y ' = cos 2x — [2x] = 
dx 


y' = — sen(x — 1) 
y' = 3 sec 2 3x 


(cos 2x)(2) = 2 cos 2x 


Hay que asegurarse de entender los convenios matematicos que afectan a parentesis y 
funciones trigonometricas. Asf, en el ejemplo I Oa, se escribe sen 2x que significa sen (2x). 


EJEMPLO 1 1 Parentesis y funciones trigonometricas 


a) y = cos 3x 2 = cos(3x 2 ) y' 

b) y = (cos 3)x 2 y' 

c) y = cos(3x) 2 = cos(9x 2 ) y' 

d) y = cos 2 x = (cosx) 2 y' 

e) y = Vcosx = (cosx) 1 / 2 y' 


= (— sen3x 2 )(6x) = — 6xsen3x 2 

= (cos 3)(2x) = 2x cos 3 

= (— sen9x 2 )(18x) = — 18xsen9x 2 

= 2(cos x)(— senx) = — 2cosxsenx 

1 1 i /?/ \ sen x 

= —(cosx) 1/z (— senx) = , 

2 2 vcosx 


Para calcular la derivada de una funcion con la forma k(x) = f{g(h{x))) es necesario 
aplicar la regia de la cadena dos veces, como se ilustra en el ejemplo 12. 


EJEMPLO 12 Aplicacion reiterada de la regia de la cadena 


/(f) = sen 3 4 1 
= (sen4/) 3 

f\t) = 3(sen4f) 2 -^[sen4f] 

= 3(sen4f) 2 (cos 4f) -7-[4f] 
dt 

= 3(sen4f) 2 (cos 4f)(4) 

= 12 sen 2 4 1 cos 4/ 


Funcion original. 

Reescribir. 

Aplicar la regia de la cadena por primera vez. 
Aplicar la regia de la cadena por segunda vez. 


Simplificar. 
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EJEMPLO 13 Recta tangente a una funcion trigonometrica 



Figura 2.26 


Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de 
f(x ) = 2 sen x + cos 2x 

en el punto ( 7 r, 1 ), como se muestra en la figura 2.26. A continuation determinar todos los va- 
lores de x en el intervalo (0, 2tt) en los que la grafica de f tienen una tangente horizontal. 

Solution Comenzar por encontrar f'(x). 

fix ) = 2 sen X + COS 2x Funcion original. 

fix) = 2 COS X + ( — sen 2x) (2) Aplicar la regia de la cadena a cos 2x. 

= 2 COS X 2 sen 2 X Simplificar. 

Para encontrar la ecuacion de la recta tangente en ( 7 r, 1), evaluar /'(7r). 

/'(tt) = 2 COS 77 — 2 sen 277 Sustituir. 

= — 2 Pendiente de la grafica en ( 77 . 1). 


Ahora, utilizando la forma punto-pendiente de la ecuacion de la recta, escribir 


y ~ yi = mix - X!) 

y — 1 = — 2(x — 77 ) 
y = l — 2x + 2 tt. 


Forma punto-pendiente. 

Sustituir y, m y x v 

Ecuacion de la recta tangente en (it, 1). 


Para adquirir 

mayor practica en la derivation, se 
deben aprender todas las reglas. Como 
ayuda para la memoria, observar que 
las cofunciones (coseno, cotangente y 
cosecante) tienen un signo negativo en 
sus derivadas. 


Se puede determinar que f(x) = 0 cuando x 

, , 77 77 5 77 3 77 

tangente horizontal en x = — , — , — , y — . 


77 77 577 377 

— , — , — y — . De tal modo, / tiene una 
6 2 6 J 2 J 


Esta section concluye con un compendio de las reglas de derivation estudiadas hasta 
este momento. 


Compendio de reglas de derivation 

Reglas generates de derivacion Sean /, g y u funciones derivables de x. 

Regia del multiplo constante : Regia de la suma o de la diferencia: 

iicn = cf ^/±a-r±.' 


Regia del producto: Regia del cociente'. 



f x m=fg' + 8 f 

d f gf-fg' 
dx[g\ g 2 

Derivadas de funciones 

Regia de la constante: 

Regia simple de la potencia: 

algebraicas 

f \ M = o 

ax 

= nx"~ 1 , a~[x] = 1 

ClJi CIA, 

Derivadas de funciones 
trigonometricas 

-7- [sen*] = cosx 
ax 

— [cosx] = — senx 
ax 

[tan x\ = sec 2 x — [secx] = sec x tan x 

ax ax 

— [cotx] = — csc 2 x — [esex] = — cscxcotx 

ax ax 

Regia de la cadena 

Regia de la cadena: 

Regia general de la potencia: 


^ [/(«)] = fin) «' 

-7 [u n ] = nu n ~ 1 u' 
ax 
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|B|] Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, completar la tabia. 

u = g(x) y = f(u) 



y = 

figix)) 

1 . 

y = 

'Ox 

X 

1 

00 

4*. 

2. 


1 

y 

Vx + 1 

3. 

y = 

Vx 3 - 7 

4. 

y = 

3 tan(irx 2 ) 

5. 

y = 

csc 3 x 

6. 

y = 

5x 
sen — 
2 


En los ejercicios 7 a 36, encontrar la derivada de la funcion. 


7. y = (4x - l) 3 
9. g(x) = 3(4 - 9.x) 4 
11 . fit) = v/5^7 
13. y = V6x 2 + 1 
15. y = 2 4/9 - x 2 

17 ' 

». /«> = (W 

21 . y = 7 

Vx + 2 

23. /(x) = x 2 (x - 2) 4 
25. y = xVl — x 2 
* 

27. 3 ; = 


Vx^TT 

X + 5 '' 2 


x 2 + 2) 

1 - 2v\ 3 


29. g(x) = 

31. /(v) = u+v 
33. f{x) = ((x 2 + 3) 5 + x) 2 
35. fix) — J 2 + y /2 + 7x 


8 . 

10 . 

12 . 

14. 

16. 

18. 

20 . 

22 . 

24. 

26. 

28. 

30. 

32. 

34. 

36. 


y = 2(6 - x 2 ) 5 

fit) = (9 1 + 2) 2 / 3 

g(x) = V9 - 4x 
gix) = Vx 2 — 2x + 1 
fix) = -3 4/2 - 9x 

sit) = 1 


t 2 + 3t - 1 


y = 


it + 3) 3 

M f ) “ ~\J 72 "1 


- 2 


/(x) = x(3x - 9) 3 
y = V 2 Vl6 — x 2 


Vx 4 + 4 
f 2 \2 


MO = ! + 3 


f 3 + 2 ) 

3x 2 — 2) 3 


g(x) = V2x + 3, 

gix) = (2 + (x 2 + l) 4 ) 3 

git) = V>/ f + 1 + 1 


«9.V* En los ejercicios 37 a 42, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora para encontrar la derivada de la funcion. Utilizar el mismo 
mecanismo para representar graflcamente la funcion y su deri- 
vada en el mismo piano cartesiano. Describir el comportamiento 
de la funcion que corresponde a cualquier cero de la grafica de 
la derivada. 


37. 

y = 

Vx + 1 

X 2 + 1 

38. 

y ~-Jx 

39. 

y = 

Vv 1 

40. 

gix) = Vx 

41. 

y = 

COS 7TX + 1 
X 

42. 

y = x 2 tan 


2x 


En los ejercicios 43 y 44, calcular la pendiente de la recta tangente 
a la funcion seno en el origen. Comparar este valor con el niimero 
de ciclos completos en el intervalo [0, 2 tt]. ;,Cual es la conclusion 
respecto a la pendiente de una funcion sen ax en el origen? 

43. a) y b) y 




44. a) y b) y 




En los ejercicios 45 a 66, encontrar la derivada de la funcion. 


45. 

y = cos 4x 

46. 

y = 

sen 7 tx 

47. 

gix) = 5 tan 3x 

48. 

hix) 

= sec x 2 

49. 

y = sen(-nx) 2 

50. 

y = 

cos(l — 2x) 2 

51. 

hix) = sen 2x cos 2x 

52. 

gie) 

= sec(|6) tan^d) 

53. 

r , s cotx 
fix) = 

54. 

giv) 

COS V 


sen* 



CSC V 

55. 

y = 4 sec 2 x 

56. 

git) 

= 5 COS 2 T Tt 

57. 

f(e) = tan 2 56 

58. 

gie) 

= cos 2 8 9 

59. 

fid) — 4 sen 2 29 

60. 

hit) 

= 2 cot 2 (irf + 2) 

61. 

fit) = 3 sec 2 (irf — 1) 

62. 

y = 

3x — 5 cos(-7rx) 2 

63. 

y = Vx + \ sen(2x) 2 

64. 

y = 

sen Vx + Vsenx 

65. 

y = sen(tan 2x) 

66. 

y = 

cosVsen(tan tjx) 


En los ejercicios 67 a 74, evaluar la derivada de la funcion en el 
punto indicado. Utilizar una herramienta de graficacion para 
verificar los resultados. 


Funcion Punto 


67. 

sit) — Vt 2 + 6f — 2 

(3,5) 

68. 

y = V3x 3 + 4x 

(2, 2) 

69. 

/(x) “x 3 -2 

h* 

70. 

“ (x 2 - 3x) 2 

( 4 V) 

71. 


(0,-2) 

72. 

^>=r-3 

(2, 3) 

73. 

y = 26 — sec 3 4x 

(0, 25) 

74. 

1 , 

y = — h v cos * 
* 

(0 
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1 En los ejercicios 75 a 82, a) encontrar la ecuacion de la recta tan- 
gente a la grafica de / en el punto que se indica, b) utilizar una 
herramienta de graficacion para representar la funcion y la recta 
tangente en ese punto y c) verilicar los resultados empleando la 
funcion derivative de su herramienta de graficacion. 


Funcion 


Punto 


75. /( x) = V2x 2 - 7 

76. fix) = \xjx 2 + 5 

77. y = (4JC 3 + 3) 2 

78. f{x) = (9 - x 2 ) 2 ' 2 

79. fix) = sen2x 

80. y = cos 3x 


(4, 5) 
( 2 , 2 ) 
(- 1 , 1 ) 
(1,4) 

(tt, 0) 



81. fix) = tan 2 x 



82. y — 2 tan 3 x 



' En los ejercicios 83 a 86, a) utilizar una herramienta de graficacion 
para encontrar la derivada de la funcion del punto dado, b) en- 
contrar la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion 
del punto dado y c) utilizar la herramienta de graficacion para 
representar la funcion y su recta tangente en la misma ventana. 


83. 


84. 

85. 

86 . 


g(f) = Vf + lt-v (M) 

fix) = Vxi2 - x) 2 , (4, 8) 

,.X (4 - 2t)VTT~t ( n 4 

,W = 3 ’ 1°’ 3 

y = it 2 - 9 )Jt + 2, (2,-10) 


1 Curvas famosas En los ejercicios 87 y 88, encontrar la ecuacion 
de la recta tangente a la grafica del punto dado. Despues utilizar 
una herramienta de graficacion para dibujar la funcion y su recta 
tangente en la misma ventana. 


87. Semicfrculo superior 88. Curva de bala 


/( x) = V25 - x 2 
y 



f(x) = 





89. Recta tangente horizontal Determinar el o los puntos en el 
intervalo (0, 2 ir) en los que la grafica de f{x) = 2 cos x + sen 
2x tiene una tangente horizontal. 

90. Recta tangente horizontal Determinar el o los puntos en 

x 

los que la grafica de fix) = _ = tiene una tangente 


En los ejercicios 91 a 96, encontrar la segunda derivada de la 
funcion. 

91. fix) = 5(2 - lx) 4 92. fix) = 4(x 2 - 2) 3 

«. /W-^L 94. /W-(^5 

95. fix) = sen* 2 96. f(x) = sec 2 ttx 

En los ejercicios 97 a 100, evaluar la segunda derivada de la funcion 
en el punto dado. Utilizar una herramienta de graficacion para 
verilicar los resultados. 


97. hix) = ^(3jc + l) 3 , (l,iy) 


98. fix) = 


1 


Jx + 4’ 


99. fix) = cos(x 2 ), (0, 1) 
100. git) = tan 2 1, (^, >/3 


Desarrollo de conceptos 


En los ejercicios 101 a 104, se muestran las graficas de una 
funcion / y su derivada /'. Clasificar las graficas segun co- 
rrespondan a f o /' y escribir en un breve parrafo los criterios 
utilizados para hacer la selection. 



En los ejercicios 105 y 106, se da la relation que existe entre / 
y g. Explicar la relation que existe entre/' y g’. 

105. g(x)= f(3x) 106. g{x)=f{x 2 ) 


107. Para pensar La tabla muestra algunos valores de la derivada 
de una funcion desconocida/. Completar la tabla encontrando 
(si es posible) la derivada de cada una de las siguientes trans- 
formaciones de/. 

a) gi x) = fix) ~ 2 

b) hix) = 2 fix) 

c) r(x) = /(— 3x) 

d ) s(x) = fix + 2) 


horizontal. 
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X 

-2 

-1 

0 

i 

2 

3 

fix) 

4 

2 

3 

1 

3 

-l 

-2 

-4 

g'ix) 







h'(x) 







r'ix) 







s'ix) 








Tabla para 107 


Para discusion 


108. Dado que g(5) = -3, g'(5) = 6, h( 5) = 3 y h'(5) = -2, 
encontrar /'(5) (si es posible) para cada una de las si- 
guientes funciones. Si no es posible, establecer la infor- 
macion adicional que se requiere. 

a) fix) = g(x)h(x) b) fix) = g(/t(v)) 

c) ^ = h(x) d) ^ = 


112. Movimiento armonico El desplazamiento de su posicion de 
equilibrio para un objeto en movimiento armonico situado al 
extremo de un muelle es 

y = j cos 12 1 — j sen 12f 

donde y se mide en pies y t en segundos. Determinar la posicion 
y la velocidad del objeto cuando t = tt/8. 

113. Pendulo Un pendulo de 15 cm se mueve segun la ecuacion 
d = 0.2 cos 8f, donde 8 es el desplazamiento angular de la 
vertical en radianes y t es el tiempo en segundos. Calcular 
el maximo desplazamiento angular y la razon de cambio de 
6 cuando t = 3 segundos. 

114. Movimiento ondulatorio Una boy a oscila con movimiento 
armonico simple dado pory = A cos co t, mientras las olas pasan 
por ella. La boya se mueve verticalmente, desde el punto mas 
bajo hasta el mas alto, un total de 3.5 pies. Cada 10 segundos 
regresa a su punto de maxima altura. 

a) Escribir una ecuacion que explique el movimiento de esa 
boya si esta en su maxima altura cuando t = 0. 

b ) Calcular la velocidad de la boya en funcion de t. 

115. Sistema circulatorio La velocidad S de la sangre que esta a 
r cm del centra en una arteria esta dada por 


En los ejercicios 109 y 110 se muestran las graficas de/y g. Sea 
h(x) = f(g(x)) y s(x) = g(f{x)). Calcular las derivadas, si es que 
existen. Si las derivadas no existen, explicar por que. 


109. a) Encontrar h'(l) 
b) Encontrar y'(5) 

y 



110. a) Encontrar h'{ 3) 
b ) Encontrar .v'(9) 



111. Efecto Doppler La frecuencia F de la sirena de un carro de 
bomberos olda por un observador en reposo esta dada por 

132 400 
F ~ 331 ± v 


5 = C(R 2 - r 2 ) 

donde C es una constante, R es el radio de la arteria y S se mide 
en cm/s. Suponer que se administra un farmaco y la arteria 
empieza a dilatarse a un ritmo dR/dt. A una distancia cons- 
tante r, encontrar el ritmo de cambio de S con respecto a t para 
C = 1.76 X 10 s , R = 1.2 X 10~ 2 y dR/dt = 10“ 5 . 

116. Modelado matemdtico En la siguiente tabla se muestra la 
temperatura maxima promedio (en grados Fahrenheit) corres- 
pondiente a la ciudad de Chicago, Illinois. (Fuente: National 
Oceanic and Atmospheric Administration ) 


Mes 

Ene 

Feb 

Mar 

Abr 

May 

Jun 

Temperatura 

29.6 

34.7 

46.1 

58.0 

69.9 

79.2 


Mes 

Jul 

Ago 

Sep 

Oct 

Nov 

Die 

Temperatura 

83.5 

81.2 

73.9 

62.1 

47.1 

34.4 


donde ± v representa la velocidad del carro de bomberos (ob- 
servar la figura). Calcular la razon de cambio de F respecto de 
v cuando 

a) el carro se acerca a una velocidad de 30 m/s (usar — v). 

b) el carro se aleja a una velocidad de 30 m/s (usar +v). 


132 400 132 400 

331 + v 331 - v 



a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
los datos y encontrar un modelo para esos datos con la 
forma 

T(t) = a + b sen (ct — d) 

donde T es la temperatura y t el tiempo en meses, con 
t = 1 correspondiente al mes de enero. 

b) Representar el modelo en la herramienta de graficacion. 
^Ajusta bien a los datos? 

c) Encontrar T y utilizar la herramienta de graficacion para 
representar la derivada. 

d) Con base en la grafica de la derivada, ^cuando cambia 
la temperatura de manera mas rapida? fY mas lenta? 
^Coinciden las respuestas con las observaciones experi- 
mentales? Explicar la respuesta. 
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117. Modelado matematico El costo de production de x unidades 
de un artfculo es C = 60.x + 1 350. Durante una semana, la 
gerencia observo el numero de unidades producidas a lo largo 
de r horas en un tumo de 8 horas. En la tabla se muestran los 
valores promedio de x para una semana. 


t 

0 

l 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

X 

0 

16 

60 

130 

205 

271 

336 

384 

392 


ft* a) Utilizar una herramienta de graficacion para ajustar un 
modelo cubico para los datos. 

b) Usar la regia de la cadena para encontrar dC/dt. 

c) Explicar por que la funcion de costo no se incrementa con 
un ritmo constante durante el tumo de 8 horas. 

118. Biisqueda de un patron Sea fix) = sen fix, donde fi es una 
constante. 

a) Calcular las cuatro primeras derivadas de la funcion. 

b) Verificar que la funcion y su segunda derivada satisfacen 
la ecuacion f"(x) + j3 2 /(x) = 0. 

c) Utilizar los resultados del apartado a) para desarrollar for- 
mulas generales para las derivadas de orden par e impar. 

/«(x) y f 2k ~ '\x). 

[Sugerencia: ( — 1 )* es positivo si k es par y negativo si k es 
impar.] 

119. Conjetura Sea/una funcion derivable de periodo p. 

a) La funcion /' ^es periodica? Verificar la respuesta. 

b) Considerando la funcion g(x) = /(2x), la funcion g’(x) ^,es 
periodica? Verificar la respuesta. 

120. Para pensar Sean r(x) = f(g(x)) y s(x) = g(/(x)), con/y g 
tales como muestra la figura adjunta. Calcular 

a) r’{ 1 ) 

b) s'(4) 


y 



121. a) Encontrar la derivada de la funcion g(x) = sen 2 x + cos 2 x 

de dos maneras distintas. 

b) Para f(x) = sec 2 x y g(x) = tan 2 x, demostrar que fix) = 
g'(x). 

122. a) Demostrar que la derivada de una funcion impar es par. 

Esto es, si/(— x) = —fix), entonces f'(~x) = f'(x). 
b) Demostrar que la derivada de una funcion par es impar. Es 
decir, si /(— x) = f(x), entonces /'(— x) = — f(x). 


123. Sea u una funcion derivable de x. Considerar que \u\ = pi? para 
demostrar que 

-y-[|tt|] = u ¥= 0. 

dx \u\ 

En los ejercicios 124 a 127, utilizar el resultado del ejercicio 123 
para encontrar la derivada de la funcion. 

124. g(x) = |3x - 5| 125. f(x) = \x 2 - 9\ 

126. h(x) = |x| cosx 127. /(x) = |senx| 

1 Aproximaciones lineal y cuadratica Las aproximaciones lineal y 
cuadratica de una funcion f en x = a son 

l\(x) = f(a)(x - a) + f(a) y 

P 2 (x) = if"(a)(x - af + f(a)(x - a) + f(a). 

En los ejercicios 128 y 129 a) calcular las aproximaciones lineal y 
cuadratica de / que se especifican, b) utilizar una herramienta de 
graficacion para representar/ y sus aproximaciones, c) determinar 
cual de las dos, !\ o /',, es mejor aproximacion y d) establecer como 
varia la precision a medida que se aleja de x = a. 

128. /(x) = tan x 129. fix) = sec x 

TT 7 T 

a = — a = — 

4 6 

Verdadero o falso? En los ejercicios 130 a 132, determinar si 
la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
proporcionar un ejemplo que demuestre que lo es. 

130. Si y = (1 — x) 1/2 , entonces y' = j(l — x) -1/2 . 

131. Si f(x) = sen 2 (2x), entonces /'(x) = 2(sen 2x)(cos 2x). 

132. Si y es una funcion derivable de u, u es una funcion derivable 
de v y v es una funcion derivable de x, entonces: 

dy _ dy du dv 
dx du dv dx ' 


Preparacion del examen Putnam 


133. Sea/(x) = a { sen x + a 2 sen 2x + ■ • • + a n sen nx, donde 

a ,, ■ ■ ■ , a son numeros reales y n es un numero entero 

positivo. Dado que |/(x)| £ |sen x\, para todo x real, de- 
mostrar que \a l + la 2 + ■ ■ ■ + na n \ £ 1. 

134. Sea k un numero entero positivo fijo. La /t-esima derivada 

1 

de tiene la forma 

x k - 1 

PP) 

(x k - 1)' ! + 1 

donde P n (x) es un polinomio. Encontrar P ( 1). 

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize 
Competition. ©The Mathematical Association of America. Todos los derechos 
reservados. 
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2.5 


■ Distinguir entre funciones explicitas e implicitas. 

■ Hallar la derivada de una funcion por derivation implfcita. 


Derivacion implfcita 


EXPLORACION 

Representation grafica de una 
ecuacion implicita 

^Como se podria utilizar una 
herramienta de graficacion para 
representar 

x 2 — 2y 3 + 4y = 2? 

He aquf dos procedimientos 
posibles: 

a) Despejar x en la ecuacion. 
Intercambiar los papeles de x 
y y, y dibujar la grafica de las 
dos ecuaciones resultantes. Las 
graficas combinadas presentaran 
una rotation de 90° con respec- 
to a la grafica de la ecuacion 
original. 

b) Configurar la herramienta de 
graficacion en modo parametri- 
co y representar las ecuaciones 

x = - J2t 3 - At + 2 
y = t 

y 

x = v/2 r 3 — 4r + 2 
y = t. 

A partir de cualquiera de estos me- 
todos, ^se puede decidir si la grafica 
tiene una recta tangente en el punto 
(0, 1)? 

Explicar el razonamiento. 


Funciones explicitas e implicitas 

Hasta este punto, la mayorfa de las funciones estudiadas en el texto se enunciaron de forma 
explfcita. Por ejemplo, en la ecuacion 

y = 3x 2 — 5 Forma explfcita. 

la variable y esta escrita explfcitamente como funcion de x. Sin embargo, algunas funciones 
solo se enuncian de manera implicita en una ecuacion. Asf, la funcion y = \/x esta definida 
implicitamente por la ecuacion xy = l. Supongamos que se pide calcular la derivada dy/ dx 
para esta ecuacion. Podemos escribir y como funcion explfcita de x, y luego derivar. 


Forma implicita Forma explicita Derivada 


xy = 1 



dy = y — 2 = _J_ 

dx x 2 


Esta estrategia funciona siempre que se pueda despejar y como funcion de x en la ecua- 
cion, de lo contrario, este metodo no es viable. Por ejemplo, ( ' C'6mo encontrar dy/dx para 
la ecuacion 


x 2 — 2 y 3 + 4v = 2 

donde resulta muy diffcil despejar y como funcion explfcita de x? En tales situaciones se 
debe usar la llamada derivacion implfcita. 

Para comprender esta tecnica, es preciso tener en cuenta que la derivacion se efectua con 
respecto a x. Esto quiere decir que cuando se tenga que derivar terminos que solo contienen 
a x, la derivacion sera la habitual. Sin embargo, cuando haya que derivar un termino donde 
aparezca y, sera necesario aplicar la regia de la cadena, ya que se esta suponiendo que y esta 
definida implicitamente como funcion derivable de x. 


EJEMPLO I Derivacion respecto de x 


fl) ^-[x 3 ] = 3x 2 
dx , 

\ I 

Las variables coinciden 


b) 


u n nu n 1 u' 




Las variables no coinciden 


Las variables coinciden: usar la regia simple de las potencias. 


Las variables no coinciden: usar la regia de la cadena. 


c) f ix + 3y] = 1 + 3^ 


Regia de la cadena: — [3vl = 3V-' 
dx 


d) — X —— [.y 2 ] 4* Regia del producto. 

dx ‘ dx ' dx 


- + yl[i] 


Regia de la cadena. 


= 2xy^ + v 2 
dx 


Simplificar. 
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Derivacion implicita 

Estrategias para la derivacion implicita 

1. Derivar ambos lados de la ecuacion respecto de x. 

2. Agrupar todos los terminos en que aparezca dy/dx en el lado izquierdo de la 
ecuacion y pasar todos los demas a la derecha. 

3. Factorizar dy/ dx del lado izquierdo de la ecuacion. 

4. Despejar dy/dx. 


Observar que en el ejemplo 2 la derivacion implicita puede producir una expresion para 
dy/dx en la que aparezcan a la vez x y y. 

EJEMPLO 2 Derivacion implicita 

Encontrar dy/dx dado que y 3 + y 1 — 5y — x 2 = —4. 

Solucion 


1. Derivar los dos miembros de la ecuacion respecto de x. 


d 

dx 


[.V 3 ] + 


d_ 

dx 


/jy ' + y 2 -5y- x * 1 ] 

m 


d_ 

dx 

d_ 

dx 


[-4] 

[-4] 


3y 


2 dy 

dx 


+ 2y 


dy _ 5 dy 

dx dx 


— 2x = 0 


2. Agrupar los terminos con dy/dx en la parte izquierda y pasar todos los demas al lado 
derecho. 


y 



Puntos en la grafica Pendiente de la grafica 

(2.0) -i 

(1,-3) i 

x = 0 0 

(1.1) Nodefinida 
La ecuacion implicita 

y 3 + y 2 ~ 5y — x 2 = —4 
tiene la derivada 
dy _ 2x 
dx 3y 2 + 2y — 5 
Figura 2.27 


3y 


2 dy 
dx 


+ 2 y 


dy_ 5 dy 

dx dx 


2x 


3. Factorizar dy/ dx en la parte izquierda. 

^(3y 2 + 2y - 5) = 2x 
dx ' 

4. Despejar dy/dx dividiendo entre (3 y 1 + 2 y— 5). 

dy _ 2x 
dx 3 y 2 + 2y — 5 


Para ver como usar la derivacion implicita, considerar la grafica de la figura 2.27 . En 
ella se puede observar que y no es una funcion de x. A pesar de ello, la derivada determi- 
nada en el ejemplo 2 proporciona una formula para la pendiente de la recta tangente en un 
punto de esta grafica. Debajo de la grafica se muestran las pendientes en varios puntos de 
la grafica. 


TECNOLOGIA Con la mayoria de las herramientas de graficacion es facil repre- 
sentar una ecuacion que expresa de manera explicita a y en funcion de x. Por el 
contrario, representar las graficas asociadas a otras ecuaciones requiere cierto in- 
genio. Por ejemplo, tratar de representar la grafica de la ecuacion empleada en el 
ejemplo 2 configurando la herramienta de graficacion en modo parametrico, a fin 
de elaborar la grafica de las representaciones parametricas x =V t 3 +f —5 1 4- 4, y = t 
y x = —^t 3 +t 2 —5t 4-4, y= t, para —5 < t < 5. ^Como se compara el resultado 
con la grafica que se muestra en la figura 2.27? 
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Algunos segmentos de curva pueden repre- 
sentarse por medio de funciones derivables 

Figura 2.28 


En una ecuacion que no tiene puntos solution, por ejemplo, x 2 + y 2 = —4, no tiene 
sentido despejar dy/dx. Sin embargo, si una portion de una grafica puede representarse 
mediante una funcion derivable, dy/ dx tendra sentido como pendiente en cada punto de esa 
portion. Recordar que una funcion no es derivable en a) los puntos con tangente vertical y 
b) los puntos en los que la funcion no es continua. 

EJEMPLO 3 Representation de una grafica mediante 
funciones derivables 

Si es posible, representar y como funcion derivable de x. 
a) x 2 + y 2 = 0 b) x 2 + y 2 = 1 c) x + y 2 = 1 


Solution 

a) La grafica de esta ecuacion se compone de un solo punto. Por tanto, no define y como 
funcion derivable de x. Ver la figura 2.28a. 

b) La grafica de esta ecuacion es la circunferencia unidad, centrada en (0, 0). La semicir- 
cunferencia superior esta dada por la funcion derivable 

y = Vl — x 2 , — 1 < x < 1 

y la inferior por la funcion derivable 

y = — s/1 — x 2 , — 1 < x < 1 . 

En los puntos (— 1, 0) y (1, 0), la pendiente no esta definida. Ver la figura 2.28 b. 

c) La mitad superior de esta parabola esta dada por la funcion derivable 

y = Vl — x, x < 1 

y la inferior por la funcion derivable 
y = — Vl “ x, x < 1 . 

En el punto (1, 0) la pendiente no esta definida. Ver la figura 2.28c. 


y 



Figura 2.29 


EJEMPLO 4 Calculo de la pendiente de una grafica implicita 


Calcular la pendiente de la recta tangente a la grafica de 
x 2 + 4y 2 = 4 

en el punto ( V2, — 1/ s/2 ). Ver la figura 2.29. 

Solution 


X 2 

+ 4y 2 = 

4 

2x + 

II 

■51-3 

oo 

0 


dy 

— 2x —x 


dx 

1 

OO 

Por tanto, 

en (V2, 

— 1 / V2 ) , la pendiente es 

dy 

-V2 

1 

dx 

-4/V2 

2' 


Ecuacion original. 

Derivar respecto de x. 

Despejar terminos con — . 

dx 


Evaluar — 
dx 


cuando x — 


V/y y 


1 

s/2 


Para observar las ventajas de la derivation implicita, intentar rehacer el ejemplo 4 manejando 
la funcion explicita y = — i 4 — ,v : . ■ 
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EJEMPLO 5 Calculo de la pendiente de una grafica imph'cita 

Calcular la pendiente de la grafica de 3(x 2 + y 2 ) 2 = lOOxy en el punto (3, 1). 


Solucion 


y 



Lemniscata 

Figura 2.30 


-f [3(x 2 + v 2 ) 2 ] = -f [lOOxy] 

t/A ClX 

3(2)(x 2 + y 2 )(2x + 2y^f] = 100 x~y~ + _y( 1) 

\ ax/ L ax 

12 y(x 2 + y 2 )~j~ — lOOx- 7 - = lOOy — 12x(x 2 + y 2 ) 

ax ax 


[12v(x 2 + v 2 ) — 1 OOx] = lOOy — 12x(x 2 + y 2 ) 

ax 

dy = lOOy - 12x(x 2 + y 2 ) 
dx — lOOx + 12y(x 2 + y 2 ) 
25y — 3x(x 2 + y 2 ) 

— 25x + 3y(x 2 + y 2 ) 


En el punto (3, 1), la pendiente de la grafica es 

dy = 25(1) - 3(3)(3 2 + l 2 ) = 25 - 90 = ^65 = 13 
dx ~ -25(3) + 3(1)(3- + l 2 ) “ -75 + 30 " -45 “ 9 


como muestra la figura 2.30. Esta grafica se denomina lemniscata. 


EJEMPLO 6 Determinacion de una funcion derivable 


y 



La derivada es ^ 

dx yi - x 2 

Figura 2.31 


Encontrar dy/dx implfcitamente para la ecuacion sen y = x. A continuacion, determinar 
el mayor intervalo de la forma — a < y < a en el que y es una funcion derivable de x (ver la 
figura 2.31). 


Solucion 

A [se „,] 


d 

dx 


M 


cos y 


dy 

dx 


1 


dy _ 1 

dx cos y 


El intervalo mas grande cercano al origen en el que y es derivable respecto de x es — 7 t/ 2 
< y < 7 t/ 2. Para verlo, observar que cos y es positivo en ese intervalo y 0 en sus extremos. 
Si se restringe a ese intervalo, es posible escribir dy/ dx explfcitamente como funcion de x. 
Para ello, usar 

cosy = >/l — sen 2 y 


= vr 

y concluir que 


— < y < — 
2 y 2 


dy _ 1 

dx Vl - x 2 ' 


Este ejemplo se estudia mas adelante cuando se definen las funciones trigonometricas 
inversas en la seccion 5.6. 


SECCION 2.5 Derivation implfcita 


145 


$ 


Isaac Barrow (1630-1677) 

La grafica de la figura 2.32 se conoce 
como la curva kappa debido a su 
semejanza con la letra griega kappa, k . 
La solution general para la recta 
tangente a esta curva fue descubierta 
por el matematico ingles Isaac Barrow. 
Newton fue su alumno y con frecuencia 
intercambiaron correspondencia 
relacionada con su trabajo en el 
entonces incipiente desarrollo del 
calculo. 


y 



La curva kappa 

Figura 2.32 


A1 usar la derivation implfcita, con frecuencia es posible simplificar la forma de la 
derivada (como en el ejemplo 6) utilizando de manera apropiada la ecuacion original. Se 
puede emplear una tecnica semejante para encontrar y simplificar las derivadas de orden 
superior obtenidas de forma implfcita. 


EJEMPLO 7 Calculo implicito de la segunda derivada 


Cl 

Dada x 2 + y 2 = 25, encontrar — y. Evaluar la primera y segunda derivadas en el punto 


(-3,4). 


dx 2 


Solution Derivando ambos terminos respecto de x se obtiene 

2x + 2y~C = 0 
' dx 

2yf--2x 

dx 


dy 

dx 


En (—3, 4): f = 
dx 


— 2x_ x 
2 y ~ y 

(-3) 3 

4 4' 


Derivando otra vez respecto de x vemos que 


d 2 y = ( v)( 1) ~ (x)(dy/dx) Regia del cociente. 

dx 2 y 2 

y — (x)(— x/y) _ y 2 + x 2 _ 25 


En (-3,4) 


d 2 y 

dx 2 


25 

4 3 


25 

64' 


EJEMPLO 8 Recta tangente a una grafica 

Encontrar la recta tangente a la grafica dada por x 2 (x 2 + y 2 ) = y 2 en el punto (J2/2, 
V2/2), como muestra la figura 2.32. 


Solution Reescribiendo y derivando implfcitamente, resulta 

x 4 + x 2 y 2 — y 2 = 0 

4x 3 + x 2 f2y^-) + 2xy 2 — 2y^~ = 0 

\ ' dx) ‘ dx 

2y(x 2 - 1)^ = — 2x(2x 2 + y 2 ) 
dx 

dy _ x(2x 2 + y 2 ) 
dx y(l - x 2 ) 

En el punto (-/2/2, V2/2), la pendiente es 
dy = (y2/2)[2(l/2) + (1/2)] = 3/2 = 

dx (V2/2)[l - (1/2)] 1/2 

y la ecuacion de la recta tangente en ese punto es 



y = 3x — V2. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 16, encontrar dy/dx por medio de la deriva- 
cion implicita. 


1. 

x 2 + y 2 = 9 

2. 

x 2 - v 2 = 25 

3. 

x 1 ' 2 + f' 2 = 16 

4. 

x 3 + v 3 = 64 

5. 

x 3 — xy + y 2 = 7 

6. 

x 2 v + y 2 x = -2 

7. 

x 3 y 3 — y = x 

8. 

^ fx/y = x 2 y + 1 

9. 

x 3 — 3x 2 v + 2xy 2 = 12 

10. 

4 cosx sen y = 1 

11. 

sen x + 2 cos 2y = 1 

12. 

(sen 7rx + cos iry) 2 = 2 

13. 

senx = x(l + tany) 

14. 

cot y = x — y 

15. 

y = sen xy 

16. 

1 

x = sec — 
y 


31. Bifolio: 

(x 2 + y 2 ) 2 = 4x 2 y 

Punto: (1,1) 

y 



32. Folio de Descartes: 

X s + v 3 — 6xy = 0 

(4 83 ' 
Punto: V3’ 3/ 



En los ejercicios 17 a 20, a) encontrar dos funciones explicitas 
despejando y en terminos de x, b ) construir la grafica de la ecua- 
cion y clasilicar las partes dadas por las respectivas funciones 
explicitas, c) derivar las funciones explicitas y d) encontrar dy/dx 
y demostrar que el resultado es equivalente al del apartado c). 


Curvas famosas En los ejercicios 33 a 40, encontrar la ecuacion 
de la recta tangente a la grafica en el punto dado. 

33. Parabola 34. Circunferencia 


17. v 2 + y 2 = 64 
19. 16x 2 + 25y 2 = 400 


18. x 2 + v 2 - 4x + 6y + 9 = 0 
20. 16y 2 - x 2 = 16 


En los ejercicios 21 a 28, encontrar dy/dx por medio de la deriva- 
cion implicita y calcular la derivada en el punto indicado. 


21 . 

22 . 

23. 


xy 

v 2 


= 6 , (- 6 ,- 1 ) 


- y 3 = 0, 

_ x 2 - 49 
“ x 2 + 49 ’ 


( 1 , 1 ) 

(7,0) 



24. (x + y) 3 = x 3 + y 3 , (-1,1) 

25. x 2 / 3 + y 2 / 3 = 5, (8, 1) 

26. x 3 + y 3 = 6xy +1, (2, 3) 

27. tan(x + y) = x, (0, 0) 

28. x cos y = 1, ^2, 

Curvas famosas En los ejercicios 29 a 32, calcular la pendiente 
de la recta tangente a la grafica en el punto propuesto. 

29. Bruja de Agnesi: 30. Cisoide: 

(x 2 + 4)v = 8 (4 - x)y 2 = x 3 

Punto: (2, 1) Punto: (2, 2) 


35. Hiperbola rotada 


36. Elipse rotada 



lx 1 — £>f3xy + 13y 2 — 16 = 0 

y 



37. Cruciforme 


38. Astroide 
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39. Lemniscata 


40. Curva kappa 


3(x 2 + y 2 ) 2 = 100(x 2 - y 2 ) 



y 2 (x 2 + y 2 ) = 2x 2 

y 



41. a) Utilizar la derivation implfcita para encontrar la ecuacion 

x 2 y 2 

de la recta tangente a la elipse — + = 1 en (1, 2). 


V) 


Demostrar la ecuacion de la recta tangente a la elipse 

J2 


xA y 2 , x n x 

■ + - = 1 en (x n , y n ) es 


b 2 


y 0 y . 
L 


42. a) 


Utilizar la derivation implfcita para encontrar la ecuacion de 

x 2 y 2 

la recta tangente a la hiperbola — — — = 1 en (3, —2). 

6 8 


b) Demostrar que la ecuacion de la recta tangente a la hiperbola 
- 2 x 0 x y 0 y 


■* y~ _ , , , x n x 

-yy-vy-len (x 0 , y 0 ) es 


a 


a 


b 2 


= 1. 


En los ejercicios 43 y 44, calcular dy/dx de manera implfcita y 
encontrar el mayor intervalo con la forma — a<y<ooO<y< 
a tal que y sea una funcion derivable de x. Expresar dy/dx en 
funcion de x. 


43. tan y = x 


44. cos y — x 


En los ejercicios 45 a 50, encontrar (Py/dx 1 en terminos dex yy. 


45. 

x 2 + v 2 = 

4 

46. 

xy - 2x 

47. 

x 2 - y 2 = 

36 

48. 

1 — xy = 

49. 

y 2 = x 3 


50. 

II 

S 5 


En los ejercicios 51 y 52 usar una herramienta de graficacion 
para representar la ecuacion. Encontrar la ecuacion de la recta 
tangente en la grafica obtenida en el punto y la grafica en la recta 
tangente. 

51. Jx + = 5, (9, 4) 52. y 2 = ^2, 

En los ejercicios 53 y 54, encontrar las ecuaciones de las rectas 
tangente y normal a la circunferencia en el punto indicado (la 
recta normal en un punto es perpendicular a la tangente en ese 
punto). Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
la ecuacion, la recta tangente y la normal. 

53. x 2 + y 2 = 25 54. x 2 + v 2 = 36 

(4, 3), (-3, 4) (6, 0), (5, VI I) 

55. Demostrar que la recta normal a cualquier punto de la circunfe- 
rencia x 2 + y 2 = r 2 pasa por el origen. 

56. Dos circunferencias de radio 4 son tangentes a la grafica de 
y 2 = 4x en el punto (1, 2). Encontrar las ecuaciones de esas dos 
circunferencias. 


En los ejercicios 57 y 58, localizar los puntos en los que la grafica 
de la ecuacion tiene recta tangente horizontal o vertical. 

57. 25x 2 + 16y 2 + 200x - 160y + 400 = 0 

58. 4x 2 + y 2 — 8x + 4y + 4 = 0 

Trayectorias ortogonales En los ejercicios 59 a 62, utilizar 
herramienta de graficacion para representar las ecuaciones y 
probar que en sus intersecciones son ortogonales. (Dos graficas 
son ortogonales en un punto de intersection si sus rectas tangentes 
en ese punto son perpendiculares entre sf.) 


59. 

lx 2 + y 2 = 6 

60. 

y 2 = x 3 


Ho 

II 


2x 2 + 3y 2 = 5 

61. 

x + y = 0 

62. 

x 3 = 3(y - 1) 


x = sen y 


x(3y - 29) = 3 


‘ Trayectorias ortogonales En los ejercicios 63 y 64, verificar que 
las dos familias de curvas son ortogonales, siendo C y K numeros 
reales. Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
ambas familias con dos valores de C y dos valores de K. 

63. xy = C, x 2 — y 2 = K 64. x 2 + v 2 = C 2 , y = Kx 

En los ejercicios 65 a 68, derivar: a) respecto ax (y es una funcion 
de x) y b) respecto a t (x y y son funciones de /). 

65. 2x 2 — 3X 4 = 0 66. x 2 - 3xy 2 + v 3 = 10 

67. cos Try — 3 sen ttx = 1 68. 4 sen x cos y = 1 


Desarrollo de conceptos 


69. Describir la diferencia que existe entre la forma explfcita de 
una ecuacion y una ecuacion implfcita. Elaborar un ejemplo 
de cada una. 

70. Con sus propias palabras, establezca las estrategias a seguir 
en la derivation implfcita. 


71. Trayectorias ortogonales En la siguiente figura se muestra un 
mapa topografico realizado por un grupo de excursionistas. Elios 
se encuentran en el area boscosa que esta en la parte superior de 
la colina que se muestra en el mapa y deciden seguir la ruta 
de descenso menos empinada (trayectorias ortogonales a los 
contornos del mapa). Dibujar la ruta que deben seguir si parten 
desde el punto A y si lo hacen desde el punto B. Si su objetivo 
es llegar a la carretera que pasa por la parte superior del mapa, 
^cual de esos puntos de partida deben utilizar? 
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72. Mapa climdtico El siguiente mapa climatico muestra varias 
curvas isobdricas (curvas que representan areas con pre- 
sion constante de aire); tres de alta presion H y una de baja 
presion L. Puesto que la velocidad del viento es mayor a lo 
largo de las trayectorias ortogonales de las curvas isobaricas, 
utilizar el mapa para determinar las areas con mayor velocidad 
del viento. 



73. Considerando la ecuacion x 4 = 4(4x 2 — y 2 ): 

a) Utilizar una herramienta de graficacion para represen- 
tarla. 

b) Encontrar y representar graficamente las cuatro rectas 
tangentes a la curva en y = 3. 

c) Calcular las coordenadas exactas del punto de intersection 
de las dos rectas tangentes en el primer cuadrante. 



75 . 

76 . 


77 . 

78 . 

79 . 

80 . 


■ 81 . 


SeaLunarectatangentealacurva 7* + Vy = Vc.Demostrar 
que la suma de las intersecciones de L en los ejes x y y es c. 


Demostrar (teorema 2.3) que: 



para el caso donde n es un numero racional. ( Sugerencia : Es- 
cribir y = x plq en la forma y = x p y derivar de forma implfcita. 
Suponer que p y q son enteros, con q > 0.) 


Pendiente Encontrar todos los puntos de la circunferencia 
x 1 + y 2 =100 donde la pendiente es igual a f . 


Tangente horizontal Determinar el (los) punto(s) en el (los) 
que la grafica de y 4 = y 2 — x 1 tiene una tangente horizontal. 


Rectas tangentes Encontrar las ecuaciones de las dos rectas 

y 

tangentes a la elipse — + = 1 que pasa por el punto (4, 0). 

Normales a una parabola En la grafica se mostraron las 
rectas normales desde el punto (2, 0) a la grafica de la parabola 
x = y 2 . Encontrar cuantas rectas normales existen desde el 
punto (x , 0) a la grafica de la parabola si a) x„= i, b) jt =|y 
c) x 0 = 1. ^Para que valor de x 0 existen dos rectas normales 
perpendiculares entre sf? 


y 



Rectas normales a) Encontrar la ecuacion de la recta normal 

x 2 y 2 

a la elipse — + — = 1 en el punto (4, 2). b) Utilizar una he- 
32 8 

rramienta de graficacion para representar la elipse y la recta 
normal, c) ^En que otros puntos interseca esta recta normal a la 
elipse? 


PR0YECT0 DE TRABAJ0 


llusiones opticas 

En cada una de las siguientes graflcas se genera una ilusion optica 
por intersecciones de rectas con una familia de curvas. En todos los 
casos, las rectas parecen ser curvas. Encontrar el valor de dy/dx 
para los valores de x y y. 


a) 


Circunferencia: x 2 + y 2 = C 2 b) Hiperbolas: xy = C 
x = 3,y = 4, C=5 x = 1, y = 4, C = 4 


y 


X 



y 


X 



c ) Rectas: ax — by 
x = 73, y = 3, 
a m 73, b = 1 


y 



d) Curvas coseno: y — C cos x 
IT 1 _ 2 

x= 3’ y = 3’ C= 3 


y 



PARA MAYOR INFORMACION Para obtener mas informa- 
cion sobre las matematicas de las ilusiones opticas, leer el artfculo 
“Descriptive Models for Perception of Optical Illusions”, de David 
A. Smith, en The UMAP Journal. 
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Razones de cambio relacionadas 


■ Hallar una razon de cambio relacionada. 

■ Resolver problemas de la vida real con razones de cambio relacionadas. 



Calculo de razones de cambio relacionadas 

Ya se sabe como usar la regia de la cadena para encontrar cly/dx de manera implicita. Otra 
aplicacion relevante de la regia de la cadena consiste en encontrar razones de cambio de dos 
o mas variables relacionadas que estan cambiando respecto al tiempo. 

Por ejemplo, cuando sale agua de un deposito conico (figura 2.33), el volumen V, el 
radio r y la altura h del nivel del agua son funciones de t. Sabiendo que estas magnitudes 
variables se relacionan mediante la ecuacion 


. . TC 2 i 

V — —r n Ecuacion original. 

se puede derivar implfcitamente con respecto a t a fin de obtener la ecuacion de razones 
de cambio 



dV_ 

dt 



dh 
— + 

dt 




— + 2rh— |. 
dt dt 


Diferenciar con respecto a t. 


Para esta ecuacion se puede ver que la razon de cambio de V esta relacionada con la razon 
de cambio de h y r. 



El volumen esta relacionado con el radio y 
con la altura 
Figura 2.33 


PARA MAYOR INFORMACI ON 
Para aprender mas sobre la historia de 
los problemas de razones de cambio 
relacionadas, ver el artfculo “The 
Lengthening Shadow: The Story 
of Related Rates”, de Bill Austin, 

Don Barry y David Berman, en 
Mathematics Magazine. 


EXPLORACION 

Calculo de una razon de cambio relacionada Suponer que en el tanque conico que se 
muestra en la figura 2.33, la altura esta cambiando a un ritmo de —0.2 pies por minuto 
y el radio lo esta haciendo a un ritmo de —0.1 pies por minuto. ^Cual es la razon de 
cambio del volumen cuando el radio es r = 1 pie y la altura es h = 2 pies? ^La razon 
de cambio del volumen depende de los valores de r y hi Explicar la respuesta. 


EJEMPLO I Dos razones de cambio relacionadas 


Sean xyy dos funciones derivables de t, y relacionadas por la ecuacion y = x 2 + 3. Calcular 
dyjdt para x = 1 , sabiendo que dx/dt = 2 para x = 1. 

Solucion Derivar ambos lados con respecto a t, utilizando la regia de la cadena. 


y = x 2 + 3 

1 “ - if-* 1 + 3] 

dy „ dx 
~T - 2x — 
dt dt 

Cuando x = 1 y dx/ dt = 2, se tiene 
f = 2(1) (2) = 4. 


Ecuacion original. 


Derivar con respecto a t. 


Regia de la cadena. 
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Derivacion 


Solucion de problemas con razones de cambio relacionadas 

En el ejemplo 1 se dio la ecuacion que relaciona las variables x y y, y se pedfa hallar el ritmo 
de cambio de y para x = 1 . 

Ecuacion: y = x 1 2 3 4 + 3 

dx 

Ritmo dado: =2 cuando x = 1 

dt 

Hallar: -y- cuando x = 1 

dt 

En los ejemplos restantes de esta section, se debe crear un modelo matematico a partir de 
una description verbal. 


EJEMPLO 2 Ondas en un lago 



El area total se incrementa a medida que lo 
hace el radio del clrculo exterior 

Figura 2.34 


En un lago en calma se deja caer una piedra, lo que provoca ondas circulares, como se 
muestra en la figura 2.34. El radio r del clrculo exterior esta creciendo a una razon constante 
de 1 pie/s. Cuando el radio es 4 pies, que razon esta cambiando el area A de la region 
circular perturbada? 


Solucion Las variables r y A estan relacionadas por A = nr. La razon de cambio del 
radio r es dr/ dt = 1 . 


Ecuacion: 


A = nr 2 
dr 


Ritmo dado: ~r — 1 

dt 

dA 

Hallar: — cuando r = 4 

dt 

Con esta informacion, proceder como en el ejemplo 1 . 

~[A] = . [nr 2 ] Derivar con respccto a t. 


dA dr 

—— — 277/ — Regia de la cadena. 

dt dt 


— = 27r(4)(l) = 8rr 


Sustituir 4 por r y 1 por dr/ dt. 


Cuando el radio es de 4 pies, el area cambia a razon de 877 pies 2 / s. 


■ lMUM A1 utilizar esta estrategia, hay 
que cerciorarse de que el paso 4 no se 
realiza hasta que el paso 3 este termi- 
nado. Sustituir los valores conocidos de 
las variables antes de derivarlas tendrfa 
como resultado final una derivada 
inapropiada. ■ 


Estrategia para la solucion de problemas de razones de cambio 
relacionadas 

1. Identificar todas las cantidades dadas y por determinar. Hacer un esbozo y cla- 
sificarlas. 

2. Escribir una ecuacion que incluya las variables cuyas razones de cambio se en- 
cuentran en la informacion dada o deben calcularse. 

3. Utilizando la regia de la cadena, derivar de manera implicita ambos lados de la 
ecuacion con respecto al tiempo t. 

4. Despues de terminar el paso 3, sustituir en la ecuacion resultante todos los valores 
conocidos de las variables y sus razones de cambio. Luego se despeja la razon de 
cambio requerida. 
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La tabla siguiente contiene varios ejemplos de modelos matematicos que incluyen 
razones de cambio. Por ejemplo, la razon de cambio del primer ejemplo es la velocidad 
del automovil. 


Enunciado verbal 

Modelo matcmatico 

La velocidad de un automovil tras una hora 
de viaje es de 50 millas por hora. 

x = distancia recorrida 
dx 

— = 50 cuando 1 = 1 
dt 

Se introduce agua en una piscina a razon de 
10 metros cubicos por hora. 

V = volumen de agua en la piscina 
dV 

— = 10 m 3 /h 
dt 

Una rueda gira a 25 revoluciones por minuto 
(1 revolution = 2ir radianes). 

6 = angulo de giro 

— = 25(277") rad/mm 
dt 


EJEMPLO 3 Inflado de un globo 



Se bombea aire en el interior de un globo esferico (ver la figura 2.35) a razon de 4.5 pies 
cubicos por minuto. Calcular la razon de cambio del radio del globo cuando el radio es de 
2 pies. 

Solution Sea V el volumen del globo y r su radio. Puesto que el volumen esta crecien- 
do a razon de 4.5 pies cubicos por minuto, se sabe que en el instante t la razon de cambio 
del volumen es dV/dt = |. De tal modo que el problema se puede formular de la siguiente 
manera: 

Ritmo dado: = — (ritmo constante) 

dt 2 



Calcular: 

— cuando r = 2 


dt 


Para encontrar el ritmo de cambio del radio, encontrar una ecuacion que relacione el radio 
r con el volumen V. 

4 

Ecuacion: V — “ TT Volumen de una esfera. 


Derivar ambos lados de la ecuacion con respecto a f, para obtener: 



Inflando un globo 
Figura 2.35 


dV A 0 dr 
— = 4vr 2 — 
dt dt 


dr 

dt 


1 | 

(dV\ 

477-r 2 ' 

^3 


Derivar con respecto a t. 

Despejar dr/dt. 

Por ultimo, cuando r = 2 la razon de cambio del radio resulta ser 
dr 1 (9\ 

— = — — — ~ 0.09 pies por minuto. 
dt 1o77-\2/ 


Observar que en el ejemplo 3 el volumen esta creciendo a razon constante, pero el radio 
cambia a razon variable. El hecho de que dos razones esten relacionados no implica que 
sean proporcionales. En este caso en particular, el radio crece mas y mas lentamente con el 
paso del tiempo. ( ',Por que? 
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EJEMPLO 4 Velocidad de un avion detectado por radar 



Un avion vuela a 6 millas de altura y dista 
s millas de la estacion de radar 

Figura 2.36 


Un avion recorre una rata de vuelo que le llevara directamente sobre una estacion de radar, 
como se muestra en la figura 2.36. Si s esta decreciendo a razon de 400 millas por hora 
cuando s = 10 millas, ^cual es la velocidad del avion? 

Solucion Sea x la distancia horizontal al radar, como se ilustra en la figura 2.36. Observar 
que cuando s = 10, x = V 10 2 — 36 = 8. 

Ritmo dado: ds/dt= —400 cuando s = 1 0 
Encontrar: dx/dt cuando s = 10 y x = 8 

Encontrar la velocidad del avion de la siguiente manera: 

Ecuacion: X 2 + 6 2 = S 2 Teorema de Pitagoras. 

dx_ ds 

2x ~r — 2s — Derivar con respecto a t. 

dt dt 


dx si ds\ 
dt x\dt) 


Despejar dx/dt. 


dx 

dt 


^( — 400) 


Sustituir s,x y ds/dt. 


= — 500 millas por hora Simplificar. 


Puesto que la velocidad es de —500 millas por hora, la rapidez (o “velocidad” en sentido 
coloquial) es 500 millas/h. 


■ lMUM Observar en el ejemplo 4 que la velocidad es negativa porque x representa una distancia que 
disminuye. ■ 


EJEMPLO 5 Angulo de elevacion variable 


Calcular la razon de cambio del angulo de elevacion 0 de la camara que se muestra en la 
figura 2.37, diez segundos despues del despegue. 


Solucion Sea 6 el angulo de elevacion, como se muestra en la figura 2.37. Cuando t = 10, 
la altura v del cohete es s = 50 1 2 = 50(1 0) 2 = 5 000 pies. 





tan 0 = 


9 


s 

2 000 



if ran I 

2 000 pies 

No esta dibujado a escala 


Una camara de television, situada a ras 
del suelo, esta filmando el despegue del 
transbordador espacial, que se mueve 
verticalmente de acuerdo con la ecuacion de 
posicion s = 50 1 2 , donde s se mide en pies 
y t en segundos. La camara esta a 2 000 pies 
de la plataforma de lanzamiento 
Figura 2.37 


Ritmo dado: ds/dt = lOOf = velocidad del cohete 

Encontrar: d0/dt cuando t = 10 y 5 = 5 000 

Utilizando la figura 2.37, relacionar s y 0 mediante la ecuacion tan 6 = s/2 000. 

Ecuacion: 


tan 8 = 

s 

Ver la figura 2.37. 

2 000 

, .d6 

1 ( ds \ 

Derivar con respecto a t. 

2 000 \dt) 

de _ 

dt 

lOOt 

COS z ft 

2 000 

Sustituir lOOf por ds/dt. 


/ 2 000 \ 2 100f 

cos e = 2 000/ Vi 2 + 2 000 2 


Wi 2 + 2 000 2 / 2000 


Cuando t = 10ys = 5 000, se tiene 

dd 2 000(1 00) (10) 2 

J, ‘ 5 000’ + 2 000= = 29 rali,aneS P ° f Se8 “ nd0 ‘ 

De tal modo, cuando t = 10, 6 cambia a razon de 2 radianes por segundo. 
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EJEMPLO 6 Velocidad de un piston 

En el motor que se muestra en la figura 2.38, una varilla de 7 pulgadas esta conectada a un 
cigiienal de 3 pulgadas de radio, que gira en sentido contrario al de las manecillas del reloj, 
a 200 revoluciones por minuto. Calcular la velocidad del piston cuando 6 = tt/3. 




La velocidad de un piston esta relacionada con el angulo del cigiienal 

Figura 2.38 



c 


Ley de los cosenos: 
b 2 = a 2 + c 2 — 2ac cos 6 

Figura 2.39 


Solucion Nombrar las distancias como se muestra en la figura 2.38. Puesto que una revo- 
lucion completa equivale a 2-77 radianes, se deduce que dO/dt = 200(27t) = 400 7r radianes 
por minuto. 

d0 

Ritmo dado: — = 40077 (razon constante) 

dt 

Encontrar: cuando 9 = ^ 

dt 3 

Usar la ley de los cosenos (figura 2.39) para encontrar una ecuacion que relacione a x y a 0. 


Ecuacion: 


7 2 = 3 2 + x 2 


2(3) (x) cos 0 


r . _ dx ( „d6 „ dx 

0 = 2x — 6 \ —x sen 9 — + cos 9 — 

dt \ dt dt 


,, „ . .dx . n d9 

(6 cos 9 — 2 x)— = ox sen 9 — 
dt dt 


dx _ 6x sen 6 ( d0\ 

dt 6 cos 9 — 2 x\dt ) 

Cuando 9 = tt/3, se puede despejarx de la siguiente manera: 


7 2 = 3 2 + x 2 - 2(3) (x) cosy 

49 = 9 + x 2 - 6x^j 

0 = x 2 — 3x — 40 
0 = (x - 8)(x + 5) 
x = 8 


Elegir la solucion positiva. 


De esta manera, cuando x = 8 y 0 = tt/3, la velocidad del piston es 


dx = 6(8)(V3/2) 
dt ~ 6(1/2) - 16 
9 60077^/3 


(40077) 


-13 


~ —4018 pulgadas por minuto. 


■ .MUM Observar que la velocidad en el ejemplo 6 es negativa porque x representa una distancia que 
esta decreciendo. ■ 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, suponer que x y y son funciones derivables 
de t y encontrar los valores senalados de dy/dt y dx/dt. 


Ecuacion 


Encontrar 


Dado 


1. y = 


a) 

b) 


dy 

dt 

dx 

dt 

dy 


cuandox = 4 
cuandox = 25 


2. y = 4(x 2 — 5x) a) -r- cuandox = 3 
dt 


3. xy = 4 


4. x 2 + y 2 = 25 


b) —/ cuandox = 1 
dt 

a) -y- cuando x = 8 
dt 


b ) 


dx 

dt 

dy 


cuandox = 1 


a) -f - cuandox = 3, y = 4 
dt 


b ) 


dx 

dt 


cuando x = 4, y = 3 


dx 

dt 

dy 

dt 

dx 

dt 

dy 

dt 

dx 

dt 

dy 

dt 

dx 

dt 

dy 

dt 


3 

2 

2 

5 

10 

-6 

8 

= -2 


En los ejercicios 5 a 8, un punto se esta moviendo sobre la grafica 
de la funcion, de modo que dx/dt es 2 cm/s. Calcular dy/dt para 
los valores de x que se indican. 


6. v = 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


2x 2 + 1 

a) 

X = 

-1 

b) 

x = 0 

c) 

X = 1 

19. 

1 

1 + X 2 

a) 

X = 

-2 

b) 

x = 0 

C ) 

x = 2 

20. 


a) 


77 

b ) 

77 

C ) 

x = 0 


tan x 

X = 


* = “4 



a) 


77 

b) 

77 

C ) 

77 


COS X 

X = 

6 

A “ 4 

X= 3 

21. 


Desarrollo de conceptos 


9. Considerando la funcion lineal y = ax + b, £si x cambia 
a razon constante, ly tambien lo hace a razon constante? 
De ser asi, ^lo hace con la misma razon que x? Explicar la 
respuesta. 

10. Con las propias palabras, mencionar la estrategia para resol- 
ver problemas de razones de cambio relacionadas. 


11. Encontrar la razon de cambio de la distancia entre el origen 
y un punto que se mueve por la grafica de y = x 2 + 1, si 
dx/dt = 2 cm/s. 

12. Encontrar la razon de cambio de la distancia entre el ori- 
gen y un punto que se mueve sobre la grafica de y = sen x, 
si dx/dt = 2 cm/s. 

13. Area El radio r de un circulo esta creciendo a razon de 4 
centimetros por minuto. Calcular la razon de cambio del area 
cuando a) r — 8 cm y b) r = 32 cm. 


Area Sea A el area de un circulo con un radio r variable con 
el tiempo. Si dr/dte s constante, ^es constante dA/dtl Explicar 
la respuesta. 

Area El angulo entre los dos lados iguales, con longitud s, de 
un triangulo isosceles es 8. 

a) Demostrar que el area del triangulo se obtiene mediante 
A = is 2 sen 8. 

b) Sid esta creciendo a razon de \ radian por minuto, encontrar 
la razon de cambio del area cuando 0 = it/ 6 y 8 — ir/3. 

c) Explicar por que la razon de cambio del area del triangulo 
no es constante, a pesar de que dd/dt es constante. 

Volumen El radio r de una esfera esta creciendo a razon de 3 
pulgadas por minuto. 

a) Calcular la razon de cambio del volumen cuando r = 9 y 
r — 36 pulgadas. 

b) Explicar por que la razon de cambio del volumen de la 
esfera no es constante, a pesar de que dr/dt es constante. 

Volumen Se infla un globo esferico con gas a razon de 800 
centimetros cubicos por minuto. que razon esta aumentando 
su radio en el momento en el que este esta a a) 30 centimetros 
y b) 60 centimetros? 

Volumen Todas las aristas de un cubo estan creciendo a razon 
de 6 centimetros por segundo. iA que ritmo esta aumentando el 
volumen cuando cada arista mide a) 2 cm y b) 10 cm? 
Superficie Bajo las condiciones del problema anterior, deter- 
minar la razon a la que cambia el area de la superficie cuando 
cada arista mide a) 2 cm y b) 10 cm. 

Volumen La formula para calcular el volumen de un cono es 
V = 5 TTfih. Encontrar el ritmo de cambio del volumen si dr/dt 
es de 2 pulgadas por minuto yh = 3r, cuando a) r— 6 pulgadas 
y b) r = 24 pulgadas. 

Volumen En una planta de arena y grava, la arena cae de una 
cinta transportadora creando un monticulo de forma conica, a 
razon de 10 pies cubicos por minuto. El diametro de la base 
del monticulo es de aproximadamente tres veces la altura. ^A 
que razon cambia la altura del monton cuando su altura es 15 
pies? 

Profundidad Un deposito conico (con el vertice abajo) mide 1 0 
pies de ancho en su parte mas alta y tiene 12 pies de profundidad. 
Si se le vierte agua a razon de 10 pies 3 por minuto, calcular la 
razon de cambio de la profundidad del agua cuando esta es de 
8 pies. 

Profundidad Una piscina tiene 12 metros de largo, 6 de ancho 
y una profundidad que oscila desde 1 hasta 3 m (ver la figura). 
Se bombea agua en ella a razon de \ de metro cubico por minuto 
y ya hay 1 m de agua en el extremo mas profundo. 

a) (,Que porcentaje de la piscina esta lleno? 

b) i A que razon se eleva el nivel del agua? 
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Figura para 23 Figura para 24 

24. Profundidad Una artesa tiene 12 pies de largo y 3 de ancho 
en su parte superior (ver la figura), sus extremos tienen forma 
de triangulo isosceles con una altura de 3 pies. 

a) Si se vierte agua en ella a razon de 2 pies cubicos por 
minuto, ^,a que razon sube el nivel del agua cuando hay 1 
pie de profundidad de agua? 

b ) Si el agua sube a una razon de | de pulgada por minuto 
cuando h — 2, determinar una razon al que se esta vertiendo 
agua en la artesa. 

25. Escalera deslizante Una escalera de 25 pies de longitud esta 
apoyada sobre una pared (ver la figura). Su base se desliza por 
la pared a razon de 2 pies por segundo. 

a) ^ A que razon esta bajando su extremo superior por la pared 
cuando la base esta a 7, 15 y 24 pies de la pared? 

b) Determinar la razon a la que cambia el area del triangulo 
formado por la escalera, el suelo y la pared, cuando la base 
de la primera esta a 7 pies de la pared. 

c ) Calcular la razon de cambio del angulo formado por la es- 
calera y la pared cuando la base esta a 7 pies de la pared. 



PARA MAYOR INFORMACION Para obtener mas informacion 
sobre las matematicas relativas a las escaleras deslizantes, ver el 
artfculo “The Falling Ladder Paradox”, de Paul Scholten y Andrew 
Simoson, en The College Mathematics Journal. 

26. Construccion Un obrero levanta, con ayuda de una soga, un 
tablon de cinco metros hasta lo alto de un edificio en construccion 
(ver la figura). Suponer que el otro extremo del tablon sigue una 
trayectoria perpendicular a la pared y que el obrero mueve el 
tablon a razon de 0. 1 5 m/s. i A que ritmo desliza por el suelo el 
extremo cuando esta a 2.5 m de la pared? 


27. Construccion Una polea situada en lo alto de un edificio de 1 2 
metros levanta un tubo de la misma longitud hasta colocarlo en 
position vertical, como se muestra en la figura. La polea recoge 
la cuerda a razon de —0.2 m/s. Calcular las razones de cambio 
vertical y horizontal del extremo del tubo cuandoy = 6. 


dl - 2L 



Figura para 27 Figura para 28 

28. Navegacion Un velero es arrastrado hacia el muelle por medio 
de una polea situada a una altura de 12 pies por encima de la 
quilla del barco (ver la figura). 

a) Si la cuerda se recoge a razon de 4 pies por segundo, de- 
terminar la velocidad del velero cuando quedan 13 pies de 
cuerda sin recoger. ^Que ocurre con la velocidad del velero 
a rnedida que el barco se acerca mas al muelle? 

b) Suponiendo que el bote se mueve a un ritmo constante de 4 
pies por segundo, determinar la velocidad a la que la polea 
recoge la cuerda cuando quedan 1 3 pies de ella por recoger. 
^Que ocurre con la velocidad de la polea a medida que el 
barco se acerca mas al muelle? 

29. Control de trafico aereo Un controlador detecta que dos 
aviones que vuelan a la misma altura tienen trayectorias perpen- 
diculares y convergen en un punto (ver la figura). Uno de ellos 
esta a 225 millas de dicho punto y vuela a 450 millas por hora. 
El otro esta a 300 millas y se desplaza a 600 millas/h. 

a) iA que ritmo se reduce la distancia entre ellos? 

b ) ^De cuanto tiempo dispone el controlador para modificar 
la ruta de alguno de ellos? 


y 




Figura para 29 Figura para 30 

30. Control de trafico aereo Un avion vuela a 5 millas de altura 
y pasa exactamente por encima de una antena de radar (ver la 
figura). Cuando el avion esta a 10 millas (s = 10), el radar de- 
tecta que la distancia s esta cambiando a una velocidad de 240 
millas/h. ^Cual es la velocidad del avion? 
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CAPITULO 2 Derivation 


31. Deportes Un campo de beisbol tiene forma deuncuadrado con 
lados de 90 pies (ver la figura). Si un jugador corre de segunda 
a tercera a 25 pies por segundo y se encuentra a 20 pies de la 
tercera base, ^a que ritmo esta cambiando su distancia 5 respecto 
a home ? 


12 

8 


Figura para 33 

32. Deportes En el campo de beisbol del ejercicio anterior, supo- 
ner que el jugador corre desde primera hasta segunda base a 25 
pies por segundo. Calcular la razon de cambio de su distancia 
con respecto a home cuando se encuentra a 20 pies de la segun- 
da base. 

33. Longitud de una sombra Un hombre de 6 pies de altura camina 
a 5 pies por segundo alejandose de una luz que esta a 15 pies de 
altura sobre el suelo (ver la figura). Cuando este hombre esta a 
10 pies de la base de la luz: 

a) i& que velocidad se mueve el extremo de su sombra? 

b ) que razon esta cambiando la longitud de su sombra? 

34. Longitud de una sombra Repetir el ejercicio anterior, supo- 
niendo ahora que el hombre camina hacia la luz y que esta se 
encuentra situada a 20 pies de altura (ver la figura). 


Tercera 

Segunda base 

o 

Primera 

base 


base 

o 


0 

\ 

90 pies 



\ * 

> Home 



Figura para 31 y 32 




Figura para 34 



Figura para 35 


35. Diseiio de mdquinas Los extremos de una varilla movil de 
1 m de longitud tienen coordenadas ( x , 0) y (0, y) (ver la figura). 
La position del extremo que se apoya en el eje x es 


, , 1 TTt 

At) = 2 sen IT 

donde t se mide en segundos. 

a) Calcular la duration de un ciclo completo de la varilla. 

b) ^,Cual es el punto mas bajo que alcanza el extremo de la 
varilla que esta en el eje y? 

c) Encontrar la velocidad del extremo que se mueve por el eje 
y cuando el otro esta en (i, 0). 


36. Diseiio de mdquinas Repetir el ejercicio anterior para una 
funcion de position x(t) = f sen irt. Utilizar el punto (n, 0) para 
el apartado c). 


37. Evaporacion A1 caer, una gota esferica alcanza una capa de 
aire seco y comienza a evaporarse a un ritmo proporcional a su 
area superficial (5 = 4irr). Demostrar que el radio de la gota 
decrece a ritmo constante. 


Para discusion 


38. Utilizando la grafica def a) determinar si dy/ dt es positiva 

o negativa dado que dx/dt es negativa y b) determinar si 
dx/dt es positiva o negativa dado que dy/dt es positiva. 

0 

ii) 


4- 

\ 6- 

5- 

4- 

If 


r 3- 


1 - 




1 2 3 4 -3-2-1 

1 2 3 


39. Electricidad La resistencia electrica combinada K de A’ y R 2 , 
conectadas en paralelo, es dada por 

A _ _L j_ 

R Rj R 2 

donde R , R x y R 2 se miden en ohmios. R { y R 2 estan creciendo a 
razon de 1 y 1.5 ohmios por segundo, respectivamente. ^A que 
ritmo esta cambiando R cuando = 50 y R 2 = 75 ohmios? 

40. Expansion adiabatica Cuando cierto gas poliatomico sufre 
una expansion adiabatica, su presion p y su volumen V satisfacen 
la ecuacion pV 1 3 = k, donde k es una constante. Encontrar la 
relation que existe entre las razones dp/dt y dV/dt. 

41. Diseiio de autopistas En cierta autopista, la trayectoria de 
los automoviles es un arco circular de radio r. Con el fin de no 
depender totalmente de la friction para compensar la fuerza 
centrifuga, se construye un peralte con un angulo de inclination 
9 sobre la horizontal (ver la figura). Este angulo satisface la ecua- 
cion rg tan 9 = v 2 , donde v es la velocidad de los automoviles y 
g = 32 pies por segundo al cuadrado es la aceleracion de la 
gravedad. Encontrar la relation que existe entre las razones de 
cambio relacionadas dv/dt y d9/dt. 



42. Angulo de elevacion Un globo asciende a 4 metros por segundo 
desde un punto del suelo a 50 m de un observador. Calcular la 
razon de cambio del angulo de elevacion del globo cuando esta 
a 50 metros de altura. 
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43. Angulo de elevacion El pescador de la figura recoge sedal 
para capturar su pieza a razon de 1 pie por segundo, desde un 
punto que esta a 10 pies por encima del agua (ver la figura). 
que ritmo cambia el angulo 8 entre el sedal y el agua cuando 
quedan por recoger 25 pies de sedal? 



Figura para 43 


Figura para 44 


44. Angulo de elevacion Un avion vuela a 5 millas de altitud y 
a una velocidad de 600 millas por hora, hacia un punto situado 
exactamente en la vertical de un observador (ver la figura). i A 
que ritmo esta cambiando el angulo de elevacion 8 cuando el 
angulo es a) 8 = 30°, b) 8 = 60° y c) 8 = 75°? 

45. Velocidad lineal y velocidad angular La patrulla de la figura 
esta estacionada a 50 pies de un largo almacen. La luz de su 
torreta gira a 30 revoluciones por minuto. i A que velocidad se 
esta moviendo la luz a lo largo del muro cuando el haz forma 
angulos de a) 8 = 30°, b) 8 = 60° y c) 8 = 70°? 



Figura para 45 Figura para 46 


46. Velocidad lineal y velocidad angular Una rueda de 30 cm de 
radio gira a razon de 10 vueltas por segundo. Se pinta un punto 
P en su borde (ver la figura). 

M a) Encontrar dx/dt como funcion de 8. 
rp 1 b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion del apartado a). 

c) ^Cuando es mayor el valor absoluto del ritmo de cambio 
de xl, iy el menor? 

d) Calcular dx/dt cuando 8 = 30° y 8 = 60°. 

47. Control de vuelo Un avion vuela en condiciones de aire en 
calma a una velocidad de 275 millas por hora. Si asciende con 
un angulo de 18°, calcular el ritmo al que esta ganando altura. 

48. Camara de vigilancia Una camara devigilancia esta a 50 pies 
de altura sobre un vestibulo de 100 pies de largo (ver la figura). 
Es mas facil disenar la camara con una velocidad de rotation 
constante, pero en tal caso toma las imagenes del vestfbulo a 
velocidad variable. En consecuencia, es deseable disenar un 
sistema con velocidad angular variable de modo tal que la velo- 
cidad de la toma a lo largo del vestibulo sea constante. Encontrar 
un modelo para la velocidad variable de rotation adecuado si 
\dx/dt\ = 2 pies por segundo. 


y 



( 0 . 501 



In 


'' \ 4 A 


100 pies 


Figura para 48 


49. Para pensar Describir la relation que existe entre la razon de 
cambio de y y el de x en los casos siguientes. Suponer que todas 
las variables y derivadas son positivas. 


a ) 


dy _ dx 
dt dt 


b) d j- t = x(L - x) 


dx 

dt’ 


0 < x < L 


Aceleracion En los ejercicios 50 y 51, calcular la aceleracion del 
objeto especificado. ( Sugerencia : Recordar que si una variable 
cambia a velocidad constante, su aceleracion es nula.) 


50. Calcular la aceleracion del extremo superior de la escalera del 
ejercicio 25 cuando su base esta a 7 pies de la pared. 

51. Calcular la aceleracion del velero del ejercicio 28a cuando faltan 
por recoger 1 3 pies de cuerda. 

52. Modelo matematico La siguiente tabla muestra el numero de 
mujeres solteras s (nunca casadas) y casadas m (en millones) 
en el mundo laboral estadounidense desde 1997 hasta 2005. 
(. Fuente : U.S. Bureau of Labor Statistics) 


Ano 

1997 

1998 

1999 

2000 

2001 

2002 

2003 

2004 

2005 

s 

16.5 

17.1 

17.6 

17.8 

18.0 

18.2 

18.4 

18.6 

19.2 

m 

33.8 

33.9 

34.4 

35.1 

35.2 

35.5 

36.0 

35.8 

35.9 


ft* a) Utilizar las funciones de regresion de su herramienta 
de graficacion para encontrar un modelo de la forma 
m(s) = as 3 + bs 2 + cs + d para esos datos, donde t es el 
tiempo en anos, siendo t = 7 el ano 1997. 
b) Encontrar dm /dt. Despues utilizar ese modelo para estimar 
dm/dt para t = 10, si se supone que el numero de mujeres 
solteras s que forman parte de la fuerza de trabajo va a 
crecer a razon de 0.75 millones al ano. 

53. Sombra en movimiento Se deja caer una pelota desde una 
altura de 20 m, a una distancia de 12 m de una lampara (ver la 
figura). La sombra de la pelota se mueve a lo largo del suelo. 
lA que ritmo se esta moviendo la sombra 1 segundo despues 
de soltar la pelota? ( Enviado por Dennis Gittinger, St. Philips 
College, San Antonio, TX) 
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CAPITULO 2 Derivacion 


Ejercicios de repaso 

En los ejercicios 1 a 4, encontrar la derivada de la funcion usando 
la propia definicion de derivada. 



1. fix) = x 2 — 4x + 5 

2. fix) 

= Vx 

3 . 

4. fix) 

_ 6 
X 


En los ejercicios 5 y 6, buscar los valores de x en los que / es 
derivable. 


19. 

hit) = 

13/ 4 


20. 

fit)- 

= —St 5 


21. 

fix) = 

x 3 - 

llx 2 

22. 

gis) = 

-- 4 v 4 - 

5s 2 

23. 

h( x ) — 

6v/x 

+ 3f/x 

24. 

fix) -- 

= x 1 ' 2 - 

- x-‘/ 2 

25. 

g(t) = 

2 

3 1 2 


26. 

hix) = 

10 

‘ (7x) 2 


27. 

fie) = 

46 - 

5 sen 6 

28. 

g( a ) - 

= 4 cos 

a + 6 

29. 

fie) = 

3 cos 

sen 6 

30. 

g(a) = 

5 sen 
3 

- - 2a 



7. Construir la grafica de fix) = 4 — |jc — 2|. 

a) if es continua en x = 2? 

b) if es derivable en x = 2? Explicar la respuesta. 


8. Construir la grafica de f(x) = 

a) if es continua en x = —2? 

b) if es derivable en x = —2? Explicar la respuesta. 


lx 2 + 4x + 2, x < — 2 
|l — 4x — x 2 , x > — 2. 


En los ejercicios 9 y 10, encontrar la pendiente de la recta tangente 
a la grafica de la funcion en el punto dado. 


9. sM = f* 2 -J (-i>f) 

10. h(x) = j-2x 2 , (-2,-f) 


En los ejercicios 11 y 12, a) encontrar la ecuacion de la recta 
tangente a la grafica de / en el punto dado, b ) utilizar una herra- 
mienta de graficacion para representar la funcion y su tangente 
en el punto y c) usar la funcion derivative de una herramienta de 
graficacion para confirmar sus resultados. 


11. f(x) = X 3 - 1 , (-1, -2) 12. fix) = r (0, 2) 


Redaccion En los ejercicios 31 y 32, en la figura se muestran las 
graficas de una funcion y su derivada. Nombrar las graficas como 
/ y /' y escribir un pequeno parrafo estableciendo los criterios 
utilizados al hacer la seleccion. 


31. > 


X 



32. 


y 



33. Cuerda vibrante Cuando se pulsa la cuerda de una guitarra, 
esta vibra con una frecuencia F = 200 donde F se mide en 
vibraciones por segundo y la tension T se mide en libras. 
Encontrar las razones de cambio en F cuando a) T = 4 y 
b)T=9. 

34. Movimiento vertical Se deja caer una pelota desde una altura 
de 100 pies. Un segundo despues, se deja caer otra pelota desde 
una altura de 75 pies. ^Cual de ellas llega primero al suelo? 

35. Movimiento vertical Para estimar la altura de un edificio, se 
deja caer una piedra desde su parte superior a una piscina que 
se encuentra a nivel del suelo. ^Que altura tiene el edificio si el 
impacto en el agua ocurre 9.2 segundos despues de lanzada la 
piedra? 

36. Movimiento vertical Se deja caer una bomba desde un aero- 
plano que vuela a una altura de 14 400 pies. ^Cuanto tiempo 
tardara la bomba en llegar al suelo? (Debido al movimiento del 
avion, la caida no sera vertical, pero el tiempo sera el mismo.) 
Si el avion viaja a 600 millas por hora, ^cuanto se movera la 
bomba de manera horizontal despues de soltarla? 

37. Movimiento de un proyectil Se lanza una pelota que sigue la 
trayectoria descrita por y = x — 0.02X 2 . 


En los ejercicios 13 y 14, utilizar la forma alternativa de la derivada 
para calcular la derivada en x = c (si existe). 

i3. g(x) = x 2 (x - 1), c = 2 14. fix) = — c = 3 

En los ejercicios 15 a 30, usar las reglas de derivacion para encon- 
trar la derivada de la funcion. 

15. y = 25 16. y=— 30 

17. fix) = x s 18. g( x) = x 20 


a) Construir la grafica de la trayectoria. 

b ) Encontrar la distancia horizontal total de la pelota. 

c) ^En que valor de x alcanzara la pelota la altura maxima? 
(Utilizar la simetrfa de la ruta.) 

d) Encontrar la ecuacion que sirve para calcular el ritmo de 
cambio instantaneo para la altura de la pelota con respecto 
al cambio horizontal. Evaluar la ecuacion enx = 0, 10, 25, 
30 y 50. 

e) ^Cual es la razon de cambio instantanea de la altura cuando 
la pelota alcanza su altura maxima? 


Ejercicios de repaso 
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38. Movimiento de un proyectil La trayectoria de un proyectil 
lanzado con un angulo de 45° con respecto al piso es 



donde la velocidad inicial es v 0 pies por segundo. 


51. y = 3x 2 sec x 52. y = 2x — x 2 tan x 

53. y = x cos x — sen x 54. g(x) = 3x sen x + x 2 cos x 

En los ejercicios 55 a 58, encontrar la ecuacion de la recta tangente 
a la grafica de / en el punto dado. 


a) Encontrar la coordenada x del punto donde el proyectil 
golpea al suelo. Utilizar la simetrfa de la trayectoria del 
proyectil para localizar la coordenada x del punto en el que 
alcanza su altura maxima. 

b) ^Cual es la razon de cambio instantaneo de la altura cuando 
el proyectil se encuentra a su altura maxima? 

c) Demostrar que duplicar la velocidad inicial del proyectil 
multiplicarfa por 4 la altura maxima y el alcance. 

d) Calcular la altura maxima y el alcance de un proyectil 
lanzado con una velocidad inicial de 70 pies por segundo. 
Utilizar una herramienta de graficacion para representar la 
trayectoria del proyectil. 

39. Movimiento horizontal La funcion de position de una par- 
tfcula que se mueve a lo largo del eje x es: 

x(t) = f - 3t + 2 para -oo <t< oo. 

a) Calcular la velocidad de la partlcula. 

b) Encontrar el o los intervalos t abiertos en los que la par- 
tlcula se mueve hacia la izquierda. 

c) Determinar la position de la partlcula cuando la velocidad 
es 0. 

d) Encontrar la velocidad de la partlcula cuando la position 
es 0. 

40. Modelado matematico En la siguiente tabla se muestra la 
velocidad de un automovil en millas por hora y la distancia de 
frenado en pies: 


Velocidad, x 

20 

30 

40 

50 

60 

Distancia de frenado, y 

25 

55 

105 

188 

300 


a) Utilizar las funciones de regresion de la herramienta de grafi- 
cacion para encontrar un modelo cuadratico para los datos. 

b ) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
los datos y trazar el modelo. 

c) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
dy/dx. 

d) Utilizar el modelo para aproximar la distancia de frenado 
para una velocidad de 65 millas por hora. 

e) Utilizar la grafica de los apartados b) y c) para explicar el 
cambio en la distancia de frenado a rnedida que aumenta 
la velocidad. 

En los ejercicios 41 a 54, encontrar la derivada de la funcion. 


41. 

42. 

43. 
45. 

47. 

49. 


fix) = (5x 2 + 8)(x 2 — 4x — 6) 
g{x) = (x 3 + 7x)(x + 3) 


Kx) 

= ~/x sen x 

44. 

fix) 

x 2 + x - 1 
x 2 - 1 

46. 

fix) 

04 

^ 4? 
1 

ON 

II 

48. 

y = 

Jt 4 

50. 


cos x 


fit ) =2 1 5 cos t 
6x - 5 

/« = 


fix) = 


3x 2 - 2x 
senx 


5S - m - ^ o. 0 /« - ff}. (j. -3) 

57. f(x) = -x tanx, (0,0) 58. fix) = j + C ° S '* , l) 

1 — cosx \2 / 

59. Aceleracion La velocidad de un objeto es v(t) = 36 — I 2 , 0 £ t 
£ 6, en metros por segundo. Calcular la velocidad y aceleracion 
del objeto cuando t = 4. 

60. Aceleracion La velocidad inicial de un automovil que parte 
del reposo es 


donde v se mide en pies por segundo. Calcular la velocidad y 
aceleracion del vehfculo una vez transcurridos los siguientes 
tiempos: 

d) 1 segundo b) 5 segundos c) 10 segundos 


En los ejercicios 61 a 66, calcular la segunda derivada de la 
funcion. 


61. 


En los ejercicios 67 y 68, demostrar que la funcion que satisface 
la ecuacion. 


git) = -8f 3 - 5t + 12 

62. 

hix) = 

21x 3 + 3x 

fix) = 15X 5 / 2 

64. 

fix) = 

20 ^x 

fi9) = 3 tan e 

66. 

hit) = 

10 cos t — 15 sen t 


Funcion 


Ecuacion 


67. y — 2 senx + 3 cos x 
10 — cosx 


68. y = 


y"+y = 0 
xy' + y = senx 


En los ejercicios 69 a 80, encontrar la derivada de la funcion. 


69. 

71. 

73. 

75. 

77. 

79. 


h(x) 


! x + 5 
\x 2 + 3 


fU) 
y = 
y = 

y = 

y = 


= (s 2 - i) 5 /V + 5) 

5 cos(9x + 1) 
x sen 2x 


2 4 

— sen 3 / 2 x — 

3 

sen 7rx 
x + 2 



70. 

72. 

74. 


76. 


78. 

80. 



hie ) 


e 

(1 - e) 3 


y = 
y = 


1 — cos 2x + 2 cos 2 x 
sec 7 x sec 5 x 
~1 5 


fi x ) 

y = 


3x 

X 2 + 1 
cos(x — 1) 

X — 1 


En los ejercicios 81 a 84, encontrar la derivada de la funcion en 
el punto dado. 

si. fix) = (-2,3) 

82. fix) = (3, 2) 
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CAPITULO 2 Derivacion 


83. 


y = — esc 2x, 

7 2 



En los ejercicios 103 a 108, utilizar la derivacion implicita para 
encontrar dy/dx. 


84. y = esc 3x + cot 3x, ( — , 1 

l*f:V En los ejercicios 85 a 88, utilizar un sistema algebraico compu- 
tarizado para encontrar la derivada de la funcion. Utilizar una he- 
rramienta de graficacion para representar la funcion y su derivada 
en el mismo piano cartesiano. Describir el comportamiento de la 
funcion que corresponda a todo cero de la graflca de la derivada. 

85. g( x ) = y== 86. f(x) = [(x - 2)(x + 4)] 2 

87. f(t) = Vf + 1 i/t + I 88. y = ~j3x(x + 2) 3 

CE® En los ejercicios 89 a 92, a) utilizar un sistema algebraico compu- 
tarizado para encontrar la derivada de la funcion en el punto 
dado, b) encontrar la ecuacion de la recta tangente a la graflca de 
la funcion en el punto y c) representar graficamente la funcion y 
su recta tangente en el mismo piano cartesiano. 

89. f(t) = t 2 {t - l) 5 , (2, 4) 

90. g( x ) = xjx 2 + 1, (3,3>/Io) 

91. f(x) = tanVl — x, ( — 2, tan v/3) 

92. f(x) = 2 csc 3 ( ~/x), (1, 2 esc 3 1) 

En los ejercicios 93 a 96, encontrar la segunda derivada de la 
funcion. 


93. 

y = lx 2 + cos 2x 

94. y = - + tan x 

X 

95. 

f(x) = cotx 

96. y = sen 2 x 


CRH En los ejercicios 97 a 100, utilizar un sistema algebraico compu- 
tarizado para encontrar la segunda derivada de la funcion. 

97 -^ = ( 98 - ^ = 

99. g(6) = tan 36 — sen (6 — 1) 100. h(x) = 5x^/x 2 — 16 

101. Refrigeration La temperatura T en grados Fahrenheit de los 
alimentos colocados en un congelador es 


t 2 + 4t + 10 

donde t es el tiempo en horas. Calcular la razon de cambio de 
T con respecto a t en cada uno de los siguientes tiempos: 

a) t = 1 b ) t = 3 c) t = 5 d) t = 10 

102. Flujo de fluidos La velocidad de salida v de un llquido que 
fluye por el orificio que se encuentra en la parte inferior de 
un tanque esta dada por v = ~j2gh, donde g es la aceleracion 
de la gravedad (32 pies por segundo al cuadrado) y h es la 
profundidad del llquido dentro del tanque. Encontrar el ritmo 
de cambio de v con respecto a h cuando a) h = 9 y b) h = 
4. (Observar que g = +32 pies por segundo al cuadrado. El 
signo g depende de como se modele el problema. En este 
caso, considerar una g negativa producirfa un valor imaginario 
para v.) 


103. 

x 2 + 3xy + y 2 = 10 

104. 

II 

'ST 

1 

'ST 

+ 

105. 

Jlcy — x — 4y 

106. 

y^fx — xVy = 25 

107. 

x sen y = y cos x 

108. 

cos(x + y) = x 


En los ejercicios 109 y 110, encontrar las ecuaciones de las rectas 

tangente y normal a la graflca de la ecuacion en el punto dado. 

Utilizar una herramienta de graficacion para representar la ecua- 
cion, la recta tangente y la normal. 

109. x 2 + y 2 = 10, (3, 1) 110. x 2 - y 2 = 20, (6, 4) 

111. Un punto se mueve sobre la curva y = -fx de manera tal que el 

valor en y aumenta con un ritmo de dos unidades por segundo. 
lA que ritmo cambiax en cada uno de los siguientes valores? 

a ) x = i b) x=l c) x = 4 

112. Superficie Las aristas de un cubo se expanden a un ritmo de 

8 centlmetros por segundo. iA que ritmo cambia el area de su 
superficie cuando sus aristas tienen 6.5 centlmetros? 

113. Profundidad La section transversal de un canal de 5 metros 
es un trapezoide isosceles con base menor de dos metros, base 
mayor de tres metros y una altura de dos metros. El agua corre 
por el canal a un ritmo de un metro cubico por minuto. ^Con 
que rapidez aumenta el nivel del agua cuando esta tiene un 
metro de profundidad? 

114. Velocidad lineal y angular Un faro giratorio se localiza a 1 
kilometro en llnea recta de una playa (ver la figura). Si el faro 
gira a un ritmo de tres revoluciones por minuto, ^a que velocidad 
parece moverse el haz de luz (en kilometros por hora) para un 
espectador que se encuentra a medio kilometro sobre la playa? 



115. Sombra en movimiento Sedejacaerun costal de arena desde 
un globo aerostatico que se encuentra a 60 metros de altura; en 
ese momento el angulo de elevacion del Sol es de 30 grados (ver 
la figura). Encontrar el ritmo al que se mueve la sombra sobre el 
piso cuando el costal esta a una altura de 35 metros. [Sugerencia: 
La posicion del costal esta dada por s(t ) = 60 — 4.9r 2 .] 



Trayectoria de la sombra 




Solucion de problemas 
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Solucion de problemas 



Tomando en cuenta la grafica de la parabola y = x: 


a) Encontrar el radio r del clrculo mas grande posible centrado 
sobre el eje x que es tangente a la parabola en el origen, como 
se muestra en la figura. Este clrculo se denomina el clrculo 
de curvatura (ver la seccion 12.5). Encontrar la ecuacion 
de este clrculo. Utilizar una herramienta de graficacion para 
representar el clrculo y la parabola en la misma ventana, 
con el fin de verificar la respuesta. 

b) Encontrar el centro (0, b) del clrculo con radio 1 centrado 
sobre el eje y que es tangente a la parabola en dos puntos, 
como se muestra en la figura. Encontrar la ecuacion de 
este clrculo. Utilizar una herramienta de graficacion para 
representar el clrculo y la parabola en la misma ventana, 
con el fin de verificar la respuesta. 




Figura para 1« Figura para lb 

2. Representar las dos parabolas y = jc 2 y y = — x + 2x — 5 en 
el mismo piano cartesiano. Encontrar las ecuaciones de las dos 
rectas igualmente tangentes a ambas parabolas. 

3. a) Encontrar el polinomio P x (x) = a 0 + a x x cuyo valor y 

pendiente concuerdan con el valor y la pendiente de f(x) 
= cos x en el punto x = 0. 

b) Encontrar el polinomio P 2 (x) — a 0 + ape + a-pe 2 cuyo valor 
y primeras dos derivadas concuerdan con el valor y las dos 
primeras derivadas de f(x ) = cos x en el punto x = 0. Este 
polinomio se denomina polinomio de Taylor de segundo 
grado de f(x) = cos x en x = 0. 

c) Completar la siguiente tabla comparando los valores de 
f(x) = cos x y P 2 {x). (,Que es lo que se observa? 


X 

- 1.0 

- 0.1 

- 0.001 

0 

0.001 

0.1 

1.0 

COS X 








P 2 (x) 









d) Encontrar el polinomio de Taylor de tercer grado de 
f(x) = sen x en x = 0. 

4. a) Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la parabola 
y = x en el punto (2, 4). 

b) Encontrar la ecuacion de la recta normal a y = x 2 en el punto 
(2, 4). (La recta normal es perpendicular a la tangente.) 
^Donde corta esta recta a la parabola por segunda vez? 

c) Encontrar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a 
y = x 2 en el punto (0, 0). 


d) Demostrar que para todo punto (a, b) (0, 0) sobre la 
parabola y = x 2 , la recta normal corta a la grafica una 
segunda vez. 

5. Encontrar un polinomio de tercer grado p(x) tangente a la 
recta y = I4x — 13 en el punto (1, 1), y tangente a la recta 
y = —2x — 5 en el punto (—1, —3). 

6. Encontrar la funcion de la forma f(x) = a + b cos cx tangente 
a la recta v = 1 en el punto (0, 1 ) y tangente a la recta 


y = x + 


3 

2 


7 T 

4 


en el punto 



7. La grafica de la curva ocho, en forma de pera, 
x A — a 2 (x 2 — y 2 ), a # 0, 


es la siguiente 


y 



a) Explicar como podrfa utilizarse una herramienta de grafi- 
cacion para representar esta curva. 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
la curva para diversos valores de la constante a. Describir 
como influye en la forma de la curva. 

c) Determinar los puntos de la curva donde la recta tangente 
es horizontal. 



La grafica de la curva cuartica, en forma de pera. 


b 2 y 1 = j c 3 (a — x), a,b > 0, 
es la siguiente 


y 



a) Explicar como podrfa utilizar una herramienta de grafica- 
cion para representar esta curva. 

b ) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la 
curva para diversos valores de las constantes a y b. Describir 
como influyen en la forma de la curva. 

c) Determinar los puntos de la curva donde la recta tangente 
es horizontal. 
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CAPITULO 2 Derivation 


9. Un hombre que mide seis pies de estatura camina a un ritmo de 
5 pies por segundo hacia una farola del alumbrado publico que 
tiene 30 pies de altura (ver la figura). Su hijo, que mide 3 pies, 
le sigue a la misma velocidad pero 10 pies detras de el. Por 
momentos, la sombra que queda detras del nino es la producida 
por el hombre, y en otros, es la del nino. 

a) Suponiendo que el hombre esta a 90 pies de la farola, 
demostrar que su sombra se proyecta tras del nino. 

b) Suponiendo que el hombre esta a 60 pies de la farola, 
demostrar que la sombra del nino se extiende mas alia de 
la del hombre. 

c) Determinar la distancia d desde el hombre hasta la farola 
en la que los bordes de ambas sombras estan exactamente 
a la misma distancia de la farola. 

d) Determinar a que velocidad se mueve el borde de la sombra 
en funcion de x, la distancia entre el hombre y la farola. 
Analizar la continuidad de esta funcion de velocidad de la 
sombra. 



Figura para 9 


y 



Figura para 10 


10. Una partfcula se mueve sobre la grafica de y = \[x (ver la figura). 

Cuando x = 8, la componente y de su position aumenta con un 

ritmo de un centimetro por segundo. 

a) que velocidad se modifica la componente x en este 
momento? 

b) ^A que velocidad se modifica la distancia desde el origen 
en este momento? 

c) i A que velocidad cambia el angulo de inclination 0 en este 
momento? 


11. Sea L una funcion derivable para todo x. Demostrar que si L(a 
+ b) = L{a) + L{b) para todo a y b, entonces L'( x) = L'{ 0) para 
todo x. lA que se parece la grafica de L? 

12. Sea £ una funcion que satisface £(0) = E' (0) = 1 . Demostrar que 
si E{a + b) = E(a)E(b) para todo a y b, entonces E es derivable 
y E'(x) = E{x) para todo x. Encontrar un ejemplo de una funcion 
que satisfaga E{a + b) = E{a)E{b). 


sen x 

13. El limite fundamental lim : — - = 1 supone que x se mide en 

.mo x 

radianes. (,Que sucede si x se midio en grados en vez de ra- 
dianes? 

a) Conftgurar una herramienta de graficacion en modo degree 
y completar la tabla. 


z (en grados) 

0.1 

0.01 

0.0001 

senz 

z 





b) Utilizar la tabla para estimar 

„ senz 
hm 

z^O Z 

para z en grados. ^Cual es el valor exacto de este limite? 
{Sugerencia: 180° = it radianes). 

c) Utilizar la definition por limite de la derivada para en- 
contrar 

d 

— senz 
dz 

para z en grados. 

d) Definir las nuevas funciones S(z ) = sen(cz) y C(z) = 
cos(cz), donde c = ir/180°. Encontrar S(90) y C(180). 
Utilizar la regia de la cadena para calcular 



e) Explicar por que el calculo es mas sencillo utilizando 
radianes en lugar de grados. 

14. Un astronauta que esta en la Luna lanza una roca. El peso de 

dicha roca es 

27 

s = — — / 2 + 21 1 + 6 

donde ^ se mide en pies y t en segundos. 

a) Encontrar expresiones para la velocidad y aceleracion de 
la roca. 

b) Encontrar el tiempo en que la roca esta en su punto mas 
alto calculando el tiempo en el que la velocidad es igual a 
0. ^Cual es la altura de la roca en este momento? 

c) ^Como se compara la aceleracion de la roca con la acele- 
racion de la gravedad de la Tierra? 

15. Si a es la aceleracion de objeto, la variation de la aceleracion 

j se define como j = a'(t). 

a) Utilizar esta definition para elaborar una interpretation 
fisica de j. 

b) Encontrar j para el vehiculo que se menciona en el ejercicio 
119 de la section 2.3 e interpretar el resultado. 

c) En la figura se muestra la grafica de las funciones de posi- 
cion, velocidad, aceleracion y variation de la aceleracion 
de un vehiculo. Identificar cada grafica y explicar el razo- 
namiento. 


y 





Aplicaciones 
de la derivada 


En este capi'tulo se discutiran diferentes 
aplicaciones de la derivada de una fun- 
cion. Estas aplicaciones se dividen en tres 
categorfas basicas: trazado de curvas, op- 
timizacion y tecnicas de aproximacion. 


En este capi'tulo, se aprendera: 


■ Como utilizar la derivada para loca- 
lizar los valores maximos y mini- 
mos de una funcion en un intervalo 
cerrado. (3.1) 

■ Como un gran numero de resultados 
en este capftulo dependen de dos 
importantes teoremas: el Teorema de 
Rolle y el Teorema del valor medio. 

(3.2) 

■ Como utilizar la primera derivada 
para determinar si una funcion es 
creciente o decreciente. (3.3) 

■ Como emplear la segunda derivada 
para determinar si la grafica de una 
funcion es concava hacia arriba o 
concava hacia abajo. (3.4) 

■ Como determinar las asfntotas hori- 
zontales de la grafica de una funcion. 
(3.5) 


■ Como graficar una funcion con las 
tecnicas del capftulo P-3. (3.6) 

■ Como resolver problemas de optimi- 
zacion. (3.7) 

■ Como utilizar tecnicas de aproxima- 
cion para resolver problemas. (3.8 y 

3.9) 



© E.J. Baumeister Jr./Alamy 


Una nave pequena inicia su descenso desde una altitud de 1 milla, 4 millas 
al oeste de la pista de aterrizaje. Dada una funcion que modela la trayectoria 
en la que planea el avion, icuando desciende el avion con la mayor razon de 
cambio? (Ver la seccion 3.4, ejercicio 75.) 







S7 


En el capftulo 3 se usara el calculo para analizar graficas de funciones. Por ejemplo, se puede usar la derivada de una 
funcion para determinar sus valores maximos y minimos. Se usaran Ifmites para identificar las asintotas de la grafica 
de una funcion. En la seccion 3.6 se combinaran estas tecnicas para trazar la grafica de una funcion. 
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CAPITULO 3 Aplicaciones de la derivada 



Extremos en un intervalo 


■ Entender la definicion de extremos de una funcion en un intervalo. 

■ Entender la definicion de extremos relativos de una funcion en un intervalo abierto. 

■ Encontrar los extremos en un intervalo cerrado. 


y 



a) fe s continua [-1,2] es cerrado 


y 



Extremos de una funcion 

En el calculo, se dedica mucho esfuerzo para determinar el comportamiento de una funcion 
/ sobre un intervalo I. if tiene un valor maximo en /? /Tiene un valor minimo? /.Donde es 
creciente la funcion? ^Donde es decreciente? En este capitulo se vera como las derivadas 
se utilizan para responder estas preguntas. Tambien por que los planteamientos anteriores 
son importantes en las aplicaciones de la vida real. 


DEFINICION DE EXTREMOS 


Sea f definida sobre un intervalo I que contiene a c. 

1. /(c) es el mmimo de f en I si /(c) < fix) para toda x en I. 

2. /(c) es el maximo de / en I si /(c) > fix) para toda x en I. 

Los minimos y maximos de una funcion en un intervalo son los valores extremos, o 
simplemente extremos, de la funcion en el intervalo. El mmimo y el maximo de una 
funcion en un intervalo tambien reciben el nombre de minimo absoluto y maximo 
absoluto en el intervalo. 


Una funcion no siempre tiene un minimo o un maximo en un intervalo. Por ejemplo, 
en la figura 3. la y b, es posible ver que la funcion f(x) = x 2 + 1 tiene tanto un minimo 
como un maximo en el intervalo cerrado [—1,2], pero no tiene un maximo en el intervalo 
abierto (—1, 2). Ademas, en la figura 3.1c se observa que la continuidad (o la falta de la 
misma) puede afectar a la existencia de un extremo en un intervalo. Esto sugiere el siguiente 
teorema. (Aunque el teorema de los valores extremos es intuitivamente plausible, la prueba 
del mismo no se encuentra dentro del objetivo de este libro.) 


b ) / es continua (-1,2) es abierto 


y 



c) g no es continua [-1,2] es cerrado. 

Los extremos pueden encontrarse en puntos 
interiores o en puntos terminales de un 
intervalo. Los extremos que se presentan en 
puntos terminales se denominan extremos 
o terminales 
Figura 3.1 



Determination de los valores minimo y maximo El teorema del valor extremo (al 
igual que el teorema del valor intermedio) es un teorema de existencia porque indica la 
existencia de valores minimo y maximo, pero no muestra como determinarlos. Emplear la 
funcion para valores extremos de una herramienta de graficacion con el fin de encontrar 
los valores minimo y maximo de cada una de las siguientes funciones. En cada caso, (Jos 
valores de x son exactos o aproximados? Explicar. 

a) f{x) = x 2 — 4x + 5 en el intervalo cerrado [—1,3] 

b) fix) = x 3 — 2x 2 — 3x — 2 en el intervalo cerrado [—1,3] 



SECCION 3.1 


Extremos en un intervalo 
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/ tiene un maximo relativo en (0, 0) y un 
minimo relativo en (2, — 4) 

Figura 3.2 



Extremos relativos y puntos o numeros cri'ticos 

En la figura 3.2, la grafica de f(x) = x' — 3x 2 tiene un maximo relativo en el punto (0, 0) y 
un minimo relativo en el punto (2, —4). De manera informal, para una funcion continua, es 
posible que se piense que un maximo relativo ocurre en una “cima” de la grafica. Y que un 
minimo relativo se presenta en un “valle” en la grafica. Tales cimas y valles pueden ocurrir 
de dos maneras. Si la cima (o valle) es suave y redondeada, la grafica tiene una tangente 
horizontal en el punto alto (o punto bajo). Si la cima (o valle) es angosta y picuda, la grafica 
representa una funcion que no es derivable en el punto alto (o punto bajo). 


DEFINICION DE EXTREMOS RELATIVOS 

1. Si hay un intervalo abierto que contiene a c en el cual /(c) es un maximo, entonces 
/(c) recibe el nombre de maximo relativo de /, o se podria afirmar que / tiene 

un maximo relativo en (c, /(c)). 

2. Si hay un intervalo abierto que contiene a c en el cual /(c) es un minimo, entonces 
/(c) recibe el nombre de minimo relativo de /, o se podria afirmar que / tiene 

un minimo relativo en (c, /(c)). 

El plural de maximo relativo es maximos relativos, y el plural de minimo relativo 
es minimos relativos. Un maximo relativo y un minimo relativo algunas veces son 
llamados maximo local y minimo local, respectivamente. 


El ejemplo 1 examina las derivadas de una funcion en extremos relativos dados. (Se 
habla bastante acerca de la determination de los extremos relativos de una funcion en la 
seccion 3.3.) 

EJEMPLO I El valor de la derivada en los extremos relativos 

Encontrar el valor de la derivada en cada uno de los extremos relativos que se ilustran en 
la figura 3.3. 


y 


/« = \X\ 3- 


\ 2- 


1 

^'Minimo 


relativo 

-2 -1 

\ 

\ 1 2 

-1 - 

- (0,0) 


b ) / '(0) no existe 



Solucion 

a) La derivada de f(x) = — — r — — es 


fix) = 


x 3 (18x) — (9)(x 2 — 3)(3x 2 ) 


l * 3 ) 2 


9(9 - x 2 ) 


Derivar utilizando la regia del cociente. 
Simplificar. 


En el punto (3, 2), el valor de la derivada es /'( 3) = 0 (ver la figura 3.3a). 

b ) En x = 0, la derivada de / (x) = |x| no existe debido a que diheren los siguientes limites 
unilaterales (ver la figura 3.3/?). 


lim 

x — >0 


lim 

*->o + 


x — 0 

Ax) -f(0) 
x — 0 


lim 

\x\ 

x— >0 

X 

lim 

\x\ 

*->o + 

X 


Lfmite desde la izquierda. 


Limite desde la derecha. 


c) La derivada de fix) = sen x es 
f'(x) = cos x. 

En el punto (tt/ 2, 1), el valor de la derivada es /'( 7t/2,) = cos (tt/ 2) = 0. En el pun- 
to (37t/2, —1), el valor de la derivada es /'( 3tt/2) = cos {3tt/2) = 0 (ver la figura 
3.3c). 


Figura 3.3 
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CAPITULO 3 


Aplicaciones de la derivada 


Notese que en el ejemplo 1 en los extremos relativos la derivada es cero o no existe. Los 
valores de x en estos puntos especiales reciben el nombre de puntos criticos. La figura 3.4 
ilustra los dos tipos de numeros criticos. Observese en la definicion que el numero crftico c 
debe estar en el dominio de/, pero c no tiene que estar en el dominio de/'. 

DEFINICION DE UN NUMERO 0 PUNTO CRITICO 


Sea / definida en c. Si /'(c) = 0 o si / no es derivable en c, entonces c es un punto 
crftico de /. 


y y 




c es un punto critico de / 

Figura 3.4 



Pierre de Fermat (1601-1665) 

Para Fermat, que estudio abogacia, las 
matematicas eran mas una aficion que una 
profesion. Sin embargo, Fermat realizo 
muchas contribuciones a la geometria 
analitica, la teoria de numeros, el calculo 
y la probabilidad. En cartas a sus amigos, 
escribio muchas de las ideas fundamentales 
del calculo, bastante antes de Newton o 
Leibniz. Por ejemplo, el teorema 3.2 
algunas veces se atribuye a Fermat. 


TEOREMA 3.2 LOS EXTREMOS RELATIVOS OCURREN SOLO EN NUMEROS 
0 PUNTOS CRITICOS 


Si / tiene un mmimo relativo o un maximo relativo en x = c, entonces c es un punto 
critico de /. 


C DEMOSTRflCION ) 


Caso 1: Si f no es derivable en x = c, entonces, por definicion, c es un punto critico de 

/ y el teorema es valido. 

Caso 2: Si / es derivable en x = c, entonces /'(c) debe ser positiva, negativa o 0. Suponer 

que /'(c) es positiva. Entonces 

l(m s o 

x—>c X — C 



lo cual implica que existe un intervalo (a, b ) que contiene a c de modo tal que 


fix) ~/(c) 
X — c 


> 0, para todox ¥= c en (a, b). 


(Ver el ejercicio 82 b, seccion 1.2.) 


Como este cociente es positivo, los signos en el denominador y el numerador deben coin- 
cidir. Lo anterior produce las siguientes desigualdades para los valores de x en el intervalo 
(a, b). 


Izquierda de c: x < c y f(x) < /(c) — \ /(c) no es un ml " n > mo relativo 

Derecha de c: x > c y /(x) > /(c) — - /(c) no es un maximo relativo 

De tal modo, la suposicion de que /'(c) > 0 contradice la hipotesis de que /(c) es un extre- 
mo relativo. Suponiendo que /'(c) < 0 produce una contradiccion similar, solo queda una 
posibilidad, a saber, /'(c) = 0. En consecuencia, por definicion, c es un punto critico de / 
y el teorema resulta valido. 
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Determination de extremos en un intervalo cerrado 

El teorema 3.2 senala que los extremos relativos de una funcion solo pueden ocurrir en los 
puntos crfticos de la funcion. Sabiendo lo anterior, se pueden utilizar las siguientes estrategias 
para determinar los extremos en un intervalo cerrado. 


Estrategias para la determination de extremos en un intervalo cerrado 

Para determinar los extremos de una funcion continua / en un intervalo cerrado 
[a, b], se siguen estos pasos. 

1. Se encuentran los puntos crfticos de / en (a, b). 

2. Se evalua f en cada punto crftico en (a, b ). 

3. Se evalua f en cada punto extremo de [a, b] . 

4. El mas pequeno de estos valores es el minimo. El mas grande es el maximo. 


Los siguientes tres ejemplos muestran como aplicar estas estrategias. Asegurarse de ver 
que la determinacion de los puntos crfticos de la funcion solo es una parte del procedimien- 
to. La evaluation de la funcion en los puntos crfticos y los puntos extremos o terminates 
corresponden a la otra parte. 


EJEMPLO 2 Determinacion de los extremos en un intervalo cerrado 

Determinar los extremos de /( x) = 3x 4 — Ax' en el intervalo [—1,2]. 


y 



Solution Se empieza derivando la funcion 

f{x) = 3x 4 — 4x 3 Escribir la funcion original. 

f'(x ) = 12x 3 — 12x 2 Derival-. 

Para determinar los puntos crfticos de /, se necesitan encontrar los valores de x para los 
cuales /'(x) = 0 y todos los valores de x para los cuales /'(x) no existe. 

f'(x) = 12x 3 — 12x 2 = 0 Igualar/'(x) a cero. 

12x 2 (x — 1) = 0 Factor. 

X = 0, 1 Numeros crfticos. 

Debido a que /' se define para todo x, es posible concluir que estos numeros son los unicos 
puntos crfticos de /. A1 evaluar f en estos dos puntos crfticos y en los puntos extremos de 
[— 1, 2], es posible determinar que el maximo es /( 2) = 16 y el minimo corresponde a /(l) 
= — 1, como se muestra en la tabla. La grafica de / se muestra en la figura 3.5. 


Punto terminal 
izquierdo 

Punto 

crftico 

Punto 

critico 

Punto terminal 
derecho 

/(-l) = 7 

/( o) = 0 

/(l) = -1 

Minimo 

/( 2) = 16 
Maximo 


En el intervalo cerrado [— 1, 2],/ tiene 
un minimo en ( 1, — 1 ) y un maximo en 
(2, 16) 

Figura 3.5 


En la figura 3.5 notese que el punto crftico x = 0 no produce un minimo relativo o un 
maximo relativo. Esto indica que el reciproco del teorema 3.2 no es valido. En otras palabras, 
los numeros criticos de una funcion no necesitan producir extremos relativos. 
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f(x) = 2x- 3x 2/3 


En el intervalo cerrado [— 1, 3],/ tiene 
un minimo en (— 1, — 5) y un maximo 
en (0, 0) 

Figura 3.6 


EJEMPLO 3 Determinacion de los extremos en un intervalo cerrado 

Encontrar los extremos de fix) = 2x — 3x 2/: ’’ en el intervalo [ — 1,3]. 


Solucion Se empieza derivando la funcion. 


fix) — 2x — 3xf^ Escribir la funcion original. 

/'(*) = 2 - ^3 = 2 ( X / x l /3 X ) Derivan 

A partir de esta derivada, es posible advertir que la funcion tiene dos puntos crfticos en 
el intervalo [—1, 3], El numero 1 es crftico porque /'(l) = 0, y el punto 0 es un punto 
crftico debido a que /'( 0) no existe. A1 evaluar / en estos dos numeros y en los puntos 
extremos del intervalo, se puede concluir que el mmimo es /(— 1) = — 5 y el maximo, 
/( 0) = 0, como se indica en la tabla. La grafica de f se muestra en la figura 3.6. 


Punto terminal 
izquierdo 

Punto 

critico 

Punto 

critico 

Punto terminal 
derecho 

/(-l) = -5 

Mfnimo 

/( o) = o 

Maximo 

/(l) = -1 

/( 3) = 6 - 31/9 = -0.24 


y 



En el intervalo cerrado, [0, 2 i t\J tiene dos 
mmimosen( 7 - 7 r/ 6 , — 3/2) y (11 77 / 6 , 

— 3/2) y un maximo en (tt/2, 3) 

Figura 3.7 


EJEMPLO 4 Determinacion de los extremos en un intervalo cerrado 

Encontrar los extremos de f(x) = 2 sen x — cos 2x en el intervalo [0, 27r], 

Solucion Esta funcion es derivable para todo x real, por lo que es posible determinar todos 
los puntos crfticos derivandola e igualando f'(x) a cero, como se indica. 


f{x) = 2 sen x — cos 2 jc 
fix) = 2 cos x + 2 sen 2x = 
2 cos x + 4 cos x senx = 
2(cos.r)(l + 2 senx) = 


Escribir la funcion original. 
0 Igualar f'{x) a cero. 

0 sen 2x = 2 cos x sen x. 

0 Factor. 


En el intervalo [0, 27t], el factor cos x es cero cuando x = 7t/2 y cuando x = 3 tt/2. El factor 
(1+2 sen x) es cero cuando x = 7tt/6 y cuando x = 1 l7r/6. A1 evaluar / en estos cuatro 
numeros crfticos y en los puntos extremos del intervalo, se concluye que el maximo es 
/(7t/2) = 3 y que el mmimo se presenta en dos puntos, /( 1tt/6) = — 3/2 y /(ll7r/6) = 
— 3/2, como se indica en la tabla. La grafica se muestra en la figura 3.7. 


Punto terminal 

Punto 

Punto 

Punto 

Punto 

Punto terminal 

izquierdo 

critico 

critico 

critico 

critico 

derecho 

1 

II 

o' 

/(!) - 3 
Maximo 

Minimo 

1 

II 

m - -i 

Minimo 

/(2tt) = - 1 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, determinar el valor de la derivada (si esta 
existe) en cada extremo indicado. 


1. 


/to = 


x 2 + 4 


2 . f(x) = cos 


y 



, , 4 

3. gto = x + ^ 





y 



4. /(x) = —'bxjx + 1 


y 



5. /(x) = (x + 2) 2 / 3 


y 

2 — 



-4 -3 -2 -1 


-1 -- 
-2 — 


6 - /to = 4 - |x| 

y 

6 -- 


( 0 , 4 ) 



En los ejercicios 7 a 10, aproximar los puntos criticos de la fun- 
cion que se muestra en la grafica. Determinar si la funcion tiene 
un maximo relativo, minimo relativo, maximo absoluto, minimo 
absoluto o ninguno de estos en cada numero critico sobre el in- 
tervalo indicado. 




9. y 10. y 




En los ejercicios 11 a 16, determinar cualesquiera de los puntos 


criticos de la funcion. 


11. /(x) = x 3 — 3x 2 

12. g(x) — x 4 — 4x 2 

13. git) = t^/A — t, t < 3 

14- /to = 1 

15. h{x) = sen 2 x + cos x 

16. fid) = 2 sec 9 + tan 9 

0 < X < 2-7 T 

0 < 9 < 2tt 


En los ejercicios 17 a 36, ubicar los extremos absolutos de la fun- 
cion en el intervalo cerrado. 


17. /(x) = 3 - x, [- 1, 2] 18. /(x) = 2X 3 + 5 , [0, 5] 


19. g(x) = x 2 - 2x, [0, 4] 

20. h(x) = —x 2 + 3x — 5, [—2, 1] 


21 . /(x) = * 3 — |x 2 , [-1,2] 

23. y = 3x 2 / 3 — 2x, [—1, 1] 

a*(') = ? T3.[-u] 

27. Mi) L [0. 1] 

s — 2 

29. y = 3 - \t- 3 1 , [— 1, 5] 

30. ^) = TT ^, [-3,3] 

31. /(x) = J4 [~2, 2] 


33. J[X) — COS 7TX, 

35. y = 3 cosx, [0, 2-7r] 

36. y = tan 


[ 0 , 2 ] 


22. fix) = x 3 - 12x, [0, 4] 
24. g(x) = Vx, [-1, 1] 

2 6./(x)=^ T . [-2,2] 

28. hit) = [3, 5] 


32. h(x) =12- x| 
34. g(x) = sec x , 


[- 2 , 2 ] 

TT 77" 

6’ I 


En los ejercicios 37 a 40, localizar los extremos absolutos de la 
funcion (si existen) sobre cada intervalo. 


37. fix) = 2x - 3 

a) [0,2] b) [0,2) 

c) (0,2] d) (0,2) 

39. /(x) = x 2 — 2x 

a) [-1,2] b) (1,3] 

c) (0,2) d) [1,4) 


38. fix) = 5 — x 

a) [1,4] b) [1,4) 

c) (1,4] d) (1,4) 

40. fix) = to4 - x 2 

a) [-2,2] b) [-2,0) 

c) (-2,2) d) [1,2) 
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En los ejercicios 41 a 46, dibujar la grafica de la funcion. Luego 
localizar los extremos absolutos de la misma sobre el intervalo 
indicado. 


41. fix) = 

42. f(x) = 

43. fix) = 


2x + 2, 

0 < x < 1 

4x 2 , 

1 < x < 3’ 

'2 - x 2 . 

1 < x < 3 

2 - 3x, 

3 < x < 5’ 


x — r 


(1,4] 


[0, 3] 
[1,5] 
44. fix) = 


2 

2 — x 


[ 0 , 2 ) 


45. f{x) = x 4 — 2x 3 + x + 1, [—1, 3] 

46. fix) = J^x + cos^, [0, 2ir] 

MH\m En los ejercicios 47 y 48, a) usar un sistema de algebra por compu- 
tadora para representar la funcion y aproximar cualesquiera 
extremos absolutos sobre el intervalo dado, b ) Utilizar una herra- 
mienta de graficacion para determinar cualesquiera puntos criti- 
cos y emplear estos para encontrar todos los extremos absolutos 
no ubicados en los puntos extremos o terminales. Comparar los 
resultados con los del apartado a). 

47. f(x) = 3.2x 5 + 5x 3 - 3.5x, [0, 1] 

48. fix) = |xV3 - x, [0, 3] 


■»;V En los ejercicios 49 y 50, utilizar un sistema de algebra por 
computadora para encontrar el valor maximo de \f"(x)\ en el in- 
tervalo cerrado. (Este valor se usa en la estimacion del error para 
la regia del trapecio, como se explica en la seccion 4.6.) 


49. j\ x ) = yrr^, [o, 2] 50. /(*) = + r 



En los ejercicios 51 y 52, utilizar un sistema de algebra por 
computadora para determinar el valor maximo de |/ (4l (x)| en 
el intervalo cerrado. (Este valor se emplea en la estimacion del 
error correspondiente a la regia de Simpson, como se explica en 
la seccion 4.6.) 

51 - /(*) = (*+ 1) 2/3 , [0,2] 52. fix) = l + ^ [-1,1] 


53. Redaction Escribir un parrafo breve explicando por que una 
funcion definida sobre un intervalo abierto puede no tener un 
maximo o un mmimo. Ilustrar la explication con un dibujo de 
la grafica de tal funcion. 


Para discusion 



54. Decidir si cada uno de los puntos etiquetados es un maxi- 

mo o un minimo absoluto, un maximo o un minimo rela- 

tivo o ninguno. 


j 

B 

\ 

M- 

D 


Desarrollo de conceptos 


En los ejercicios 55 y 56, dibuje la grafica de una funcion sobre 
el intervalo [—2, 5] que tenga las siguientes caracteristicas. 

55. Maximo absolute en x = —2, mmimo absolute en x = 1, 
maximo relativo en x = 3. 

56. Mmimo relativo en x = — 1 , numero crftico en x = 0, pero 
ningun extremo, maximo absolute en x = 2, mmimo absolute 
en x = 5. 

En los ejercicios 57 a 60, determinar a partir de la grafica si/ 
tiene un minimo en el intervalo abierto (a, b). 


57. a) b ) 

y y 




58. a) 

y 


b) 


- X 

a b 


x 




59. a) 

y 


b) 

y 




60. a) 

y 


b) 

y 




a 


x 


b 


a 


x 


b 
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61. Potencia La formula para la salida de potencia /Me una baterla 
es P = VI — RI 2 , donde V es la fuerza electromotriz en volts. R es 
la resistencia e / es la corriente . Determinar la corriente ( medida 
en amperes) que corresponde a un valor maximo de P en una 
baterfa para la cual V = 12 volts y R = 0.5 ohms. Suponer que 
un fusible de 15 amperes enlaza la salida en el intervalo 0 £ / 
£ 15. ^Podrla aumentarse la salida de potencia sustituyendo el 
fusible de 15 amperes por uno de 20 amperes? Explicar. 

62. Aspersor giratorio para cesped Un aspersor giratorio para 
cesped se construye de manera tal que dd/ dt es constante, donde 
6 varfa entre 45° y 135° (ver la figura). La distancia que el agua 
recorre horizontalmente es 


x = 


v 2 sen 26 
32 ’ 


45° < 6 < 135° 


donde v es la velocidad del agua. Determinar dx/dt y explicar 
por que este aspersor no rocla de manera uniforme. ^Que parte 
del cesped recibe la mayor cantidad de agua? 


9 = 105° 


/ \ 
f s 


e = 135° ' 

^ — -I — 
1 
i 

— t — 

_ y 2 

64 


H- 

X 2 

32 


0 =75° 


/ N 
* \ 


* 0 =45° 




a 


yr 

64 


32 


Aspersor de agua: 45° < 0 < 135° 


PARA MAYOR INFORMACION Para mayor informacion acerca 
de “calculo de un aspersor de riego para cesped” consultar el articulo 
‘‘Design of an Oscillating Sprinkler” de Bart Braden en Mathematics 
Magazine. 

63. Panal El area de la superficie de una celda de un panal es 


S = 6 hs + — - 


3s 2 | 

( >/3 — cos 6 

2 ' 

l sen 0 


donde hy s son constantes positivas y 0 es el angulo al cual las 
caras superiores alcanzan la altura de la celda (ver la figura). 
Encontrar el angulo 0 {it/ 6 £ 0 £ tt/ 2) que minimiza el area 
superficial S. 



PARA MAYOR INFORMACION Para mayor informacion acerca de 
la estructura geometrica de una celda de un panal, consultar el articulo 
“The Design of Honeycombs” de Anthony L. Peressini en UMAP 
Modulo 502, publicado por COMAP, Inc., Suite 210, 57 Bedford 
Street, Lexington, MA. 


64. Diseiio de una autopista Para construir una autopista, es 
necesario rellenar una parte de un valle donde los declives 
(pendientes) son de 9 y 6% (ver la figura). La parte superior de 
la region rellenada tendra la forma de un arco parabolico que es 
tangente a las dos pendientes en los puntos A y B. La distancia 
horizontal desde el punto A haste el eje y y desde el punto B 
hasta el eje y es de 500 pies en ambos casos. 


y 



a) Determinar las coordenadas de Ay B. 

b) Determinar una funcion cuadratica y = ax 2 + bx + c, 
— 500 £ x £ 500 que describa la parte superior de la region 
rellenada. 

c) Construir una tabla en la que se indiquen las profundidades 
del relleno para x = —500, —400, —300, —200, —100,0, 
100, 200, 300, 400 y 500. 

d) ^Cual sera el punto mas bajo de la autopista terminada? 
^Estara directamente sobre el punto donde se juntan los 
dos declives? 

^Verdadero o falso? En los ejercicios 65 a 68, determinar si el 
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por que o dar 
un ejemplo que demuestre la falsedad. 

65. El maximo de una funcion que es continua en un intervalo 
cerrado puede ocurrir en dos valores diferentes en el intervalo. 

66. Si una funcion es continua en un intervalo cerrado, entonces 
debe tener un minimo en el intervalo. 

67. Si x = c es un punto crltico de la funcion /, entonces tambien 
es un numero crltico de la funcion g(x) = f(x) + k, donde k es 
una constante. 

68. Si x = c es un punto crltico de la funcion /, entonces tambien 
es un numero crltico de la funcion g(x) = f(x — k ), donde k es 
una constante. 

69. Sea la funcion / derivable en un intervalo / que contiene c. Si 
f tiene un valor maximo en x = c, demostrar que —f tiene un 
valor minimo en x = c. 

70. Considerar la funcion cubica f(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d, donde 
a A 0. Demostrar que f puede tener uno, dos o ningun punto 
crltico y dar un ejemplo de cada caso. 


Preparacion del examen Putnam 


71. Determinar todos los numeros reales a > 0 para los que 
existe una funcion /(x) continua y no negativa definida 
sobre [0, a] , con la propiedad de que la region definida por 
R = {(x, y) ; 0 £ x ^ a, 0 £ y £/(x)} tiene perlmetro k 
y area k 2 para algun numero real k. 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 

© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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El teorema de Rolle y el teorema del valor medio 


■ Comprender el uso del teorema de Rolle. 

■ Comprender el uso del teorema del valor medio. 


Teorema de Rolle 


Teorema de Rolle 
Michel Rolle, matematico trances, fue el 
primero en publicar en 1691 el teorema 
que lleva su nonibre. Sin embargo, antes 
de ese tiempo Rolle fue uno de los mas 
severos criticos del calculo, senalando que 
este proporcionaba resultados erroneos y 
se basaba en razonamientos infundados. 
Posteriormente Rolle se dio cuenta de la 
utilidad del calculo. 


El teorema del valor extremo (seccion 3.1) establece que una funcion continua en un intervalo 
cerrado [a, b] debe tener tanto un mmimo como un maximo en el intervalo. Ambos valores, 
sin embargo, pueden ocurrir en los puntos extremos. El teorema de Rolle, nombrado asi en 
honor del matematico trances Michel Rolle (1652-1719), proporciona las condiciones que 
garantizan la existencia de un valor extremo en el interior de un intervalo cerrado. 


EXPLORACION 

Valores extremos en un intervalo cerrado Dibujar un piano de coordenadas rec- 
tangular en un pedazo de papel. Marcar los puntos (1, 3) y (5, 3). Utilizando un lapiz 
o una pluma, dibujar la grahca de una funcion derivable / que empieza en (1, 3) y 
termina en (5, 3). ( ',Existe al menos un punto sobre la grahca para el cual la derivada 
sea cero? ^Serfa posible dibujar la grahca de manera que no hubiera un punto para el 
cual la derivada es cero? Explicar el razonamiento. 



(a, b) 



b)f es continua en [a, A] 

Figura 3.8 


TEOREMA 3.3 TEOREMA DE ROLLE 

Sea/continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b). 
Si 

m = fib) 

entonces existe al menos un numero c en (a, b ) tal que f'(c) = 0. 


Cdemostracion ) Sea f(a) = d = fib). 

Caso 1: Si fix) = d para todo x en [«, b],fe s constante en el intervalo y, por el teorema 2.2, 
fix) = 0 para todo x en (a, b). 

Caso 2: Suponer que fix) > d para algun x en (a, b). Por el teorema del valor extremo, se 
sabe que/tiene un maximo en algun punto c en el intervalo. Ademas, como /(c) > d, este 
maximo no puede estar en los puntos terminales. De tal modo, /tiene un maximo en el 
intervalo abierto ia, b). Esto implica que /(c) es un maximo relativo y por el teorema 3.2, 
c es un numero critico de/. Por ultimo, como/es derivable en c, es posible concluir que 
fie) = 0. 

Caso 3: Si fix) < d para algun x en (a, b), se puede utilizar un argumento similar al del caso 
2, pero implicando el minimo en vez del maximo. , 


De acuerdo con el teorema de Rolle, puede verse que si una funcion /es continua en 
[a, /;] y derivable en (a, b), y si /(a) = fib), debe existir al menos un valor x entre a y b 
en el cual la grahca de/tiene una tangente horizontal, como se muestra en la hgura 3.8a. 
Si se elimina el requerimiento de derivabilidad del teorema de Rolle, /seguira teniendo un 
numero critico en (a, b), pero quiza no produzca una tangente horizontal. Un caso de este 
tipo se presenta en la hgura 3.8 b. 
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EJEMPLO I llustracion del teorema de Rolle 


Encontrar las dos intersecciones en x de 
f{x) = x 2 — 3x + 2 


y 



El valor de x para el cual/'(x) = 0 esta 
entre las dos intersecciones con el eje x 

Figura 3.9 


y demostrar que f'(x) = 0 en algun punto entre las dos intersecciones en x. 

Solucion Advertir que/es derivable en toda la recta real. Igualando a 0 f(x) se obtiene 

X 2 — 3x + 2 = 0 Igualar/[x) a cero. 

{x — 1)(.X — 2) = 0. Factor. 

De tal modo, /(l) = /( 2) = 0, y de acuerdo con el teorema de Rolle se sabe que exisle al 
menos una c en el intervalo (1,2) tal que f'(c) = 0. Para determinar una c de este tipo, es 
factible resolver la ecuacion 

f\x) = 2x — 3 = 0 Igualar/'(x) a cero. 

y determinar que f'(x) = 0 cuando x = Advertir que el valor de x se encuentra en el in- 
tervalo abierto (1, 2), como se indica en la figura 3.9. 

El teorema de Rolle establece que si/satisface las condiciones del teorema, debe haber 
al memos un punto entre a y b en el cual la derivada es 0. Es posible que exista mas de un 
punto de estas caracterfsticas, como se muestra en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 2 llustracion del teorema de Rolle 



Sea f(x) = x 4 — 2x 2 . Determinar todos los valores de c en el intervalo (—2, 2) tal que 

fie) = 0 . 

Solucion Para empezar, advertir que la funcion satisface las condiciones del teorema 
de Rolle. Esto es,/es continua en el intervalo [—2, 2] y derivable en el intervalo (—2, 2). 
Ademas, debido a que /(— 2) = /( 2) = 8, es posible concluir que existe al menos una c en 
(—2, 2) tal que f'(c) = 0. Igualando a 0 la derivada, se obtiene 

fix ) = 4x 3 — 4x — 0 Igualar/'(x) a cero. 

4x(x — l)(x + 1) = 0 Factor. 

X — 0, 1, — 1. Valores de x para los cuales/'(x) es igual a cero. 


f(x) = 0 para mas de un valor de x en el De tal modo, en el intervalo (—2, 2), la derivada es cero en valores diferentes de x, como se 
intervalo (-2, 2) indica en la figura 3.10. 

Figura 3.10 


3 



CONFUSION TECNOLOGICA Una herramienta de graficacion puede utilizarse para 
indicar si los puntos sobre las graficas de los ejemplos 1 y 2 son mmimos o maximos 
relativos de las funciones. Sin embargo, al usar una herramienta de graficacion, se debe 
tener presente que es posible obtener imagenes o graficas equivocadas. Por ejemplo, usar 
una herramienta de graficacion para representar 


/(x) = l-(x-l) 2 


1 

1000(x-l) 1/7 + f 


Con la mayorfa de las ventanas de vision, parece ser que la funcion tiene un maximo de 
1 cuando x = 1 (ver la figura 3.11). No obstante al evaluar la funcion enx= 1, se obser- 
vara que /(l) = 0. Para determinar el comportamiento de esta funcion cerca de x = 1, es 
necesario examinar la grafica de manera analitica para obtener la imagen completa. 


Figura 3.11 
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CAPITULO 3 


Aplicaciones de la derivada 


El teorema del valor medio 

El teorema de Rolle puede utilizarse para probar otro teorema: el teorema del valor 
medio. 



TEOREMA 3.4 EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO 


Si/es continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b), 
entonces existe un numero c en (a, b ) tal que 


f\c) 


f(b)-f(a) 
b — a 


( DEMOSTRACION ) Hacemos refererencia a la figura 3. 12. La ecuacion de la recta secante que 
contiene los puntos (a, f(a )) y ( b , f(b )) es 


y = 


b — a 


(x - a) + f(a). 


Sea g(x ) la diferencia entr e/(x) y y. Entonces 
g(x)-f(x)-y 

f(b) — f(a) 


= f(x)~ 


b — a 


(x-a)-f(a). 


Evaluando g en a y b, se observa que g(a) = 0 = g(b). Como/es continua en [a, b] se sigue 
que g tambien es continua en [a, b], Ademas, en virtud de que/es derivable, g tambien lo 
es, y resulta posible aplicar el teorema de Rolle a la funcion g. Asf, existe un numero c en 
(a, b) tal que g'(c ) = 0, lo que implica que 



Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) 
El teorema del valor medio fue demostrado 
por primera vez por el famoso matematico 
Joseph-Louis Lagrange. Nacido en Italia, 
Lagrange formo parte de la corte de 
Federico El Grande en Berlin durante 20 
aiios. Despues, se traslado a Francia, donde 
se reunio con el emperador Napoleon 
Bonaparte, quien dijo lo siguiente: 
“Lagrange es la cuspide de las ciencias 
matematicas”. 


0 = g'(c) 


= f'(c)~ 


f{b)-f{a ) 
b — a 


De tal modo, existe un numero c en ( a , b) tal que 


f\c) 


m-f(a) 
b — a 


El termino “medio” en el teorema del valor medio se refiere al ritmo de cambio medio (o 
promedio) defen el intervalo [a, b\. ■ 

Aunque es posible utilizar el teorema del valor medio de manera directa en la solucion de 
problemas, se usa mas a menudo para demostrar otros teoremas. De hecho, algunas personas 
consideran que este es el teorema mas importante en el calculo (se relaciona estrechamente 
con el teorema fundamental del calculo explicado en la seccion 4.4). Por ahora, es posible 
obtener una idea de la versatilidad de este teorema considerando los resultados planteados 
en los ejercicios 81 a 89 de esta seccion. 

El teorema del valor medio tiene implicaciones para ambas interpretaciones basicas de 
la derivada. Geometricamente, el teorema garantiza la existencia de una recta tangente que 
es paralela a la recta secante que pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)), como se indica en 
la figura 3.12. El ejemplo 3 ilustra esta interpretacion geometrica del teorema del valor 
medio. En terminos del ritmo o velocidad de cambio, el teorema del valor medio implica 
que debe haber un punto en el intervalo abierto (a, b) en el cual el ritmo o velocidad de 
cambio instantanea es igual al ritmo o velocidad de cambio promedio sobre el intervalo 
[a, b], Esto se ilustra en el ejemplo 4. 
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y 



La recta tangente en (2, 3) es paralela a la 
linea secante que pasa por (1, 1) y (4, 4) 

Figura 3.13 



t = 4 minutos t = 0 

No esta dibujado a escala 


En algun tiempo t, la velocidad instantanea 
es igual a la velocidad promedio durante 
los 4 minutos 

Figura 3.14 


EJEMPLO 3 Determinacion de una recta tangente 


Dada f(x ) = 5 — (4/x), determinar todos los valores de c en el intervalo abierto (1, 4) tales 
que 


/'(c) 


/(4)-/(l) 

4-1 


Solucion La pendiente de la recta secante que pasa por (1, /(l)) y (4, /( 4)) es 

/(4)~/(l) _ 4-1 _ 1 
4-1 4-1 

Notese que/satisface las condiciones del teorema del valor medio. Esto es que/es continua 
en el intervalo [1, 4] y derivable en el intervalo (1,4). Entonces, existe al menos un numero 
c en (1, 4) tal que f'(c) = 1. Resolviendo la ecuacion f'(x) = 1, se obtiene 

f'(x) = \ - 1 
x " 

que implicax = ±2. De tal modo, en el intervalo (1, 4), se puede concluir que c = 2, como 
se indica en la figura 3.13. 


EJEMPLO 4 Determinacion del ritmo de cambio instantaneo 


Dos patrullas estacionadas equipadas con radar se encuentran a 5 millas de distancia sobre 
una autopista, como se indica en la figura 3.14. Cuando pasa un camion al lado de la primera 
patrulla, la velocidad de este se registra en un valor de 55 millas por hora. Cuatro minutos 
despues, cuando el camion pasa al lado de la segunda patrulla, el registro de velocidad corres- 
ponde a 50 millas por hora. Demostrar que el camion ha excedido el lrmite de velocidad (de 
55 millas por hora) en algun momento dentro del intervalo de los 4 minutos senalados. 


Solucion Sea t = 0 el tiempo (en horas) cuando el camion pasa al lado de la primera 
patrulla. El tiempo en el que el camion pasa al lado de la segunda patrulla es 

4 1 u 

t = — = — hora. 

60 15 


Si sit) representa la distancia (en millas) recorridas por el camion, se tiene que ,v(0) = 0 y 
.v(rs) = 5. Por tanto, la velocidad promedio del camion sobre el trecho de cinco millas de 
autopista es 


Velocidad promedio 


5(1/1 5) -5(0) 

(1/15) -0 

— = 75 millas por hora. 
1/15 F 


Suponiendo que la funcion de posicion es derivable, es posible aplicar el teorema del valor 
medio para concluir que el camion debe haber estado viajando a razon de 75 millas por hora 
en algun momento durante los 4 minutos. 


Una forma alternativa util del teorema del valor medio es como sigue: si/es continua 
en [a, b] y derivable en ( a , b), entonces existe un numero c en (a, b) tal que 


fib) =f{a) + (b - a)f'(c). 


Forma alternativa del teorema del valor medio. 


Al realizar los ejercicios de esta seccion tener presente que las funciones polinomiales, las 
racionales y las trigonometricas son derivables en todos los puntos en sus dominios. ■ 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, explicar por que el teorema de Rolle no se 
aplica a la funcion aun cuando existan ay b tales que fia) = fib). 


1- /(*) = 
[- 1 . 1 ] 


2. f{x) = cot - , 
[it, 3 7 r] 


3. /(x) = 1 - I* - 1| , 4. fix) = y(2 - x 2 ? 3 ) 3 , 

[ 0 , 2 ] [- 1 , 1 ] 

En los ejercicios 5 a 8, determinar dos intersecciones con el eje x 
de la funcion / y demostrar que fix) = 0 en a I spin punto entre 
las dos intersecciones. 


5. fix) = x 2 - x - 2 
7. fix) = x>/x + 4 


6. fix) = x(x - 3) 

8. fix) = — 3x>/x + 1 


Teorema de Rolle En los ejercicios 9 y 10, se muestra la grafica 
de/. Aplicar el teorema de Rolle y determinar todos los valores de 
c tales que /'(c) = 0 en algun punto entre las intersecciones mar- 
cadas. 



En los ejercicios 11 a 24, determinar si es posible aplicar el teorema 
de Rolle a / en el intervalo cerrado [a, b). Si se puede aplicar el 
teorema de Rolle, determinar todos los valores de c en el intervalo 
abierto (a, b) tales que /'(c) = 0. Si no se puede aplicar, explicar 
por que no. 


11 . 

12 . 


13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 

21 . 

22 . 


23. 

24. 


fix) = -x 2 + 3x, [0, 3] 

fix) = x 2 - 5x + 4, [1,4] 

fix) = (x - l)(x - 2)(x - 3), [1, 3] 

fix) = (x - 3)(x + l) 2 , [-1,3] 

/(x)=x 2 / 3 -l, [-8,8] 

fix) = 3 — |x — 3|, [0,6] 


fix) = 


fix) = 


x 2 — 2x — 3 
x + 2 
x 2 - 1 


[-1,3] 


[- 1 , 1 ] 


0 , 


fix) = senx, [0, 2ir] 

/(x) = cosx, [0, 2tt] 

n \ 6x , 

fix) = 4 sen x, 

7 T 

fix) — COS 2x, [—77, 7l] 

fix) = tan x, [0, 7i] 
fix) — sec x, [n, 27t] 


En los ejercicios 25 a 28, utilizar una herramienta de graficacion 
para representar la funcion en el intervalo cerrado [a, b], Deter- 
minar si el teorema de Rolle puede aplicarse a / en el intervalo y, 
si es asi, encontrar todos los valores de c en el intervalo abierto 
(a, b ) tales que /'(c) = 0. 


25. fix) = |x| - 1, [- 1, 1] 26. fix) = x - x>/ 3 , [0, 1] 

27. fix) = x - tan ttx , [~\, j] 

28- /(*) = §- sen ^,[-1,0] 


29. Movimiento vertical La altura de una pelota t segundos despues 
de que se lanzo hacia arriba a partir de una altura de 6 pies y con 
una velocidad inicial de 48 pies por segundo es fit) = —16 t 2 + 
48r + 6. 

a) Verificar que /(l) = /(2). 

b) De acuerdo con el teorema de Rolle, ^,cual debe ser la ve- 
locidad en algun tiempo en el intervalo (1,2)? Determinar 
ese tiempo. 

30. Costos de nuevos pedidos El costo de pedido y transporte C 
para componentes utilizados en un proceso de manufactura se 


1 x 
x x + 3 


. donde C se mide 


aproxima mediante C(x) — 10^ 
en miles de dolares y x es el tamano del pedido en cientos. 
a) Verificar que C(3) = C(6). 


b) De acuerdo con el teorema de Rolle, el ritmo de cambio 
del costo debe ser 0 para algun tamano de pedido en el 
intervalo (3, 6). Determinar ese tamano de pedido. 


En los ejercicios 31 y 32, copiar la grafica y dibujar la recta secan- 
te a la misma a traves de los puntos (a, /(a)) y ( b , fib)). Despues 
dibujar cualquier recta tangente a la grafica para cada vaior de 
c garantizada por el teorema del valor medio. 




Redaccion En los ejercicios 33 a 36 explicar por que el teorema de 
valor medio no se aplica a la funcion/ en el intervalo [0, 6]. 




36. fix) = |x - 3 1 
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37. Teorema del valor medio Considerar la grafica de la funcion 
fix) = — jc + 5. a) Determinar la ecuacion de la recta secante 
que une los puntos ( — 1, 4) y (2, 1). b ) Utilizar el teorema del 
valor medio para determinar un punto c en el intervalo (— 1, 2) 
tal que la recta tangente en c sea paralela a la recta secante. 

c) Encontrar la ecuacion de la recta tangente que pasa por c. 

d) Utilizar despues una herramienta de graficacion para repre- 
sentar /, la recta secante y la recta tangente. 


a ) Encontrar la velocidad promedio del objeto durante los 
primeros tres segundos. 

b) Utilizar el teorema del valor medio para verificar que en 
algun momento durante los primeros tres segundos de 
la caida la velocidad instantanea es igual a la velocidad 
promedio. Determinar ese momento. 

54. Ventas Una compafua introduce un nuevo producto para el 
cual el numero de unidades vendidas 5 es 


/(x) = -x 2 + 5 



f(x) = x 1 — x — 12 



Figura para 38 


38. Teorema del valor medio Considerar la grafica de la funcion 
f(x) = x 2 — x — 12. a). Encontrar la ecuacion de la recta secan- 
te que une los puntos (—2, —6) y (4, 0). b) Emplear el teore- 
ma del valor medio para determinar un punto c en el intervalo 
(—2, 4) tal que la recta tangente en c sea paralela a la recta se- 
cante. c) Determinar la ecuacion de la recta tangente que pasa 
por c. d) Utilizar despues una herramienta de graficacion para 
representar f, la recta secante y la recta tangente. 


En los ejercicios 39 a 48, determinar si el teorema del valor medio 
puede aplicarse a / sobre el intervalo cerrado [a, b]. Si el teorema 
del valor medio puede aplicarse, encontrar todos los valores de c 

/*/* \ /*/ \ 

en el intervalo abierto (a, b) tal que f'(c) = — _ — . Si no 
puede aplicarse explicar por que no. 


39. /(x)=x 2 , [-2,1] 

41. fix) — x 3 + 2x, [—1, 1] 

43. f(x) = jc 2 / 3 , [0, 1] 

45. f[x) 

47. fix) 

48. fix) 


40. fix) = x 3 , [0, 1] 

42. fix) = x 4 - 8x, [0, 2] 

44. /(x) = ^, [-1,2] 

46. fix) = Jl - x, [-7,2] 


= |2x+l|, [-1,3] 

= sen x, [0, 7r] 

= cos x + tan x, [0, 7 r] 


En los ejercicios 49 a 52, utilizar una herramienta de graficacion 
para a) representar la funcion / sobre el intervalo, b) encontrar y 
representar la recta secante que pasa por los puntos sobre la grafica 
de / en los puntos terminales del intervalo dado y c) encontrar y 
representar cualesquiera rectas tangentes a la grafica de/que sean 
paralelas a la recta secante. 


49. 

fix) 

-xIl’I-H 

5®- fix) = x — 2 sen x, [— 7r, tt] 

51. 

fix) 

= jx, [1,9] 


52. 

fix ) 

= x 4 — 2x 3 + x 2 , 

[0,6] 

53. 

Movimiento vertical 

La altura de un objeto tres segundos 


despues de que se deja caer desde una altura de 300 metros es 
sit) = -4.9/ + 300. 


SM - 200(5 - jE.) 

donde t es el tiempo en meses. 

a) Encontrar el valor promedio de cambio de 5(f) durante el 
primer ano. 

ti) ^Durante que mes del primer ano 5'(0 es igual al valor 
promedio de cambio? 


Desarrollo de conceptos 


55. 

56. 


57. 


58. 


Sea / continua en [a, b] y derivable en ( a , b). Si existe c 
en ( a , b ) tal que /'(c) = 0, ^se concluye que f(a) = /(?>)? 
Explicar. 


Sea f continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en 
el intervalo abierto (a, b). Ademas, suponer que f{d) = f(b) 
y que c es un numero real en el intervalo tal que f{c ) = 0. 
Encontrar un intervalo para la funcion g sobre la cual pueda 
aplicarse el teorema de Rolle y determinar el punto critico 
correspondiente de g ( k es una constante). 

a) g(x) = fix) + k b ) g(x) = fix ~ k) 

c) gW = fikx) 

La funcion 



x = 0 
0 < x < 1 


es derivable en (0, 1) y satisface /( 0) = /( 1 ). Sin embargo, 
su derivada nunca es cero en (0, 1). ^Contradice lo anterior 
al teorema de Rolle? Explicar. 


^Es posible encontrar una funcion f tal que /( — 2) = —2, 
/( 2) = 6 y f{x) < 1 para toda x. (,Por que si o por que no? 


59. Velocidad Un avion despega a las 2:00 p.m. en un vuelo de 
2500 millas. El avion llega a su destino a las 7:30 p.m. Explicar 
por que hay al menos dos momentos durante el vuelo en los que 
la velocidad del avion es de 400 millas por hora. 

60. Temperatura Cuando se saca un objeto del homo y se pone a 
temperatura ambiente constante de 90° F la temperatura de su 
nucleo es de 1 500° F. Cinco horas despues la temperatura del 
nucleo corresponde a 390° F. Explicar por que debe existir un 
momento (o instante) en el intervalo en el que la temperatura 
disminuye a un ritmo o tasa de 222° F por hora. 

61. Velocidad Dos ciclistas empiezan una carrera a las 8:00 a.m. 
Ambos terminan la carrera 2 horas y 15 minutos despues. De- 
mostrar en que momento de la carrera los ciclistas viajan a la 
misma velocidad. 

62. Aceleracion A las 9: 13 a.m., un automovil deportivo viaja a 
35 millas por hora. Dos minutos despues se desplaza a 85 millas 
por hora. Demostrar que en algun momento durante este inter- 
valo, la aceleracion del automovil es exactamente igual a 1 500 
millas por hora al cuadrado. 



178 


CAPITULO 3 Aplicaciones de la derivada 


63. Considerar la funcion /(x) = 3 cos 2 

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 

fyf. 

b) ^Es / una funcion continua? ^Es /' una funcion conti- 
nua? 

c) ^Se aplica el teorema de Rolle al intervalo [ — 1, 1]? ^Se 
aplica en el intervalo [1,2]? Explicar. 



72. Determinar los valores a, b, c y d de manera que la funcion / 
satisfaga la hipotesis del teorema del valor medio en el intervalo 
[- 1 , 2 ]. 


fix) 


a, 

2 , 

bx 2 + c, 
dx + 4, 


x = - 1 
-1 < x < 0 

0 < x < 1 

1 < x < 2 


d) Evaluar si es posible, llrrL/'(x) y 11m f'(x). 


Para discusion 


64. Razonamiento grafico La figura muestra dos partes de 
la grafica de una funcion derivable continua / en [ — 1 0, 4] . 
La derivada /' tambien es continua. 

y 



a) Explicar por que / debe tener al menos un cero en 
[-10,4]. 

b) Explicar por que /' debe tener tambien al menos un 
cero en el intervalo [— 10, 4]. ^Como se llaman estos 
ceros? 

c) Realizar un posible dibujo de la funcion con un cero 
con f en el intervalo [— 10, 4], 

d) Realizar un posible dibujo de la funcion con dos ceros 
de /' en el intervalo [ — 10, 4]. 

e) ^Fueron necesarias las condiciones de continuidad de / 
y /' para efectuar las partes de la a) a la d)l Explicar. 


Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 73 a 76, encontrar una 
funcion / que tiene la derivada f'(x ) y cuya grafica pasa por el 
punto dado. Explicar el razonamiento. 

73. f'(x) = 0, (2, 5) 74. f'(x) = 4, (0, 1) 

75. f'(x) = 2x, (1,0) 76. /'(x) = 2x + 3, (1,0) 

Verdadero o falso? En los ejercicios 77 a 80, determinar si el 
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por que o dar 
un ejemplo que lo demuestre. 

77. El teorema del valor medio puede aplicarse a f(x) = 1/x en el 
intervalo [—1, 1]. 

78. Si la grafica de una funcion tiene tres intersecciones con el eje x, 
entonces debe tener al menos dos puntos en los cuales su recta 
tangente es horizontal. 

79. Si la grafica de una funcion polinomial tiene tres intersecciones 
con el eje x, entonces debe tener al menos dos puntos en los 
cuales su recta tangente es horizontal. 

80. Si f'(x) = 0 para todo x en el dominio de /, entonces / es una 
funcion constante. 

81. Demostrar que si a > 0 y n es cualquier entero positivo, entonces 
la funcion polinomial p(x) = x 2 " +1 + ax + b no puede tener dos 
ralces reales. 

82. Demostrar que si f'(x) = 0 para todo x en el intervalo (a, b), 
entonces / es constante en ( a , b). 

83. Sea p(x) = Ax 2 + Bx + C. Demostrar que para cualquier intervalo 
[a, b], el valor c garantizado por el teorema del valor medio es 
el punto medio del intervalo. 


84. 

Para pensar En los ejercicios 65 y 66, dibujar la grafica de una 
funcion arbitraria / que satisface la condition dada pero que no 
cumple las condiciones del teorema del valor medio en el intervalo 
[-5, 5]. 

65. / es continua en [—5, 5]. 

66. / no es continua en [ — 5, 5], 


En los ejercicios 67 a 70, usar el teorema del valor intermedio y 
el teorema de Rolle para demostrar que la ecuacion tiene exacta- 
mente una solution real. 


67. 

x 5 + x 3 + x + 1 = 0 

68. 2x 5 + 7x — 1=0 

86. 

69. 

3x + 1 — senx = 0 

70. 2x — 2 — cos x = 0 

87. 

71. 

Determinar los valores a, by c tales que la funcion / satisfaga 
la hipotesis del teorema del valor medio en el intervalo [0, 31. 

88. 




89. 


f 1 - 

x = 0 



/(x) = j ax + b. 

0 < x < 1 



|x 2 + 4x + c. 

1 < x < 3 



a) Sea /(x) = x 2 y g(x) = — x 3 + x 2 + 3x + 2. Entonces /(— 1 ) 
= g(— 1) y f(2) = g( 2). Demostrar que hay al menos un 
valor c en el intervalo (—1,2) donde la recta tangente a / 
en (c, /(c)) es paralela a la recta tangente g en (c, g(c)). 
Identificar c. 

b) Sea / y g la funcion derivable en [a, b] donde f(a) = g(a) 
y fQ>) = g(b). Demostrar que hay al menos un valor c en 
el intervalo (a, b) donde la recta tangente / en (c, /(c)) es 
paralela a la recta tangente a g en (c, g(c)). 


Demostrar que si / es derivable en (— 00 , oo) y /'(x) < 1 para todo 
numero real, entonces / tiene al menos un punto fijo. Un punto 
fijo para una funcion / es un numero real c tal que /(c) = c. 
Usar el resultado del ejercicio 85 para demostrar que /(x) = 
i cos x tiene al menos un punto fijo. 

Demostrar que | cos a — cos b \ £ | a — b \ para toda ay b. 
Demostrar que | sen a — sen b \ £ | a — b \ para toda ay b. 
Sea 0 < a < b. Utilizar el teorema del valor medio para demostrar 
que 
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Funciones crecientes y decrecientes y el criterio 
de la primera derivada 


■ Determinar los intervalos sobre los cuales una funcion es creciente o decreciente. 

■ Aplicar el criterio de la primera derivada para determinar los extremos relativos de una 
funcion. 


Funciones crecientes y decrecientes 

En esta seccion se vera como se pueden utilizar las derivadas para clasificar extremos re- 
lativos ya sea como mmimos o como maximos relativos. En primer termino, es importante 
definir las funciones crecientes y decrecientes. 



La derivada se relaciona con la pendiente de 
una funcion 

Figura 3.15 


DEFINICION DE FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES 


Una funcion / es creciente sobre un intervalo si para cualesquiera dos numeros x y 
x 2 en el intervalo, x 1 < x 2 implica f(x { ) < f(x 2 ). 

Una funcion f es decreciente sobre un intervalo si para cualesquiera dos numeros jc 
y x 2 en el intervalo, q < x 2 implica /(q) > f(x 2 ). 


Una funcion es creciente si, cuando x se mueve hacia la derecha, su grafica asciende, 
y es decreciente si su grafica desciende. Por ejemplo, la funcion en la figura 3.15 es decre- 
ciente en el intervalo (—go, a), es constante en el intervalo (a, b) y creciente en el intervalo 
(b, oo). Como se muestra en el teorema 3.5, una derivada positiva implica que la funcion es 
creciente; una derivada negativa implica que la funcion es decreciente, y una derivada cero 
en todo el intervalo implica que la funcion es constante en ese intervalo. 


TEOREMA 3.5 CRITERIO PARA LAS FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES 

Sea f una funcion que es continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el 
intervalo abierto (a, b). 

1. Si f'(x) > 0 para todo x en (a, b), entonces / es creciente en [a, b\. 

2. Si f'(x) < 0 para todo x en (a, b) entonces / es decreciente en [a, b). 

3. Si f'(x) = 0 para todo x en (a, b) entonces / es constante en [a, b]. 


( DEMOSTRACION ) Para probar el primer caso, supongamos que fix) > 0 para todo x en el 
intervalo (a, b) y sean q < x 2 cualesquiera dos puntos en el intervalo. Mediante el teorema 
del valor medio, se sabe que existe un numero c tal que q < c < x v v 

f' (c) = /(q>)-.f(q) 

x 2 — x x 

Como f f (c) > 0 y x 2 — x t > 0, se sabe que 

f(x 2 ) - fix,) > 0 

lo cual implica que /(q) < f(xj. De tal modo, / es creciente en el intervalo. El segundo caso 
tiene una demostracion similar (ver el ejercicio 104), y el tercer caso se dio en el ejercicio 
82 en la seccion 3.2. 


Las conclusiones en los primeros dos casos del teorema 3.5 son validas incluso si f'(x) = 0 
en un numero finito de valores de x en (a, b). ■ 
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EJEMPLO I Intervalos sobre los cuales / es creciente y decreciente 

Determinar los intervalos abiertos sobre los cuales fix) = x 3 — |x 2 es creciente o decre- 
ciente. 


Solucion Notese que / es derivable en toda la recta de los numeros reales. Para determinar 
los puntos crfticos de f, igualar a cero f'(x). 



fix) = x 3 - |x 2 

fix) = 3x 2 — 3x = 0 
3(x)(x — 1) = 0 
x = 0, 1 


Escribir la funcion original. 

Derivar e igualar fix) a cero. 
Factorizar. 

Puntos criticos. 


Como no hay puntos para los cuales /' no exista, es posible concluir que x = 0 y x = 1 
son los unicos puntos criticos. La tabla siguiente resume la prueba de los tres intervalos 
determinados por estos dos puntos criticos. 


Intervalo 

— oo < x < 0 

0 < x < 1 

1 < x < oo 

Valor de prueba 

X = — 1 

1 

X = 2 

x = 2 

Signo de f'(x) 

/'(-l) = 6 > 0 

f'% = -I < o 

/'( 2) = 6 > 0 

Conclusion 

Creciente 

Decreciente 

Creciente 


y 



a) Funcion estrictamente monotona 


y 



b ) No estrictamente monotona 

Figura 3.17 


De tal modo, / es creciente en los intervalos (—oo, 0) y (1, go) y decreciente en el intervalo 
(0, 1), como se indica en la figura 3.16. 


El ejemplo 1 muestra como determinar intervalos sobre los cuales una funcion es cre- 
ciente o decreciente. La guia siguiente resume los pasos que se siguen en el ejemplo. 


Estrategias para determinar los intervalos en los que una funcion 
es creciente o decreciente 

Sea f continua en el intervalo [a, b). Para encontrar los intervalos abiertos sobre los 

cuales / es creciente o decreciente, hay que seguir los siguientes pasos. 

1. Localizar los puntos criticos de / en (a, b), y utilizarlos para determinar intervalos 
de prueba. 

2. Determinar el signo de /'(x) en un valor de prueba en cada uno de los inter- 
valos. 

3. Recurrir al teorema 3.5 para determinar si / es creciente o decreciente para cada 
intervalo. 

Estas estrategias tambien son validas si el intervalo (a, b) se sustituye por un intervalo 

de la forma (— oo, b), (a, oo) o (— oo, oo). 


Una funcion es estrictamente monotona sobre un intervalo si es creciente o decreciente 
en todo el intervalo. Por ejemplo, la funcion f(x) = x 3 es estrictamente monotona en toda 
la recta de los numeros reales porque es creciente siempre sobre ella, como se indica en la 
figura 3. 1 la. La funcion que se muestra en la figura 3.17/? no es estrictamente monotona en 
toda la recta de los numeros reales porque es constante en el intervalo [0, 1]. 
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Criterio de la primera derivada 



Extremos relativos de / 

Figura 3.18 


Una vez que se han determinado los intervalos de crecimiento o decrecimiento, es facil lo- 
calizar los extremos relativos de la funcion. Por ejemplo, en la figura 3.18 (del ejemplo 1), 
la funcion 

/(x) = x 3 -|x * 1 2 

tiene un maximo relativo en el punto (0, 0) porque / es creciente inmediatamente a la izquierda 
de x = 0 y decreciente inmediatamente a la derecha de x = 0. De manera similar, / tiene un 
mi'nimo relativo en el punto (1, — j) debido a que / decrece de inmediato a la izquierda de 
x = 1 y crece de inmediato a la derecha de x = 1 . El siguiente teorema, denominado prueba 
o criterio de la primera derivada, precisa mas esta observacion. 


TEOREMA 3.6 CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA 


Sea c un punto crftico de una funcion / que es continua en un intervalo abierto I que 
contiene a c. Si / es derivable en el intervalo, excepto posiblemente en c, entonces 
/(c) puede clasificarse como sigue. 


1. Si /'(x) cambia de negativa a positiva en c, entonces / tiene un mmimo relativo 
en (c, /(c)). 

2. Si f'(x) cambia de positiva a negativa en c, entonces / tiene un maximo relativo 
en (c, /(c)). 

3. Si f'{x) es positiva en ambos lados de c o negativa en ambos lados de c, entonces 
/(c) no es ni un minimo relativo ni un maximo relativo. 




Minimo relativo 


Maximo relativo 


(+) 


f(x) > 0 


/'(*)> 0 


(+) 



Ni minimo relativo ni maximo relativo 


( DEMOSTRACION ) Supongase que f'(x) cambia de negativa a positiva en c. Entonces ahi 
existen a y b en I tales que 

f\x) < 0 para todo x en ( a , c) 

y 

f{x) > 0 para todox en (c, b ). 

Por el teorema 3.5, / es decreciente en [a, c] y creciente en [c, b], De tal modo, /(c) es un 
mmimo de / en el intervalo abierto (a, b) y, en consecuencia, un minimo relativo de /. Esto 
demuestra el primer caso del teorema. El segundo caso puede demostrarse de una manera 
similar (ver el ejercicio 105). 


182 


CAPITULO 3 


Aplicaciones de la derivada 


EJEMPLO 2 Aplicacion del criterio de la primera derivada 

Determinar los extremos relativos de la funcion f(x) = ix — sen x en el intervalo (0, 2 it). 


Solution Observese que / es continua en el intervalo (0, 277). Para determinar los puntos 
crfticos de / en este intervalo, hacer f'(x) igual a 0. 


fix) = - - cos x = 0 

1 

COS X = — 

2 

it 5tt 


Igualar f\x) a cero. 


Puntos crfticos. 


Debido a que /' existe en todos los puntos, se puede concluir que x = tt/3 y x = 5 tt/3 son 
los linicos puntos crfticos. La tabla resume valores prueba en cada uno de los tres intervalos 
de prueba determinados por estos dos puntos crfticos. 


y 



Ocurre un minimo relativo donde / cambia 
de decreciente a creciente, y un maxirno 
relativo donde f cambia de creciente a 
decreciente 

Figura 3.19 


Intervalo 


77 577 

3 <X< T 

577 

— < X < 277 

Valor de prueba 

II 

■M=t 

X = 1 T 

II 

Signo de f'(x) 

A 

O 

fU) > o 


Conclusion 

Decreciente 

Creciente 

Decreciente 


Aplicando el criterio de la primera derivada, es posible concluir que / tiene un minimo 
relativo en el punto donde 


x = 


7 T 


Valor de x donde ocurre el minimo relativo. 


y un maxirno relativo en el punto en el que 
5 tt 


x = 


Valor de x donde ocurre el maxirno relativo. 


como se muestra en la figura 3.19. 


EXPLORACION 

Comparacion de los enfoques grafico y analitico De la seccion 3.2, se sabe que 
una herramienta de graficacion, por si misma, puede producir informacion equivoca- 
da acerca de los extremos relativos de una grafica. Sin embargo, utilizada en conjun- 
cion con un enfoque analitico una herramienta de graficacion tiene la posibilidad de 
ofrecer una buena forma de reforzar sus conclusiones. Recurra a una herramienta 
de graficacion para representar la funcion del ejemplo 2. Despues utilizar las carac- 
terfsticas zoom y trace para estimar los extremos relativos. /.Como son de precisas las 
aproximaciones graficas que se obtuvieron? 


Notese que en los ejemplos 1 y 2 las funciones dadas son derivables en toda la recta 
real. Para tales funciones, los unicos puntos crfticos son aquellos para los cuales f'(x) = 0. 
El ejemplo 3 se relaciona con una funcion que tiene dos tipos de puntos crfticos: aquellos 
para los cuales f'(x) = 0 y aquellos para los cuales / no es derivable. 
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f(x)=(x 2 - 4 ) m 

7 -- 



(-2, 0) (2, 0) 


Mmimo Mmimo 

relativo relativo 

Se puede aplicar el criterio de la primera 
derivada para encontrar los extremos 
relativos 

Figura 3.20 


EJEMPLO 3 Aplicacion del criterio de la primera derivada 

Encontrar los extremos relativos de 
fix) = i X 2 - 4)2/3. 

Solucion Empezar observando que f es continua en toda la recta real. La derivada de f 
2 

fix) = ^ix 2 ~ f) 1 ' / 3(2.r) Regia de la potencia general. 

Simplificar. 

es 0 cuando x = 0 y no existe cuando x = ±2. De tal modo, los puntos crrticos son 
x = — 2, x = 0 y x = 2. La tabla resume los valores prueba de cuatro intervalos determinados 
por estos puntos crfticos. 


3(x 2 - 4) 1 / 3 


Intervalo 

— 00 < x < —2 

— 2 < x < 0 

0 < x < 2 

2 < x < 00 

Valor de prueba 

x = —3 

X = — 1 

X = 1 

x = 3 

Signo de fix) 

n- 3) < 0 

/'(-I) > 0 

m < 0 

m > 0 

Conclusion 

Decreciente 

Creciente 

Decreciente 

Creciente 


Aplicando el criterio de la primera derivada, se puede concluir que / tiene un mmimo relativo 
en el punto (—2, 0), un maximo relativo en el punto (0, f\ 6 ), y otro mmimo relativo en el 
punto (2, 0), como se ilustra en la figura 3.20. 

CONFUSION TECNOLOGICA Cuando se utiliza una herramienta de graficacion para 
representar una funcion que incluya radicales o exponentes racionales, hay que cercio- 
rarse de entender la forma en que la herramienta de graficacion evalua las expresiones 
radicales. Por ejemplo, aun cuando 

fix) = ix 2 - 4) 2 /3 


y 


g(x) = [(*2 — 4) 2] C 3 

son los mismos algebraicamente, algunas herramientas de graficacion establecen una 
distincion entre estas dos funciones. ^Cual de las graficas que se muestran en la figura 3.21 
es incorrecta? ^Por que la herramienta de graficacion produce una grafica incorrecta? 


f(x) = (x 2 - 4) 2/3 

5 




-1 


^Cual de las graficas es incorrecta? 

Figura 3.21 
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A1 usar el criterio de la primera derivada, es necesario asegurarse de que se considere 
el dominio de la funcion. Por ejemplo, en el siguiente ejemplo, la funcion 



no esta definida cuando x = 0. Este valor de x debe utilizarse con los puntos crfticos para 
determinar los intervalos de prueba. 


EJEMPLO 4 Aplicacion del criterio de la primera derivada 

x 4 + 1 

Determinar los extremos relativos de fix) = — - — . 

x 

Solucion 


/( x) = X 2 + X 2 

f'(x) = 2x — 2x ~ 3 



2(x 4 - 1) 

r 3 


2(x 2 + l)(x — l)(x + 1) 


Reescribir la funcion original. 
Derivar. 

Reescribir con exponente positivo. 
Simplificar. 

Factorizar. 


* 2 

y 



Valores de x que no estan en el dominio de 
/, asi como los puntos criticos, determinan 
los intervalos prueba de /' 

Figura 3.22 


De tal modo, f(x) es cero en x = ±1. Ademas, como x = 0 no esta en el dominio de /, es 
necesario utilizar este valor de x junto con los puntos criticos para determinar los intervalos 
prueba. 

X = +1 Puntos criticos, /'(±1) = 0. 

X = 0 Cero no esta en el dominio de/. 

La tabla resume los valores prueba de los cuatro intervalos determinados por estos tres 
valores de x. 


Interval*) 

— OO < X < — 1 

— 1 < x < 0 

0 < x < 1 

1 < x < oo 

Valor de prueba 

x = —2 

1 

x = ~2 

1 

* = 2 

x = 2 

Signo de f(x) 

/'(— 2) < 0 

r(-\) > o 

Hi) < o 

m > o 

Conclusion 

Decreciente 

Creciente 

Decreciente 

Creciente 


Aplicando el criterio de la primera derivada, se puede concluir que / tiene un mmimo relativo 
en el punto (— 1, 2) y otro en el punto (1,2), como se muestra en la figura 3.22. 


TECNOLOGIA El paso mas diflcil al aplicar el criterio de la primera derivada es 
determinar los valores para los cuales la derivada es igual a 0. Por ejemplo, los valores 
de x para los cuales la derivada de 


f(x) = ■ 


‘+ I 
! + 1 


es igual a cero son x = 0 y x = ±Vv/ 2-1. Si se tiene acceso a tecnologfa que puede efec- 
tuar derivacion simbolica y resolver ecuaciones, utilizarla para aplicar el criterio de la 
primera derivada a esta funcion. 
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O 

O 



Si un proyectil se lanza desde el nivel 
del suelo y se ignora la resistencia del 
aire, el objeto viajara mas lejos con un 
angulo inicial de 45°. Pero, si el proyectil 
se lanza desde un punto sobre el nivel 
del suelo, el angulo que produce una 
distancia maxima horizontal no es 45° 
(ver el ejemplo 5). 


EJEMPLO 5 La trayectoria de un proyectil 

Ignorando la resistencia del aire, la trayectoria de un proyectil que se lanza a un angulo 6 
es 


jsecys OsOs? 

2vq 2 

donde y es la altura, x es la distancia horizontal, g es la aceleracion debida a la gravedad, v 0 
es la velocidad inicial y h es la altura inicial. (Esta ecuacion se obtuvo en la seccion 12.3.) 
Sea g = — 32 pies por segundo, v 0 = 24 pies por segundo y h = 9 pies por segundo. ^Que 
valor de 0 producira una maxima distancia horizontal? 

Solucion Para encontrar la distancia que el proyectil recorre, sea y = 0, y utilizar la formula 
cuadratica para resolver con respecto a x. 


g sec 2 9 - , . 

— — : — x 2 + (tan 0)x + h 
2v 0 z 

32 sec 2 6 , , , , 

2(24 2 ) * + (tan + 9 

sec 2 6 , , 

— — x 2 + (tan 9)x + 9 

36 

x 

x 


0 

0 

0 

— tan 6 ± Vtan 2 6 + sec 2 6 
— sec 2 0/18 

18 cos ©(sen 9 + Vsen 2 6 + 1 ), x > 0 


En este punto, se necesita determinar el valor de 9 que produce un valor maximo de x. La 
aplicacion del criterio de la primera derivada en forma manual resultarfa tediosa. Sin em- 
bargo, el uso de tecnologfa para resolver la ecuacion dx/cl6 = 0 elimina la mayorfa de los 
calculos engorrosos. El resultado es que el valor maximo de x ocurre cuando 

0 ~ 0.61548 radianes, o 35.3°. 

Esta conclusion se refuerza dibujando la trayectoria del proyectil para diferentes valores de 
6 como se indica en la figura 3.23. De las tres trayectorias indicadas, notar que la distancia 
recorrida es mayor para 6 = 35°. 


y 



La trayectoria de un proyectil con un angulo inicial 6 

Figura 3.23 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 y 2, utilizar la grafica de / para determinar a) 
el intervalo abierto mas grande sobre el cual/ es creciente y b) el 
intervalo abierto mas grande sobre el cual / es decreciente. 



13. fix) = sen* — 1, 0 < x < 2ir 

14. h(x) = cos — , 0 < x < 2i t 

15. y = x — 2 cos x, 0 < x < 2n 

16. f(x ) = cos 2 x — cosx, 0 < x < 2 tt 

En los ejercicios 17 a 42, a) encontrar los puntos criticos de / (si los 
hay), b) determinar el (los) intervalo(s) abierto(s) sobre los cuales la 
funcion es creciente o decreciente, c) aplicar el criterio de la prime- 
ra derivada para identificar todos los extremos relativos y d) utilizar 
una herramienta de graficacion para confirmar los resultados. 


En los ejercicios 3 a 8, utilizar la grafica para estimar los intervalos 
abiertos sobre los cuales la funcion es creciente o decreciente. Pos- 
teriormente determinar los mismos intervalos analiticamente. 



17. 

fix) = 

II 

* 

to 

1 

£ 

18. fix) 

= x 2 + 6x + 10 

19. 

fix) = 

= — 2x 2 + 4x + 3 

20. fix) 

= —(x 2 + 8x+ 12) 

21. 

fix) = 

= 2x 3 + 3x 2 - 12x 

22. fix) 

= x 3 — 6x 2 + 15 

23. 

fix) = 

CO 

+ 

1 

3 

II 

24. fix) 

= ix + 2) 2 (x — 1) 

25. 

fix) -- 

H 

m 

1 ^ 
m 
X 

II 

26. fix) 

= .r 4 - 32x + 4 

27. 

fix) -- 

- x 1 ' 3 + 1 

28. fix) 

= x 2 ' 3 - 4 

29. 

fix) = 

= ix + 2) 2 ' 3 

30. fix) 

= ix - 3) 1 / 3 

31. 

fix) = 

= 5 - \x - 5| 

32. fix) 

= |.v 1 3| — 1 

33. 

fix) = 

= 2x + — 

34. fix) 

X 

x + 3 



En los ejercicios 9 a 16, identificar los intervalos abiertos sobre 
los cuales la funcion es creciente o decreciente. 


9. g(x ) = x 2 — 2x — 8 
11. y = x7l6 — x 2 


10. h(x) = 27x — x 3 


12. y = x + - 


35. f{x) 
37. f(x) 
39. fix) 
41. fix) 


36. fix) = 


x + 4 
x 2 

r2 - X 


x + 1 


38. fix) - - 

x — 2 

4 - x 2 , 
— 2x, 

x < 0 
x > 0 

40. fix) = j 

\lx + 1, 

I* 2 - 2, 

3x + 1. 
5 -x 2 . 

x < 1 

X > 1 

42. fix) = J 

i-.T 3 + 1, 

[— x 2 + 2x, 


X < -1 
X > —l 


En los ejercicios 43 a 50, considerar la funcion sobre el intervalo (0, 
2ir). Para cada funcion, a) encontrar el (los) intervalo(s) abierto(s) 
sobre los cuales la funcion es creciente o decreciente, b) aplicar el 
criterio de la primera derivada para identificar todos los extre- 
mos relativos y c) utilizar una herramienta de graficacion para 
confirmar los resultados. 


43 - fix) = | + COS X 

44. fix) = sen x cos x + 5 

43 - fix) = sen x + cos* 

46. fix) = x + 2 sen x 

47. fix) = cos 2 (2x) 

48. fix) = 73 sen x + cos x 

49. fix) = sen 2 x + senx 

50- fix) - Sen * 2 
1 + cos^x 

IftVKn los ejercicios 51 a 56, a) utilizar un sistema de algebra por 
computadora para derivar la funcion, b ) dibujar las graficas de/ 
y /' en el mismo conjunto de ejes de coordenadas sobre el inter- 
valo indicado, c ) encontrar los puntos criticos defen el intervalo 


abierto y d) determinar el (los) intervalo(s) sobre el cual /' es 
positiva y el (los) intervalo(s) sobre el cual es negativa. Comparar 
el comportamiento de / y el signo de /' . 


x 
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51. f{x) = 2jtV9^ r x 2 , [-3,3] 

52. f(x) = 10(5 - Jx 2 -3x+ 16), [0, 5] 

53. f(t) = t 2 sen t, [0, 2tt\ 54. f(x) = — + cos — , [0, 4 tt] 

55. f(x) — —3 sen [0, 6 tt] 

56. f(x) = 2 sen 3x + 4 cos 3x, [0, 7 r] 



68 . 



En los ejercicios 57 y 58, utilizar la simetria, los extremos y 
los ceros para dibujar la grafica de /. ;,En que difleren / y g? 


57- f(x) = 


4x 3 + 3x 


x 2 - 1 


g(x) = x(x 2 - 3) 


58. f(t) = cos 2 t — sen 2 t, g(t) =1 — 2 sen 2 t 

Para pensar En los ejercicios 59 a 64, la grafica de / se muestra 
en la figura. Dibujar una grafica de la derivada de /. 


59. 


y 

4 — 


2 — 
1 -- 


H h 


-2 -1 


60. 


H 1- 


1 2 



61. 


62. 




63. 



64. 



En los ejercicios 65 a 68, utilizar la grafica de /' para a) identifi- 
car el (los) intervalo(s) sobre el cual / es creciente o decreciente 
y b) estimar los valores de x para los cuales / tiene un maximo o 
mi'nimo relativo. 


65 . 


66 . 


En los ejercicios 69 y 70, utilizar la grafica de f para a) identifi- 
car los puntos criticos de/ y b) determinar si /tiene un maximo 
relativo, un minimo relativo, o ninguno de los dos en cada punto 
critico. 


69. 



70. 



Desarrollo de conceptos 

En los ejercicios 71 a 76, suponer que / es derivable para todo 
x. Los signos de /' son como sigue. 

f'(x) > Oen (- 00 , -4) 


f(x) < Oen (-4,6) 


f'(x) > 0 en (6, 00 ) 


Indicar la desigualdad apropiada para el valor de c indicado. 

Funcion 

Signo de g '(c) 

71. g(x) = f(x) + 5 

g'( 0 ) 0 

72. g(x) = 3 f(x) - 3 

g'(-5) 0 

73. g(x) = -fix) 

g'i- 6) 0 

74. g(x) = -fix) 

g'(o) 0 

75. g(x) = fix - 10) 

g'(o) 0 

76. g(x) = fix ~ 10) 

g'(8) 0 

77. Dibujar la grafica de la funcion arbitraria de f tal que 

f>0. 

x < 4 

fix) \ indefinida. 

x = 4. 

[< 0, 

x > 4 


2- 

I / 1 1 1 ^ -v 1 _ 

1 


1 1 1 

fr 

Para discusion 

— 1 — 1 — 1 — 
-2 

- 2 - 

7 

/ 1 — 1 — x \ 

- n 4 \- 

/ 1 1 1 1 i 

f 1 1 1 W V 

78. Una funcion derivable de / tiene un punto critico en x = 5. 
Identificar los extremos relativos de f en el punto critico 

l 1 1 1 1 

-4 -2 

-2- 

if 1 1 t ► A 

V 2 4 

si /'(4) = — 2.5 y /'(6) = 3. 
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Para pensar En los ejercicios 79 y 80, la funcion f es derivable en el 
intervalo indicado. La tabla muestra el valor de/'(r) para algunos 
valores seleccionados de x. a) Dibujar la grafica de/, b) aproximar 
los puntos criticos y c) identificar los extremos relativos. 


83. Analisis numerico, grafico y analtiico Considerar las funcio- 
nes f(x) = x y g{x) = sen x en el intervalo (0, it). 
a) Completar la tabla y hacer una conjetura acerca de cual es 
la funcion mas grande en el intervalo (0, tt). 


79. f es derivable sobre [-1, 1], 


X 

-i 

-0.75 

-0.50 

-0.25 

m 

-10 

-3.2 

-0.5 

0.8 


X 

0 

0.25 

0.50 

0.75 

1 

fix) 

5.6 

3.6 

-0.2 

-6.7 

-20.1 


80. f es derivable sobre [0, tt]. 


X 

0 

77/6 

77/4 

77/3 

77/2 

fix ) 

3.14 

-0.23 

-2.45 

-3.11 

0.69 


X 

277/3 

377/4 

577/6 

7 T 

fix ) 

3.00 

1.37 

-1.14 

-2.84 


81. Rodamiento de un cojinete de bola Un cojinete de bola se 
coloca sobre un piano inclinado y empieza a rodar. El angulo de 
elevation del piano es 0. La distancia (en metros) que el cojinete 
de bola rueda en t segundos es s(t) = 4.9(sen 9)t 2 . 

a) Determinar la velocidad del cojinete de bola despues de t 
segundos. 

b ) Completar la tabla y utilizarla para determinar el valor 
de d que produce la maxima velocidad en un instante 
particular. 


e 

0 

77/4 

77/3 

77/2 

277/3 

377/4 

77 

s'(f) 









82. Analisis numerico, grafico y analtiico La concentration C de 
un compuesto qufmico en el flujo sangumeo t horas despues 
de la inyeccion en el tejido muscular es 


C(t) = 


3 1 

27 + f 3 ’ 


t > 0. 


a) Completar la tabla y utilizarla para aproximar el tiempo en 
el que la concentration es mas grande. 



c) 


X 

0.5 

1 

1.5 

2 

2.5 

3 

fix) 







g(x) 








Utilizar la herramienta de graficacion para representar las 
funciones y emplear las graficas para hacer una conjetura 
acerca de cual es la funcion mas grande en el intervalo 
( 0 , 77 ). 

Demostrar que f(x) > g(x) en el intervalo (0, 7r). [Sugeren- 
cia: Demostrar que h'(x) > 0 donde h = f — g.] 


84. Analisis numerico, grafico y analtiico Considerar las funcio- 
nes f{x) = x y g{x) = tan x en el intervalo (0, tt/2). 
a) Completar la tabla y realizar una conjetura acerca de cual 
es la funcion mas grande en el intervalo (0, tt/2). 


X 

0.25 

0.5 

0.75 

1 

1.25 

1.5 

fix) 







gix) 








f^F b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
las funciones y utilizar las graficas para realizar una 
suposicion acerca de cual es la funcion mas grande en el 
intervalo (0, tt/2). 

c) Demostrar que f(x) < g{x) en el intervalo (0, tt/2). [Suge- 
rencia : Demostrar que h'(x) > 0, donde h — g—f] 

85. Contraccion de la traquea La tos obliga a que la traquea (tubo 
de viento) se contraiga, lo cual afecta la velocidad v del aire que 
pasa a traves de este conducto. La velocidad del aire cuando se 
tosees v = k(R — r)r 2 , 0 < r < R donde k es una constante, 

R es el radio normal de la traquea y r es el radio cuando se tose. 
^,Que radio producira la maxima velocidad del aire? 


86. Potencia La potencia electrica P en watts en un circuito de co- 
rriente directa con dos resistores R { y R 2 conectados en paralelo es 

vR.Ri 

P = (*! + R 2 ) 2 

donde v es el voltaje. Si v y R { se mantienen constantes, (,que 
resistencia R, produce la potencia maxima? 

87. Resistencia electrica La resistencia R de cierto tipo de resistor 
es 


t 

0 

0.5 

1 

1.5 

2 

2.5 

3 

at) 









b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
la funcion de concentration y emplear la grafica para 
aproximar el tiempo en el que la concentration es mas 
grande. 

c) Recurrir al calculo para determinar analfticamente el tiempo 
en que la concentration es mas grande. 


R = yo.ooir 4 -4 T + 100 

donde R se mide en ohms y la temperatura T se mide en grados 
Celsius. 

a) Utilizar un sistema algebraico por computadora para deter- 
minar dR/dT y el punto crftico de la funcion. Determinar 
la resistencia minima para este tipo de resistor. 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
la funcion R y usar la grafica para aproximar la resistencia 
minima de este tipo de resistor. 
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88. Modelado matemdtico Los activos al final del ano para el Medi- 
care Hospital Insurance Trust Fund (en miles de millones de 
dolares) en los anos 1995 a 2006 se muestran a continuation: 
1995: 130.3; 1996: 124.9; 1997: 115.6; 1998: 120.4; 

1999: 141.4; 2000: 177.5; 2001: 208.7; 2002: 234.8; 

2003: 256.0; 2004: 269.3; 2005: 285.8; 2006: 305.4 
( Fuente : U.S. Center for Medicare and Medicaid Services) 

a) Utilizar las capacidades de regresion de la herramienta 
de graficacion para encontrar un modelo de la forma 
M = aP + bP + ct 2 + dt + e para los datos. (Dejar que 
t = 5 represente a 1995.) 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para dibujar los 
datos y representar el modelo. 

c) Encontrar en forma analltica el mlnimo del modelo y 
comparar el resultado con los datos reales. 

Movimiento a lo largo de una recta En los ejercicios 89 a 92, 
la funcion sit) describe el movimiento de una particula que se 
mueve a lo largo de una recta. Para cada funcion, a) encontrar 
la funcion de la velocidad de la particula en cualquier instante 
t > 0, b) identificar el (los) intervalo(s) de tiempo cuando la par- 
ticula se esta moviendo en la direction positiva, c) identificar el 
(los) intervalo(s) de tiempo cuando la particula se mueve en la 
direction negativa y d) identificar el instante en el que la particula 
cambia su direction. 

89. sit) = 6 t-t 2 90. s(t) = t 2 - It + 10 

91. s{t) = P - 5 1 2 + 4 1 

92. s (t) = P - 20 1 2 + 128 1 - 280 

Movimiento a lo largo de una recta En los ejercicios 93 y 94, la 
grafica muestra la position de una particula que se mueve a lo largo 
de una recta. Describir como cambia la position de la particula 
con respecto al tiempo. 

93. .v 94. i 




Creadon de funciones polinomiales En los ejercicios 95 a 98, 
encontrar una funcion polinomial 
f(x) = a n x n + a,,-!*" -1 + • • • + a 2 x 2 + ape + a 0 
que tiene unicamente los extremos especificados. a) Determinar 
el grado minimo de la funcion y proporcionar los criterios que 
se utilizaron para determinar el grado. b) Recurriendo al hecho 
de que las coordenadas de los extremos son puntos solution de la 
funcion y al de que las coordenadas x son puntos criticos, deter- 
minar un sistema de ecuaciones lineales cuya solution produce los 
coeficientes de la funcion requerida. c) Utilizar una herramienta de 
graficacion para resolver el sistema de ecuaciones y determinar la 
funcion. d) Utilizar la herramienta de graficacion para confirmar 
su resultado. 

95. Minimo relativo: (0, 0); maximo relativo: (2, 2) 

96. Minimo relativo: (0, 0); maximo relativo: (4, 1 000) 

97. Minimo relativo: (0, 0), (4, 0); maximo relativo: (2, 4) 


98. Minimo relativo: (1,2); maximo relativo: (—1, 4), (3, 4) 

fVerdadero o falso? En los ejercicios 99 a 103, determinar si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por que o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre. 

99. La suma de dos funciones crecientes es creciente. 

100. El producto de dos funciones crecientes es creciente. 

101. Todo polinomio de grado n tiene (n — 1) puntos criticos. 

102. Un polinomio de grado n tiene a lo mas (n — 1) puntos criticos. 

103. Existe un maximo o minimo relativo en cada punto crftico. 

104. Demostrar el segundo caso del teorema 3.5. 

105. Demostrar el segundo caso del teorema 3.6. 

106. Utilizar las definiciones de funciones crecientes y decrecientes 
para demostrar que f(x) = x 3 es creciente en (-“, °=). 

107. Utilizar las definiciones de funciones creciente y decreciente 
para demostrar que f(x) = l/x es decreciente en (0, °°). 



Arco iris 


Los arco iris se forman cuando la luz incide sobre gotas de lluvia, 
sufriendo reflexion y refraction como se indica en la figura. (Esta 
figure presenta una section transversal de una gota de lluvia esferica.) 
La ley de la refraction establece que (sen o:)/(sen j8) = k, donde 
k ~ 1.33 (para el agua). El angulo de deflexion esta dado por D = tt 
+ 2 a — 4/3. 

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
D = n + 2a - 4 sen J (l/1' sen a), 

0 < a < nil. 

b) Demostrar que el angulo minimo 
de la deflexion ocurre cuando 


Para el agua, ^,cual es el angulo minimo de deflexion, D mfn ? (El 
angulo tt — D rrifn recibe el nombre de angulo de arco iris.) (,Que 
valor de a produce este angulo minimo? (Un rayo de luz solar 
que incide sobre una gota de lluvia a este angulo, a, se conoce 
como un rayo de arco iris.) 

PARA MAYOR INFORMACION Para mayor information acerca 
de las matematicas de los arco iris, consultar el artlculo “Somewhere 
Within the Rainbow” de Steven Janke en The UMAP Journal. 
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Concavidad y el criterio de la segunda derivada 

■ Determinar intervalos sobre los cuales una funcion es concava hacia arriba o concava 
hacia abajo. 

■ Encontrar cualesquiera puntos de inflexion de la grafica de una funcion. 

■ Aplicar el criterio de la segunda derivada para determinar extremos relativos de una 
funcion. 


Concavidad 

Ya se ha visto que localizar los intervalos en los que una funcion / es creciente o decreciente 
ayuda a describir su grafica. En esta seccion, se vera como el localizar los intervalos en los 
que /' es creciente o decreciente puede utilizarse para determinar donde la grafica de / se 
curva hacia arriba o se curva hacia abajo. 


DEFINICION DE CONCAVIDAD 

Sea f derivable en un intervalo abierto I. La grafica de f es concava hacia arriba 
sobre I si /' es creciente en el intervalo y concava hacia abajo en I si /' es decreciente 
en el intervalo. 


La siguiente interpretation grafica de concavidad es util. (Ver el apendice A para una 
prueba de estos resultados.) 



1. Sea f derivable sobre un intervalo abierto I. Si la grafica de f es concava hacia arriba 
en /, entonces la grafica de / yace sobre todas sus rectas tangentes en I. 

(Ver la figura 3.24a.) 

2. Sea f derivable en un intervalo abierto I. Si la grafica de / es concava hacia abajo en 
I, entonces la grafica de / yace debajo de todas sus rectas tangentes en I. 

(Ver la figura 3.24 b.) 


X 



a) La grafica de / se encuentra sobre sus b) La grafica de/ se encuentra debajo de sus 

rectas tangentes rectas tangentes 

x Figura 3.24 

Para determinar los intervalos abiertos sobre los cuales la grafica de una funcion f es 
concava hacia arriba o hacia abajo, se necesita determinar los intervalos sobre los cuales /' 
sea creciente o decreciente. Por ejemplo, la grafica de 



/(i) = ji 3 - x 

f es decreciente /' es creciente 


La concavidad de/ se relaciona con la 
monotonia de la derivada 

Figura 3.25 


es concava hacia abajo en el intervalo abierto (—go, 0) debido a que f'(x) = x 2 — 1 es ahf 
decreciente. (Ver la figura 3.25.) De manera similar, la grafica de / es concava hacia arriba 
en el intervalo (0, go) debido a que /' es creciente en (0, go). 
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El siguiente teorema muestra como utilizar la segunda derivada de una funcion / 
para determinar intervalos sobre los cuales la grafica de f es concava hacia arriba o hacia 
abajo. Una prueba de este teorema sigue directamente del teorema 3.5 y de la definicion 
de concavidad. 


TEOREMA 3.7 CRITERIO DE CONCAVIDAD 


Sea / una funcion cuya segunda derivada existe en un intervalo abierto I. 

1. Si f"(x) > 0 para todo x en /, entonces la grafica de / es concava hacia arriba 
en I. 

2. Si f"(x) < 0 para todo x en /, entonces la grafica de f es concava hacia abajo 
en I. 


■ Un tercer caso del teorema 

3.7 podrfa ser que si /"(x) = 0 para 
todo x en /, entonces/es lineal. Notar, 
sin embargo, que la concavidad no se 
define para una recta. En otras palabras 
una recta no es ni concava hacia arriba 
ni concava hacia abajo. ■ 


Para aplicar el teorema 3.7, se localizan los valores de x para los cuales f"(x) = 0 o f" 
no existe. Segundo, se usan los valores de x para determinar los intervalos de prueba. Por 
ultimo, se prueba el signo de /"(x) en cada uno de los intervalos de prueba. 

EJEMPLO I Determinacion de la concavidad 

Determinar los intervalos abiertos en los cuales la grafica de 


f(x) = 


6 


x 2 +3 


es concava hacia arriba o hacia abajo. 



A partir del signo de/" se puede determi- 
nar la concavidad de la grafica de / 

Figura 3.26 


Solucion Se empieza observando que f es continua en toda la recta real. A continuation, 
se encuentra la segunda derivada de /. 

Reescribir la funcion original. 
Derivar. 

Primera derivada. 

Derivar. 

Segunda derivada. 


Como /"(x) = 0 cuando x = ± 1 y /" se define en toda la recta real, se debe probar f" en 
los intervalos (— oo, — 1), (—1, 1) y (1, oo). Los resultados se muestran en la tabla y en la 
figura 3.26. 


Intervalo 

— OO < X < — 1 

— 1 < x < 1 

1 < x < oo 

Valor de prueba 

x = —2 

x = 0 

x = 2 

Signo de f"(x) 

/"(— 2) > 0 

/"( 0) < o 

f"i 2) > 0 

Conclusion 

Concava hacia arriba 

Concava hacia abajo 

Concava hacia arriba 


fix) = 6(x 2 + 3)” 1 
fix) = (— 6)(x 2 + 3) _2 (2x) 

— 12x 

~ {x 2 + 3) 2 

,,, 1 IV + 3) 2 (- 12) - (- IZ<H2)(V + 3)(2x) 

/W w^w 

36(x 2 - 1) 

(x 2 + 3) 3 


La funcion dada en el ejemplo 1 es continua en toda la recta real. Si hay valores de x 
en los cuales la funcion no es continua, dichos valores deben usarse junto con los puntos en 
los cuales f"(x ) = 0 o f"(x) no existe para formar los intervalos de prueba. 
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EJEMPLO 2 Determinacion de la concavidad 


y 



hacia abajo 


Determinar los intervalos abiertos sobre los cuales la grafica de /(x) 
hacia arriba o hacia abajo. 



es concava 


Solucion A1 derivar dos veces se obtiene lo siguiente 


fix) 

fix) 


fix) 


x 2 + 1 
x 2 — 4 

(x 2 — 4)(2x) — (x 2 + l)(2x) 

(x 2 - 4) 2 

— 10.x 
(x 2 - 4) 2 

(x 2 — 4) 2 (— 10) — (— 10x)(2)(x 2 — 4)(2x) 
(x 2 - 4) 4 

10(3x 2 + 4) 

(x 2 - 4) 3 


Escribir la funcion original. 


Derivar. 


Primera derivada. 


Derivar. 


Segunda derivada. 


Figura 3.27 


No hay puntos en los cuales f"(x) = 0, pero en x = ±2 la funcion f no es continua, por lo 
que se prueba la concavidad en los intervalos (— 00 , —2), (— 2, 2) y (2, 00 ), como se ilustra 
en la tabla. La grafica de / se muestra en la figura 3.27. 


y 



La concavidad de/ cambia en un punto 
de inflexion. Notar que la grafica cruza su 
recta tangente en un punto de inflexion 

Figura 3.28 


Intervalo 

— 00 < x < —2 

— 2 < x < 2 

2 < x < 00 

Valor de prueba 

x = —3 

x = 0 

x = 3 

Signo de f"(x ) 

/1- 3) > 0 

/"(' 0 ) < 0 

n 3) > 0 

Conclusion 

Concava hacia arriba 

Concava hacia abajo 

Concava hacia arriba 


Puntos de inflexion 

La grafica en la figura 3.26 tiene dos puntos en los cuales cambia la concavidad. Si la recta 
tangente a la grafica existe en un punto de este tipo, ese punto es un punto de inflexion. Se 
muestran tres tipos de puntos de inflexion en la figura 3.28. 


DEFINICION DE PUNTO DE INFLEXION 


Sea / una funcion que es continua en un intervalo abierto y sea c un punto en ese 
intervalo. Si la grafica de / tiene una recta tangente en este punto (c, /(c)), entonces 
este punto es un punto de inflexion de la grafica de / si la concavidad de f cambia 
de concava hacia arriba a concava hacia abajo (o de concava hacia abajo a concava 
hacia arriba) en ese punto. 


La definicion de punto de inflexion dada en este libro requiere que la recta tangente exista 
en el punto de inflexion. Algunos libros no requieren esto. Por ejemplo, en este libro no se considera 
que la funcion 


fix) 


x 3 , x < 0 

x 2 + 2x, x > 0 


tenga un punto de inflexion en el origen, aun cuando la concavidad de la grafica cambia de concava 
hacia abajo a concava hacia arriba. ■ 
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Para localizar los posibles puntos de inflexion, se pueden determinar los valores de x 
para los cuales fix) = 0 o f"(x) no existe. Esto es similar al procedimiento para localizar 
los extremos relativos de /. 



Pueden ocurrir puntos de inflexion donde 
f"(x) = 0 of" no existe 

Figura 3.29 


y 



f"(x) = 0, pero (0, 0) no es un punto de 
inflexion 

Figura 3.30 


TEOREMA 3.8 PUNTO DE INFLEXION 


Si (c, /(c)) es un punto de inflexion de la grafica de /, entonces /"(c) = Oof no 
existe en x = c. 


EJEMPLO 3 Determination de los puntos de inflexion 

Determinar los puntos de inflexion y analizar la concavidad de la grafica de f(x ) = 

La derivation doble produce lo siguiente. 

= x 4 — 4x 3 Escribir la funcion original. 

= 4x 3 — 1 2x~ Encontrar la primera derivada. 

= \2x 2 — 24x = 12x(x - 2) Encontrar la segunda derivada. 

Haciendo f"(x ) = 0 es posible determinar que los puntos de inflexion posibles ocurren en 
x = 0 y x = 2. Al probar los intervalos determinados por estos valores de x, se puede concluir 
que ambos producen puntos de inflexion. Un resumen de esta prueba se presenta en la tabla, 
y la grafica de / se ilustra en la figura 3.29. 


x 4 — 4x 3 . 

Solution 

fix) 

fix) 

Ax) 


Intervalo 

— oo < x < 0 

0 < x < 2 

2 < x < oo 

Valor de prueba 

X = — 1 

X = 1 

x = 3 

Signo de f"(x) 

A- 1) > o 

A i) < o 

f"{ 3) > 0 

Conclusion 

Concava hacia arriba 

Concava hacia abajo 

Concava hacia arriba 


El retiproco del teorema 3.8 por lo general no es cierto. Esto es, es posible que la se- 
gunda derivada sea 0 en un punto que no es un punto de inflexion. Por ejemplo, la grafica 
de f(x ) = x 4 se muestra en la figura 3.30. La segunda derivada es 0 cuando x = 0, pero el 
punto (0, 0) no es un punto de inflexion porque la grafica de / es concava hacia arriba en 
ambos intervalos — oo<x<0y0<x<oo. 


EXPLORACION 

Considerar una funcion cubica general de la forma 
/(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d. 

Se sabe que el valor de d tiene relation con la localization de la grafica, pero no con 
el valor de la primera derivada en los valores dados de x. Graficamente, esto es cierto 
debido a que los cambios en el valor de d desplazan a la grafica hacia arriba o hacia 
abajo, pero no cambian su forma basica. Utilizar una herramienta de graficacion para 
representar varias funciones cubicas con diferentes valores de c. Despues proporcio- 
nar una explication grafica de por que los cambios en c no afectan los valores de la 
segunda derivada. 
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y 

/"(c) >0 



Si /'(c) = 0 y /"(c) > 0,/(c) es un minimo 
relativo 


y 

' /"(c) <0 



Si /'(c) = 0 y /"(c) < 0,/(c) es un maximo 
relativo 

Figura 3.31 


fix) = -3x 5 + 5x 3 


Maximo 

relativo 



Minimo 

relativo 


(0, 0) no es ni un minimo relativo ni un 
maximo relativo 

Figura 3.32 


Criterio de la segunda derivada 

Ademas de un metodo para analizar la concavidad, es posible utilizar la segunda derivada para 
efectuar una prueba simple correspondiente a los maximos y mmirnos relativos. Se basa en 
el hecho de que si la grafica de una funcion / es concava hacia arriba en un intervalo abierto 
que contiene a c y /'(c) = 0, /(c) debe ser un minimo relativo de f. De manera similar, si 
la grafica de una funcion es concava hacia abajo en un intervalo abierto que contiene a c y 
/'(c) = 0, /(c) debe ser un maximo relativo de / (ver la figura 3.31). 


TEOREMA 3.9 CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA 


Sea / una funcion tal que /'(c) = 0 y la segunda derivada de / existe en un intervalo 
abierto que contiene a c. 

1. Si /"(c) > 0, entonces / tiene un minimo relativo en (c, /(c)). 

2. Si /"(c) < 0, entonces / tiene un maximo relativo en (c, /(c)). 

Si /"(c) = 0, entonces el criterio falla. Esto es, / quiza tenga un maximo relativo, un 
minimo relativo o ninguno de los dos. En tales casos, se puede utilizar el criterio de 
la primera derivada. 


( DEM0STRACI0N ) Si /'(c) = 0 y /"(c) > 0, existe un intervalo abierto I que contiene a c para 
el cual 

x—c x—c 

para todo if c en I. Si x < c, entonces x — c < 0 y f(x) < 0. Ademas, si x > c, entonces 
x — c > 0 y f(x) > 0. De tal modo, f(x) cambia de negativa a positiva en c, y el criterio de 
la primera derivada implica que /(c) es un minimo relativo. Una demostracion del segundo 
caso se deja al lector. 

EJEMPLO 4 Empleo del critero de la segunda derivada 

Encontrar los extremos relativos correspondientes a f(x) = — 3x 5 + 5x’. 

Solution Empezando con la determination de los puntos crfticos de /. 

fix) = — 15x 4 + 15x 2 = 15x 2 (l — X 2 ) = 0 Igualar f(x) a cero. 

X — — 1, 0, 1 Puntos crfticos. 

Empleando 

f"{x) = -6(k 3 + 3(k = 30(— 2x 3 + x) 

se puede aplicar el criterio de la segunda derivada como se indica a continuation. 


Punto 

(-1.-2) 

(1.2) 

(0,0) 

Signo de f"(x) 

/"(-i) > o 

r( i) < o 

no) = o 

Conclusion 

Minimo relativo 

Maximo relativo 

Falla de la prueba 


Como el criterio de la segunda derivada no decide en (0, 0), es posible utilizar el criterio 
de la primera derivada y observar que / aumenta hacia la izquierda y hacia la derecha de 
x = 0. De tal modo, (0, 0) no es ni un minimo relativo ni un maximo relativo (aun cuando 
la grafica tiene una recta tangente horizontal en este punto). La grafica de / se muestra en la 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4 se muestra la graflca de /. Establecer los 
signos defy f" sobre el intervalo (0, 2). 


1. y 2 . y 






33. fix) = sec(x - jj, (0, 47t) 

34. f{x) = senx + cosx, [0, 2 77 ] 

35. fix) = 2 senx + sen 2x, [0, 27t] 

36. fix) = x + 2 cos x, [0, 27t] 


En los ejercicios 37 a 52, encontrar todos los extremos relativos. Uti- 
lizar el criterio de la segunda derivada donde sea conveniente. 


37. fix) = (x - 5) 2 
39. fix) = 6x — x 2 
41. fix) = x 3 — 3x 2 + 3 
43. fix) = x 4 — 4X 3 + 2 
45. g(x) = x 2 (6 - x) 3 
47. fix) = x 2 / 3 - 3 


38. fix) = -(x - 5) 2 
40. fix) = x 2 + 3x - 8 
42. fix) = x 3 — 5x 2 + lx 
44. fx) = -x 4 + 4X 3 + 8x 2 
46. g(x) = -|(x + 2) 2 (x - 4) 2 
48. fix) = Jx 1 + 1 


49. fix) = x + — 50. /(x) = — — - 

x x - 1 

51. /(x) = cos x — x, [0, 47 t] 

52. fix) = 2 senx + cos 2x, [0, 27 t] 


En los ejercicios 5 a 18, determinar los intervalos abiertos en los 
cuales la graflca es concava hacia arriba o concava hacia abajo. 

5. y = x 2 — x — 2 6. y = — x 3 + 3x 2 — 2 

7. g(x) = 3x 2 — x 3 8. /t(x) = x 5 — 5x + 2 

9. /(x) = —x 3 + 6X 2 — 9x — 1 


iiLV-t En los ejercicios 53 a 56, recurrir a un sistema algebraico por 
computadora para analizar la funcion sobre el intervalo que 
se indica. a) Encontrar la primera y la segunda derivadas de la 
funcion. b) Determinar cualesquiera extremos relativos y puntos 
de inflexion, c) Representar graficamente /, /' y f" en el mismo 
conjunto de ejes de coordenadas y establecer la relacion entre el 
comportamiento de / y los signos de /' y 


10. fix) = x 5 + 5.x 4 — 40x 2 


11. fix) 
13. fix) 


24 

x 2 + 12 
x 2 + 1 
x 2 - 1 


15. g(x) 


x 2 + 4 
4 - x 2 


17. y = 2x — tan x, 



12. fix) 

14. y = 

16. hix) 


x 2 + 1 

— 3x 5 + 40x 3 + 135x 
270 

_ x 2 — 1 
~~ 2x - 1 


18. y = X H , (— 77, 7r) 

sen x 


En los ejercicios 19 a 36, encontrar los puntos de inflexion y ana- 
lizar la concavidad de la graflca de la funcion. 


19. fix) = lx 4 + 2x 3 

20. fix) = -x 4 + 24x 2 

21. fix) = x 3 — 6x 2 + 12x 

22. fix) = 2x 3 — 3x 2 — 12x + 5 


23. fix) = ix 4 - 2x 2 24. fix) 

25. fix) = x(x — 4) 3 26. fix) 

27. fix) = xjx + 3 28. fix) 

29. /to = 30. fix) 

31. fix) = sen^, [0, 47 t] 32. fix) 


= 2x 4 — 8x + 3 
= (x — 2) 3 (x — 1) 

= x^9 — x 
_ x + 1 

Vx 

3x 

= 2 esc — , (0, 27 t) 


53. fix) = 0.2x 2 (x — 3) 3 , [—1,4] 

54 . fix) = x 2 V6 — x 2 , [— 76, 76] 

55. fix) = sen x — j sen 3x + ^ sen 5x, [0, 77 ] 

56. /(x) = 72xsenx, [0, 277 ] 


Desarrollo de conceptos 


57. Considerar a una funcion / tal que f es creciente. Dibujar 
graficas de f para a) f < 0 y b) f > 0. 

58. Considerar a una funcion f tal que /' es decreciente. Dibujar 
graficas de f para a) f < 0 y b) f > 0. 

59. Dibujar la graflca de una funcion f tal que no tenga un punto 
de inflexion en (c, /(c)) aun cuando /"(c) = 0. 

60. S representa las ventas semanales de un producto. ^Que puede 
decirse de S' y S" en relacion con cada uno de los siguientes 
enunciados? 

a) El ritmo de cambio de las ventas esta creciendo. 

b ) Las ventas estan creciendo a un ritmo mas lento. 

c) El ritmo de cambio de las ventas es constante. 

d) Las ventas estan estables. 

e) Las ventas estan declinando, pero a una velocidad 
menor. 

/) Las ventas se han desplomado y han empezado a 
crecer. 
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CAPITULO 3 Aplicaciones de la derivada 


En los ejercicios 61 a 64, se muestra la grafica de/. Representar gra- 
ficamente /, /' y /' en el mismo conjunto de ejes de coordenadas. 





Para pensar En los ejercicios 65 a 68, dibujar la grafica de una 
funcion f que tenga las caracteristicas indicadas. 


65. 

o 

II 

< 

II 

c/ 

66. 

/(0) 

= /( 2) = 

0 


fix) < 0 si x < 3 


/'(*) 

V 

o 

C/3 

< 1 


/'( 3) no existe. 


/'(l) 

= 0 



fix) > 0 si x > 3 


fix) 

A 

O 

C/3 

X 

> 1 


fix) < 0, jc 3 


fix) 

< 0 


67. 

/( 2) =/(4) = 0 

68. 

m 

= /(2) = 

0 


fix) > 0 si x < 3 


fix) 

A 

O 

C/3 

< 1 


/'( 3) no existe. 


/'(l) 

= 0 



fix) < 0 si x > 3 


fix) 

> 0 si x 

> 1 


fix) > 0,x 3 


fix) 

> 0 


69. 

Para pensar La figura muestra 

la grafica de /" 

. Dibujar una 


grafica de f. (La respuesta no es unica.) 




Para discusion 


70. Para pensar Se vierte agua en el florero que se muestra 
en la figura a una velocidad constante. 

a) Representar graficamente la profundidad d del agua 
en el florero como una funcion del tiempo. 

b) iLa funcion tiene algun extremo? Explicar. 

c) Interpretar los puntos de inflexion de la grafica de d. 


71. Conjetura Considerar la funcion fix) = (x — 2)". 

ff* a) Emplear una herramienta de graficacion para representar 
f con respecto a n = 1, 2, 3 y 4. Utilizar las graficas para 
realizar una conjetura acerca de la relation entre n y cua- 
lesquiera de los puntos de inflexion de la grafica de f. 

b) Verificar la conjetura del apartado a). 

72. a ) Representar graficamente f{x) = 3fx e identificar el punto 

de inflexion. 

b ) ^Existe fix) en el punto de inflexion? Explicar. 

En los ejercicios 73 y 74, determinar a,b,cyd tales que la funcion 
cubica f(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d satisfaga las condiciones que 
se indican. 

73. Maximo relativo: (3, 3) 74. Maximo relativo: (2, 4) 

Minimo relativo: (5, 1) Mmimo relativo: (4, 2) 

Punto de inflexion: (4, 2) Punto de inflexion: (3, 3) 

75. Trayectoria de planeo de un avion Un pequeno avion empieza 
su descenso desde una altura de 1 milla, 4 millas al oeste de la 
pista de aterrizaje (ver la figura). 


y 



a) Encontrar la funcion cubica fix) = ax 3 + bx 2 + cx + d en 
el intervalo [—4, 0] que describe una trayectoria de planeo 
uniforme para el aterrizaje. 

b) La funcion del apartado a) modela la trayectoria de planeo 
del avion. ^Cuando descenderfa el avion a la velocidad mas 
rapida? 

PARA MAYOR INFORMACION Para mayor information acerca de 
este tipo de modelacion, ver el artfculo ‘ ‘How Not to Land at Lake Tahoe ! ’ ’ 
de Richard Barshinger en The American Mathematical Monthly. 

' 76. Diseiio de autopistas Una section de autopista que conecta 

dos laderas con inclination de 6 y 4% se va a construir entre 
dos puntos que estan separados por una distancia horizontal de 
2000 pies (ver la figura). En el punto en que se juntan las dos 
laderas, hay una diferencia de altura de 50 pies. 


y 


__ _Autopista 

L A(-1 000,60) 

i 

B(1 000, 90) 

iPb 
>50 pies 


No esta dibujado a escala 



a) Disenar una section de la autopista que conecte las lade- 
ras modeladas por la funcion fix) = ax' + bx 2 + cx + d 
( — 1 000 < x < 1 000). En los puntos A y B, la pendiente 
del modelo debe igualar la inclination de la ladera. 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar el 
modelo. 

c) Emplear una herramienta de graficacion para representar 
la derivada del modelo. 

d) Determinar la parte mas inclinada de la section de transi- 
tion de la autopista. 
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77. Deflexion de viga La deflexion D de una viga de longitud L es 
D = 2xf — 5 Lx 3 + 3 L 2 * 2 , donde x es la distancia a un extremo 
de la viga. Determinar el valor de x que produce la maxima 
deflexion. 


Aproximaciones lineal y cuadratica En los ejercicios 83 a 86, 
utilizar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion. Representar despues las aproximaciones lineal y 
cuadratica 


78. Gravedad especifica Un modelo para el peso especffico del 
agua S es 


S = 


5.755 _ 

10 8 


8.521 

10 6 


T 2 + 


6.540 

10 5 


T + 0.99987, 0 < T < 25 


donde T es la temperatura del agua en grados Celsius. 

■K;V a) Utilizar un sistema algebraico por computadora para de- 
terminar las coordenadas del valor maximo de la funcion. 

b ) Dibujar una grafica de la funcion sobre el dominio especi- 
ficado. (Utilizar un ajuste en el cual 0.996 < S < 1.001.) 

c) Estimar el peso especffico del agua cuando T = 20°. 

79. Costo promedio Un fabricante ha determinado que el costo 
total C de operation de una fabrica es C = 0.5* 2 + 15* + 5 000, 
donde * es el numero de unidades producidas. ^En que nivel de 
production se minimizara el costo promedio por unidad? (El 
costo promedio por unidad es C/x.) 

80. Costo de inventario El costo total C para pedir y almacenar 
* unidades es C = 2x + (300000/*). </,Que tamano de pedido 
producira un costo mfnimo? 

81. Crecimiento de ventas Las ventas anuales S de un nuevo 

producto estan dadas por S = ; 0 < t < 3, donde t es 

el tiempo en anos. 

a) Completar la tabla. Despues utilizarla para estimar cuando 
las ventas anuales se incrementan a ritmo mas alto. 


t 

0.5 

1 

1.5 

2 

2.5 

3 

s 








b) Utilizar una herramienta de graficacion para represen- 
tar la funcion S. Despues emplear la grafica para estimar 
cuando las ventas anuales estan creciendo mas rapida- 
mente. 

c) Encontrar el tiempo exacto en el que las ventas anuales 
crecen al ritmo mas alto. 

82. Modelado matematico La tabla muestra la velocidad media 
S (palabras por minuto) a la que teclea un estudiante de meca- 
nograffa despues de t semanas de asistir a clase. 


t 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

S 

38 

56 

79 

90 

93 

94 


I\(x) = /(«) + /'(«)(* - a) 

y 

l' 2 (x) =f(a) +f'(a)(x - a) + \f"{a){x - a) 2 
en la misma ventana de observation. Comparar los valores de 
/, P 1 y P 2 y sus primeras derivadas en x = a. ;,Como cambia la 
aproximacion cuando se aleja de * = al 


83. 

84. 

85. 

86 . 

I 87. 

88 . 

89. 


Funcion 


/(*) = 2(sen* + cos*) 
/(*) = 2(sen* + cos*) 


/(*) = - x 



Valor de a 

TT 



a = 0 
a = 0 

a = 2 


Utilizar una herramienta de graficacion para representar y = * 
sen(l/*). Demostrar que la grafica es concava hacia abajo hacia 
la derecha de * = 1 /t t. 

Mostrar que el punto de inflexion de /(*) = *(* — 6) 2 se en- 
cuentra a medio camino entre los extremos relativos de f. 

Comprobar que toda funcion cubica con tres distintos ceros reales 
tiene un punto de inflexion cuya coordenada * es el promedio 
de los tres ceros. 


90. 


Mostrar que el polinomio cubico p(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d 
tiene exactamente un punto de inflexion (* 0 , y 0 ), donde 


-b 2b 3 

= ^ y y ° = TTcP- 


be 

3a 


+ d. 


Utilizar esta formula para determinar el punto de inflexion de 
p(*) = * 3 — 3* 2 + 2. 


fVerdadero o falso? En los ejercicios 91 a 94, determinar si el 
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar la razon o 
proporcionar un contraejemplo. 


91. La grafica de todo polinomio cubico tiene precisamente un punto 
de inflexion. 

92. La grafica de /(*) = 1/* es concava hacia abajo para * < 0 y 
concava hacia arriba para * > 0, y por ello tiene un punto de 
inflexion en * = 0. 

93. Si f'(c) > 0, entonces f es concava hacia arriba en * = c. 

94. Si /"( 2) = 0, entonces la grafica de / debe tener un punto de 
inflexion en * = 2. 


Un modelo para los datos es S = t > 0. 

65 + t 2 

a ) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
los datos y el modelo. 

b) Utilizar la segunda derivada para determinar la concavidad 
de S. Comparar el resultado con la grafica del apartado a). 

c) ^.Cual es el signo de la primera derivada para t > 0? Com- 
binando esta information con la concavidad del modelo, 
^,que se puede inferir sobre la velocidad cuando t crece? 


En los ejercicios 95 y 96, considerar que/ yg representan funciones 
derivables tales que f * Oyg" + 0. 

95. Demostrar que si f y g son concavas hacia arriba en el intervalo 
(a, b), entonces f + g es tambien concava hacia arriba en (a, b). 

96. Demostrar que si f y g son positivas, crecientes y concavas hacia 
arriba en el intervalo (a, b), entonces fg es tambien concava 
hacia arriba en ( a , b). 
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CAPITULO 3 


Apiicaciones de la derivada 



Lfmites al infinito 


■ Determinar lfmites (finitos) al infinito. 

■ Determinar las asfntotas horizontales, si las hay, de la grafica de una funcion. 

■ Determinar lfmites infinitos en el infinito. 


Limites en el infinito 



Esta seccion analiza el “comportamiento final (o asintotico)” de una funcion en un intervalo 
infinito. Considerar la grafica de 


f(x) = 


3x 2 


x 2 +1 


como se ilustra en la figura 3.33. Graficamente, puede verse que los valores de f(x) parecen 
aproximarse a 3 cuando x crece o decrece sin lfmite. Se puede llegar numericamente a las 
mismas conclusiones, como se indica en la tabla. 


El lfmite de f(x) cuando x tiende a — oo o 
oo es 3 

Figura 3.33 


x decrece sin lfmite. 


x crece sin lfmite. 


X 

— oo<— 

-100 

-10 

-1 

0 

1 

10 

100 

— >oo 

/(*) 

3<— 

2.9997 

2.97 

1.5 

0 

1.5 

2.97 

2.9997 

— > 3 


fix) se aproxima a 3. 


fix) se aproxima a 3. 


MNMlW La afirmacion lfm f(x) = L 

x — »-■» 

o lfm f(x) = L significa que el li'mite 

X-*oo 

existe y el lfmite es igual a L. ■ 


La tabla sugiere que el valor de f(x) se aproxima a 3 cuando x crece sin lfmite (x — » oo). De 
manera similar, f(x) tiende a 3 cuando x decrece sin lfmite (x —> — co). Estos lfmites en el 
infinito se denotan mediante 

lfm fix) = 3 Lfmite en infinito negativo. 

x — >— oo 

y 

lfm f(x) = 3. Lfmite en infinito positivo. 

x—>oo 

Decir que un enunciado es cierto cuando x crece sin limite significa que para algun 
numero real (grande) M, el enunciado es verdadero para todo x en el intervalo {x: x > M}. 
La siguiente definicion recurre a este concepto. 


y 



f (x) esta dentro de e unidades de L cuando 
x—> oo 

Figura 3.34 


DEFINICION DE LIMITES AL INFINITO 

Sea L un numero real. 

1. El enunciado lfm /(x) = L significa que para cada e > 0 existe un M > 0 tal que 

X— >-oo 

| f{x) — l\< £ siempre que x > M. 

2. El enunciado lfm /(x) = L significa que para cada e > 0 existe un N < 0 tal que 
|/(x) — l\ < e siempre que x<N. 


La definicion de un lfmite al infinito se muestra en la figura 3.34. En esta figura, se 
advierte que para un numero positivo dado e existe un numero positivo M tal que, para x > 
M, la grafica de / estara entre las rectas horizontales dadas por y = L + £y y = L — £. 
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EXPLORACION 


Utilizar una herramienta de grafica- 
cion para hacer la representacion 


/«= 


2x 2 +4x — 6 
3x 2 + 2x-16 


Describir todas las caracteristicas 
importantes de la grafica. ^Se 
puede encontrar una sola ventana 
de observacion que muestre con 
claridad todas esas caracteristicas? 
Explicar el razonamiento. 

^Cuales son las asmtotas horizon- 
tales de la grafica, de manera que 
esta se encuentre dentro de 0.001 
unidades de su asmtota horizontal? 
Explicar el razonamiento. 


Asmtotas horizontales 

En la figura 3.34, la grafica de / se aproxima a la recta y = L cuando x crece sin limite. La 
recta y = L recibe el nombre de asmtota horizontal de la grafica de /. 


DEFINICION DE UNA ASINTOTA HORIZONTAL 
La recta y = Le s una asmtota horizontal de la grafica de / si 
Km f{x) = L o Km f{x) = L. 

— oo X — >00 


Notese que a partir de esta definicion se concluye que la grafica de una funcion de 
x puede tener a lo mucho dos asmtotas horizontales (una hacia la derecha y otra hacia la 
izquierda). 

Los lfmites al infinito tienen muchas de las propiedades de los Kmites que se estudiaron 
en la seccion 1.3. Por ejemplo, si existen tanto lim f(x) y Kmg(x), entonces 

x — >°° x—>°° 

lim [f(x) + g(x)] = Km f(x) + lim g(x) 

X — >GO X — >00 X — >00 


y 


lim [fix)g(x)) = [ lim f(xj\\ lim g(x)l 

x — >oo L ^ — >oo J lx — >oo J 


Se cumplen propiedades similares para Kmites en — oo. 

Cuando se evaluan Kmites al infinito, resulta de utilidad el siguiente teorema. (Una 
prueba de este teorema se da en el apendice A.) 


TEOREMA 3.10 LIMITES AL INFINITO 

Si r es un numero racional positivo y c es cualquier numero real, entonces 
lim — = 0. 

x — >oo x r 

Ademas, si x' se define cuando x < 0, entonces 

Km — = 0. 

jc-)-oo x r 


EJEMPLO I Determinacion del limite al infinito 

Encontrar el limite: lim 

X — >oo 

Solucion Utilizando el teorema 3.10, es posible escribir 

( 2 \ 2 

lim 5 r = Km 5 — lim — 

x— >00 \ x L 1 x — >oo x — >oo X Z 



= 5-0 
= 5. 


Propiedad de lfmites. 
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CAPITULO 3 


Aplicaciones de la derivada 


M.’Inl.M Cuando se encuentra una 
forma indeterminada tal como la del 
ejemplo 2, se debe dividir el numerador 
y el denominador entre la potencia mas 
alta de x en el denominador. ■ 



y — 2 es una asintota horizontal 

Figura 3.35 


3 



0 


Cuando x aumenta, la grafica de / se mueve 
mas y mas cerca a la recta y = 2 

Figura 3.36 


EJEMPLO 2 Determinacion de un limite al infinito 


^ ■ , „ ■ 2x - 1 

Determinar el limite: lim - — — . 

jc->oo X + 1 


Solucion Advertir que tanto el numerador como el denominador tienden a infinito cuando 
x tiende a infinito. 


„ 2jc — 1 
urn — 

x — >oo X + 1 



o° 

Esto produce una forma indeterminada — . Para resolver este problema, es posible dividir 

oo 

tanto el numerador como el denominador entre x. Despues de eso, el limite puede evaluarse 
como se muestra. 


lim 

x— >oo 


2x — 1 
x + 1 


2x — 1 


lim — — - 

x—>oo X + 1 


X 


lim 

x — >co 


2 - - 
X 

1 + - 

X 


lim 2 — lim — 

x — >CO X — >oo X 


lim 1 + lim — 

x — >oo x — > CX3 X 


2-0 
1 + 0 
2 


Dividir el numerador y el denominador entre x. 


Simplificar. 


Tomar limites del numerador y el denominador. 


Aplicar el teorema 3.10. 


De tal modo, la recta y = 2 es una asintota horizontal a la derecha. Al tomar el limite cuando 
x -A — oo, puede verse que y = 2 tambien es una asintota horizontal hacia la izquierda. La 
grafica de la funcion se ilustra en la figura 3.35. 


TECNOLOGIA Se puede verificar que el limite del ejemplo 2 es razonable evaluando 
fix) para unos pocos valores positivos grandes de x. Por ejemplo, 

/(100) « 1.9703, /(I 000) « 1.9970 y /(10 000) « 1.9997. 


Otra forma de verificar que el limite obtenido es razonable consiste en representar la gra- 
fica con una herramienta de graficacion. Por ejemplo, en la figura 3.36, la grafica de 


f(x) = 


2x — 1 
x + 1 


se muestra con la recta horizontal y = 2. Notar que cuando x crece, la grafica de / se 
mueve mas y mas cerca de su asintota horizontal. 
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Maria Gaetana Agnesi (1718-1799) 
Agnesi fue una de las pocas mujeres en 
recibir credito por aportaciones importantes 
a las matematicas antes del siglo XX. Casi 
al cumplir 20 anos, escribio el primer texto 
que incluyo tanto calculo diferencial como 
integral. Alrededor de los 30, fue miembro 
honorario de la facultad en la Universidad 
de Boloria. 

Para mayor information sobre las 
contribuciones de las mujeres a las 
matematicas, ver el articulo“Why Women 
Succeed in Mathematics”de Mona 
Fabricant, Sylvia Svitak y Patricia Clark 
Kenschaft en Mathematics Teacher. 


y 



- 2-1 12 
h'm fix) = 0 lim/fx) = 0 


X — » -oo X — > <x> 

/ tiene una asintota horizontal en r = 0 

Figura 3.37 


EJEMPLO 3 Una comparacion de tres funciones racionales 


Determinar cada lfmite. 


a) 


,, 2* + 5 

lim 7777 

J r->°° 3x 2 + 1 


b) 


lira 

X-+OO 


2x 2 + 5 
3x 2 + 1 


c) 


h'm 

X->00 


2x 3 + 5 
3x 2 + 1 


Solucion En cada caso, el intento de evaluar el lfmite produce la forma indeterminada 

OO / oo . 


a) Dividir tanto el numerador como el denominador entre x 2 . 


,, 2x + 5 

lim — 7 

3x~ + 1 


(2/x) + (5/a: 2 ) 
3 + (1/x 2 


0 + 0 0 

3 + 0 3 


b ) Dividir tanto el numerador como el denominador entre x 2 . 

2x 2 + 5 2 + (5/x 2 ) 2 + 0 2 

3.r 2 + 1 x->oo 3 + (l/x 2 ) 3 + 0 3 


c ) Dividir tanto el numerador como el denominador entre x 2 . 

2x 3 + 5 ,, 2x + (5/x 2 ) oo 

lim —7; = lim — ,, , ,, = — 

x^>ca 3x 2 + 1 JC->oo 3 + (1/x 2 ) 3 


Es posible concluir que el lfmite no existe porque el numerador aumenta sin lfmite mientras 
el denominador se aproxima a 3. 


Estrategia para determinar limites en ±°° de funciones racionales 

1. Si el grado del numerador es menor que el grado de denominador, entonces el 
lfmite de la funcion racional es 0. 

2. Si el grado del numerador es igual al grado de denominador, entonces el lfmite 
de la funcion racional es el cociente de los coeficientes dominantes. 

3. Si el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, entonces el 
lfmite de la funcion racional no existe. 


Recurrir a esta estrategia para verificar los resultados del ejemplo 3. Estos lfmites parecen 
razonables cuando se considera que para grandes valores de x, el termino de la potencia 
mas alta de la funcion racional es lo que mas “influye” en la determinacion del lfmite. Por 
ejemplo, el lfmite cuando x tiende a infinito de la funcion 

es 0 porque el denominador supera al numerador cuando x aumenta o disminuye sin lfmite, 
como se muestra en la figura 3.37. 

La funcion que se muestra en la figura 3.37 es un caso especial de un tipo de curva 
estudiado por la matematica italiana Maria Gaetana Agnesi. La formula general de esta 
funcion es 

rt \ 

t(x) = — ; —7 Bruja de Agnesi. 

x z + 4 

y, a traves de la traduccion erronea de la palabra italiana vertere, la curva ha llegado a co- 
nocerse como la bruja (o hechicera) de Agnesi. El trabajo de Agnesi con esta curva aparecio 
por primera vez en un amplio libro de calculo que se publico en 1748. 
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En la figura 3.37 se puede observar que la funcion /(a) = 1 / (a 2 + 1) tiende a la misma 
asintota horizontal hacia la derecha que hacia la izquierda. Esto siempre es cierto para las 
funciones racionales. Las funciones que no son racionales, sin embargo, pueden tender a 
diferentes asintotas horizontales hacia la derecha y hacia la izquierda. Esto se demuestra 
en el ejemplo 4. 


EJEMPLO 4 Una funcion con dos asintotas horizontales 


Determinar cada Kmite. 


a) 


Km 

x — >co 


3a - 2 
J2x 2 + 1 


b ) 


Km 

X — > — GO 


3.r - 2 
72a 2 + 1 



hacia la izquierda 

Las funciones que no son racionales pueden 
tener diferentes asintotas horizontales 
derecha e izquierda 

Figura 3.38 


Solucion 

a) Para x > 0, es posible escribir x = 77. De tal modo, dividiendo tanto el numerador 
como el denominador entre x, se obtiene 


3x - 2 


3x — 2 _ x 

7 2a 2 + 1 72a 2 + 1 


3 - - 

x 


3 - - 

x 


2x- + 1 


2 + 7 


y se puede tomar el Kmite de la manera siguiente. 

3-0 


,, 3x — 2 ^ x 

Km — , = lim 


*->«■ 72a 2 + 1 x — >co 


2 + 4 


72 + 0 72 


b ) Para x < 0, puede escribirse x = x 2 . De manera que al dividir tanto el denominador 
como el numerador entre x, se obtiene 


3a 


3a - 2 

A 


3 - 


3 - 


72a 2 + 1 72a 2 + 1 


'2a 2 + 1 


2 + 


y es posible tomar el Kmite de la manera siguiente. 


Km 


3a - 2 


= Km 


3 — — 

X 


3-0 


oo 72 a 2 + 1 X — > — CX3 


-72 + 0 72 

La grafica de /(a) = (3a - 2)/ V 2a 2 + 1 se presenta en la figura 3.38. 


2 + 7 


2 



La asintota horizontal parece ser la recta 
y = 1 pero en realidad es la recta y = 2 

Figura 3.39 


CONFUSION TECNOLOGICA Si se utiliza una herramienta de graficacion para 
auxiliarse en la estimacion de un Kmite, cerciorarse de confirmar tambien la estimacion 
en forma anaKtica (las imagenes que muestra una herramienta de graficacion pueden ser 
erroneas). Por ejemplo, la figura 3.39 muestra una vista de la grafica de 

2a 3 + 1 000a 2 + a 
y ~ a 3 + 1 000a 2 + a + 1 000' 

De acuerdo con esta imagen, serfa convincente pensar que la grafica tiene a y = 1 como 
una asintota horizontal. Un enfoque analftico indica que la asmtota horizontal es en 
realidad y = 2. Confirmar lo anterior agrandando la ventana de la observacion de la 
herramienta de graficacion. 
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Cuando x aumenta sin limite/(x) tiende a 
cero 

Figura 3.40 


m 



0.25 — 


2 4 6 8 10 

Semanas 

El nivel de oxigeno en el estanque se 
aproxima a nivel normal de 1 cuando 
t tiende a oo 

Figura 3.41 


En la seccion 1.3 (ejemplo 9) se vio como el teorema del encaje se puede utilizar para 
evaluar limites que incluyen funciones trigonometricas. Este teorema tambien es valido 
para limites al infinito. 

EJEMPLO 5 Limites que implican funciones trigonometricas 

Encontrar cada limite. 
a) Km senx b ) Km 

x — >oo >00 X 


Solucion 

a) Cuando x tiende a infinito, la funcion seno oscila entre 1 y — 1 . De tal manera, este 
limite no existe. 

b) Como — 1 < sen x < 1 , se concluye que para x > 0, 

1 senx 1 

— < < - 

XXX 

donde Km (-1/x) = 0 y Km (1/x) = 0. De tal modo, por el teorema del encaje, es posible 

X— X — »°° 

obtener 


,, senx 
lim 

x— »oo x 


= 0 


como se muestra en la figura 3.40. 


EJEMPLO 6 Nivel de oxigeno en un estanque 

Suponga que f(t) mide el nivel de oxigeno en un estanque, donde f(t) = 1 es el nivel normal 
(no contaminado) y el tiempo t se mide en semanas. Cuando t = 0, se descarga desperdicio 
organico en el estanque, y como el material de desperdicio se oxida, el nivel de oxigeno en 
el estanque es 

t 2 - t + 1 
t 2 + 1 ' 

;,Q L| c porcentaje del nivel normal de oxigeno existe en el estanque despues de una semana? 
^Despues de dos semanas? ^Despues de 10 semanas? ^Cual es el limite cuando t tiende a 
infinito? 


Solucion Cuando t = 1, 2 y 10, los niveles de oxigeno son como se muestra. 


1 2 — 1 _i_ 1 1 

/(» - ITT! - - 5 - 50% 

2 2 — 2 + 1 3 

/ (2 )-S^nr- H 0% 


/( 10 ) - 


10 2 - 10+1 
10 2 + 1 


91 

101 


90.1% 


1 semana. 


2 semanas. 


10 semanas. 


Para encontrar el limite cuando t tiende a infinito, dividir el numerador y el denominador 
entre r 2 con el fin de obtener 


, 1Im ‘-(‘AH- 1 :m 

t 2 + 1 '->oo i + (i/r 2 


1-0 + 0 

1 + 0 


= 1 = 100 %. 


Ver la figura 3.41. 
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M,'[rir» La determinacion de si una 
funcion tiene un lfmite infinito al infini- 
to es util al analizar el “comportamien- 
to asintotico” de la grafica. Se veran 
ejemplos de esto en la seccion 3.6 sobre 
dibujo de curvas. ■ 


y 



Figura 3.42 


y 



_ g7 t y = 2x-6 

A- 


Limites infinitos al infinito 

Muchas funciones no tienden a un lfmite finito cuando x crece (o decrece) sin lfmite. Por 
ejemplo, ninguna funcion polinomica tiene un lfmite finito en infinito. La siguiente definition 
se usa para describir el comportamiento de funciones polinomiales y de otras funciones al 
infinito. 


DEFINICION DE LIMITES INFINITOS AL INFINITO 


Sea / una funcion definida en el intervalo (a, oo). 

1. El enunciado lfm fix) = 00 significa que para cada numero positivo M, existe 

X — >-oo 

un numero correspondiente A > 0 tal que fix) > M siempre que x > N. 

2. El enunciado lfm f(x) = — oo significa que para cada numero negativo M, existe 

X — >-00 

un numero correspondiente N > 0 tal que f(x) < M siempre que x > N. 


Pueden darse definiciones similares para los enunciados Km fix) = 00 y Km fix') = — oo. 

X — >-00 X — >-00 

EJEMPLO 7 Determinacion de limites infinitos al infinito 

Determinar cada lfmite. 
a) Km x 3 b) Km x 3 

x — >co x — > OO 

Solucion 

a) Cuando x crece sin lfmite, x 3 tambien crece sin lfmite. De tal modo, es posible escribir 
Km x 3 = oo. 

X— >00 

b ) Cuando x decrece sin lfmite, x 3 tambien decrece sin lfmite. En consecuencia, se puede 
escribir Km x 3 = -oo. 

X — >-00 

La grafica de /(x) = x 3 en la figura 3.42 ilustra estos dos resultados, los cuales concuerdan 
con el criterio del coeficiente dominante para las funciones polinomiales que se describen 
en la seccion P.3. 


EJEMPLO 8 Determinacion de limites infinitos al infinito 


Encontrar cada lfmite. 


a) 


„ 2x 2 - 4x 

lim — 

_t->oo X + 1 


b) 


„ 2x 2 - 4x 

lim — 

x^-oo X + 1 


Solucion Una manera de evaluar cada uno de estos limites consiste en utilizar una division 
larga para rescribir la funcion racional impropia como la suma de un polinomio y de una 
funcion racional. 


a) 


„ 2x 2 - 4x 

lim — 

x + 1 


Km 2x — 6 + 

x— »oo\ 


— ) 
X + 1 / 


OO 


b ) 


lfm 

x — > °o 


2x 2 — 4x 
x + 1 


Km 2x — 6 + 

x — > OO \ 


— 1 
X + 1/ 


— oo 


Los enunciados anteriores pueden interpretarse diciendo que cuando x tiende a ± oo, la fun- 
cion f(x) = (2x 2 — 4x)/ (x + 1) se comporta como la funcion g(x) = 2x — 6. En la seccion 
3.6 esto se describe en forma grafica afirmando que la recta y = 2x — 6 es una asfntota 
oblicua de la grafica de /, como se muestra en la figura 3.43. 


Figura 3.43 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, hacer que corresponda la funcion con 
una de las graficas [a), b), c), d), e) o /)] utilizando como ayuda 
asintotas horizontales. 

a) y b) y 






e) y f) y 




1- Ax) 
3 - Ax) 
5- Ax) 


3x 2 

x 2 + 2 
x 

x 2 + 2 
4 sen* 
x 2 + 1 


2- Ax) = 


4 . f(x) = 2 + 


6- Ax) = 


2x 

Jx 2 + 2 
x 2 

x 4 + 1 
2x 2 — 3x + 5 


x 2 + 1 


Analisis numerico y grafico En los ejercicios 7 a 12, utilizar una 
herramienta de graficacion para completar la tabla y estimar el 
llmite cuando x tiende a infi nito. Utilizar despues una herramienta 
de graficacion para representar la funcion y estimar graficamente 
el limite. 


Jt 

10° 

10 1 

10 2 

10 3 

10 4 

10 5 

10 s 

fix) 









7- Ax) 
9- Ax) 

11- Ax) 


4x + 3 
2x — 1 

— 6x 

^4x 2 + 5 


8- Ax) 

10- Ax) 

12- Ax) 


2x 2 
x + 1 

20x 

J9x 2 - 1 


En los ejercicios 13 y 14, determinar lim h(x), si es posible. 

X—yoo 

13. /(x) = 5x 3 — 3x 2 + lOx 


a) h(x) = 44 
x 2 

c) h(x ) = ! ) ; 1 


« ® 


14. /(*) = - 4jc 2 + 2x - 5 

fl) /,( x ) = M- b ) /j(x) = 44 

c) h(x) = 44 
x 


in los ejercicios 15 a 18, encontrar cada limite, si es posible. 

x 2 + 2 


15. a) lim 

X — »oc 

b) lim 


i--»oo x 3 — 1 

x 2 + 2 


16. a ) lim 


x-»oo x 2 — 1 
x 2 + 2 


c) lim 


7. a) lim 


x-»oo x — 1 

5 — 2x 3 / 2 
^ 3x 2 - 4 
n r 5 — 2x 3 / 2 

b) i™ 3 x 3/2 - 4 

. „ 5 - 2x 3 / 2 

c) lim — — 

j.->oo 3x — 4 


b) lim 

x— >oc 

c) lim 


x — >co 3x 3 — 1 
3 - 2x 


18. a) lim 

X — >C< 

i>) lim 


3x - 1 
3 - 2x 2 
3x - 1 
5x 3 / 2 

mu - — - 

*-»oo 4x 2 + 1 

5x 3/2 


c) lim 


4x 3 / 2 + 1 
5x 3 / 2 
4s/x + 1 


i los ejercicios 19 a 38, encontrar el limite. 


lim ( 4 + - 

x 


2x - 1 
x^>°o 3x + 2 
x 


lim 

x->°c 

Km 2 

x-»oo X — 1 

lim 

x^-oo x + 3 
lim 7 _ 

x-s-oo x 


20. lim p-f 

x — ^ QO \x 3 

x 2 + 3 


22. lim 


24. lim 


X^OO 2x 2 — 1 

5x 3 + 1 


x^oo lOx 3 — 3x 2 + 7 


/I 4 

26. lim -x r 

x-f-oo \z X 

X 


2x + 1 

Vx 2 — . 
Vx 2 — i 
2x - 1 
x + 1 
(x 2 + l) 1 / 3 
1 


lim — . 

X-J-OO yj-2 — x 

lim 

jc->oo 

lim 

AT — >00 

lim 

2x + sen* 

_ sen2x 

lim 

Jt->oo X 


28. lim 

X — > — C 

30. lim 
32. lfm 

X — > — c 

34. lim 

x — > — c 

36. lim 

x— >oc 

38. lim 


i , 

00 Vx 2 + 1 
— 3x + 1 
Vx 2 + x 
7x 4 - i 

x->-oo x 3 — 1 
2x 

(x 6 - l) 1 / 3 

1 

cos - 
X 

X — cosx 
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En los ejercicios 39 a 42, utilizar una herramienta de graficacion 
para representar la funcion e identificar cualquier asintota ho- 
rizontal. 


39. f(x) 
41. fix) 


X + 1 

3x 

x 2 + 2 


40. fix) 
42. fix) 


\3x + 2| 
x — 2 
J9x 2 - 2 
2x + 1 


En los ejercicios 43 y 44, determinar el limite. ( Sugerencia : Sea 
x = 1/t y encontrar el limite cuando t — » 0 + .) 


43. lim x sen — 

x—>oo X 


44 . Km x tan — 

x — >oo X 


En los ejercicios 45 a 48, encontrar el limite. ( Sugerencia : Tratar 
la expresion como una fraction cuyo denominador es 1 y racio- 
nalizar el numerador.) Utilizar una herramienta de graficacion 
para verificar su resultado. 


45. lim 

x — > — OO 

(x + Jx 2 + 3 ) 

46. 

lim 

Jt— »oo 

(X — y/x 2 + Jt j 

47. lim 

(3x + J9x 2 — x) 

48. 

lim 

(4x — s/ 16x 2 — 


Jt— » — OO jt— »oo 


Analisis numerico, grafico y analttico En los ejercicios 49 a 52, 
utilizar una herramienta de graficacion para completar la tabla 
y estimar el limite cuando x tiende a infinito. Emplear despues 
una herramienta de graficacion para representar la funcion y 
estimar el limite. Por ultimo, encontrar el limite analiticamente 
y comparar los resultados con las estimaciones. 


X 

10 ° 

10 1 

10 2 

10 3 

10 4 

10 5 

10 6 

fix) 









49. fix) = x — Jxix — 1) 
51. fix) = x sen — 

J V ' Ox- 


50. 

52. 


fix) = X 2 — x^/x)x — 1) 
fix) = * + J 


Para discusion 

58. La grafica di 

1 

6- 

4- 

\2- 

\ 

e una funcion se muestra a continuation. 

1 

/T' 

y - 1 1 1 »- r 

1 1 1 1 
-4 -2 

-2- 

a) Dibujar f 

b) Utilizar la: 

c) Explicar 
apartado b 

1 I 1 1 ^ x 

2 4 

s graficas para estimar lim f(x) y lim/'(x). 

X X - 

las respuestas que se obtuvieron en el 


En los ejercicios 59 a 76, dibujar la grafica de la funcion utilizando 
extremos, intersecciones, simetria y asintotas. Emplear despues 
una herramienta de graficacion para verificar el resultado. 


59. v = 


61. y = 


1 — x 

X + 1 

x 2 - 4 


63. y = 


65. y — 


x 2 + 16 
2x 2 

x 2 - 4 


67. *3,2 = 9 


69. y = 


3x 

1 — x 


60. v = 


62. y = 


64. y = 


66. y = 


x - 4 
x — 3 
2x 

9 - x 2 
x 2 

x 2 - 16 
2x 2 

x 2 + 4 


68. x 2 y = 9 
70. y = -^4 

1 — X A 


Desarrollo de conceptos 


En los ejercicios 53 y 54, describir en sus propias palabras el 
signiiicado de los siguientes enunciados. 

53. lim f(x) = 4 54. lim fix) = 2 

X—>CO X — » — OO 

55. Dibujar una grafica de una funcion derivable que satisfaga las 
siguientes condiciones y tenga x — 2 como su unico punto 
critico. 

fix) < 0 para x < 2 fix) > 0 para x > 2 
lim fix) = lim fix) = 6 

Jt— » — OO Jt— >CO 

56. ^Es posible dibujar una grafica de una funcion que satisface 
las condiciones del ejercicio 55 y que no tiene puntos de 
inflexion? Explicar. 

57. Si /es una funcion continuatal que lim fix) = 5, determinar, 
si es posible, lim fix) para cada condition especificada. 

x — > — OO 

a) La grafica de f es simetrica al eje y. 

b) La grafica de / es simetrica al origen. 


II 

2-4 

72. y = 

l + i 

x z 

X 

73. y = 

3 + - 

X 

74. y = 

4 (‘ - 

75. y = 

X 3 

76. y = 

X 

Vx 2 - 4 

Vx 2 - 4 


En los ejercicios 77 a 84, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora para analizar la grafica de la funcion. Marcar cualquier 
extremo y/o asintota que existan. 


77. fx) = 9 

x z 


79 ‘ 


81 - fix) - 


3x 


J4x 2 + 1 
83. g)x) = sen 1 


X 

x — 2 


78. /(x) = 


1 


x-2 


x + 1 


80 - ^ = x 2 + x+i 


82 - g(x) = 

x > 3 84. f(x) = 


2x 

\/3x 2 + 1 
2 sen 2x 
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Enlosejerticios85y86,a)emplearunaherramientadegraficati6n 91. 
para representar f y g en la misma ventana de observation, b) ve- 
rificar algebraicamente que fyg representan la misma funcion y 
c) hacer un acercamiento suficiente para que la grafica aparezca 
como una recta. iQue ecuacion parece tener esta recta? (Notar que 
todos los puntos en los cuales la funcion no es continua no se obser- 
van con facilidad cuando se realiza el acercamiento.) 


85- f(x) = 


x? - 3x 2 + 2 


g(x) = x + 


x(x — 3) 
2 


86. f(x) = -- 


- lx 2 + 2 
lx 2 


x(x — 3) 


, , 1 ,1 
gW = -~x + 1 - — 
2 x 


Modelado matematico La tabla muestra los tiempos del record 
mundial para la carrera de una milla, donde t representa el ano, 
con t = 0 correspondiente a 1900 y y es el tiempo en minutes y 
segundos. 


t 

23 

33 

45 

54 

58 

y 

4:10.4 

4:07.6 

4:01.3 

3:59.4 

3:54.5 







t 

66 

79 

85 

99 


y 

3:51.3 

3:48.9 

3:46.3 

3:43.1 



87. 


88 . 


Eficiencia de un motor La eficiencia de un motor de combus- 
tion interna es 


Eficiencia (%) = 100 


1 

(Vv 2 ) c _ 


donde vjv 2 es la razon entre el gas no comprimido y el gas 
comprimido y c es una constante positiva que depende del diseno 
del motor. Encontrar el limite de la eficiencia cuando la razon 
de compresion se acerca a infinito. 


Costo promedio Un negocio tiene un costo de C = 0.5* + 500 
para producir x unidades. El costo promedio por unidad es 



Un modelo para los dates es 

3.351t 2 + 42.46U - 543.730 
y = 

donde los segundos se han cambiado a partes decimales de un 
minuto. 

a) Emplear una herramienta de graficacion para dibujar los 
datos y representar el modelo. 

b ) ^Parece haber un tiempo limite para la carrera de una milla? 
Explicar la respuesta. 

Pt 92. Modelado matematico La tabla muestra la velocidad media S 
a la que un estudiante de mecanografia teclea t semanas despues 
de iniciar su aprendizaje. 


x _ 

Encontrar el limite de C cuando x tiende a infinito. 

89. Fisica La primera ley de movimiento de Newton y la teorfa 
especial de la relatividad de Einstein difieren en lo que respec- 
ta al comportamiento de las particulas cuando su velocidad se 
acerca a la velocidad de la luz, c. Las funciones N y E represen- 
tan la velocidad predicha, v, con respecto al tiempo, t, para una 
particula acelerada por una fuerza constante como lo predijeron 
Newton y Einstein. Desarrollar una condition limite que des- 
criba a cada teorfa. 


V 



90. Temperatura La grafica muestra la temperatura T, en grados 
Fahrenheit, de un pastel de manzana t segundos despues de que 
se saca del homo y se pone en una repisa de enfriamiento. 


t 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

S 

28 

56 

79 

90 

93 

94 


Un modelo para los datos es S = r, t > 0. 

F 65 + t 2 

a) Recurrir a una herramienta de graficacion para dibujar los 
datos y representar el modelo. 

b ) ^Parece haber alguna velocidad para mecanografiar limite? 
Explicar. 

93. Modelado matematico Una zona de calor se une a un intercam- 
biador de calor de un sistema calefactor. La temperatura T 
(grados Celsius) se registra t segundos despues de que el homo 
empieza su operation. Los resultados para los primeros dos 
minutes se registran en la tabla. 


t 

0 

15 

30 

45 

60 

T 

25.2° 

36.9° 

45.5° 

51.4° 

56.0° 







t 

75 

90 

105 

120 


T 

59.6° 

62.0° 

64.0° 

65.2° 



T 



a) Determinar lim T . ^Que representa este limite? 

r ->0 + 

b) Encontrar lim T . ^Que representa este limite? 

f— » OO 

c) ^La temperatura del vidrio alcanzara en algun momento la 
temperatura del cuarto? (,Por que? 


a) Utilizar los programas para el calculo de regresion de una 
herramienta de graficacion para encontrar un modelo de la 
forma 7j = at 2 + bt + c para los datos. 

b ) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 7j. 

c) Un modelo racional para los datos es T 2 = 1 451 + 86f 

F 2 58 + t 

Emplear una herramienta de graficacion para representar 

el modelo T 2 . 

d) Determinar 7j(0) y r 2 (0). 

e ) Encontrar lim T 2 ■ 

t—> OO 

f) Interpretar el resultado del apartado e) en el contexto del 
problema. ^Es posible efectuar este tipo de analisis utili- 
zando 7j? Explicar. 
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K" 94. Modelado matemdtico Un recipiente contiene 5 litros de una 
solucion salina al 25%. La tabla muestra las concentraciones C 
de la mezcla despues de agregar x litros de una solucion salina 
al 75% al recipiente. 


X 

0 

0.5 

1 

1.5 

2 

c 

0.25 

0.295 

0.333 

0.365 

0.393 


X 

2.5 

3 

3.5 

4 

c 

0.417 

0.438 

0.456 

0.472 


98. Se muestra la grafica de /(x ) 


6x 

Zx 2 + 2 


y 



a) Utilizar las caracterfsticas de regresion de una herramien- 
ta de graficacion para encontrar un modelo de la forma 
C l = ax 1 + bx + c para los datos. 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar C,. 

5 + 3 X 

c) Un modelo racional para estos datos es C-, = — . 

F 2 20 + 4x 

Utilizar una herramienta de graficacion para representar C 2 . 

d) Determinar lim Q y lim C 2 . iQue modelo representa mejor 
la concentracion de la mezcla? Explicar. 

e) ^.Cual es la concentracion limite? 

95. Una recta con una pendiente m pasa por el punto (0, 4). 

a) Escribir la distancia d entre la recta y el punto (3,1) como 
una funcion de m. 

V) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la 
ecuacion del apartado a). 

c) Determinar lim d(m) y lim d(m). Interpretar geometri- 

/w— 

camente los resultados. 

96. Una recta con pendiente m pasa por el punto (0, -2). 


a) Escribir la distancia d entre la recta y el punto (4, 2) como 
una funcion de m. 

b) Emplear una herramienta de graficacion para representar 
la ecuacion del apartado a). 

c) Determinar lim d(m) y lim d{m). Interpretar geometri- 


camente los resultados. 

97. Se muestra la grafica de f(x ) 


2x 2 

x 2 + 2' 


y 



a) Determinar L = lim /(x). 

x—>oo 

b) Determinar x 2 y x 2 en terminos de £. 

c) Determinar M, donde M > 0, tal que | f(x) — L I < £ para 
x > M. 

d) Determinar N, donde N < 0, tal que | f(x ) — L I < £ para 
x<N. 


a) Encontrar L = lim f(x) y K lim f(x). 

m—*°° x-»-oo 

b) Determinar jq y x 2 en terminos de £. 

c) Determinar M, donde M > 0, tal que | f(x) — L I < £ para 
x > M 

d) Determinar N, donde N < 0, tal que | f(x) — K I < £ para 
x<N. 


99. Considerar lim — . . Utilizar la definicion de limites al 

Vx 2 + 3 

infinito para encontrar los valores de M que corresponden a 
d) £ = 0.5 y b) £ = 0.1. 

3x 

100. Considerar lim — . , Utilizar la definicion de limites 

*->-«= Vx 2 + 3 

al infinito para encontrar los valores de N que correspondan a 
a) £ = 0.5 y b) e = 0.1. 

En los ejercicios 101 a 104, usar la definicion de limites al infinito 
para comprobar el limite. 


101. 

lim ' = 0 

x — >oo X 

102. 

Km - = 0 

>co tJx 

103. 

lim -r = C 

x — > oo X 

104. 

lim - 0 

x — > oo X Z 

105. 

Demostrar que si p(x) = a, pc" +■■•+ a 2 x + a 0 y q{x) 
H f b 2 x + b 0 (a„ =£ 0, b m + 0), entonces 



0, n < m 



p(x) 

lim -rr = 
x — >oo q{x) 

a n 

- — » n = m. 

K 




.±oo, n > m 



106. Utilizar la definicion de limites infinitos al infinito para demos- 

trar que lim x 3 = oo. 

x—>co 

Vcrdadero o falso? En los ejercicios 107 y 108, determinar si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por que o 
proporcionar un ejemplo que demuestre dicha falsedad. 


107. Si /'(x) > 0 para todo numero real x, entonces f es creciente 
sin limite. 

108. Si f"(x) < 0 para todo numero real x, entonces f es decreciente 
sin limite. 
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Analisis de graficas 


■ Analizar y trazar la grafica de una funcion. 


Analisis de la grafica de una funcion 

Serfa diffcil exagerar la importancia de usar graficas en matematicas. La introduccion de la 
geometria analftica por parte de Descartes contribuyo de manera significativa a los rapidos 
avances en el calculo que se iniciaron durante la mitad del siglo xvii. En palabras de La- 
grange: “Mientras el algebra y la geometria recorrieron caminos independientes, su avance 
fue lento y sus aplicaciones limitadas. Sin embargo, cuando estas dos ciencias se juntaron, 
extrajeron una de la otra una fresca vitalidad y a partir de ahf marcharon a gran velocidad 
hacia la perfection.” 

Hasta ahora, se han estudiado varios conceptos que son utiles al analizar la grafica de 
una funcion. 



-10 


Intersecciones con los ejes xy y 

(seccion P. 1) 

Simetrfa 

(seccion PI) 

Dominio y rango o recorrido 

(seccion P.3) 

Continuidad 

(seccion 1.4) 

Asi'ntotas verticales 

(seccion 1.5) 

Derivabilidad 

(seccion 2.1) 

Extremos relativos 

(seccion 3.1) 

Concavidad 

(seccion 3.4) 

Puntos de inflexion 

(seccion 3.4) 

Asi'ntotas horizontales 

(seccion 3.5) 

Lfmites infinitos al infinito 

(seccion 3.5) 


Al dibujar la grafica de una funcion, ya sea en forma manual o por medio de una herra- 
mienta grafica, recordar que normalmente no es posible mostrar la grafica entera. La decision 
en cuanto a la parte de la grafica que se decide mostrar es muchas veces crucial. Por ejemplo, 
( : ,cual de las ventanas de observacion en la figura 3.44 representa mejor a la grafica de 


200 



Diferentes ventanas de observacion para la 
grafica de /(x) = x 3 — 25ri + 74x — 20 

Figura 3.44 


f(x) = x 3 - 25x 2 + lAx - 20? 

Al ver ambas imagenes, es claro que la segunda ventana de observacion proporciona una 
representacion mas completa de la grafica. Sin embargo, (i una tercera ventana de observa- 
cion revelaria otras porciones interesantes de la grafica? Para responder a esta pregunta, es 
necesario utilizar el calculo para interpretar la primera y la segunda derivadas. A continua- 
tion se presentan unas estrategias para determinar una buena ventana de observacion de la 
grafica de una funcion. 


Estrategia para analizar la grafica de una funcion 

1. Determinar el dominio y el rango de la funcion. 

2. Determinar las intersecciones, asi'ntotas y simetrfa de la grafica. 

3. Localizar los valores de x para los cuales f'(x) y f"(x) son cero o no existen. Usar 
los resultados para determinar extremos relativos y puntos de inflexion. 


■ :iuri» En estas estrategias, advertir la importancia del algebra (as! como del calculo) para resolver 
las ecuaciones/(x) = 0,/'(x) = 0 yf"(x) = 0. ■ 
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y 



EJEMPLO I Dibujo de la grafica de una funcion racional 


Analizar y dibujar la grafica de f(x) 
Solution 


2(x 2 -9) 

2 A ' 

x -4 


Primera derivada: 


Segunda derivada: 


Intersecciones en x: 
Interseccion en y: 
Asintotas verticales: 
Asmtota horizontal: 
Punto ciitico: 
Posibles puntos de inflexion: 
Dominio: 
Simetria: 
Intervalos de prueba: 


fix) = 
fix) = 


20x 


(x 2 - 4) 2 
— 20(3x 2 + 4) 


(x 2 - 4) 3 
(-3,0), (3, 0) 

( 0 , 1 ) 

x = — 2, x = 2 



Ninguno 

Todos los numeros reales excepto x = ±2 

Con respecto al eje y 

(-oo, -2), (-2, 0), (0, 2), (2, oo) 


Empleando el calculo, se puede tener la 
certeza de que se han determinado todas las 
caracterlsticas de la grafica de/ 

Figura 3.45 


PARA MAYOR INFORMACI ON 
Para mayor information del uso de 
tecnologfa para representar funciones 
rationales, consultar el artfculo 
“Graphs of Rational Functions for 
Computer Assisted Calculus” de Stan 
Bird y Terry Walters en The College 
Mathematics Journal. 


La tabla muestra como se usan los intervalos de prueba para determinar varias caracterfsticas 
de la grafica. La grafica de f se ilustra en la figura 3.45. 



fix) 

fix) 

fix) 

Caracterfstica de la grafica 

— oo < x < —2 


- 

- 

Decreciente, concava hacia abajo 

x = —2 

Indef. 

Indef. 

Indef. 

Asmtota vertical 

— 2 < x < 0 


- 

+ 

Decreciente, concava hacia arriba 

x = 0 

9 

2 

0 

+ 

Mfnimo relativo 

0 < x < 2 


+ 

+ 

Creciente, concava hacia arriba 

x = 2 

Indef. 

Indef. 

Indef. 

Asmtota vertical 

2 < x < oo 


+ 

- 

Creciente, concava hacia abajo 
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Al no usar el calculo se puede pasar por 
alto importantes caracterlsticas de la 
grafica de g 

Figura 3.46 


Asegurarse de entender todas las indicaciones de la creation de una tabla tal como la 
que se muestra en el ejemplo 1 . Debido al uso del calculo, se debe estar seguro de que 
la grafica no tiene extremos relativos o puntos de inflexion aparte de los que se muestran 
en la figura 3.45. 


CONFUSION TECNOLOGICA Sin utilizar el tipo de analisis que se describe en 
el ejemplo 1, es facil obtener una vision incompleta de las caracterfsticas basicas de la 
grafica. Por ejemplo, la figura 3.46 muestra una imagen de la grafica de 

N _ 2(x 2 -9)(x-20) 

8X (x 2 - 4)(x-21) ' 

De acuerdo con esta imagen, parece que la grafica de g es casi la misma que la grafica 
de/que se muestra en la figura 3.45. Sin embargo, las graficas de estas dos funciones 
difieren bastante. Tratar de agrandar la ventana de observation para ver las diferencias. 
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EJEMPLO 2 Dibujo de la grafica de una funcion racional 


Analizar y dibujar la grafica de f(x) 


x~ — 2x + 4 
x — 2 


Solucion 

Primera derivada: 

Segunda derivada: 

Intersecciones en x: 
Interseccion en y: 
Asintota vertical: 
Asintotas horizontales: 
Comportamiento final o asintotico: 
Puntos criticos : 
Posibles puntos de inflexion: 
Dominio: 
Intervalos de prueba: 


/'(*) 


x(x — 4) 
(x - 2) 2 


f"(x) 


8 

~ 2 ) 3 


Ninguna 
(0. ~2) 
x = 2 
Ninguna 

Km f(x) = — oo, Km f(x) 

x — > °o x — >oo 

x = 0,x = 4 


oo 


Ninguno 

Todos los numeros reales excepto x = 
(-oo, 0), (0, 2), (2, 4), (4, oo) 


2 


Figura 3.47 


El analisis de la grafica de / se muestra en la tabla, y la grafica se ilustra en la figura 3.47. 



f(x) 

fix) 

r(x) 

Caracteristicas de la grafica 

— oo < x < 0 


+ 

- 

Creciente, concava hacia abajo 

x = 0 

-2 

0 

- 

Maximo relativo 

0 < x < 2 


- 

- 

Decreciente, concava hacia abajo 

x = 2 

Indef. 

Indef. 

Indef. 

Asmtota vertical 

2 < x < 4 


- 

+ 

Decreciente, concava hacia arriba 

x = 4 

6 

0 

+ 

Mfnimo relativo 

4 < x < oo 


+ 

+ 

Creciente, concava hacia arriba 


y 



Aunque la grafica de la funcion en el ejemplo 2 no tiene asintota horizontal, tiene una 
asmtota oblicua. La grafica de una funcion racional (que no tiene factores comunes y cuyo 
denominador es de grado 1 o mayor) tiene una asmtota oblicua si el grado del numerador 
excede al grado del denominador exactamente en 1 . Para determinar la asmtota oblicua, 
usar la division larga para describir la funcion racional como la suma de un polinomio de 
primer grado y otra funcion racional. 

, . x 2 — 2x + 4 

fix) = Escribir la ecuacion original. 

x — 2 

4 

= x + Reescribir utilizando la division larga. 

x — 2 


Una asintota oblicua 

Figura 3.48 


En la figura 3.48, advertir que la grafica de/se acerca a la asmtota oblicua y = x cuando x 
tiende a — go o go. 
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CAPITULO 3 


Aplicaciones de la derivada 


EJEMPLO 3 Dibujo de la grafica de una funcion radical 


Analizar y dibujar la grafica de f(x) = . . 

Vx 2 + 2 

Solucion 


fix) 


2 

(x 2 +2) 3/2 


r\x) 


6x 

(x 2 + 2) 512 



Figura 3.49 


La grafica solo tiene una intersection, (0, 0). No tiene asmtotas verticales, pero cuenta con 
dos asmtotas horizontales: y = 1 (a la derecha) y _y = — 1 (a la izquierda). La funcion no 
tiene puntos crfticos y solo un posible punto de inflexion (x = 0). El dominio de la funcion 
son todos los numeros reales, y la grafica es simetrica con respecto al origen. El analisis de 
la grafica de/se muestra en la tabla, y la grafica se presenta en la figura 3.49. 



fix) 

f'(x) 

fix) 

Caracteristicas de la grafica 

— oo < x < 0 


+ 

+ 

Creciente, concava hacia arriba 

x = 0 

0 

1 

72 

0 

Punto de inflexion 

0 < x < oo 


+ 

- 

Creciente, concava hacia abajo 


EJEMPLO 4 Dibujo de la grafica de una funcion radical 

Analizar y dibujar la grafica de f(x) = 2x ,;/3 — 5 a' 4/1 . 

Solucion 


fix) 


10 


x 1/3 (x 1/3 —2) 


f"(x) 


20(x 113 — 1) 
9x 213 


La funcion tiene dos intersecciones: (0, 0) y (pp, 0). No hay asmtotas horizontales o vertica- 
les. La funcion tiene dos puntos crfticos (i = Oyi = 8) y dos posibles puntos de inflexion 
(x = 0 y x = 1). El dominio son todos los numeros reales. El analisis de la grafica de/se 
presenta en la tabla, y la grafica se ilustra en la figura 3.50. 


;y Maximo /( x ) = 2x 5/3 - 5jc 4/3 




fix) 

fix) 

fix) 

Caracteristicas de la grafica 

— oo < x < 0 


+ 

- 

Creciente, concava hacia abajo 

x = 0 

0 

0 

lndef. 

Maximo relativo 

0 < x < 1 


- 

- 

Decreciente, concava hacia abajo 

X = l 

-3 

- 

0 

Punto de inflexion 

1 < x < 8 


- 

+ 

Decreciente, concava hacia arriba 

x = 8 

-16 

0 

+ 

Mfnimo relativo 

8 < x < oo 


+ 

+ 

Creciente, concava hacia arriba 


Figura 3.50 
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EJEMPLO 5 Dibujo de la grafica de una funcion polinomial 

Analizar y dibujar la grafica de fix) = x 4 — 1 'lx' + 48x 2 — 64c. 

Solucion Se inicia factorizando para obtener 

f(x) = x 4 — 12x 3 + 48x 2 — 64x 
= x(x - 4) 3 . 


Luego, utilizando la forma factorizada de fix), se puede efectuar el siguiente analisis. 



Primera derivada: 
Segunda derivada: 
Intersecciones en x: 
Interseccion en y: 
Asintotas verticales: 
Asintotas horizontales: 
Comportamiento final o asintotico: 
Puntos criticos: 
Posibles puntos de inflexion: 
Dominio: 
Intervalos de prueba: 


f\x) = 4(x — l)(x — 4) 2 
f"{x) = 12(jc - 4)(.c - 2) 

(0, 0), (4, 0) 

( 0 , 0 ) 

Ninguna 

Ninguna 

Km f(x) = oo, Km f(x) = oo 

X — > — CO X — >GO 

x = 1, x = 4 
x = 2, x = 4 
Todos los numeros reales 
( oo, 1), (1, 2), (2, 4), (4, oo) 


a) 



Generada con Maple 


b) 

Una funcion polinomial de grado par debe 
tener al menos un extremo relativo 

Figura 3.51 


El analisis de la grafica de/se muestra en la tabla, y la grafica se presenta en la figura 3.5 1 a. 
El uso de un sistema de algebra por computadora como Maple (ver la figura 3.51ft) puede 
resultar de utilidad para verificar el analisis. 



fix) 

fix) 

fix) 

Caracteristica de la grafica 

— OO < X < 1 


- 

+ 

Decreciente, concava hacia arriba 

X = 1 

-27 

0 

+ 

Mmimo relativo 

1 < x < 2 


+ 

+ 

Creciente, concava hacia arriba 

x = 2 

-16 

+ 

0 

Punto de inflexion 

2 < x < 4 


+ 

- 

Creciente, concava hacia abajo 

x = 4 

0 

0 

0 

Punto de inflexion 

4 < x < oo 


+ 

+ 

Creciente, concava hacia arriba 


La funcion polinomial de cuarto grado del ejemplo 5 tiene un rrunimo relativo y nin- 
gun maximo relativo. En general, una funcion polinomial de grado n puede tener a lo mas 
n — 1 extremos relativos, y cuando mucho n — 2 puntos de inflexion. Ademas, las funciones 
polinomiales de grado par deben tener al menos un extremo relativo. 

Recordemos del criterio del coeficiente adelantado o dominante que se describio en la 
seccion R3 que el “comportamiento final” o asintotico de la grafica de una funcion polinomial 
se determina mediante su coeficiente dominante y por su grado. Por ejemplo, debido a que 
el polinomio en el ejercicio 5 tiene un coeficiente dominante positivo, la grafica crece hacia 
la derecha. Ademas, como el grado es par, la grafica tambien crece hacia la izquierda. 


Asfntota vertical: 
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Aplicaciones de la derivada 



a) 



Generada con Maple 


b) 

Figura 3.52 


EJEMPLO 6 Dibujo de la grafica de una funcion trigonometrica 


Analizar y dibujar la grafica de f(x) = . 

1 + sen x 


Solucion Debido a que la funcion tiene un periodo de 277, se puede restringir el analisis de 
la grafica a cualquier intervalo de longitud 2tt. Por conveniencia, utilizar (— 7r/2, 3tt/2). 

Primera derivada: 

Segunda derivada: 

Periodo: 

Interseccion en x: 

Interseccion en y: 

Asintotas verticales: 

Asintotas horizontales: 

Pantos criticos: 

Posibles puntos de inflexion: 

Dominio: 

Intervalos de prueba: 

El analisis de la grafica de /en el intervalo (— tt/2, 3tt/2) se muestra en la tab la, y la gra- 
fica se presenta en la figura 3.52a. Comparar esto con la grafica generada por el sistema 
algebraico por computadora Maple en la figura 3.52 b. 



fix) 

fix) 

fix) 

Caracteristicas de la grafica 

77 

* = ~2 

Indef. 

Indef. 

Indef. 

Asfntota vertical 

77 77 

— — < x < — 
2 2 


- 

+ 

Decreciente, concava hacia arriba 

77 

2 

0 

1 

2 

0 

Punto de inflexion 

77 377 

— < X < — 
2 2 


- 

- 

Decreciente, concava hacia abajo 

* 

II 

. JW 

Indef. 

Indef. 

Indef. 

Asfntota vertical 


f'(x) = -- 
fix) = 


1 

+ sen* 
cos x 

(1 + sen*) 2 


2tt 

77 


2 ’° 

( 0 , 1 ) 


x = 


77 377 

2 ,X ~ T 


Vease nota anterior. 


Ninguna 

Ninguno 

77 

X= 2 

3 + 4 n 

Todos los numeros reales excepto x = — - — 77 


77 77 \ / 77 377 

2’ 2/’ 1 2"’ ~2 


M ,' [ 1 1 iM Sustituyendo —77/2 o 3tt/2 en la funcion, se obtiene la forma 0/0. Esta recibe el nombre 
de forma indeterminada y se estudiara en la seccion 8.7. Para determinar si la funcion tiene asintotas 
verticales en estos dos valores, es posible rescribir las funciones como sigue. 

^ _ cosjf _ (cosj:)(1 — senjc) _ (cosx)(l — senx) _ 1 — sen* 

1 + sen.* (1 + senx)(l — senx) cos 2 x cosx 

En esta forma, es claro que la grafica de/tiene asintotas verticales cuando x = — 77/2 y 377/2. ■ 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, hacer que corresponda la grafica defen la 
columna izquierda con la de su derivada en la columna derecha. 

Grafica de f Grafica de f 


11 - g(x) = x - 4 

XT 


13. f(x) 


x 2 + 1 

X 


12. fix) = x + -^ 
14 /W = ^9 


1. y 



2 . > 



3. y 




a ) y 



b) y 



c ) y 



d) y 

3-- 
2 — 

1 -- 

H — I — I 1 — I — h 

- 3 - 2-1 12 3 


-3 — 


__ x 2 — 6x + 12 

15. v = ; 

x ~ 4 

17. y = xV4 — x 
19. hix) = xj4 — x 1 
21. y = 3x 2/3 - 2x 
23. y = x 3 — 3x 2 + 3 
25. y = 2 — x — x 3 
27. y = 3x 4 + 4x 3 
29. y = jc 5 — 5jc 
31. y = |2x - 3| 


2x 2 — 5x + 5 
x — 2 

= xV9 — x 
= xV9 — x 2 
22. y = 3(x — l) 2 / 3 — (x — l) 2 
24. y = — |(x 3 — 3x + 2) 

26. /(*) = \ix - l) 3 + 2 
28. y = 3x 4 — 6x 2 + f 
30. y = (x - l) 5 
32. y = \x 2 — 6x + 5\ 


16. y = 

18. gix) 
20. g(x) 


En los ejercicios 33 a 36, utilizar un sistema algebraico por compu- 
tadora para analizar y representar graficamente la funcion. 
Identificar todos los extremos relativos, puntos de inflexion y 
asmtotas. 


33. fix) 


20x 
x 2 + 1 


1 

X 


34. f(x) = x + 


4 

x 2 + 1 


35. fix) 


— 2x 

Jx 2 + 7 


36. fix) = 


4x 

y.v 2 + 15 


En los ejercicios 37 a 46, dibujar una grafica de la funcion sobre 
el intervalo dado. Utilizar una herramienta de graficacion para 
verificar la grafica. 


37. fix) = 2x - 4 sen x, 

0 < x < 2ir 

38. fix) = — x + 2 cos x, 

0 < x < 2 tt 

39. y = sen x — jg sen3x, 

0 < x < 27 r 

40. y = cos x — \ cos 2x, 

0 < X < 277 

a-* *77" 

77 

41. y = 2x — tan x, — — 

<x< 2 

42. y = 2(x — 2) + cotx, 

0 < X < 77 

43. y = 2(csc x + sec x), 

n 77 

0< x<- 


En los ejercicios 5 a 32, analizar y dibujar una grafica de la fun- 
cion. Indicar todas las intersecciones, extremos relativos, puntos 
de inflexion y asmtotas. Utilizar una herramienta de graficacion 
para verificar los resultados. 


44. 


J 7TX\ 


hi- 

y = 

sec It] • 

" 2 tan (ir, 

45. 



3tt 

377 

«(*) 

= x tan x, 

~Y <X 

< T 

46. 


= x cot X, 

— 277 < X 

< 277 


5. 

7. 

9. 


y = 
y = 
y = 



x 2 + 3 
3x 

x^T 


6 . 

8 . 


y = 
y = 


X 

X 2 + 1 
X 2 + 1 

x 2 — 4 


10. fix) 


x — 3 


x 


Desarrollo de conceptos 


47. Suponer que f'(l) < 0 para todo t en el intervalo (2, 8). Ex- 
plicar por que /( 3) > f( 5). 

48. Suponer que /( 0) = 3 y 2 < f'(x) < 4 para todo x en el intervalo 
[-5, 5], Determinar los valores mas grande y mas pequeno 
posibles de /( 2). 
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Desarrollo de conceptos ( continuation ) 


En los ejercicios 49 y 50, las graficas de /, /' y f" se mues- 
tran sobre el mismo conjunto de ejes de coordenadas. 
^Cual es cual? Explicar el razonamiento. 

49. y so. y 




En los ejercicios 51 a 54, utilizar una herramienta de grafi- 
cacion para representar la funcion. Emplear la grafica para 
determinar, si es posible, que la graflca de la funcion cruce su 
asintota horizontal. Es posible que la graflca de una funcion 
cruce su asintota vertical? ;,Por que si o por que no? 


51- f(x) 
53. h{x) 


4(x — l) 2 
x 2 - 4x + 5 
sen 2x 
x 


52. g( x ) 
54- fix) 


3x 4 - 5x + 3 
x 4 + 1 
cos 3x 
4x 


En los ejercicios 55 y 56, emplear una herramienta de grafi- 
cacion para representar la funcion. Explicar por que no hay 
asintota vertical cuando una inspeccion superficial de la funcion 
quiza indique que deberia haber una. 


55. h(x) 


6 — 2x 
3 — x 


56. 


g(x) = 


x 2 + x — 2 
X — 1 


En los ejercicios 57 a 60, utilizar una herramienta de graficacion 
para representar la funcion y determinar la asintota oblicua de 
la graflca. Realizar acercamientos repetidos y describir como 
parece cambiar la graflca que se exhibe. ,',Por que ocurre lo 
anterior? 


57. fix) 
59. f(x) 


x 2 — 3x — 1 
x — 2 

2f 

x 2 + 1 


58. 

60. 


gix) = 

/j(x) = 


2x 2 — 8x — 15 
x — 5 

— x 3 + x 2 + 4 



( Proporcionado por Big Fox, Moverly Area Community College, 
Moverly MO) 


65. Razonamiento grafico Considerar la funcion 


fix) 


COS 2 7TX 

v/?TT 


0 < x < 4. 


a) Utilizar un sistema algebraico por computadora para re- 
presentar la funcion y emplear la grafica para aproximar 
en forma visual los puntos criticos. 

b ) Emplear un sistema algebraico por computadora para 
determinar f y aproximar los puntos criticos. ^Los resul- 
tados son los mismos que los de la aproximacion visual del 
apartado a)? Explicar. 

66. Razonamiento grafico Considerar la funcion 


fix) = tan(sen irx). 


a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion. 

b) Identificar toda simetrfa de la grafica. 

c) ^Es periodica la funcion? Si es asi, ^cual es el periodo? 

d) Identificar todos los extremos en (— 1, 1). 

e) Utilizar una herramienta de graficacion para determinar la 
concavidad de la grafica en (0, 1). 


Para pensar En los ejercicios 67 a 70, crear una funcion cuya 
graflca tiene las caracteristicas indicadas. (Hay mas de una res- 
puesta correcta.) 

67. Asmtota vertical: x = 3 
Asmtota horizontal: y = 0 

68. Asmtota vertical: x = — 5 
Asmtota horizontal: ninguna 

69. Asmtota vertical: x = 3 
Asmtota oblicua: y = 3x + 2 


Razonamiento grafico En los ejercicios 61 a 64, utilizar la graflca 
de/' para dibujar la graflca de / y la graflca de/'. 



70. Asmtota vertical: x = 2 
Asmtota oblicua: y = — x 

71. Razonamiento grafico A continuacion se muestra la grafica 
de la funcion/. 

a) ^Para cuales valores de x es fix) cero, positiva y negativa? 

b) ^,Para cuales valores de x es fix) cero, positiva y negativa? 

c) ^Sobre que intervalo la funcion /' es creciente? 

d) </ara que valor de x la funcion fix) tiene un minimo? Para 
este valor de x, ^como se comporta la razon de cambio de f 
en comparacion con la razon de cambio para otros valores? 
Explicar. 
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Para discusion 


72. Razonamiento grafico Identificar en la figura los numeros 
reales x 0 , x t , x 2 , x 3 y x 4 de tal manera que los siguientes 
enunciados sean verdaderos. 

a) f'(x) = 0 b) f"(x) = 0 

c) f(x) no existe. d) f tiene un maximo relativo. 

e) f tiene un punto de inflexion. 


73. Razonamiento grafico Considerar la funcion 


fix) 


ax 

(x — b) r 


Determinar el efecto sobre la grafica de / si a y b cambian. 

Considerar casos en los que ay b son ambos positivos o ambos 

negativos, y casos en los que ay b tienen signos opuestos. 

74. Considerar la funcion f(x) = \(axf — (ax), ad 0. 

a) Determinar los cambios (si los hay) en las intersecciones, los 
extremos y la concavidad de la grafica f cuando varfa a. 

^ b) En la misrna ventana de observacion, utilizar una herra- 
mienta de graficacion para representar la funcion relativa 
a 4 valores diferentes de a. 

75. Investigacion Considerar la funcion 

2x" 

M = ZTT 

para valores enteros no negativos de n. 

a) Analizar la relacion entre el valor de n y la simetrfa de la 
grafica. 

b) ^Para que valores de n el eje x sera la asfntota horizontal? 

c) ^Para que valor de n sera y = 2 la asfntota horizontal? 

d ) ^Cual es la asfntota de la grafica cuando n = 5? 

e) Representar/en una herramienta de graficacion para cada 
valor de n indicado en la tabla. Emplear la grafica para 
determinar el numero M de extremos y el numero N de 
puntos de inflexion de la grafica. 


n 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

M 







N 








76. Investigacion Sea P(x Q , y 0 ) un punto arbitrario sobre la grafica 
de f tal que f'(x 0 ) d 0, como se indica en la figura. Verificar 
cada afirmacion. 


a) 


b ) 


c) 


d) 


La interseccion con el eje x de la recta tangente es 



La interseccion con el eje y 
de la recta tangente es 


(0./O o ) - x Q f'(x Q )). 

La interseccion con el eje x 
de la recta normal es 


(x 0 + f(x 0 )f(x 0 ), 0). 


y 



La interseccion con el eje y de la recta normal es 


e) 

8) 

h) 



\BC\ = 


_| ^o_ 

fix „) 

fjx 0 ) 
fix o) 


/) |PC| = 


\AB\ = \fix 0 )fix 0 )\ 

\AP\ = |/(* 0 )|Vl + [fix 0 W 


fix p) V 1 + [/'(-Tp)] 2 
fix 0 ) 


77. 


Modelado matematico Los datos en la tabla muestran el 
numero N de bacterias en un cultivo en el tiempo t, donde t se 
mide en dfas. 


/ 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

N 

25 

200 

804 

1 756 

2 296 

2 434 

2 467 

2 473 


Un modelo para estos datos esta dado por 

„ 24 670 — 35 153f + 13 250t 2 , 

100 - 39/ + It 2 ’ “ 1 ~ 8 ' 

a) Utilizar una herramienta de graficacion para dibujar los 
datos y representar el modelo. 

b) Recurrir al modelo para estimar el numero de bacterias 
cuando t = 10. 

c) Aproximar el dfa cuando el numero de bacterias es mas 
grande. 

IftV d) Utilizar un sistema algebraico por computadora para deter- 
minar el tiempo en que la tasa de incremento en el numero 
de bacterias es mas grande. 

e ) Calcular lfm N(t). 

/— » OO 

Asintotas oblicuas En los ejercicios 78 y 79, la grafica de la fun- 
cion tiene dos asintotas oblicuas. Identificar cada asfntota oblicua. 

Despues representar graficamente la funcion y sus asintotas. 


78. y = Ja + 16x 2 79. y = Jx 2 + 6x 


Preparacion del examen Putnam 


80. Considerar que f(x ) esta definida en a < x < b. Suponiendo 
propiedades apropiadas de continuidad y derivabilidad, 
demostrar para a<x<b que 

fix ) ~ fja) fib) ~ fja) 

= 1 

x - b 2 J P ’ 

donde fl es algun numero entre a y b. 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 

© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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CAPITULO 3 Apiicaciones de la derivada 


|Q Problemas de 



Caja abierta con base cuadrada: 
5 1 = x 2 + 4x/i = 108 

Figura 3.53 


TECNOLOGIA Se puede verifi- 
car la respuesta utilizando una herra- 
mienta de graficacion para representar 
la funcion volumen 

x 3 

V = 21 x - 

4 

Usar una ventana de observation 
en la que 0 < x < Vl08 * 10.4 y 
0 < v ^ 120, y la funcion trace para 
determinar el valor maximo de V. 


optimizacion 

■ Resolver problemas de maximos y mlnimos aplicados. 


Problemas de aplicacion de maximos y minimos 

Una de las apiicaciones mas comunes del calculo implica la determinacion de los valores 
mmimo y maximo. Recordar cuantas veces hemos oido hablar de utilidad (beneficio) 
maxima(o), minimo costo, tiempo mmimo, voltaje maximo, forma optima, tamano mmimo, 
maxima resistencia y maxima distancia. Antes de describir una estrategia general de solucion 
para tales problemas, se considera un ejemplo. 


EJEMPLO I Determinacion del volumen maximo 

Un fabricante quiere disenar una caja abierta que tenga una base cuadrada y un area su- 
perficial de 108 pulgadas cuadradas, como se muestra en la figura 3.53. pQue dimensiones 
producira una caja con un volumen maximo? 


Solucion Debido a que la caja tiene una base cuadrada, su volumen es 

V — X 2 h Ecuacion primaria. 

Esta ecuacion recibe el nombre de ecuacion primaria porque proporciona una formula para 
la cantidad que se va a optimizar. El area de la superficie de la caja es 

S = (area de la base) + (area de los cuatro lados) 

S = X~ + 4xh = 108. Ecuacion secundaria. 


Como V se va a maximizar, escribir V como una funcion de una sola variable. Para ha- 
cerlo, es posible resolver la ecuacion x 2 + 4 xh =108 para h en terminos de x y obtener 
h = (108 — x 2 )/(4x). Sustituyendo en la ecuacion primaria, se obtiene 

V = X 2 h Funcion de dos variables. 

,/ 108 - x 2 \ 

= X Sustituir para h. 

\ 4.X / 

X 3 

= 27x — — Funcion de una variable. 

4 

Antes de determinar que valor de x producira un valor maximo de V, se necesita determinar 
el dominio admisible. Esto es, ( ',quc valores de x tienen sentido en este problema? Se sabe 
que V > 0. Tambien que x debe ser no negativa y que el area de la base (A = x 2 ) es a lo sumo 
108. De tal modo, el dominio admisible es 

0 < X < 108. Dominio admisible. 

Para maximizar V, determinar los puntos crfticos de la funcion de volumen en el intervalo 

(o, yio8). 




Igualar la derivada a cero. 


3x 2 = 108 
x = ±6 


Simplificar. 
Puntos criticos. 


De tal modo, los puntos criticos sonx = ±6. No se necesita considerarx = — 6 porque esta 
fuera del dominio. La evaluacion V en el punto crftico x = 6 y en los puntos terminales del 
dominio produce U(0) = 0, V(6) = 108 y y(V108) = 0. De tal modo, V es maximo cuando 
x = 6 y las dimensiones de la caja son 6X6X3 pulgadas. 
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En el ejemplo 1 se nota que hay un numero infinito de cajas abiertas que tienen 108 
pulgadas cuadradas de area superficial. Para empezar a resolver el problema es necesario 
preguntar que forma basica parecerfa producir un volumen maximo. i La caja debe ser alta, 
muy baja o casi cubica? 

Incluso se puede tratar de calcular unos cuantos volumenes, como se muestra en la 
figura 3.54, para ver si se obtiene una mejor idea de lo que deben ser las dimensiones op- 
timas. Recordar que no se puede resolver un problema hasta que no haya sido identificado 
con toda claridad. 



Volumen = 108 Volumen = 88 



iQue caja tiene el volumen mayor? 

Figura 3.54 


El ejemplo 1 ilustra las siguientes estrategias para resolver problemas aplicados de 
mmimos y maximos. 


M.'lmf A1 efectuar el paso 5, recordar 
que para determinar el valor maximo o 
mmimo de una funcion continua f en un 
intervalo cerrado, hay que comparar los 
valores de f en sus puntos crfticos con 
los valores de f en los puntos terminales 
del intervalo. ■ 


Estrategias para resolver problemas aplicados de mmimos / maximos 

1. Identificar todas las cantidades dadas y las que se van a determinar. Si es posible, 
elaborar un dibujo. 

2. Escribir una ecuacion primaria para la cantidad que se va a maximizar o mini- 
mizar. 

3. Reducir la ecuacion primaria a una que tenga una sola variable independiente. 
Esto quiza implique el uso de ecuaciones secundarias que relacionan las variables 
independiente s de la ecuacion primaria. 

4. Determinar el dominio admisible de la ecuacion primaria. Esto es, determinar los 
valores para los cuales el problema planteado tiene sentido. 

5. Determinar el valor maximo o mmimo deseado mediante las tecnicas de calculo 
estudiadas en las secciones 3.1 a 3.4. 
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EJEMPLO 2 Determinacion de la distancia minima 

;,Quc puntos sobre la grafica de y = 4 — x 2 son mas cercanos al punto (0, 2)1 


y 



La cantidad por minimizar es la distancia: 
d=y/(x- 0) 2 + (y - 2) 2 . 

Figura 3.55 


Solucion 

La figura 3.55 muestra que hay dos puntos a una distancia minima del punto (0, 2). La dis- 
tancia entre el punto (0, 2) y el punto ( x , y) sobre la grafica de y = 4 — x 2 esta dada por 

d — \/ (x 0)- A (y 2) 2 . Ecuacion primaria. 

Utilizando la ecuacion secundaria y = 4 — x 2 , se puede rescribir la ecuacion primaria 
como 

d = > /x 2 + (4 — x 1 — 2) 2 = >/.r 4 — 3x 2 + 4. 

Como d es mas pequena cuando la expresion dentro de radicales es menor, solo se necesi- 
tan determinar los puntos criticos de f(x) = x 4 — 3jc 2 + 4. Advertir que el dominio de/es 
toda la recta de los numeros reales. De tal modo, no hay puntos terminales del dominio por 
considerar. Ademas, igualando/'Cx) a 0 se obtiene 

f'{x ) = 4x 3 — 6x = 2x(2x 2 — 3) = 0 


x = 0, 



El criterio de la primera derivada verifica que x = 0 produce un maximo relativo, mientras 
que x = V 3/2 y x = — V3/2 producen una distancia minima. De tal modo, los puntos 
mas cercanos son (V3/2, 5/2) y (— V3/2, 5/2). 



La cantidad que se va a minimizar es el 
area: A = (x + 3 )(y + 2) 

Figura 3.56 


EJEMPLO 3 Determinacion del area minima 

Una pagina rectangular ha de contener 24 pulgadas cuadradas de impresion. Los margenes 
de la parte superior y de la parte inferior de la pagina van a ser de 1 i pulgadas, y los mar- 
genes de la izquierda y la derecha corresponderan a 1 pulgada (ver la figura 3.56). ( ' Cuales 
deben ser las dimensiones de la pagina para que se use la menor cantidad de papel? 

Solucion Sea A el area que se va a minimizar 


A = {x + 3)(y + 2) 


Ecuacion primaria. 


El area impresa dentro del margen esta dada por 

24 = xy. Ecuacion secundaria. 

Despejando de esta ecuacion para y produce y = 24/x. La sustitucion en la ecuacion pri- 
maria da lugar a 


24 


A — (x + 3) h 2 ) — 30 + 2x H , 


72 


Funcion de una variable. 


Debido a que x debe ser positiva, se esta interesado solo en los valores de A para x > 0. Para 
encontrar los puntos criticos, derivar con respecto a x. 






36 


De tal modo, los puntos criticos son x = ±6 . No es necesario considerar x = —6 porque 
este punto esta fuera del dominio. El criterio de la primera derivada confirma que A es un 
mmimo cuando x = 6. De tal modo, y = x = 4 y las dimensiones de la pagina deben ser 
x + 3 = 9 pulgadas por y + 2 = 6 pulgadas. 
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La cantidad que se va a minimizar es la lon- 
gitud. De acuerdo con el diagrama, puede 
verse que x varla entre 0 y 30 

Figura 3.57 


60 



(9, 50) 


n l 1 I an 

45 

Se puede confirmar el valor mlnimo de W 
con una herramienta de graficacion 

Figura 3.58 


EJEMPLO 4 Hallar la longitud minima 

Dos postes, uno de 12 pies de altura y el otro de 28 pies, estan a 30 pies de distancia. Se 
sostienen por dos cables, conectados a una sola estaca, desde el nivel del suelo hasta la parte 
superior de cada poste. ^Donde debe colocarse la estaca para que se use la menor cantidad 
de cable? 

Solucion 

Sea W la longitud del cable que se va a minimizar. Utilizando la figura 3.57, puede escri- 
birse 

W = y + Z. Ecuacion primaria. 

En este problema, mas que resolver para y en terminos de z (o viceversa), se deben despejar 
tanto para y como para z en terminos de una tercera variable x, como se indica en la figura 
3.57. De acuerdo con el teorema de Pitagoras, se obtiene 

x 2 + 12 2 = y 2 
(30 - x) 2 + 28 2 = z 2 
lo que implica que 

y = Jx 2 + 144 
z = Vx 2 — 60x + 1 684. 

De tal modo, W esta dada por 
W = y + z 

= Vx 2 + 144 + Vx 2 - 60x + 1 684, 0 < x < 30. 

La derivacion de W con respecto a x produce 

dW _ x + x — 30 
dx Vx 2 + 144 Vx 2 - 60x + 1 684 ' 

Haciendo dW/ dx = 0, se obtendra 

* + x ~ 30 = n 

^/x 2 +144 ^Jx 2 — 60x + 1 684 

xV x 2 — 60x + 1 684 = (30 — x)V-r 2 +144 

x 2 (x 2 - 60x + 1 684) = (30 - x) 2 (x 2 + 144) 

x 4 - 60x 3 + 1 684x 2 = x 4 - 60x 3 + 1 044x 2 - 8 640x + 129 600 

640x 2 + 8 640x - 129 600 = 0 

320(x - 9)(2x + 45) = 0 

x = 9, -22.5. 

Como x = —22.5 no esta en el dominio y 

VF(0) ~ 53.04, W(9) = 50 y VF(30) « 60.31 

se puede concluir que el alambre debe colocarse a 9 pies del poste de 12 pies. 

TECNOLOGIA De acuerdo con el ejemplo 4, puede verse que los problemas de optimi- 
zacion aplicada implican una gran cantidad de algebra. Si se tiene acceso a una herramien- 
ta de graficacion, confirmar que x = 9 produce un valor mlnimo de W al trazar la grafica 

W = 7-x 2 + 144 + 7.x 2 - 60x + 1 684 
como se muestra en la figura 3.58. 
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x 


x Area: x 1 



Circunferencia: 2 nr 


La cantidad que se va a maximizar es el 
area: A = x 2 + nr 2 

Figura 3.59 


^Cual seria la respuesta si en el 
ejemplo 5 se preguntaran las dimen- 
siones necesarias para encerrar el 
area total minimal 


En cada uno de los primeros cuatro ejemplos, el valor extremo ocurrina en un punto 
crftico. Aunque esto sucede a menudo, recordar que un valor extremo tambien puede pre- 
sentarse en un punto terminal de un intervalo, como se muestra en el ejemplo 5. 


EJEMPLO 5 Un maximo en un punto terminal 

Se van a usar cuatro pies de alambre para formar un cuadrado y un circulo. ^Que cantidad 
de alambre debe usarse para el cuadrado y que cantidad para el circulo a fin de abarcar la 
maxima area total? 


Solucion 


El area total (ver la figura 3.59) esta dada por 
A = (area del cuadrado) + (area del circulo) 

A — X + 777 . Ecuacion primaria. 

Como la longitud total de alambre es 4 pies, se obtiene 

4 = (perimetro del cuadrado) + (circunferencia del circulo) 

4 = 4x + 2 tt t. 

De tal modo, r = 2(1 — x)/ 77, y sustituyendo en la ecuacion primaria se obtiene 

2(1 - x P 


A = x 2 


= x 2 + 


77 

4(1 — x) 2 

77 


= [(77 + 4)x 2 - 8x + 4], 

77 


El dominio admisible es 0 < x < 1 restringido por el perimetro cuadrado. Como 

dA _ 2(77 + 4)x — 8 
dx 77 

el unico punto crftico en (0, 1) es x = 4/(77 + 4) ~ 0.56. Asi, utilizando 

A(0) = 1.273, A(0.56) « 0.56 y A(l) = 1 

Puede concluirse que el area maxima ocurre cuando x = 0. Esto es, todo el alambre se usa 
para el circulo. 


Revisar las ecuaciones primarias formuladas en los primeros cinco ejemplos. Como 
indican las aplicaciones, estos cinco ejemplos son bastante simples, no obstante las ecua- 
ciones primarias resultantes son bastante complicadas. 

x 3 

V = 21 x - — W = Jx 2 + 144 + Jx 1 - 60x + 1 684 

d = Vx 4 — 3x 2 + 4 A = —[(77 + 4)x 2 — 8x + 4] 

77 

72 

A = 30 + 2x + — 
x 

Por lo comun, debe esperarse que las aplicaciones de la vida real incluyan ecuaciones a l 
memos tan complicadas como estas cinco. Recordar que una de las metas principales de este 
curso es aprender a utilizar el calculo con el fin de analizar ecuaciones que en un principio 
parecen ser sumamente complejas. 
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[ISU Ejercicios 


1. Analisis numerico, grafico y analitico Encontrar dos nume- 
ros positivos cuya suma es 1 10 y cuyo producto es un maximo 
posible. 

a) Completar anallticamente seis renglones de una tabla tal como 
la siguiente. (Se muestran los primeros dos renglones.) 


Primer 
numero x 

Segundo 

numero 

Producto P 

10 

110 - 10 

10(110 - 10) = 1 000 

20 

110-20 

20(110 - 20) = 1 800 


b) Utilizar una herramienta de graficacion para generar ren- 
glones adicionales en la tabla. Emplear la tabla para estimar 
la solution. ( Sugerencia : Utilizar la funcion table de la 
herramienta de graficacion.) 

c) Escribir el producto P como una funcion de x. 

d) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion en el apartado c) y estimar la solution a pardr de 
la grafica. 

e) Usar el calculo para determinar el punto crftico de la funcion 
en el apartado c). Encontrar despues los dos numeros. 

2. Analisis numerico, grafico y analitico Una caja abierta de 
volumen maximo se va a construir a partir de una pieza cuadrada 
de material, de 24 pulgadas de lado, cortando cuadrados iguales 
a partir de las esquinas y doblando los bordes (ver la figura). 



x x 



a) Completar anallticamente seis renglones de una tabla tal 
como la siguiente. (Se muestran los primeros dos renglo- 
nes.) Usar la tabla para estimar el volumen maximo. 


Altura 

X 

Largo 
y ancho 

Volumen 

V 

i 

24 - 2(1) 

1 [24 - 2(1 )] 2 = 484 

2 

24 - 2(2) 

2[24 - 2(2)] 2 = 800 


b) Escribir el volumen V como una funcion de x. 

c) Emplear calculo para determinar el punto crftico de la 
funcion en el apartado b) y encontrar el valor maximo. 

Fj® d) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
la funcion del apartado b) y verificar el volumen maximo 
a partir de la grafica. 


En los ejercicios 3 a 8, encontrar dos numeros positivos que satis- 
fagan los requerimientos dados. 

3. La suma es S y el producto es un maximo. 

4. El producto es 185 y la suma es un mfnimo. 

5. El producto es 147 y la suma del primero mas tres veces el 
segundo es un mfnimo. 

6. El segundo numero es el recfproco del primero y la suma es un 
mfnimo. 

7. La suma del primero y el doble del segundo es 108 y el producto 
es un maximo. 

8. La suma del primer numero al cuadrado y el segundo es 54 y el 
producto es un maximo. 

En los ejercicios 9 y 10, encontrar el largo y el ancho de un rectan- 
gulo que tiene el perlmetro dado y un area maxima. 

9. Perfmetro: 80 metros 10. Perfmetro: P unidades 

En los ejercicios 11 y 12, encontrar el largo y el ancho de un rec- 
tangulo que tiene el area dada y un perlmetro mlnimo. 

11. Area: 32 pies cuadrados 12. Area: A centimetres cuadrados 


En los ejercicios 13 a 16, determinar el punto sobre la grafica de 
la funcion que esta mas cerca al punto dado. 



Funcion 

Punto 


Funcion 

Punto 

13. 

fix) = X 2 

(2,1) 

14. 

fix) = ix - l) 2 

(-5, 3) 

15. 

fix) = Jx 

(4, 0) 

16. 

II 

1 

oo 

(12, 0) 

17. 

Area Una pagina rectangular contendra 30 pulgadas cuadradas 


de area impresa. Los margenes de cada lado son de 1 pulgada. 
Encontrar las dimensiones de la pagina de manera tal que se use 
la menor cantidad de papel. 

18. Area Una pagina rectangular contendra 36 pulgadas cuadradas 
de area impresa. Los margenes de cada lado seran de lj pulgadas. 
Encontrar las dimensiones de la pagina de manera tal que se use 
la menor cantidad de papel. 

19. Reaccion quimica En una reaction qufmica autocatalftica, el 
producto formado es un catalizador para la reaction. Si Q 0 es la 
cantidad de la sustancia original y x es la cantidad del catalizador 
formado, el ritmo o velocidad de la reaccion qufmica es 

* = kx(Qo - X). 

^Para que valor de x la velocidad de la reaccion qufmica sera 
la mayor? 

20. Control de trafico En un dfa determinado, el ritmo o tasa de 
flujo F (vehfculos por hora) en una autopista congestionada es 

F = 

22 + 0.02v 2 

donde v es la velocidad del trafico en millas por hora. (,Que 
velocidad maximizara el ritmo o tasa de flujo en la autopista? 
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21. Area Un granjero planea cercar un pastizal rectangular ad- 
yacente a un no. El pastizal debe contener 245 000 m 2 para 
proporcionar suficiente pastura para el rebano. ^,Que dimensiones 
requeriria la cantidad minima de cercado si no es necesario vallar 
a lo largo del rfo? 





■■••• - • -• 
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22. Area maxima Un ganadero tiene 400 pies de cercado con los 
cuales delimita dos corrales rectangulares adyacentes (ver la 
figura). i,Que dimensiones deben utilizarse de manera que el 
area delimitada sera un maximo? 


^ 1 1 -d K 


1 r 

Y 

1 -c V- 1 

1 ^ x 

1 ^ X 


23. Volumen maximo 

a) Verificar que cada uno de los solidos rectangulares que 
se muestran en la figura tenga un area superficial de 150 
pulgadas cuadradas. 

b ) Encontrar el volumen de cada solido. 

c) Determinar las dimensiones de un solido rectangular (con 
una base cuadrada) de volumen maximo si su area super- 
ficial es de 150 pulgadas cuadradas. 



24. Volumen maximo Determinar las dimensiones de un solido 
rectangular (con base cuadrada) de volumen maximo si su area 
rectangular es de 337.5 cm 2 . 

25. Area maxima Una ventana Norman se construye juntando un 
semicfrculo a la parte superior de una ventana rectangular ordi- 
naria (ver la figura). Encontrar las dimensiones de una ventana 
Norman de area maxima si el perfmetro total es de 16 pies. 



Figura para 25 

26. Area maxima Un rectangulo estacortado por los ejesx y y y la 
graficade v = (6 — jc )/2 (ver la figura). ^Que longitud yancho debe 
tener el rectangulo de manera que su area sea un maximo? 


y 



Figura para 26 


y 



Figura para 27 


27. Longitud minima Un triangulo rectangulo se forma en el 
primer cuadrante mediante los ejes x y y y una recta que pasa 
por el punto (1,2) (ver la figura). 

a) Escribir la longitud L de la hipotenusa como una funcion 
de x. 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para aproximar x de 
manera tal que la longitud de la hipotenusa sea un mfnimo. 

c) Determinar los vertices del triangulo de manera tal que su 
area sea un mfnimo. 

28. Area maxima Determinar el area del triangulo isosceles mas 
grande que pueda inscribirse en un cfrculo de radio 6 (ver la 
figura). 

a) Resolver escribiendo el area como una funcion de h. 

b ) Resolver escribiendo el area como una funcion de a. 

c) Identificar el tipo de triangulo de area maxima. 




Figura para 29 


29. Area maxima Un rectangulo esta delimitado por el eje x y el 
semicfrculo y = V25 — x 2 (ver la figura). (,Que largo y ancho 
debe tener el rectangulo de manera que su area sea un maximo? 

30. Area Encontrar las dimensiones del rectangulo mas grande 
que puede inscribirse en un semicfrculo de radio r (ver el ejer- 
cicio 29). 
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31. Analisis numerico, grafico y analttico Una sala de ejercicios 
tiene la forma de un rectangulo con un semicirculo en cada ex- 
tremo. Por la parte externa una pista de carreras de 200 metros 
delimita a la sala. 

a) Dibujar una figura para representar el problema. Dejar que 
x y y representen el largo y el ancho del rectangulo. 

b) De manera analitica completar seis renglones de una tabla 
tal como la siguiente. (Se muestran los dos primeros ren- 
glones.) Utilizar la tabla para estimar el area maxima de la 
region rectangular. 


Largo x 

Ancho y 

Area xy 

10 

J (100 - 10 ) 

(10)^(100 - 10) = 573 

20 

|(100 - 20 ) 

(20)^(100 - 20) = 1 019 


c) Escribir el area A como una funcion de x. 

d) Utilizar el calculo para encontrar el punto crftico de la 
funcion del apartado c) y determinar el valor maximo. 

ft* e) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion en el apartado c) y verificar el area maxima a partir 
de la grafica. 

32. Analisis numerico, grafico y analitico Se va a disenar un 
cilindro circular recto que pueda contener 22 pulgadas cubicas 
de refresco (aproximadamente 12 onzas de fluido). 


a) En forma analitica completar seis renglones de una tabla 
como la siguiente. (Se muestran los dos primeros renglo- 
nes.) 


Radio r 

Altura 

Area de la superficie S 

0.2 

22 

7r(0.2) 2 

2ir(0.2) 


= 220.3 

0.4 

22 

tt(0.4) 2 

2tt(0.4) 

h + ^»] 

= 111.0 


b ) Recurrir a una herramienta de graficacion para generar 
renglones adicionales de la tabla. Utilizar esta para estimar 
el area superficial minima. ( Sugerencia : Utilizar la carac- 
teristica table de la herramienta de graficacion.) 

c) Escribir el area superficial S como una funcion de r. 

d) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion del apartado c) y estimar el area superficial minima 
a partir de la grafica. 

e) Recurrir al calculo para encontrar el punto crftico de la 
funcion en el apartado c) y encontrar las dimensiones que 
produciran el area superficial minima. 

33. Volumen maximo Un paquete rectangular que se va a enviar 
por un servicio postal puede tener una longitud y un perimetro 
que tiene un maximo de 108 pulgadas (ver la figura). Determinar 
las dimensiones del paquete de volumen maximo que puede 
enviarse. (Suponer que la seccion transversal es cuadrada.) 



34. Volumen maximo Trabajar de nuevo el ejercicio 33 para un 
paquete cilindrico. (La seccion transversal es circular.) 

35. Volumen maximo Encontrar el volumen del cono circular recto 
mas grande que puede inscribirse en una esfera de radio r. 



36. Volumen maximo Determinar el volumen del cilindro circular 
recto mas grande que puede inscribirse en una esfera de radio r. 


Desarrollo de conceptos 


37. Una botella de shampu tiene la forma de un cilindro circular 
recto. Como el area superficial de la botella no cambia cuan- 
do esta se comprime, ^es cierto que el volumen permanece 
invariable? Explicar. 


Para discusion 


38. El perfmetro de un rectangulo es de 20 pies. De todas las 
dimensiones posibles, el area maxima es de 25 pies cua- 
drados cuando su largo y ancho son ambos de 5 pies. (,Hay 
dimensiones que produciran un area minima? Explicar. 


39 . Area superficial minima Un solido se forma juntando dos he- 
misferios a los extremos de un cilindro circular recto. El volumen 
total del solido es de 14 cm 3 . Encontrar el radio del cilindro que 
produce el area superficial minima. 

40. Costo minima Un tanque industrial de la forma que se describe 
en el ejercicio 39 debe tener un volumen de 4000 pies cubicos. 
Si el costo de fabricacion de los hemisferios es, por pie cua- 
drado, doble que el del lateral, determinar las dimensiones que 
minimizaran el costo. 

41. Area minima La suma de los perfmetros de un triangulo equi- 
latero y un cuadrado es igual a 10. Encontrar las dimensiones 
del triangulo y el cuadrado que producen el area total minima. 

42. Area maxima Veinte pies de alambre se usaran para formar 
dos figuras. En cada uno de los siguientes casos, (,que cantidad 
de alambre debe utilizarse en cada figura de manera que el area 
total encerrada sea maxima? 

a) Triangulo equilatero y cuadrado 

b ) Cuadrado y pentagono regular 

c) Pentagono regular y hexagono regular 

d) Hexagono regular y circulo 

^,Que se puede concluir a partir de este patron? {Sugerencia: 
El area de un poligono rectangular con n lados de longitud x es 
A = (n/4)[cot(T7-/n)]jt 2 .} 

43. Resistencia de unaviga Una vigademadera tiene una seccion 
transversal rectangular de altura h y ancho w (ver la figura en 
la siguiente pagina). La resistencia S de la viga es directamente 
proporcional al ancho y al cuadrado de la altura. ^Cuales son las 
dimensiones de la viga mas fuerte que puede cortarse a partir 
de un leno redondo de 20 pulgadas de diametro? ( Sugerencia : 
S = kh 2 w, donde k es la constante de proporcionalidad.) 
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Figura para 43 


y 



44. Longitud minima Dos fabricas se localizan en las coordenadas 
(— x , 0) y ( x , 0) con su suministro electrico ubicado en (0 ,h) (ver 
la figura). Determinar y de manera tal que la longitud total de la 
lfnea de transmision electrica desde el suministro electrico hasta 
las fabricas sea un mmimo. 


45. Alcance de proyectil El alcance R de un proyectil lanzado 
con una velocidad inicial v 0 a un angulo ft con la horizontal 


es R = 


v n 2 sen 2ft 


donde g es la aceleracion de la gravedad. 


Determinar el angulo 6 tal que el alcance sea un maximo. 

46. Conjetura Considerar las funciones fix) = ix 2 y g(x) = 

bx 4 — ix 2 en el dominio [0, 4]. 

f|® a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
las funciones en el dominio especificado. 

b ) Escribir la distancia vertical d entre las funciones como una 
funcion de x y recurrir al calculo para determinar el valor 
de x respecto al cual d es un maximo. 

c) Encontrar las ecuaciones de las rectas tangentes a las gra- 
ficas de f y g en el punto crftico encontrado en el apartado 

b). Representar graficamente las rectas tangentes. ^Cual es 
la relation entre las rectas? 

d) Enunciar una conjetura acerca de la relation entre las rectas 
tangentes a las graficas de las dos funciones en el valor de 
x al cual la distancia vertical entre las funciones es mas 
grande, y demostrar la conjetura. 


47. Iluminacion Una fuente luminosa se localiza sobre el centra de 
una mesa circular de 4 pies de diametro (ver la figura). Encontrar 
la altura h de la fuente luminosa de modo tal que la iluminacion I 
en el perimetro de la mesa sea maxima si / = fc(sen ci)/s 2 , donde 
.f es la altura oblicua, a es el angulo al cual la luz incide sobre 
la mesa y k es una constante. 



48. Iluminacion La iluminacion a partir de una fuente luminosa 
es directamente proportional a la intensidad de la fuente e 
inversamente proportional al cuadrado de la distancia a partir 
de la fuente. Dos fuentes luminosas de intensidades /j e I 2 se 
encuentran separadas d unidades. (,Que punto del segmento de 
recta que une a las dos fuentes tiene una menor iluminacion? 


49. Tiempo mmimo Un hombre se encuentra en un bote a 2 millas 
del punto mas cercano a la costa. Se dirige al punto Q, localizado 
a 3 millas por la costa y a una milla tierra adentro (ver la figura). 
El hombre puede remar a 2 millas por hora y caminar a 4 millas 
por hora. ^Hacia que punto sobre la costa debe remar para llegar 
al punto Q en el menor tiempo? 



50. Tiempo mmimo Considerar en el ejercicio 49 si el punto Q 
esta sobre la lfnea costera y no a una milla tierra adentro. 

a) Escribir el tiempo de recorrido T como una funcion de a. 

b) Utilizar el resultado del apartado a) para encontrar el tiempo 
mmimo para llegar a Q. 

c) El hombre puede remar a v x millas por hora y caminar a v 2 
millas por hora. Escribir el tiempo T como una funcion de 
a. Mostrar que el punto crftico T depende solo de v t y v 2 y 
no de las distancias. Explicar como este resultado serfa mas 
favorable para el hombre que el resultado del ejercicio 49. 

d) Describir como aplicar el resultado del apartado c) para mi- 
nimizar el costo de construction de un cable de transmision 
electrica que cuesta c 1 dolares por milla bajo el agua y c 2 
dolares por milla sobre tierra. 

51. Tiempo minimo Las condiciones son las mismas que en el 
ejercicio 49 salvo que el hombre puede remar a v 1 millas por 
hora y caminar a v 2 millas por hora. Si 0 l y d 2 son las magnitudes 
de los angulos, mostrar que el hombre llegara al punto Q en el 
menor tiempo cuando 


sen sen 0 2 



52. Tiempo minimo Cuando las ondas luminosas, que viajan en 
un medio transparente, inciden sobre la superficie de un segun- 
do medio transparente, cambian de direction. Este cambio de 
direction recibe el nombre de refraction y se define mediante 
la ley de Snell de la refraction, 
sen 6\ sen ft, 

U v 2 

donde ft, y ft, son las magnitudes de los angulos que se muestran 
en la figura y v 1 y v 2 son las velocidades de la luz en los dos 
medios. Demostrar que este problema es equivalente al del ejer- 
cicio 51, y que las ondas luminosas que viajan de P a Q siguen 
la trayectoria de tiempo minimo. 


P. 



'\ 

Medio 1 

di i 

\ e i 




1 * 

Cl — X 


Medio 2 

L 

d2 


Q 
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53. Dibujar las graficas de /( x) = 2-2 sen x en el intervalo [0, 

77 / 2 ], 

a) Determinar la distancia desde el origen a la intersection 
con el eje y y la distancia desde el origen a la intersec- 
cion con el eje x. 

b) Escribir la distancia d desde el origen hasta un punto 
sobre la grafica de f como una funcion de x. Utilizar una 
herramienta de graficacion para representar d y encontrar 
la distancia minima. 

c) Usar el calculo y la funcion zero o root de una herramienta 
de graficacion para encontrar el valor de x que minimiza 
la funcion d en el intervalo [0, tt/ 2]. ^Cual es la distancia 
minima? ( Proporcionado por Tim Chapell Penn Valley 
Community College , Kansas City, MO) 

54. Costo muiimo Un pozo petrolero marino se encuentra a 2 
kilometres de la costa. La refinerla esta a 4 kilometres por la 
costa. La instalacion de la tuberia en el oceano es dos veces mas 
cara que sobre tierra. ^.Que trayectoria debe seguir la tuberia para 
minimizar el costo? 

55. Fuerza minima Se disena un componente para deslizar un 
bloque de acero con peso W a traves de una mesa y hacia una 
canaleta (ver la figura). Se opone al movimiento del bloque una 
fuerza de friction proporcional a su peso aparente. (Sea k la 
constante de proporcionalidad.) Determinar la fuerza minima 
F necesaria para deslizar el bloque y encontrar el valor corres- 
pondiente de 0. ( Sugerencia : F cos 0 es la fuerza en la direction 
del movimiento, y F sen 0 es la cantidad de fuerza que tiende a 
levantar el bloque. De tal modo, el peso aparente del bloque es 
W — F sen 0.) 



56. Volumen maxima Un sector con angulo central 0 se corta de 
un clrculo de 12 pulgadas de radio (ver la figura), y los hordes 
del sector se juntan para formar un cono. Determinar la magnitud 
de 0 tal que el volumen del cono sea un maximo. 




pies- 


Figura para 57 


57. Andlisis numerico, grafico y analitico Las secciones trans- 
versales de un canal de irrigation son trapezoides isosceles de 


los cuales tres lados miden 8 pies de largo (ver la figura). Deter- 
minar el angulo de elevation 0 de los lados de manera tal que el 
area de la section transversal sea un maximo, completando lo 
siguiente. 

a) Completar anah'ticamente seis renglones de una tabla como 
la siguiente. (Se muestran los dos primeros renglones.) 


Base 1 

Base 2 

Altura 

Area 

8 

8+16 cos 10° 

8 sen 10° 

= 22.1 

8 

8 + 16 cos 20° 

8 sen 20° 

= 42.5 


b) Emplear una herramienta de graficacion para generar ren- 
glones adicionales de la tabla y estimar el area de section 
transversal maxima. ( Sugerencia : Utilizar la funcion table 
de la herramienta de graficacion. ) 

c) Escribir el area de la section transversal A como una funcion 
de 0. 

d) Recurrir al calculo para determinar el punto crftico de la 
funcion en el apartado c) y encontrar el angulo que produ- 
cira la maxima area de section transversal. 

e) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
la funcion del apartado c) y verificar el area maxima de 
section transversal. 


■ 59. 


60. 


a) Hallar la cantidad de dinero que la companfa debe gastar 
en publicidad para producir una utilidad maxima (un ren- 
dimiento maximo). 

b) El punto de disminucion de rendimientos es el punto en 
el cual la tasa de crecimiento de la funcion de utilidad (de 
rendimiento) empieza a declinar. Determinar el punto de 
disminucion de rendimientos. 


Utilidad maxima (beneficio maximo) Suponer que la cantidad 
de dinero depositada en un banco es proporcional al cuadrado de 
la tasa de interes que paga el banco sobre este dinero. Ademas, 
el banco puede reinvertir esta suma a 12%. Determinar la tasa 
de interes que el banco debe pagar para maximizar la utilidad 
(el beneficio). (Utilizar la formula de interes simple.) 

Costo minimo El costo de pedido y transporte C de las com- 
ponentes utilizadas en la fabrication de un producto es 


; 200 x 
C=100| ^ + ^30 


x > 1 


donde C se mide en miles de dolares y x es el tamano del pe- 
dido en cientos. Encontrar el tamano del pedido que mini- 
miza el costo. ( Sugerencia : Utilizar la funcion root de una 
herramienta de graficacion.) 

Disminucion de rendimientos La utilidad (el beneficio) P (en 
miles de dolares) para una companfa que gasta una cantidad v 
(en miles de dolares) en publicidad es 

P = + 6 s 2 + 400. 


Distancia minima En los ejercicios 61 a 63, considerar un centro 
de distribution de combustible localizado en el origen del sistema 
rectangular de coordenadas (unidades en millas; ver las figuras 
en la siguiente pagina). El centro suministra a tres fabricas con 
coordenadas (4, 1), (5, 6) y (10, 3). Los camiones de reparto siguen 
la lfnea y = mx, y Ifneas de alimentation a las tres fabricas. El 
objetivo es determinar m de forma que la suma de las longitudes 
de las b'neas sea lo mas pequena posible. 
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61. Minimizar la suma de los cuadrados de las longitudes de las 
lineas de alimentation dada por 

5 1 = (4/7/ — l) 2 + (5m — 6) 2 + (Wm — 3) 2 . 

Hallar la ecuacion de la rata recta de los camiones mediante este 
metodo y despues determinar la suma de las longitudes de las 
lineas de alimentation. 

62. Minimizar la suma de los valores absolutos de las longitudes de 
las lineas de alimentation dada por 

5 2 = 1 4m - 1| + 1 5m - 6| + |10m - 3|. 

Hallar la ecuacion para la rata recta de los camiones mediante 
este metodo y luego determinar la suma de las longitudes de las 
lineas de alimentation. ( Sugerencia : Utilizarunaherramienta de 
graficacion para representar la funcion S 2 y aproximar el punto 
critico requerido.) 

y y 




63. Minimizar la suma de las distancias perpendiculares (ver los 
ejercicios 87 a 92 en la section P.2) de la linea a las fabricas 
dada por 

1 4m — 1| |5m — 6\ 1 10 m — 3| 

3 Jm 2 + 1 Jm 2 + 1 s/m 2 + 1 

Hallar la ecuacion para la linea mediante este metodo y a conti- 
nuation determinar la suma de las longitudes de los desvios. (Su- 
gerencia: Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
la funcion S 3 y aproximar el punto critico requerido.) 

64. Area maxima Considerar una craz simetrica inscrita en un 
circulo de radio r (ver la figura). 


y 



a) Escribir el area A de la craz como una funcion de x y de- 
terminar el valor de x que maximiza el area. 

b) Escribir el area A de la craz como una funcion de 6 y en- 
contrar el valor de 0 que maximiza el area. 

c) Demostrar que los puntos criticos de los apartados a) y b) 
producen la misma area maxima. ^,Cual es esta area? 



Rio Connecticut 


Cada vez que el rio Connecticut alcanza un nivel de 105 pies sobre el 
nivel del mar, dos operadores de la estacion de control de inundaciones 
en Northampton, Massachusetts, inician una vigilancia horaria del 
rio. Cada 2 horas verifican la altura del mismo, utilizando una escala 
marcada en decimas de pie, y registran los datos en una bitacora. En 
la primavera de 1996, la vigilancia de la crecida se efectuo del 4 de 
abril, cuando el rio alcanzo 105 pies y se elevaba a razon de 0.2 pies 
por hora, hasta el 25 de abril, cuando el nivel regreso de nuevo a 105 
pies. Entre estas fechas, los registros muestran que el rio crecio y 
bajo varias veces, en un punto cercano a la marca de 115 pies. Si el 
rio hubiera alcanzado 115 pies, la ciudad habrfa tenido que cerrar la 
autopista Mount Tom (Ruta 5, al sur de Northampton). 

La grafica siguiente muestra el ritmo o tasa de cambio del nivel 
del rio durante una parte de la vigilancia de la crecida. Recurrir a la 
grafica para responder cada pregunta. 

R 



a) i En que fecha el rio crecio con mayor rapidez? ^Como se 
puede saber? 

b) ^En que fecha el rio tuvo el descenso mas rapido? ^Como 
se puede saber? 

c) Hubo dos fechas seguidas en las que el rio crecio, despues 
bajo, despues crecio de nuevo durante el curso del dia. ^Que 
dia ocurrio lo anterior y como se puede determinar? 

d) Un minuto despues de la medianoche, el 14 de abril, el 
nivel del rio se encontraba en 1 1 1.0 pies. Estimar la altura 
del mismo 24 horas despues y 48 horas despues. Explicar 
como se efectuaron las estimaciones. 

e) El rio alcanzo su valor mas alto en 114.4 pies. ^En que 
fecha ocurrio lo anterior? 

(Propuesto por Mary Murphy, Smith College, Northamp- 
ton, MA) 
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Metodo de Newton 


Aproximar un cero de una funcion utilizando el metodo de Newton. 


Metodo de Newton 


y 



y 



La intersection con el eje x de la recta 
tangente se aproxima a cero de/ 

Figura 3.60 


En esta seccion se estudiara una tecnica para aproximar los ceros reales de una funcion. La 
tecnica recibe el nombre de metodo de Newton y utiliza rectas tangentes para aproximar 
la grafica de la funcion cerca de sus intersecciones con el eje x. 

Para ver como funciona el metodo de Newton, considerar una funcion/que es conti- 
nua en el intervalo [a, b] y derivable en el intervalo (a, b). Si f(a) y f(b ) difieren en signo, 
entonces, por el teorema del valor intermedio,/debe tener al menos un cero en el intervalo 
(a, b). Suponer que se estima que este cero ocurre en 


x = x, 


Primera estimation. 


como se muestra en la figura 3.60a. El metodo de Newton se basa en la suposicion de que 
la grafica de f y la recta tangente en (x 1; f(x,)) cruzan ambas por el eje x en casi el mismo 
punto. Debido a que es muy facil calcular la intersection con el eje x de esta recta tangente, 
es posible utilizarla como una segunda estimacion (y, usualmente, mejor) del cero de/. 
La recta tangente pasa por el punto (x 1; /(x,)) con una pendiente de /'(x,). En la forma de 
punto-pendiente, la ecuacion de la recta tangente es en consecuencia 

y ~ fix i) = f'(x\){x ~ u) 

y = fix i)(x - Xj) + f{x). 

Dejando y = 0 y despejando x, se obtiene 

fixf 

De tal modo, a partir de la estimacion inicial x, se obtiene una nueva estimacion 
_ fix i) 

x 2 x l y/^ y Segunda estimacion (ver la figura 3.60/?). 


fix i) 


Es posible mejorar x 2 y calcular aun una tercera estimacion 



Tercera estimacion. 


La aplicacion repetida de este proceso se denomina metodo de Newton. 


Metodo de Newton 

Quiza Newton fue el primero que describio 
el metodo para aproximar los ceros reales 
de una funcion en su texto Method of 
Fluxions. Aunque el libro lo escribio en 
1 67 1 , no se publico hasta 1736. Entre 
tan to, en 1690, Joseph Raphson (1648- 
1715) publico un artlculo que describia 
un metodo para aproximar los ceros reales 
de una funcion que era muy similar al de 
Newton. Por esta razon, el metodo a veces 
recibe el nombre de metodo de Newton- 
Raphson. 


METODO DE NEWTON PARA APROXIMAR LOS CEROS DE UNA FUNCION 


Sea /(c) = 0, donde / es derivable en un intervalo abierto que contiene a c. Entonces, 
para aproximar c, se siguen los siguientes pasos. 


1 . 

2 . 


3. 


Se efectua una estimacion inicial x, que es cercana a c. (Una grafica es util.) 
Se determina una nueva aproximacion 


fix,) 

fix,)' 


Si lx„ — x„ +1 l esta dentro de la precision deseada, dejar que x„ +1 sirva como la 
aproximacion final. En otro caso, volver al paso dos y calcular una nueva aproxi- 
macion. 


Cada aplicacion sucesiva de este procedimiento recibe el nombre de iteracion. 
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WlilLP Para muchas funciones, con 
unas pocas iteraciones del metodo de 
Newton, se conseguiran errores de 
aproximacion muy pequenos como 
muestra el ejemplo 1 . ■ 


y 



La primera iteracion del metodo de 
Newton 

Figura 3.61 


y 


f(x) = 2x' + x 2 — x + 1 2 -- 



Despues de ties iteraciones del metodo de 
Newton, el cero de/se aproxima hasta la 
exactitud deseada 

Figura 3.62 


EJEMPLO I Aplicacion del metodo de Newton 

Calcular tres iteraciones del metodo de Newton para aproximar un cero de f(x) = x 2 — 2. 
Utilizarx! = 1 como la estimation inicial. 

Solution Como fix) = x : — 2, se tiene que f'(x) = 2x, y el proceso iterativo esta dado 
por la formula 

_ /(*„) = _ x 2 - 2 

X " +1 X " A*n) Xn 2x„ ■ 

Los calculos para tres iteraciones se muestran en la tabla. 


n 

x„ 

/CO 

/'(O 

/CO 

/'(O 

fix,,) 

n /'(O 

i 

1.000000 

- 1.000000 

2.000000 

-0.500000 

1.500000 

2 

1.500000 

0.250000 

3.000000 

0.083333 

1.416667 

3 

1.416667 

0.006945 

2.833334 

0.002451 

1.414216 

4 

1.414216 






Desde luego, en este caso, se sabe que los dos ceros de la funcion son ±\/2. Hasta seis 
lugares decimales, "\/2 = 1.414214. De tal modo, despues de solo tres iteraciones del metodo 
de Newton, se obtiene una aproximacion que esta dentro de 0.000002 de una raiz real. La 
primera iteracion de este proceso se muestra en la figura 3.61. 

EJEMPLO 2 Aplicacion del metodo de Newton 

Utilizar el metodo de Newton para aproximar los ceros de 
f(x) = 2x 3 + x 2 — x + 1. 

Continuar las iteraciones hasta que dos aproximaciones sucesivas difieran por menos de 
0.0001. 

Solucion Empezar dibujando una grafica de /, como se muestra en la figura 3.62. A partir 
de la grafica, se puede observar que la funcion tiene solo un cero, el cual ocurre cerca de 
x = — 1.2. A continuacion, derivar / y construir la formula iterativa 

_ /(*») = _ 2X » + X n - *n + 1 

X " +1 X " /'CO X " 6x„ 2 + 2x„-l • 

Los calculos se muestran en la tabla. 


n 

x „ 

/(O 

f'(x„) 

fix,,) 

.f’ix n ) 

fix,,) 
" fix,,) 

i 

-1.20000 

0.18400 

5.24000 

0.03511 

-1.23511 

2 

- 1.23511 

-0.00771 

5.68276 

-0.00136 

- 1.23375 

3 

-1.23375 

0.00001 

5.66533 

0.00000 

- 1.23375 

4 

-1.23375 






Como dos aproximaciones sucesivas difieren por menos del valor requerido de 0.0001, se 
puede estimar el cero de / como — 1.23375. 
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y 

f(x) = x m 



El metodo de Newton no converge para 
todo valor de x distinto del cero real de / 

Figura 3.64 


Cuando, como en los ejemplos 1 y 2, las aproximaciones tienden a un limite, se dice 
que la sucesion x u x 2 , x 3 ,..., x n ,. . . converge. Ademas, si el limite es c, puede demostrarse 
que c debe ser un cero de /. 

El metodo de Newton no siempre produce una sucesion convergente. La figura 3.63 
ilustra una situation asi. Debido a que el metodo de Newton implica la division entre f'(x„), 
es claro que fallara si la derivada es cero para cualquier x n en la sucesion. Cuando existe 
este problema, es facil superarlo eligiendo un valor diferente para x t . Otra forma en la que 
el metodo de Newton puede fallar se muestra en el siguiente ejemplo. 


y 



El metodo de Newton no converge si /'(x)„ = 0 

Figura 3.63 


EJEMPLO 3 Ejemplo en el que el metodo de Newton falla 

La funcion f(x) = a j ' /3 no es derivable en x = 0. Demostrar que el metodo de Newton no 
converge al utilizar jq = 0. 1. 


Solution Como f'(x) = r,x 2/3 , la formula iterativa es 

/CO 


X n+ t = X n 


f\ X n) 


■ 1/3 


hx _2 / 3 

3 X n 


= x n - 3x n 
= ~2x„. 


Los calculos se presentan en la tabla. Esta tabla y la figura 3.64 indican que x„ continua 
creciendo en magnitud a medida que n oo, y por ello el limite de la sucesion no existe. 


n 

x „ 

/(*„) 

f'( x „) 

/(*„) 

/VJ 

/(*■) 
" /'(*„) 

i 

0.10000 

0.46416 

1.54720 

0.30000 

-0.20000 

2 

-0.20000 

-0.58480 

0.97467 

-0.60000 

0.40000 

3 

0.40000 

0.73681 

0.61401 

1.20000 

-0.80000 

4 

-0.80000 

-0.92832 

0.38680 

-2.40000 

1.60000 


En el ejemplo 3, la estimacion inicial x, = 0 . 1 no produce una sucesion convergente. Intentar 
demostrar que el metodo de Newton tambien falla para cualquier otra eleccion de x 1 (distinta del cero 
real). ■ 


The Granger Collection 
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CAPITULO 3 


Aplicaciones de la derivada 


m 



Niels Henrik Abel (1802-1829) 



Evariste Galois (1811-1832) 

Aunque las vidas tanto de Abel como de 
Galois fueron breves, su trabajo en el campo 
del analisis y el algebra abstracta tuvieron 
un gran alcance. 


Es posible demostrar que una condicion suficiente para producir la convergencia del 
metodo de Newton a un cero de/es que 

< 1 Condicion para convergencia. 

en un intervalo abierto que contenga al cero. Por ejemplo, en el ejemplo 1 en donde f(x ) = 
x 2 — 2, /'(x) = 2x, f"(x) = 2, se tendra 


[/'(*) l 2 


/(x)/"(x) 


(* 2 - 2) (2) 


1 1 

[/'W ] 2 


4x 2 


2 x 2 


Ejemplo 1. 


En el intervalo (1,3), esta cantidad es menor que 1 y, en consecuencia, se garantiza la con- 
vergencia del metodo de Newton. Por otro lado, en el ejemplo 3, se tiene fix) = x 1/3 , f'(x) 
= ix~ 2/3 ,f"(x) = -|x- 5/3 y 


/(x)/"(x) 


x 1 / 3 (-2/9)(x- 5 / 3 ) 

[/W 


(l/9)(x -4/3 ) 


Ejemplo 3. 


que no es menor que 1 para ningun valor de x, por lo que el metodo de Newton no con- 
vergera. 


Soluciones algebraicas de ecuaciones polinomiales 

Los ceros de algunas funciones, tales como 

/(x) = x 3 — 2x 2 — x + 2 

pueden determinarse mediante tecnicas algebraicas simples, tales como la factorizacion. 
Los ceros de otras funciones, tales como 

f(x) = x 3 — x + 1 

no pueden determinarse mediante metodos algebraicos elementales. Esta funcion particular 
solo tiene un cero real, y utilizando tecnicas algebraicas mas avanzadas se puede determinar 
que el cero es 

jz — V23/3 /z + V23/3 

V 6 V 6 

Como la solucion exacta se escribe en terminos de rafces cuadradas y rafces cubicas, esta 
se denomina una solucion por radicales. 

■JlilK Intentar la aproximacion del cero real de f(x) = x 3 — x + 1 y comparar el resultado con la 
solucion exacta dada arriba. ■ 

La determinacion de las soluciones radicales de una ecuacion polinomial es uno de 
los problemas fundamentales del Algebra. El primero de este tipo de resultados es la 
formula cuadratica, que data por lo menos de los tiempos de los babilonicos. La formula 
general para los ceros de una funcion cubica se desarrollo mucho despues. En el siglo xvi 
un matematico italiano, Girolamo Cardano, publico el metodo para encontrar soluciones 
radicales a ecuaciones cubicas y de cuarto grado. Despues, durante 300 anos, el problema 
de encontrar una formula general para el quinto grado permanecio sin resolver. Por ultimo, 
en el siglo xix, el problema fue resuelto de manera independiente por dos jovenes matema- 
ticos. Niels Henrik Abel, un matematico noruego y Evariste Galois, un matematico frances, 
demostraron que no es posible resolver una ecuacion polinomial general de quinto grado 
(o mayor) por medio de radicales. Desde luego, se pueden resolver ecuaciones particulares 
de quinto grado tales como x 5 — 1 = 0, pero Abel y Galois fueron capaces de demostrar 
que no existe una solucion general por radicales. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, completar dos iteraciones del metodo de 
Newton para la funcion utilizando la estimacion inicial indicada. 

1. /( x)=x 2 -5, x 1 = 2.2 2. fix) = x 3 — 3, x, = 1.4 

3. fix) = cos x, x 1 = 1 .6 4. fix) = tan x, x l = 0.1 


En los ejercicios 5 a 14, aproximar el (los) cero(s) de la funcion. 
Utilizar el metodo de Newton y continuar el proceso hasta que 
dos aproximaciones sucesivas difieran en menos de 0.001. Despues 
encontrar el (los) cero(s) utilizando una herramienta de gralicacion 

y comparar los resultados. 


5. fix) = x 3 + 4 

6. fix) = 2 — x 3 

7. fix) = x 3 + x - 1 

8. fix) = x 5 + x — 1 

vo 

II 

L/t 

s. 

1 

1 

10. fix) = x — 2 Jx + 1 

11. fix) = x 3 - 3.9x 2 + 4.79x 

12. fix) = x 4 + x 3 - 1 

- 1.881 

13. fix) = — x + senx 

14. fix) = x 3 — cos x 


En los ejercicios 15 a 18, aplicar el metodo de Newton para 
aproximar el (los) valor(es) de x del (los) punto(s) indicado(s) 
de interseccion de las dos graficas. Continuar el proceso hasta 
que dos aproximaciones sucesivas difieran por menos de 0.001. 
[Sugerencia: Sea h(x) = fix ) — g(x).] 


15. fix) = 2x + 1 
g(x ) = Jx + 4 


16- fix) = 3 - x 
gix) = l/(x 2 + 1) 



17. fix) = x 
gix) = tanx 


18. fix) = x 2 
g(x) = COS X 



19. Regia de la mecanica La regia de la mecanica para aproximar 
y/a, a > 0, es 

x„ + i = \{x n + ~j’ n = 1,2, 3 . . . 
donde x 1 es una aproximacion de y/a. 


a) Utilizar el metodo de Newton y la funcion f(x) = x 2 — a 
para derivar la regia de la mecanica. 

b) Utilizar la regia de la mecanica para aproximar \/5 y Jl 
hasta tres decimales. 

20. a) Emplear el metodo de Newton y la funcion f(x) = x" — a 
para obtener una regia general relativa a la aproximacion 
de x = J~a. 

b) Utilizar la regia general que se encontro en el apartado 
a) para aproximar A/ / 6~y \/l5 hasta tres decimales. 


En los ejercicios 21 a 24, aplicar el metodo de Newton utilizando la 
estimacion inicial indicada y explicar por que falla el metodo. 

21. y = 2x 3 — 6x 2 + 6x — 1, x, = I 

22. y = x 3 — 2x — 2, Xj = 0 


y 




Figura para 22 


23. fix) = —x 3 + 6x 2 — lOx + 6, Xj = 2 

24. f(x) = 2 sen x + cos 2x, x 1 = 




Figura para 23 Figura para 24 


Punto fijo En los ejercicios 25 y 26, aproximar el punto Hjo de 
la funcion hasta dos lugares decimales. [Un punto fijo x (l de una 
funcion / es un valor de x tal que f(x„) = x (l .J 

25. fix) = cos x 

26. fix) = cotx, 0 < x < TT 

27. Utilizar el metodo de Newton para que la ecuacion x n + 1 = 
x„(2 — ax,) pueda utilizarse para aproximar 1 /a si x 1 es una 
estimacion inicial del reclproco de a. Notar que este metodo de 
aproximacion de reclprocos utiliza solo las operaciones de resta 
y producto. [Sugerencia: Considerar fix) = (l/x) — a.] 

28. Utilizar el resultado del ejercicio anterior para aproximar a) 1 
y b) jj hasta tres decimales. 
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Desarrollo de conceptos 


29. 


Considerar la funcion fix) = x 3 — 3X 2 + 3. 

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar /. 

b) Utilizar el metodo de Newton con x, = 1 como esti- 
mation initial. 

c ) Repetir el apartado b) utilizando x 1 = l como estima- 
tion initial y observar que el resultado es diferente. 

d ) Para comprender por que los resultados de los apartados 
b ) y c) son diferentes, dibujar las rectas tangentes a la 
grafica de/en los puntos (1,/(1)) y (i,/(i)).Determi- 
nar la intersection con el eje x de cada recta tangente y 
comparer las intersecciones con la primera iteration del 
metodo de Newton utilizando las estimaciones iniciales 
respectivas. 

e) Escribir un breve parrafo en el que se resuma la forma 
en que funciona el metodo de Newton. Utilizar los 
resultados de este ejercicio para describir por que 
es importante seleccionar con cuidado la estimation 
inicial. 


30. Repetir los pasos en el ejercicio 29 para la funcion /( x) = sen 
x con estimaciones iniciales de x x = 1.8 yjq = 3. 

31. En sus propias palabras y utilizando un dibujo, describir 
el metodo de Newton para aproximar los ceros de una fun- 
cion. 


Para discusion 


32. r,Bajo cuales condiciones fallara el metodo de Newton? 


En los ejercicios 33 y 34, aproximar el punto critico de f en el 
intervalo (0, ir). Dibujar la grafica de f, marcando cualquier 
extremo. 

33. f(x) = x cos x 34. fix ) = x sen x 

En los ejercicios 35 a 38, se incluyen algunos problemas tipicos 
de las secciones previas de este capitulo. En cada caso, utilizar el 
metodo de Newton para aproximar la solution. 

35. Distancia minima Hallar sobre la grafica de fix) = 4 — xr el 
punto mas cercano al punto (1,0). 

36. Distancia minima Encontrar sobre la grafica de fix) = x 2 el 
punto mas cercano al punto (4, —3). 

37. Tiempo minima Se encuentra en un bote a 2 millas del punto 
mas cercano sobre la costa (ver la figura) y se dirige al punto 
Q, que se ubica a 3 millas por la costa y a 1 milla tierra adentro. 
Tiene la posibilidad de remar a 3 millas por hora y de caminar 
a 4 millas por hora. ^Hacia que punto sobre la costa debe remar 
para llegar a Q en el tiempo mi'nimo? 


3 _ ^ 



38. Medicina La concentration C de un compuesto quimico en 
el flujo sanguineo t horas despues de la inyeccion en el tejido 
muscular esta dada por C = (if + 0/(50 + 0). ^Cuando es mas 
grande la concentration? 

39. Crimen El numero total de arrestos T (en miles) para hombres 
de 14 a 27 anos en 2006 esta aproximado por el modelo 

T = 0.602x 3 - 41.44.x 2 + 922.8x - 6 330, 14 < x < 27 


donde x es la edad en anos (ver la figure). Aproximar las dos 
edades que completen un total de 225 arrestos. ( Fuente : U.S. 
Departmen t of Justice) 


T 


400 - 



300 - 

\ 


/ 


/ 

100 - 

1 

l 

L AH — t — 1 — 1 — H 


12 16 20 24 28 


Edad (en anos) 


Figura para 39 


p 



Gastos de publicidad 
(en decenas de miles de dolares) 

Figura para 40 


40. Costos de publicidad Una companla que produce reproduc- 
tores de discos compactos portables estima que la ganancia por 
la venta de un modelo particular es 


P = -76x 3 + 4 830.x 2 - 320 000, 0<x<60 


donde P es la ganancia en dolares y x es el gasto de publicidad 
en 10 000 dolares (ver la figura). De acuerdo con este modelo, 
determinar la mas pequena de dos cantidades de publicidad que 
producirfan una ganancia P de 2 500 000 dolares. 


Verdadero o falso? En los ejercicios 41 a 44, determinar si el 

enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por que o 

proporcionar un contraejemplo. 

41. Los ceros de fix) = p(x)/q(x) coinciden con los ceros de p(x). 

42. Si los coeficientes de una funcion polinomial son todos positivos, 
entonces el polinomio no tiene ceros positivos. 

43. Si f(x ) es un polinomio cubico tal que f'{x) nunca es cero, en- 
tonces cualquier estimation inicial forzara a que el metodo de 
Newton converja al cero de/. 

44. Las rafces de -sjfix) = 0 coinciden con las ralces de fix) = 0. 

45. Rectas tangentes La grafica de fix) = —sen x tiene un numero 
infinite de rectas tangentes que pasan por el origen. Utilizar el me- 
todo de Newton para aproximar la pendiente de la recta tangente 
que tenga la pendiente mas grande hasta tres lugares decimales. 

46. Punto de tangencia En la figura se muestra la grafica de 
fix) = cos x y una lrnea tangente de / que pasa por el origen. 
Encontrar las coordenadas del punto de tangencia con una 
aproximacion de tres decimales. 
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Diferenciales 


■ Entender el concepto de una aproximacion por medio de una recta tangente. 

■ Comparar el valor de la diferencial, dy, con el cambio real en y, Ay. 

■ Estimar un error propagado utilizando una diferencial. 

■ Encontrar la diferencial de una funcion utilizando formulas de derivation. 


EXPLORACION 

Aproximacion mediante la recta 
tangente Usar una herramienta de 
graficacion para representar 

f(x) = x 2 . 

En la misma ventana de observa- 
tion, representar la recta tangente 
a la grafica de f en el punto (1, 1). 
Realizar un doble acercamiento en 
el punto de tangencia. ^La herra- 
mienta de graficacion distingue las 
dos graficas? Utilizar la caracterfsti- 
ca trace para comparar las dos gra- 
ficas. A medida que los valores de 
x se acercan mas a 1, £que se puede 
decir acerca de los valores de yl 


Aproximaciones por recta tangente 

El metodo de Newton (seccion 3.8) es un ejemplo del uso de una recta tangente a una grafica 
para aproximar la grafica. En esta seccion se estudiaran otras situaciones en las cuales la 
grafica de la funcion puede aproximarse mediante una lfnea recta. 

De inicio, considerar una funcion / que es derivable en c, la ecuacion para la recta 
tangente en el punto (c, /(c)) esta dada por 

y ~f(c) =f\c){x - c) 

y = /(c) + - c ) 


y es llamada aproximacion por medio de una recta tangente (o aproximacion lineal) 

de/ en c. Como c es una constante, y es una funcion lineal de x. Ademas, restringiendo los 
valores de x de modo que sean suficientemente cercanos a c, los valores de y pueden utilizarse 
como aproximaciones (hasta cualquier precision deseada) de los valores de la funcion /. En 
otras palabras, cuando x — > c, el lfmite de y es f(c). 


EJEMPLO I Utilization de la aproximacion por medio 
de una recta tangente 



La aproximacion de la recta tangente de/ 
en el punto (0, 1) 

Figura 3.65 


Determinar la aproximacion por medio de una recta tangente de 
fix) = 1 + sen* 

en el punto (0, 1). Utilizar despues una tabla para comparar los valores y de la funcion lineal 
con los de f(x ) en un intervalo abierto que contenga a x = 0. 

Solution La derivada de / es 

fix) — COS X. Primera derivada. 

De tal modo, la ecuacion de la recta tangente a la grafica de / en el punto (0, 1) es 

y-f( 0) = mix - o) 
y ~ i = (i)(* - o) 

y = 1 + X. Aproximacion por la recta tangente. 

La tabla compara los valores de y dados por esta aproximacion lineal con los valores de fix) 
cerca de x = 0. Advertir que cuanto mas cercana es x a 0, tanto mejor es la aproximacion. 
Esta conclusion se refuerza por medio de la grafica que se muestra en la figura 3.65. 


X 

-0.5 

-0.1 

-0.01 

0 

0.01 

0.1 

0.5 

fix) = 1 + sen* 

0.521 

0.9002 

0.9900002 

1 

1.0099998 

1.0998 

1.479 

y = 1 + x 

0.5 

0.9 

0.99 

1 

1.01 

1.1 

1.5 


■ dUM Asegurarse de ver que esta aproximacion lineal de//) = 1 + sen x depende del punto de 
tangencia. En un punto diferente sobre la grafica de/, se obtendrfa una aproximacion mediante la recta 
tangente diferente. ■ 
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y 



Cuando Ax es pequena, A y = f(c + Ax) - 
/(c) es aproximada por /' (c) Ax 

Figura 3.66 


Diferenciales 

Cuando la recta tangente a la grafica de f en el punto (c, /(c)) 

y = /(c) + f'(c)(x — c) Recta tangente en (c, /(c)). 

se usa como una aproximacion de la grafica de /, la cantidad x — c recibe el nombre de 
cambio en x, y se denota mediante Ax, como se muestra en la figura 3.66. Cuando Ax es 
pequena, el cambio en y (denotado por Ay) puede aproximarse como se muestra. 


A/ =/(c + Ax) -/(c) 
« f(c)Ax 


Cambio real en y. 

Cambio aproximado en y. 


Para una aproximacion de este tipo, la cantidad Ax tradicionalmente se denota mediante 
dx, y recibe el nombre de la diferencial de x. La expresion /'(x) dx se denota por dy, y se 
denomina la diferencial dey. 


DEFINICION DE DIFERENCIALES 


Considerar que y = /(x) representa una funcion que es derivable en un intervalo 
abierto que contiene a x. La diferencial de x (denotada por dx) es cualquier numero 
real distinto de cero. La diferencial dey (denotada por dy) es 

dy = f'(x) dx. 


En muchos tipos de aplicaciones, la diferencial de y puede utilizarse como una aproximacion 
del cambio en y. Esto es 

Ay ~ dy o Ay ~ fix) dx. 



El cambio eny, Ay, se aproxima por la 
diferencial dey, dy 

Figura 3.67 


EJEMPLO 2 Comparacion de Ay y dy 

Seay = x 2 , determ itiar dy cuando x = 1 y dx = 0.01. Comparar este valor con Ay para x = 1 
y Ax = 0.01. 

Solucion Como y = /(x) = x 2 , se tiene f(x) = 2x, y la diferencial dy esta dada por 

dy = fix) dx = /'(l)(0.0l) = 2(0.01) = 0.02. Diferencial dey. 

Ahora, utilizando Ax = 0.01, el cambio en y es 

Ay = fix + Ax) -fix) =/(1.01) -/( 1) = (1.01) 2 - l 2 = 0.0201. 

La figura 3.67 muestra la comparacion geometrica de dy y Ay. Intente comparar otros valores 
de dy y Ay. Vera que los valores se aproximan cada vez mas entre sf cuando dx( o Ax) tiende 
a cero. 


En el ejemplo 2, la recta tangente a la grafica de fix) = x 2 en x = 1 es 

y = 2x — 1 O g(x) = 2x — 1. Recta tangente ala grafica de/enx = 1. 

Para valores de x cercanos a 1 , esta recta es cercana a la grafica de /, como se muestra en 
la figura 3.67. Por ejemplo 


/(1.01) = 1.01 2 = 1.0201 y g(1.01) = 2(1.01) - 1 = 1.02. 
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0.7 


Cojinete de bola con el radio medido que 
no tiene un error mayor de 0.01 pulgadas 

Figura 3.68 


Propagacion del error 

Los ffsicos e ingenieros tienden a hacer un uso libre de las aproximaciones de Ay mediante 
dy. Asf sucede en la practica al estimar los errores propagados por los aparatos (dispositivos) 
de medida. Por ejemplo, si x denota el valor medido de una variable y x + Ax representa 
el valor exacto, entonces Ax es el error de medida (medicion). Por ultimo, si el valor me- 
dido x se usa para calcular otro valor /(x), la diferencia entre /(x + Ax) y /(x) es el error 
propagado. 

Error de Error 

medicion propagado 

f{x + Ax) - fix) = Ay 

Valor Valor 

exacto medido 


EJEMPLO 3 Estimacion del error 

Se mide el radio de una bola de un cojinete y se encuentra que es igual a 0.7 pulgadas, como 
se muestra en la figura 3.68. Si la medicion no tiene un error mayor que 0.01 pulgadas, 
estimar el error propagado en el volumen V de la bola del cojinete. 

Solucion La formula para el volumen de una esfera es V = fur 3 , donde r es el radio de 
la esfera. De tal modo, es posible escribir 


r = 0.7 


Radio medido. 


y 


0.01 < A r < 0.01. Error posible. 

Para aproximar el error propagado en el volumen, se diferencia V para obtener dV/dr = 
4 tt r 2 y se escribe 

Ay « dv 

= Ajrr 2 dr 
= 4tt-(0.7) 2 (±0.01) 

~ ±0.06158 pulgadas cubicas 

De este modo, el volumen ha propagado un error de casi 0.06 pulgadas cubicas. 


Aproximar AV con dV. 


Sustituir r y dr. 


^El error propagado en el ejemplo 3 es grande o pequeno? La respuesta se indica de 
mejor manera en terminos relativos al comparar dV con V. La proporcion 


dV _ 4 jrr 2 dr 
V |7rr 3 
_ 3 dr 
r 

- 53 (±aol) 

« ±0.0429 


Cociente de dV y V. 
Simplificar. 
Sustituir dr y r. 


recibe el nombre de error relativo. El correspondiente error porcentual es aproximada- 
mente 4.29%. 
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CAPITULO 3 


Aplicaciones de la derivada 


Calculo de diferenciales 

Cada una de las reglas de derivation que se estudiaron en el capftulo 2 pueden escribirse en 
forma diferencial. Por ejemplo, suponer que u y v son funciones derivables de x. A partir 
de la definition de diferenciales, se tiene 

du = u' dx y dv = v ' dx. 

De tal manera, se puede escribir la forma diferencial de la regia del producto como se 
muestra a continuation. 


d[uv\ = — \ uv ] dx 
dx 

— [uv' + vu'\ dx 
= uv' dx + vu' dx 
= u dv + v du 


Diferencial de uv. 
Regia del producto. 


FORMULAS DIFERENCIALES 

Sean u y v funciones diferenciables de x. 

Multiplo constante: d[cu\ = c du 

Sutna o diferencia: d[u ± v] = du ± dv 

Producto: d[uv\ = u dv + v du 

v du — u dv 


Cociente: 


EJEMPLO 4 Determination de diferenciales 



Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) 

Tanto a Leibniz como a Newton se les 
acredita como creadores del calculo. Sin 
embargo, fue Leibniz quien trato de 
ampliar el calculo formulando reglas y la 
notation formal. A menudo pasaba dias 
eligiendo una notacion adecuada para un 
nuevo concepto. 



Funcion 

Derivada 

Diferencial 

fl) 

y = x 2 

dx 

dy = 

2x dx 

b ) 

y = 2 senx 

dy 

— = 2 cos x 
dx 

dy = 

2 cos x dx 

c ) 

y = x cos x 

dy 

— i = — xsenx + cosx 
dx 

dy = 

(—x senx + cosx) dx 

d) 

-Hi K 

II 

dy 1 

dx x 2 

dy = 

dx 


La notacion en el ejemplo 4 recibe el nombre de notacion de Leibniz para derivadas 
y diferenciales, en honor del matematico aleman Gottfried Wilhelm Leibniz. La belleza 
de esta notacion se debe a que proporciona una forma facil de recordar varias formulas de 
calculo importantes al dar la apariencia de que las formulas se derivaron de manipulaciones 
algebraicas de diferenciales. Por ejemplo, en la notacion de Leibniz, la regia de la cadena 

dy _ dy du 
dx du dx 

parecerfa ser verdadera debido a que las du se anulan. Aunque este razonamiento es inco- 
rrecto, la notacion ayuda a recordar la regia de la cadena. 
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EJEMPLO 5 Diferencial de una funcion compuesta 


y = fix) — sen 3x 
fix) = 3 cos 3x 


dy = f'(x) dx — 3 cos 3x dx 


Funcion original. 

Aplicacion de la regia de la cadena. 
Forma diferencial. 


EJEMPLO 6 Diferencial de una funcion compuesta 


y = fix) = (x 2 + i) 1/2 


Funcion original. 


f M r )(% 2 4" 1 ) ^“(2x) . — = — - — - Aplicacion de la regia de la cadena. 

I VX" + 1 


dy = f'(x) dx = 


Va 2 + 1 


dx 


Forma diferencial. 


Las diferenciales pueden utilizarse para aproximar valores de funciones. Para realizar 
esto con respecto a la funcion dada por y = f(x), utilizar la formula 

fix + Ax) ~ fix) + dy = fix) + fix) dx 

la cual se deriva de la aproximacion Ay = f(x + Ax) — f(x ) ~ dy. La clave para utilizar 
esta formula es elegir un valor de x que facilite el calculo, como se muestra en el ejemplo 
7. (Esta formula es equivalente a la recta tangente de aproximacion dada anteriormente en 
esta seccion.) 


EJEMPLO 7 Aproximacion de los valores de una funcion 

Utilizar diferenciales para aproximar V 16.5 . 

Solucion Utilizando f(x ) = \fx, se puede escribir 
fix + Ax) ~ fix) + fix) dx = V x H -p dx. 

A \ -V % 

Ahora bien, eligiendo x = 16 y dx = 0.5, se obtiene la siguiente aproximacion 
fix + Ax) = VTK5 = Vl6 + 2 J ]6 (0.5) = 4 + = 4.0625 

6 -- 

La aproximacion por medio de la recta tangente a f(x) = \fx en x = 16 es la lfnea 
g(x) = gx + 2. Para valores de x cercanos a 16, las graficas de / y g son muy proximas entre 
sr, como se muestra en la figura 3.69. Por ejemplo, 

/( 16.5) = ^163 » 4.0620 y g(16.5) = ^(16.5) + 2 = 4.0625. 

4 8 12 16 20 

-2 -- De hecho, si se usa una herramienta de graficacion para realizar un acercamiento al punto 

de tangencia (16, 4), se vera que las dos graficas parecen coincidir. Advertir tambien que a 
Figura 3.69 medida que se aleja del punto de tangencia, la aproximacion lineal es menos exacta. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, determinar la ecuacion de la recta tangente 
T a la grafica de f en un punto dado. Utilizar esta aproximacion 
lineal para completar la tabla. 


X 

1.9 

1.99 

2 

2.01 

2.1 

fix) 






T(x) 







23. y 24. y 




1. 

fix) 

= X 2 , 

(2, 4) 

2. 

fix) 

6 

“ X 2 ’ 

H) 

3. 

fix) 

= x 5 . 

(2, 32) 

4. 

fix) 

= ~Jx, 

(2, Jl) 

5. 

fix) 

= senx 

, (2, sen 2) 

6. 

fix) 

= CSC X 

, (2, esc 2) 


En los ejercicios 7 a 10, utilizar la information para evaluar y 
comparar Ay y dy. 


7. 

II 

x = 1 

Ax = 

dx = 

0.1 

8. 

II 

1 

x = 0 

Ax = 

dx = 

-0.1 

9. 

y = x 4 + 1 

x = — 1 

Ax = 

dx = 

0.01 

10. 

1 

(N 

II 

x — 2 

Ax = 

dx = 

0.01 


En los ejercicios 11 a 20, determinar la diferencial dy de la funcion 
indicada. 


11. 

y 

= 3x 2 - 4 

13. 

y 

x + 1 



2x - 1 

15. 

y 

= xVl ~ x 2 

17. 

y 

= 3x — sen 2 x 

19. 


1 / 6ttx — 

y 

— ~ COS 

^ \ ? 


12. y = 3x 2 / 3 
14. y = 79 - X 2 


16. y 
18. y 
20. y 



X cosx 
sec 2 x 
x 2 + 1 


En los ejercicios 21 a 24, emplear diferenciales y la grafica de f 
para aproximar a) f(1.9) y b ) ,f(2.04). 

21 . y 22 . y 




En los ejercicios 25 y 26, utilizar diferenciales y la grafica de g' 
para aproximar a) g( 2.93) y b) g(3.1) dado que g(3) = 8. 

25. y 26. y 




27. Area Se encuentra que la medicion del lado de un cuadrado 
es igual a 10 pulgadas, con un posible error de 35 de pulgada. 
Usar diferenciales para aproximar el posible error propagado en 
el calculo del area del cuadrado. 

28. Area Se encuentra que las mediciones de la base y la altura 
de un triangulo son iguales, respectivamente, a 36 y 50 cm. El 
posible error en cada medicion es de 0.25 cm. Emplear diferen- 
ciales para aproximar el posible error propagado en el calculo 
del area del triangulo. 

29. Area Se mide el radio del extremo de un tronco y se encuentra 
que es igual a 16 pulgadas, con un posible error de \ de pulgada. 
Utilizar diferenciales para aproximar el posible error propagado 
en el calculo del area del extremo del tronco. 

30. Volumen y area superficial La medicion del borde de un cubo 
indica un valor de 15 pulgadas, con un error posible de 0.03 
pulgadas. Utilizar diferenciales para aproximar el maximo error 
de propagation posible en el calculo de a) el volumen del cubo 
y b) el area superficial del cubo. 

31. Area La medicion del lado de un cuadrado produce un valor 
igual a 12 cm, con un posible error de 0.05 cm. 

a) Aproximar el error porcentual en el calculo del area del 
cuadrado. 

b) Estimar el maximo error porcentual permisible en la medi- 
cion del lado si el error en el calculo del area no fue mayor 
que 2.5%. 

32. Circunferencia La medicion de la circunferencia de un tircu- 
lo produce un valor de 64 centfmetros, con un posible error de 
0.9 centimetros. 

a) Aproximar el error porcentual en el calculo del area del 
cfrculo. 
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b) Estimar el maximo error porcentual permisible en la me- 
dicion de la circunferencia si el error en el calculo del area 
no excede de 3%. 

33. Volumen y area superficial Se mide el radio de una esfera y se 
encuentra un valor de 8 pulgadas, con un posible error de 0.02 
pulgadas. Utilizar diferenciales para aproximar el maximo error 
posible en el calculo de a) el volumen de la esfera, b ) el area 
superficial de la esfera y c) los errores reladvos en los apartados 
a) y b). 

34. Distancia de frenado La distancia total T en la que se detiene 
un vehfculo es 

T = 2.5x + 0.5x 2 

donde T esta en pies y x es la velocidad en millas por hora. 
Aproximar el cambio y el porcentaje de cambio en la distancia 
total de frenado conforme la velocidad cambia de x = 25 a 
x = 26 millas por hora. 

Volumen En los ejercicios 35 y 36, el espesor de cada cubierta 
es de 0.2 cm. Utilizar diferenciales para aproximar el volumen de 
cada cubierta. 

35. 0.2 cm 36. 

^ 40 cm 
5 cm 

37. Pendulo El periodo de un pendulo esta dado por 
T=2ir 

donde L es la longitud del pendulo en pies, g es la aceleracion 
debida a la gravedad y T es el tiempo en segundos. El pendulo 
se ha sometido a un aumento de temperatura tal que la longitud 
ha aumentado en 

a) Encontrar el cambio porcentual aproximado en el periodo. 

b) Utilizando el resultado del apartado a), encontrar el error 
aproximado en este reloj de pendulo en 1 dia. 

38. Ley de Ohm Una corriente de / amperes pasa por un resistor 
de R ohms. La ley de Ohm establece que el voltaje E aplicado 
al resistor es E = IR. Si el voltaje es constante, demostrar que 
la magnitud del error relativo en R provocado por el cambio en 
1 es igual en magnitud al error relativo en I. 

39. Mediciones de triangulos Se encuentra que la medicion de 
un lado de un triangulo rectangulo es igual a 9.5 pulgadas y que 
el angulo opuesto a ese lado es de 26°45' con un error posible 
de 15'. 

a) Aproximar el error porcentual en el calculo de la longitud 
de la hipotenusa. 

b) Estimar el maximo error porcentual permisible en la me- 
dicion del angulo si el error en el calculo de la longitud de 
la hipotenusa no puede ser mayor que 2%. 



0.2 cm 



>-*-100 cm->- 


40. Area Aproximar el error porcentual en el calculo del area del 
triangulo del ejercicio 39. 

41. Movimiento de proyectiles El alcance R de un proyectil es 
R = ^(sen20) 

donde v 0 es la velocidad inicial en pies por segundo y 8 es el 
angulo de elevacion. Si v 0 = 2 500 pies por segundo y 6 cambia 
de 10° a 11°, utilizar diferenciales para aproximar el cambio 
en el alcance. 

42. Agrimensura Un agrimensor que esta a 50 pies de la base de 
un arbol mide el angulo de elevacion de la parte superior de este 
ultimo y obtiene un valor de 71.5°. ^Con que precision debe 
medirse el angulo si el error porcentual en la estimation de la 
altura de este mismo sera menor que 6%? 

En los ejercicios 43 a 46, utilizar diferenciales para aproximar 
el valor de la expresion. Comparar su respuesta con la que se 
obtiene usando una herramienta de graficacion. 

43. V99 A 44. 4/26 

45. ^624 46. (2.99) 3 

En los ejercicios 47 y 48, verificar la aproximacion por medio de la 
recta tangente de la funcion en el punto indicado. Despues utilizar 
una herramienta de graficacion para representar la funcion y su 
aproximacion en la misma ventana de observation. 

Funcion Aproximacion Punto 

47. fix) = Jx + 4 y = 2 + | (0, 2) 

48. fix) = tan x y = x (0, 0) 


Desarrollo de conceptos 


49. Describir la variation en precision de dy como una aproxi- 
macion para Av cuando Ax esta disminuyendo. 

50. Cuando se usan diferenciales, ^que se entiende por los ter- 
minos error propagado, error relativo y error porcentuall 

51. Dar una breve explication de por que las siguientes aproxi- 
maciones son validas. 

a) JA02 = 2 + £(0.02) 

b) tan 0.05 = 0 + 1(0.05) 


Para discusion 


52. i Se puede utilizar y = x para aproximar fix) = sen x cerca 
de x = 0? ^Por que si o por que no? 


fVerdadero o falso? En los ejercicios 53 a 56, determinar si el 
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por que o 
brindar un ejemplo que lo demuestre. 

53. Si y = x + c, entonces dy = dx. 

54. Si y = ax + b, entonces Ay/ Ax = dy/dx. 

55. Si y es derivable, entonces lfm (Av — dv) = 0. 

A*-)0 

56. Si y = f(x), f es creciente y derivable, y Ax > 0, entonces 
Av > dy. 
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Ejercicios de repaso 


1. Proporcionar la definicion de un punto crftico y representar 
graficamente una funcion f que muestre los diferentes tipos de 
puntos crfticos. 

2. Considerar la funcion impar / que es continua y derivable y tiene 
los valores funcionales que se muestran en la tabla. 


X 

-5 

-4 

-1 

0 

2 

3 

6 

fix) 

1 

3 

2 

0 

-1 

-4 

0 


a) Determinar /( 4). 

b ) Determinar /( — 3). 

c) Representar los puntos y realizar un dibujo posible de la 
grafica de/en el intervalo [ — 6, 6]. ^Cual es el numero mas 
pequeno de puntos crfticos en el intervalo? Explicar. 

d) ^Existe al menos un numero real c en el intervalo ( — 6, 6) 
donde/'(c) = — 1? Explicar. 

e) ^Es posible que lfm fix) no exista? Explicar la respuesta. 

x — >0 

/) ^Es necesario que/'(x) exista en x = 2? Explicar la res- 
puesta. 


En los ejercicios 3 y 6, determinar los extremos absolutos de la 
funcion en el intervalo cerrado. Utilizar una herramienta de gra- 
ficacion para representar la funcion sobre el intervalo dado para 
confirmar los resultados. 

3. fix) = x 2 + 5x, [~4, 0] 4. h(x) = ?>^/x — x , [0, 9] 


5. g(x) = 2x + 5 cos x, [0, 2 it] 6. f(x) 


[ 0 , 2 ] 


7x 2 + f 

En los ejercicios 7 a 10, determinar si el teorema de Rolle puede 
aplicarse a/ en el intervalo cerrado [a, b ]. Si el teorema de Rolle 
puede aplicarse, determinar todos los valores de c en el intervalo 
abierto (a, b ) en los que /'(c) = 0. Si el teorema de Rolle no puede 
ser aplicado, explicar por que. 


7. f(x) = 2x 2 - 7, [0, 4] 

8. fix) = ix - 2)ix + 3) 2 , [-3, 2] 

9- fix) = ! [-2,2] 

10. fix) = \x ~ 2| - 2, [0, 4] 

11. Considerar la funcion f(x) = 3 — |jc — 4|. 

a) Representar graficamente la funcion y verificar que 

/(i) = fin 

b) Notar que fix) no es igual a cero para ningun x en [1, 7], 
Explicar por que esto no contradice al teorema de Rolle. 

12. ^ Puede aplicarse el teorema del valor medio a la funcion f(x) 
= 1/x 2 en el intervalo [ — 2, 1]? Explicar. 

En los ejercicios 13 a 18, determinar si el teorema del valor medio 
puede o no ser aplicado a la funcion / sobre el intervalo cerrado 
[a, b ]. Si se puede aplicar el teorema, encontrar todos los valores de 

c en el intervalo (a, b) tales que /'(c) = — _ — . Si el teorema 
no puede ser aplicado, explicar por que. 


14. fix) = [1,4] 


15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 


fix) = |5 — x\, [2,6] 
fix) — 2x — 3 Jx, [—1, 1] 


fix) — Jx - 2x, [0, 4] 

Para la funcion f(x) = Ax 2 + Bx + C , determinar el valor de 
c garantizado por el teorema del valor medio en el intervalo 
Di, x 2 ). 

Demostrar el resultado del ejercicio 19 para fix) = 2X 2 — 3x + 1 
en el intervalo [0, 4]. 


En los ejercicios 21 a 26, determinar los puntos criticos (si los hay) 
y los intervalos abiertos sobre los cuales la funcion es creciente o 
es decreciente. 

21. fix) = x 2 + 3x - 12 22. h(x) = (x + 2) 1 / 3 + 8 

23. fix) = ix- l) 2 (x - 3) 24. g{x) = (x + l) 3 

25. h)x) = ~/xix — 3), x > 0 

26. fix) = senx + cosx, [0, 2 tt] 


En los ejercicios 27 a 30, utilizar el criterio de la primera derivada 
para encontrar cualesquiera extremos relativos de la funcion. Uti- 
lizar la herramienta de graficacion para verificar los resultados. 

27. fix) = 4x 3 - 5x 28. g(x) = 

29. hit) = -t 4 - 8 1 

4 

30. g(x) = f sen (^T " ! )’ [°’ 4 ] 

31. Movimiento armonico La altura de un objeto unido a un resorte 
esta dada por la ecuacion armonica 

y = | cos 12/ — ^ sen 12/ 


donde y se mide en pulgadas y t en segundos. 

a) Calcular la altura y velocidad del objeto cuando t = tt /8 
segundos. 

b) Demostrar que el desplazamiento maximo del objeto es 4 
de pulgada. 

c) Encontrar el periodo P de y, asf como determinar la frecuen- 
cia/ (numero de oscilaciones por segundo) si /= 1/P. 

32. Comentario La ecuacion general que da la altura de un objeto 
oscilante unido a un resorte es 


y = A sen 


J, 


h Ik 

— t + B cos / — t 


m V m 

donde k es la constante de resorte y m es la masa del objeto. 

a) Demostrar que el desplazamiento maximo del objeto es 
7 a 2 + B 2 . 

b) Demostrar que el objeto oscila con una frecuencia de 


/ = 


2l T 


13. fix) = x 2 / 3 , [1,8] 
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En los ejercicios 33 a 36, determinar los puntos de inflexion y 
analizar la concavidad de la grafica de la funcion. 

33. f(x ) = x 3 — 9x 2 34. g(x) = xjx + 5 

35. f(x) = x + cos x, [0, 2i t] 36. /(x) = (x + 2) 2 (x — 4) 

En los ejercicios 37 a 40, utilizar el criterio de la segunda derivada 
para encontrar todos los extremos relativos. 

37. f{x) = (x + 9) 2 

38. h(x) = x — 2 cos x , [0, 4tt] 

39. g(x) = 2x 2 (l — x 2 ) 

40. h(t) = t - 4 Jt + 1 

Para pensar En los ejercicios 41 y 42, dibujar la grafica de una 
funcion / que tenga las caracterlsticas indicadas. 


b ) Utilizar una herramienta de graficacion para dibujar los 
datos y representar el modelo. 

c) Para el ano que se muestra en la tabla, ^cuando indica el 
modelo que el gasto para la defensa nacional es un maximo? 
^Cuando es un minimo? 

d) Para los anos que se indican en la tabla, ^cuando indica el 
modelo que el gasto para la defensa nacional esta creciendo 
a mayor velocidad? 

46. Modelado matematico El gerente de un almacen registra las 
ventas anuales S (en miles de dolares) de un producto durante 
un periodo de 7 anos, como se indica en la tabla, donde t es el 
tiempo en anos, con t = 1 correspondiendo a 2001. 


t 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

s 

5.4 

6.9 

11.5 

15.5 

19.0 

22.0 

23.6 


4L /(0)=/(6) = 0 
m =/( 5) = o 

fix) > 0 si x < 3 
fix) >0si3<x<5 
fix) < 0 si x > 5 
f'ix) <0six<3ox>4 
fix) >0si3 <x<4 


42 ‘ /(0) = 4, /(6) = 0 

fix) <0six<2ox>4 
/'( 2) no existe 

m = o 

fix) >0si2<x<4 
fix) < 0 six =£ 2 


43. Redaction El titular de un periodico senala que “La tasa (el 
ritmo) de crecimiento del deficit nacional esta decreciendo”. 
^,Que es lo que significa esto? ^Que implica este comentario en 
cuanto a la grafica del deficit como una funcion del tiempo? 

44. Costo de inventario El costo del inventario depende de los 
costos de pedidos y almacenamiento de acuerdo con el modelo 
de inventario. 



■ 45. 


Determinar el tamano de pedido que minimizara el costo, su- 
poniendo que las ventas ocurren a una tasa constante, Q es el 
numero de unidades vendidas por ano, r es el costo de almace- 
namiento de una unidad durante un ano, s es el costo de colocar 
un pedido y x es el numero de unidades por pedido. 

Modelado matematico Los gastos para la defensa nacional 
D (en miles de millones de dolares) para anos determinados de 
1970 a 2005 se muestran en la tabla, donde t es el tiempo en 
anos, con t = 0 correspondiente a 1970. ( Fuente : U.S. Office of 
Management and Budget) 


t 

0 

5 

10 

15 

20 

D 

81.7 

86.5 

134.0 

252.7 

299.3 



25 

30 

35 

D 

272.1 

294.5 

495.3 


a) Utilizar las funciones de regresion de una herramienta de 
graficacion para ajustar un modelo de la forma 

D = at 4 + bt 3 + ct 2 + dt + e 


a los datos. 


a) Utilizar las capacidades de regresion de una herramienta 
de graficacion para determinar un modelo de la forma S = 
at 3 + bt 2 + ct + d correspondiente a los datos. 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para dibujar los 
datos y representar el modelo. 

c) Utilizar el calculo para determinar el tiempo t en el que las 
ventas estuvieron creciendo a la mayor velocidad. 

d) ^.Piensa que el modelo serfa exacto para predecir las ventas 
futuras? Explicar. 


En los ejercicios 47 a 56, determinar el limite. 

3 — x 

2.x 

3x 2 + 5 



/ 1\ 



47. 

h'm 8 + - 

48. 

hm 


X—>CG \ X) 


jc— » oo Z 

49. 

2x 2 

lim 

50. 

lim 


x — yoo 3x 2 + 5 


3 

51. 

3x 2 

hm , _ 

52. 

lim 


x— » — oo X i J 


x — > — CO 

53. 

5 cos x 

lim 

54. 

lim 


x— »oo X 


*->oo A 

55. 

6x 

lim 

56. 

lim 


— 2x 
3x 


x — » — oo X + COS X 


jc— >— oo 2 senx 


En los ejercicios 57 a 60, determinar cualesquiera asintotas ver- 
ticales y horizontales de la grafica de la funcion. Recurrir a una 
herramienta de graficacion para verificar los resultados. 


57- fix) 

_ 3 2 

58. 

g(x) = 

5x 2 

% 

x 2 + 2 

59. hix) 

2x + 3 

60. 

fix) = 

3x 

x - 4 

Jx 2 + 2 


| En los ejercicios 61 a 64, utilizar una herramienta de graficacion 
para representar la funcion. Emplear la grafica para aproximar 
cualesquiera extremos relativos o asintotas. 


61 - fix) = x 3 + ^ 

63 - /w = fvic 2 


62. fix) = [x 3 — 3x 2 + 2x| 

77-2 

64. g(x) = — 4 cos x + cos 2x 
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En los ejercicios 65 a 82, analizar y dibujar la grafica de la fun- 
cion. 


65. 

67. 

69. 

71. 

73. 

75. 

77. 

79. 

80. 
81. 

82. 

83. 


84. 


85. 


86 . 


87. 


88 . 


89. 


90 . 


f(x) 

= 4x - x 2 

66. 

fix) 

fix) 

= xVl6 — x 2 

68. 

fix) 

fix ) 

= (x - 1 )3(x - 3) 2 

70. 

fix) 

fix) 

= x^ix + 3)2/3 

72. 

fix) 

fix) 

II 

* ^ 
■ 1 1 
lo £ 

74. 

fix) 

fix) 

4 

_ 1 + X 2 

76. 

fix) 

fix) 

, 4 

= X 3 + X H 

X 

78. 

fix) 

fix) 

= |x 2 - 9| 



fix ) 

= |x — 1| + |x — 3| 



fix) 

= X + COS X, 0 < 

; x < 

2l T 

fix) 

= — (2 sen 7rx — sen 

27tx), 



= 4x 3 - x 4 
= (x 2 - 4) 2 
= (x — 3)(x + 2) 3 
= (x - 2y/\x + l) 2 / 3 
2x 

~ I + x 2 
x 2 

- 1 + X 4 


-1 < X < 1 


IT 

Determinar los puntos maximos y mfnimos en la grafica de 
*2 + 4v 2 - 2x - 16y + 13 = 0 

d) Sin utilizar calculo. 
b) Utilizando calculo. 

Considerar la funcion f(x ) = x" para valores enteros positivos 
de n. 


a) ^Para que valores de n la funcion tiene un mfnimo relativo 
en el origen? 

b) ^Para que valores de n la funcion tiene un punto de inflexion 
en el origen? 

Distancia En la noche, el barco A se encuentra a 1 00 kilometres 
en direccion este del barco B. El barco A navega hacia el oeste 
a 12 km/h, y el barco B lo hace hacia el sur a 10 km/h. i A que 
hora se encontraran a distancia minima uno del otro? ^.Cual es 
la distancia? 

Area maxima Encontrar las dimensiones del rectangulo de 
area maxima, con lados paralelos a los ejes de coordenadas, que 
puede inscribirse en la elipse dada por 


Longitud minima Un triangulo rectangulo en el primer cua- 
drante tiene los ejes de coordenadas como lados, y la hipotenusa 
pasa por el punto (1,8). Encontrar los vertices del triangulo de 
modo tal que la longitud de la hipotenusa sea minima. 

Longitud minima Hay que apuntalar la fachada de un edificio 
con una viga que debe pasar sobre una cerca (valla) paralela de 
5 pies de altura y a 4 pies de distancia del edificio. Determinar 
la longitud de la viga mas corta que puede usarse. 

Area maxima Tres lados de un trapezoide tienen la misma 
longitud a’. De todos los trapezoides posibles de estas caracte- 
rfsticas, mostrar que uno de area maxima tiene un cuarto lado 
de longitud 2s. 

Area maxima Demostrar que el area mas grande de cualquier 
rectangulo inscrito en un triangulo es la correspondiente a la 
mitad de la del triangulo. 


91. Distancia Calcular (sin el uso de la trigonometrfa) la longitud 
de la tuberfa mas larga que se puede transportar sin inclinarla 
por dos pasillos, de anchuras 4 y 6 pies, que forman esquina en 
el angulo recto. 

92. Distancia Repetir el ejercicio 9 1 , considerando que los corre- 
dores (pasillos) tienen anchos iguales a a y b metros. 

93. Distancia Un pasadizo con 6 pies de ancho se junta con otro 
de 9 pies de ancho formando un angulo recto. Encontrar la lon- 
gitud del tubo mas largo que puede transportarse sin inclinarse 
alrededor de esta esquina. [Sugerencia: Si L es la longitud de la 
tuberfa, demostrar que 

z - 6 cse e + 9 csc(f - <») 

donde 0 es el angulo entre el tubo y la pared del pasadizo mas 
estrecho.] 

94. Longitud Repetir el ejercicio 93, dado que uno de los pasa- 
dizos es de a metros de ancho y el otro de b metros de ancho. 
Demostrar que el resultado es el mismo que en el ejercicio 92. 


Costo mininio En los ejercicios 95 y 96, determinar la velocidad v, 
en millas por hora, que minimizara los costos en un viaje de entrega 
de 110 millas. El costo por hora del combustible es C dolares, y al 
conductor se le pagaran W dolares por hora. (Suponer que no hay 
otros costos aparte de los salarios y el combustible.) 

v 2 v 2 

95. Costo del comb.: C = — — 96. Costo del comb.: C — — — 

600 500 

Conductor: W = $5 Conductor: W = $7.50 

En los ejercicios 97 y 98, utilizar el metodo de Newton para aproxi- 
mar cualesquiera ceros reales de la funcion con una precision de 
hasta tres decimates. Utilizar la caracteristica cero o root de una 
herramienta de graficacion para verificar los resultados. 

97. f( x ) = a- 3 - 3a 1 

98. fix ) = x 3 + 2.x + 1 

En los ejercicios 99 y 100, utilizar el metodo de Newton para 
aproximar, hasta tres lugares decimales, el (los) valor(es) x del 
(los) punto(s) de interseccion de las ecuaciones. Utilizar una he- 
rramienta de graficacion para verificar los resultados. 

99. y = x 4 100. y = sen irx 

y = x + 3 y = 1 — x 

En los ejercicios 101 y 102, encontrar la diferencial dy. 

101. y = x(l — COS x) 102. y = ^36 — X 2 

103. Area superficial y volumen El diametro de una esfera se mide 
y se obtiene un valor de 18 centimetres, con un error maximo 
posible de 0.05 centimetres. Utilizar diferenciales para aproxi- 
mar los posibles error propagado y error porcentual al calcular 
el area de la superficie y el volumen de la esfera. 

104. Funcion de demanda Una companfa descubre que la demanda 
de uno de sus productos es 



Si x cambia de 7 a 8, encontrar y comparar los valores de A p 

y dp. 


Solucion de problemas 
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Solucion de problemas 


1. Represents el polinomio de cuarto grado p{x) = x 4 + ax 2 + 1 

para diversos valores de la constante a. 

a) Determinar el valor de a para el cual p tiene exactamente 
un rnmirno relativo. 

b) Determinar los valores de a para los cuales p tiene exacta- 
mente un maximo relativo. 

c) Determinar los valores de a para los cuales p tiene exacta- 
mente dos mmimos relativos. 

d) Mostrar que la grafica de p no puede tener exactamente dos 
extremos relativos. 

2. a) Represents el polinomio de cuarto grado p{x) = ax' — 6X 2 

para a = — 3, —2, —1,0, 1, 2 y 3. ^Para que valores de la 
constante a para p tiene un mi'nimo o maximo relativo? 

b ) Demostrs que p tiene un maximo relativo para todos los 
valores de la constante a. 

c) Determinar analfticamente los valores de a para los cuales 
p tiene un mmimo relativo. 

d ) Sea ( x , y) = (x, p(x)) un extremo relativo de p. Demostrs 
que (x, y) se encuentra en la grafica de y = — 3x 2 . Verifies 
graficamente este resultado representando y = — 3X 2 junto 
con las siete curvas del apartado a). 


Q 

3. Sea /(x) = — I- x 2 . Determinar todos los valores de la constante 

x 

c tales que/tiene un mmimo relativo, pero no un maximo rela- 
tivo. 


4. 


a) 

b) 

c) 


Sea /(x) = ax 2 + bx + c, a # 0, un polinomio cuadratico. 
^Cuantos puntos de inflexion tiene la grafica de /? 

Sea /(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d, a A 0, un polinomio cubico. 
^Cuantos puntos de inflexion tiene la grafica de/? 


Suponer que la funcion y = /(x) satisface la ecuacion 

— = ky\ 1 — — donde k y L son constantes positivas. 
dx \ Lj 

Demostrs que la grafica de/ tiene un punto de inflexion 


en el punto donde y = — . . (Esta ecuacion recibe el nombre 

de ecuacion diferencial logistica.) 


5. Demostrs el teorema de Darboux: sea /derivable en el inter- 
valo cerrado [a, b] de modo tal que f(a) = Vi y f(b) = y 2 . Si 
d se encuentra entre y 1 y y 2 , entonces existe c en (a, b) tal que 
/'(c) = d. 

6. Sean / y g funciones continuas en [a, b] y derivables en 
(a, b). Demostrs que si f(a) — g{a) y g'(x) > f'{x) para todo x 
en (a, b), entonces g(b) > f(b). 

7. Demostrs el siguiente teorema del valor medio extendido. Si 

fyf son continuas en el intervalo cerrado [a, b], y si /" existe 
en el intervalo abierto (a, b), entonces existe un numero c en 
(a, b ) tal que 

f(b) = /(«) + f\a){b - a) + ^ f"(c)(b - a) 2 . 


8. a) Sea V — x 3 . Determinar dVy A V. Demostrar que para valo- 
res pequenos de x, la diferencia A V- dV es muy pequena en 
el sentido de que existe e tal que A V — dV = eAx, donde 
e — > 0 cuando Ax — > 0. 


b ) Generalizar este resultado demostrando que si y = f(x) es 
una funcion derivable, entonces Ay — dy = eAx, donde 
e — > 0 cuando Ax — > 0. 

9. La cantidad de iluminacion de una superficie es proporcional a 
la intensidad de la fuente luminosa, inversamente proporcional 
al cuadrado de la distancia desde la fuente luminosa, y propor- 
cional a sen 6, donde 9 es el angulo al cual la luz incide sobre 
la superficie. Un custo rectangular mide 10 por 24 pies, con 
un techo de 10 pies. Determinar la altura a la cual la luz debe 
ubicarse psa permitir que las esquinas del piso reciban la mayor 
cantidad posible de luz. 



10. Considerar un cuarto en la forma de un cubo, de 4 metros de 
lado. Un insecto en el punto P desea desplazsse hasta el punto 
Q en la esquina opuesta, como se indica en la figura. Emplear 
el calculo para determinar la trayectoria mas corta. ^,Se puede 
resolver el problema sin el calculo? 



11. La recta que une P y Q cruza las dos rectas paralelas, como 
se muestra en la figura. El punto R esta a d unidades de P. 
lA que distancia de Q debe situarse el punto S de manera 
que la suma de las areas de los dos triangulos sombreados 
sea un minimo? ^De que modo para que la suma sea un ma- 
ximo? 
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12. Las figuras muestran un rectangulo, un cfrculo y un semi- 
cfrculo inscritos en un triangulo delimitado por los ejes de 
coordenadas y la porcion del primer cuadrante de la recta con 
intersecciones (3, 0) y (0, 4). Encontrar las dimensiones de cada 
figura inscrita de manera tal que su area sea maxima. Establecer 
que tipo de calculo fue util para determinar las dimensiones 
requeridas. Explicar el razonamiento. 


4- 

3 t' 


12 3 4 




13. a ) Demostrar que lfm x 2 = oo. 


b ) Probar que lim I I = 0. 


c) Sea L un numero real. Demostrar que si lim f(x) = L, 

X—>00 

entonces lim f — ) = L. 
y^o+ J \y) 


14. Encontrar el punto sobre la grafica de y = - — ‘ — 2 (ver la figura) 


1 

1 + x 2 

donde la recta tangente tiene la pendiente mas grande, y el punto 
donde la recta tangente tiene la pendiente rnenor. 




1 

3 1 +x 2 





-3 

-2 

-1 

1 2 3 


15. a) Sea x un numero positivo. Utilizar la funcion table 

de una herramienta de graficacion para verificar que 
Vl + x < \x + 1. 

b) Recurrir al teorema del valor medio para demostrar que 
yi + jc < kx + 1 para todos los numeros reales positi- 
vos x. 

16. a) Sea x un numero positivo. Utilizar la funcion table de una 

herramienta de graficacion para verificar que sen x < x. 
b) Utilizar el teorema del valor medio para demostrar que x< x 
para todo numero real positivo x. 

17. El departamento de policia debe determinar el lfmite de velocidad 
sobre un puente de manera tal que la tasa de flujo de automoviles 
sea maxima por unidad de tiempo. Cuanto mayor es el limite 
de velocidad, tanto mas separados deben estar los automoviles 
para mantener una distancia de frenado segura. Los datos expe- 
rimentales respecto a la distancia de frenado d (en metros) para 
diversas velocidades v (en kilometros por hora) se indican en la 
tabla. 


V 

20 

40 

60 

80 

100 

d 

5.1 

13.7 

27.2 

44.2 

66.4 


a) Convertir las velocidades v en la tabla a velocidades j- en 
metros por segundo. Utilizar las capacidades de regresion 
de la calculadora para determinar un modelo de la forma 
d(s) = as 1 + bs + c para los datos. 

b) Considerar dos vehfculos consecutivos de longitud prome- 
dio igual a 5.5 metros, que viajan a una velocidad segura 
sobre el puente. Sea T la diferencia entre los tiempos (en 
segundos) cuando los parachoques frontales de los ve- 
hfculos pasan por un punto dado sobre el puente. Verificar 
que esta diferencia de tiempos esta dada por 

+ 5A 

5 4 


c) Utilizar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion T y estimar la velocidad 4- que minimiza el tiempo 
entre vehfculos. 

d) Recurrir al calculo para determinar la velocidad que minimi- 
za T. ^Cual es el valor mfnimo de 77 Convertir la velocidad 
requerida a kilometros por hora. 

e) Determinar la distancia optima entre vehfculos para el lfmite 
de velocidad maxima determinado en el apartado d). 

18. Una hoja de papel de tamano cuartilla (8.5 x 14 pulgadas) se 
dobla de manera que la esquina P toca el horde opuesto de 14 
pulgadas en R (ver la figura). ( Nota : PQ = J C 2 — x 2 .) 


14 pulg- 



a) Demostrar que C 2 = — — . 

\ o . 5 

b) ^Cual es el dominio de C? 

c) Determinar el valor de x que minimiza a C. 

d) Determinar la longitud minima C. 

19. El polinomio P{x) = c 0 + c x {x — a) + c 2 (x — a) 2 es la aproxi- 
macion cuadratica de la funcion f en (a, f(a )) si P{a) — f(a), 
P'(a) = f\a) y P"(a) = f"(a). 


a) Encontrar la aproximacion cuadratica de 


fix) 


x 

X + 1 


en (0, 0). 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
P(x) y f(x) en la misma ventana de observacion. 

20. Sean x > 0 y n > 1 dos numeros reales. Demostrar que 
(1 + x) n > 1 + nx. 



Integracion 


En este capftulo, se estudiara un impor- 
tante proceso de calculo que esta estre- 
chamente relacionado con la diferencia- 
cion -integracion. El lector aprendera 
nuevos metodos y reglas para resolver 
integrales definidas e indefinidas, inclui- 
do el teorema fundamental del calculo. 
Posteriormente se aplicaran esas reglas 
para encontrar algunos terminos como la 
funcion posicion para un objeto y el valor 
promedio de una funcion. 

En este capftulo, se aprendera: 

■ Como evaluar integrales indefinidas 
usando reglas de integracion basicas. 

(4.1) 

■ Como evaluar una suma y aproximar 
el area de una region del piano. (4.2) 

■ Como evaluar una integral definida 
usando un lfmite. (4.3) 

■ Como evaluar una integral definida 
usando el teorema fundamental del 
calculo. (4.4) 

■ Como evaluar diferentes tipos de 
integrales definidas e indefinidas con 
una variedad de metodos. (4.5) 

■ Como evaluar una integral definida 
con la regia trapezoidal y la regia de 
Simpson. (4.6) 



© Chuck Pefley/Alamy 


Aunque su sobrenombre oficial sea Ciudad Esmeralda, Seattle se conoce a 
veces como la Ciudad Lluviosa debido a su clima. No obstante, existen varias 
ciudades, incluidas Nueva York y Boston, que tipicamente tienen mas precipi- 
tacion anual. iComo se podria usar la integracion para calcular la precipitacion 
normal anual para el area de Seattle? (Vea la seccion 4.5, ejercicio 117.) 



El area de una region parabolica puede aproximarse como la suma de las areas de rectangulos. Conforme se incre- 
menta el numero de rectangulos, la aproximacion tiende a ser cada vez mas exacta. En la seccion 4.2, el lector 
aprendera como se puede usar el proceso de lfmite para encontrar areas de una variedad de ancho de regiones. 
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Antiderivadas o primitivas e integracion indefinida 

■ Escribir la solucion general de una ecuacion diferencial. 

■ Usar la notacion de la integral indefinida para las antiderivadas o primitivas. 

■ Utilizar las reglas de la integracion basicas para encontrar antiderivadas. 

■ Encontrar una solucion particular de una ecuacion diferencial. 


Determination de antiderivadas 
o primitivas Para cada derivada, 
describir la funcion original F. 

a) F'(x) = 2x 

b) F'(x) = x 

c) F'(x) = x 2 

d) F'(x) = \ 

x 

e ) F'(x) = ^ 

x 3 

f ) F\x) = cos x 

^Que estrategia se uso para deter- 
minar F? 


Antiderivadas o primitivas 

Suponer que se decide encontrar una funcion F cuya derivada es fix) = 3x 2 . Por lo que se 
sabe de derivadas, es posible afirmar que 

F(x) = x 3 porque -t-[x 3 ] = 3x 2 . 
dx 

La funcion F es una antiderivcida de /. 


DEFINICION DE UNA ANTIDERIVADA 0 PRIMITIVA 

Se dice que una funcion F es una antiderivada o primitiva de /, en un intervalo I si 
F'(x) = /(x) para todo x en I. 


Notese que F es una antiderivada de/, en vez de la antiderivada de /. Para entender 
por que, observar que 

Fj(x) = x 3 , F 2 (x) = x 3 — 5 y E 3 (x) = x 3 + 97 


son todas antiderivadas de /(x) = 3x 2 . De hecho, para cualquier constante C, la funcion dada 
por F(x) = x 3 + C es una antiderivada de /. 


TEOREMA 4.1 REPRESENTACION DE ANTIDERIVADAS 0 PRIMITIVAS 


Si F es una antiderivada de / en un intervalo I, entonces G es una antiderivada de/en 
el intervalo I si y solo si G es de la forma G(x) = F(x) + C, para todo x en /, donde 
C es una constante. 


( DEMOSTRACION ) La prueba del teorema 4. 1 en un sentido es directa. Esto es, si G(x) = F(x) 
+ C, F' (x) = fix), y C es constante, entonces 

G'(x) = f[F{x) + C] = F'{x) + 0 = f{x). 

Para probar este teorema en otro sentido, se supone que G es una antiderivada de/. Se define 
una funcion FI tal que 

H{x) = G(x) — F(x). 

Para cualesquiera dos puntos a y b (a < b) en el intervalo, H es continua dentro de [a, b] y 
diferenciable dentro de (a, b). Mediante el teorema del valor medio, 


H'ic ) 


H(b) - H(a) 
b — a 


para algun c en (a, b). Sin embargo, H'{c) = 0, por consiguiente H(a) = H(b). Dado que 
ay b son puntos arbitrarios en el intervalo, se sabe que H es una funcion constante C. Asi, 
G(x) — F(x) = C y esto conlleva a que G(x) = F(x) + C. 




SECCION 4.1 


Antiderivadas o primitivas e integration indefinida 
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Funciones de la forma y = 2 x + C 

Figura 4.1 


■ En este texto, la notation 

Jf(x)dx = F(x) + C significa que F es 
una antiderivada o primitiva defen un 
intervalo. ■ 


Si utiliza el teorema 4.1, puede representarse la familia completa de antiderivadas de una 
funcion agregando una constante a una antiderivada conocida. Por ejemplo, sabiendo que 
DJx 2 ] = 2x, es posible representar la familia de todas las antiderivadas de fix) = 2x por 

G(x) = X 2 + C Familia de todas las antiderivadas de/(x) = 2x. 

donde C es constante. La constante C recibe el nombre de constante de integracion. La 
familia de funciones representadas por G es la antiderivada general de /, y G(x) = x 2 + C 
es la solucion general de la ecuacion diferencial. 

G '{x) — 2x. Ecuacion diferencial. 

Una ecuacion diferencial en x y y es una ecuacion que incluye a x, y y a las derivadas 
de y. Por ejemplo, y’ = 3x y y’ = xr + 1 son ejemplos de ecuaciones diferenciales. 

EJEMPLO I Resolucion de una ecuacion diferencial 

Determinar la solucion general de la ecuacion diferencial y’ = 2. 

Solucion Para empezar, determinar una funcion cuya derivada es 2. Una funcion de esta 
caracterfstica es 

y = 2x. 2x es una antiderivada de 2. 

Ahora bien, utilizar el teorema 4.1 para concluir que la solucion general de la ecuacion 
diferencial es 

y = 2x + C. Solucion general. 

Las graficas de varias funciones de la forma y = 2 x + C se muestran en la figura 4.1. 


Notacion para antiderivadas o primitivas 

Cuando se resuelve una ecuacion diferencial de la forma 


es conveniente escribirla en la forma diferencial equivalente 
dy = f{x) dx. 


La operacion para determinar todas las soluciones de esta ecuacion se denomina antide- 
rivacion (o integracion indefinida) y se denota mediante un signo integral f. La solucion 
general se denota mediante 



La expresion ff(x)dx se lee como la antiderivada o primitiva de f con respecto a x. De tal 
manera, la diferencial de dx sirve para identificar a x como la variable de integracion. El 
termino integral indefinida es sinonimo de antiderivada. 
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Integration 


Reglas basicas de integracion 

La naturaleza inversa de la integracion y la derivation puede verificarse sustituyendo F'(x) 
por f{x ) en la definition de integration indefinida para obtener 



F(x) + C. 


La integracion es la “inversa” de la derivacion. 


Ademas, si f fix) dx = Fix) + C entonces 


d 

dx 

r 


1 f{x) dx 

= fix)- 





La derivacion es la “inversa” de la integracion. 


Estas dos ecuaciones permiten obtener directamente formulas de integracion a partir de 
formulas de derivacion, como se muestra en el siguiente resumen. 


Reglas basicas de integracion 

Formula de derivacion 


A-[C] = ° 
ax 

— [Ax] = k 
dx 

Y x [kf(x)\ = kf\x ) 

[fix) ± gW] = fix) ± g\x) 

— [*"] = nx n ~ 1 
dx 

— [senjc] = cos x 
dx 

[cos x] = — sen x 
dx 

[tanx] = sec 2 x 
dx 

— [sec*] = sec* tan* 
dx 

[cotx] = —esc 2 * 
dx 

[esc *] = — esc * cot * 
dx 


Formula de integracion 


0 dx = C 


k dx = kx + C 


kf(x) dx = kj f{x) dx 

Iff) ± <?(*)] dx = Jf(x) dx ± | g(x) dx 

y-tl + 1 


c" dx = 


+ C, n — 1 


n + 1 

cos x dx = sen * + C 

sen x dx = — cos * + C 

sec 2 x dx = tan * + C 

sec * tan * dx = sec * + C 

esc 2 * of* = —cot* + C 

esc * cot * dx = — esc * + C 


Regia de la potencia. 


M.'liiif La regia de la potencia para la integracion tiene la restriction n f — 1 . El calculo de 
jl /x dx debe esperar hasta el analisis de la funcion logaritmo natural en el caprtulo 5. ■ 
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EJEMPLO 2 Aplicacion de las reglas basicas de integracion 


Describir las antiderivadas o primitivas de 3x. 


Solucion 


/ 


3x dx = 3 \ x dx 


/■ 


Regia del multiplo constante. 


3 x 1 dx 


/■ 


Reescribir x como x l . 



Regia de potencia (n = 1). 


Simplificar. 


De tal manera, las antiderivadas o primitivas de 3x son de la forma |x 2 + C, donde C es 
cualquier constante. 


Cuando se evaluan integrales indefinidas, una aplicacion estricta de las reglas basicas de 
integracion tiende a producir complicadas constantes de integracion. En el caso del ejemplo 
2, se podrfa haber escrito 


Sin embargo, como C representa cualquier constante, es tanto problematico como innece- 
sario escribir 3 C como la constante de integracion. De tal modo, \x 2 + 3C se escribe en la 
forma mas simple, |x 2 + C. 

En el ejemplo 2, advertir que el patron general de integracion es similar al de la deri- 
vacion. 


Integral original 


Reescribir 


Integrar 


Simplificar 


EJEMPLO 3 Reescribir antes de integrar 


Recordar que, por simple derivacion, puede comprobarse si una primitiva es correcta. 
Asi, en el ejemplo 3b, para saber si la primitiva fx 3/2 + C es correcta, basta con derivarla 
para obtener 



TECNOLOGIA Algunos 
programas de software tales como 
Maple, Mathematica y el TI-89, 
son capaces de efectuar 
simbolicamente la integracion. 

Si se dene acceso a estas 
herramientas de integracion 
simbolica, utilizarlas para calcular 
las integrales indefinidas del 
ejemplo 3. 



Integral original Reescribir Integrar 


Simplificar 


d\Ix^ 2 + C 
3 



Usar la derivacion para verificar la antiderivada. 
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CAPITULO 4 Integration 


Las reglas basicas de integracion listadas antes en esta seccion permiten integrar cual- 
quier funcion polinomial, como se muestra en el ejemplo 4. 


EJEMPLO 4 Integracion de funciones polinomiales 


a) I dx = J 1 dx 
= x + C 


b) \ (x + 2) dx = \x dx + 2 dx 


— — + C[ + 2x + C 2 


= — + 2 x + C 


Se entiende que el integrando es uno. 
Integral*. 


Integrar. 


c = c, + c 2 . 


C ) 


La segunda lrnea en la solucion suele omitirse. 

f (3** - 5* + X) * - 3 (f ) - 5 (f ) + | + C 

3 5 1 

= -x 5 — -x 3 + -x 2 + C 


Integrar. 


Simplificar. 


Recordar que 
la respuesta puede verificarse por 
derivation. 


EJEMPLO 5 Reescribir antes de integrar 


x + 1 

^ fx 


dx 



dx 


Reescribir como dos fracciones. 


= (x 1 / 2 + x 1//2 ) dx 


v-3/2 „l/2 

= 1 K r 

3/2 1/2 

= + 2x I//2 + C 


= — x/r(x 4- 3) 4- C 


Reescribir con exponentes 
fraccionarios. 

Integral'. 

Simplificar. 


■ lMUM Cuando se integren los cocientes, no debe integrarse numerador y denominador por se- 
parado. Esto es incorrecto tanto en la integration como en la derivation. A1 respecto, observese 
el ejemplo 5. 


f x 4- 1 2 r , . . f(x 4- 1) dx 

— -j=- dx = -y/x(x 4- 3) 4- C no es lo mismo que — - — — 

J V x 3 J J x dx 


2 X 2 4- x 4- Ci 
| xjx, + C 2 


EJEMPLO 6 Reescribir antes de integrar 


senx 


dx = 


1 


senx 


cos x/ \cos x 
sec x tan x dx 


dx 


Reescribir como un producto. 


Reescribir utilizando identidades 
trigonometricas. 


= sec x 4 - C 


Integral*. 
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y 



Condiciones iniciales y soluciones particulares 

Se ha visto que la ecuacion y = ff(x) dx tiene muchas soluciones (cada una difiriendo de 
las otras en una constante). Eso significa que las graficas de cualesquiera dos antiderivadas 
o primitivas de / son traslaciones verticales una de otra. Por ejemplo, la figura 4.2 muestra 
las graficas de varias de las antiderivadas o primitivas de la forma 



\)dx = x 3 — x + C 


Solution general. 


para diversos valores enteros de C. Cada una de estas antiderivadas o primitivas es una 
solucion de la ecuacion diferencial 

1 . 

dx 

En muchas aplicaciones de la integracion, se da suficiente informacion para determi- 
nar una solucion particular. Para hacer esto, solo se necesita conocer el valor de y = F(x) 
para un valor de x. Esta informacion recibe el nombre de condicion inicial. Por ejemplo, 
en la figura 4.2, solo una de las curvas pasa por el punto (2, 4). Para encontrar esta curva, 
se utiliza la siguiente informacion. 

F(x) = x 3 - x + C 

Solucion general. 

F( 2) = 4 

Condicion inicial. 


La solucion particular que satisface 
la condicion inicial F( 2) = 4 es 
F{x) = x } — i - 2 

Figura 4.2 


Utilizando la condicion inicial en la solucion general, es posible determinar que F( 2) = 8 
— 2 + C = 4, lo que implica que C = — 2. De tal modo, se obtiene 

E(x) = X 3 — X — 2. Solucion particular. 


y 



La solucion particular que satisface 
la condicion inicial F( 1 ) = 0 es 
F(x)= ~(\/x)+ l,r >0 

Figura 4.3 


EJEMPLO 7 Determinacion de una solucion particular 

Encontrar la solucion general de 

F'(x) = — r, x > 0 
x z 

y determinar la solucion particular que satisface la condicion inicial E(1 ) = 0. 


Solucion 

Para encontrar la solucion general, se integra para obtener 

F{x) 


F(X) = fF'(x)dx. 


— jx~ 2 dx 

Reescribir como una potencia. 


x ~ 1 _ 

= ^T + C 

Integrar. 


= f C, x > 0. 

X 

Solucion general. 


Utilizando la condicion inicial F(l) = 0, resolver para C de la manera siguiente. 

F(l) = - y + C = 0 0> C = 1 

De tal modo, la solucion particular, como se muestra en la figura 4.3, es 

F(x) = — — + 1, x>0. 
x 


Solucion particular. 
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Integration 


Hasta ahora, en esta section se ha utilizado x como variable de integration. En las 
aplicaciones, es a menudo conveniente utilizar una variable distinta. Asf, en el siguiente 
ejemplo, la variable de integration es el tiempo t. 


EJEMPLO 8 Solution de un problema de movimiento vertical 

Una pelota se lanza hacia arriba con una velocidad initial de 64 pies por segundo a partir 
de una altura initial de 80 pies. 

a) Encontrar la funcion position que expresa la altura s en una funcion del tiempo t. 

b) ^Cuando llegara la pelota al suelo? 


s(/) = -16/ 2 + 64r + 80 


150 -- 
140 -- 
130 — 

120 -- ; t = i 
no -L- i 
100 + < 


.a 90 
a, 

c 80 

<D 

'cd 70-1- 

H 

B 60 4" 
< 50 — 
40 — 
30 — 
20 — 
10 — 


1 = 2 


1 = 0 


\ 1 = 3 

\ 


1 = 4 


1 = 5 


1 2 3 4 5 

Tiempo (en segundos) 


Altura de una pelota en el tiempo t 

Figura 4.4 


Solution 


a) Considerar que t = 0 representa el tiempo inicial. Las dos condiciones iniciales 
indicadas pueden escribirse de la siguiente manera. 

5'(0) = 80 La altura inicial es 80 pies. 

/(0) = 64 La velocidad inicial es de 64 pies por segundo. 


Utilizando —32 pies/ s 2 como la aceleracion de la gravedad, se tiene 


s"(t) = -32 
s'(t) = J s"(t) dt 


-32 dt = -32 1 + C 


i- 


Empleando la velocidad inicial, se obtiene ,v'(0) = 64 = —32(0) + C r Io cual implica 
que Cj = 64. Despues, integrando s'(f), se obtiene 

s(t) = Js'(t) dt = f(—32t + 64) dt = — 16l 2 + 64f + C 2 . 

Al utilizar la altura inicial, se encuentra que 

j(0) = 80 = - 16(0 2 ) + 64(0) + C 2 

lo que implica que C 2 = 80. De ese modo, la funcion position es 

s(t) = - 16f 2 + 64 f + 80. Ver la figura 4.4. 

b ) Utilizando la funcion position que se encontro en el apartado a), es posible determinar 
el tiempo en que la pelota pega en el suelo al resolver la ecuacion s(t) = 0. 

s(t) = - 16 1 2 + 64r + 80 = 0 
- 16 (t + l)(r - 5) = 0 

t = -1,5 


■ En el ejemplo 8, observese 

que la funcion position tiene la forma 

s{t) = 5gt 2 + v 0 t + s 0 

donde g = —32, v 0 es la velocidad 
inicial y j 0 es la altura inicial, como se 
presento en la section 2.2. ■ 


Como t debe ser positivo, se puede concluir que la pelota golpea el suelo 5 segundos despues 
de haber sido lanzada. 


El ejemplo 8 muestra como utilizar el calculo para analizar problemas de movimiento 
vertical en los que la aceleracion es determinada por una fuerza gravitacional. Se puede 
utilizar una estrategia similar para analizar otros problemas de movimiento rectilmeo (ver- 
tical u horizontal) en los que la aceleracion (o desaceleracion) es el resultado de alguna otra 
fuerza, como se vera en los ejercicios 81 a 89. 
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Antes de hacer los ejercicios, se debe reconocer que uno de los pasos mas importantes 
en la integration es reescribir el integrando en una forma que corresponda con las reglas 
basicas de integracion. Para ilustrar este punto, a continuacion se presentan algunos ejem- 
plos adicionales. 


Integral original Reescribir 


Integral- 


Simplificar 


— -j= dx 

V x 

(; t 2 + 1 ) 2 dt 

x 3 + 3 
~ — dx 


2 x dx 


- 1/2 

+ c 


(f 4 + 2 t 2 + l) dt — + 2l — J + t + C 


(x + 3x 2 ) dx 


x 2 (x lN \ 

2 +3 N + C 


4.x 1 / 2 + C 


1 , 2 , 

-t 5 + -t 3 + t+ C 


\ *-2 + c 


7/3 


3/x{x —4 ) dx (x 4 / 3 — 4x 1//3 ) dx ^ry- — 4 — 7 — + C — x 7 ^ 3 — 3x 4 / 3 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, verificar el enunciado demostrando que 
la derivada del lado derecho es igual al integrando del lado iz- 
quierdo. 


dx = 4 + c 

jr/ 

8x 3 + 2 a) dx = 2x 4 — 2“ + C 
lx 2 ) 2x 

. J(x — 4)(x + 4)dx = yJt 3 — 16.r + C 

x2 -' dx = M±l l + c 


X 2 / 2 


'i^/x 


En los ejercicios 5 a 8, encontrar la solucion general de la ecuacion 
diferencial y verificar el resultado mediante derivacion. 


5. 

dy 

dt 

= 9 1 2 

6. 

dr 

d0 77 

7. 

dy 

dx 

n 

cn 

H 

II 

8. 

f- 2 * 


En los ejercicios 9 a 14, completar la tabla. 

Integral original Reescribir Integrar 

9. J 3/x dx 

>»• Ji? A 

11. I — -j- dx 
J xjx 

12. J x(x 3 + 1) dx 


Simplificar 


13 

14. 


* \i 


2j dX 


(3r) : 


dx 


7/3 \4/3 


,4/3 


En los ejercicios 15 a 34, encontrar la integral indefinida y verificar 
el resultado mediante derivacion. 


15. J (x + 7) dx 
17. J (2x — 3x 2 ) dx 

Jvo* 

21. I (x 2 ' 2 + 2x + 1) dx 


16. J (13 — x) dx 
18. J (8x 3 — 9x 2 + 4) dx 
20. f (x 3 - I Ox - 3) dx 

dx 


23. 

25. 

27. 


Zx 2 dx 


: dx 


/(^ + ,)‘ fc 


dx 


x + 6 
~Jx 


dx 


x 

x 2 + 2x — 3 


29. | (x + l)(3x — 2) dx 

31. 

33. I dx 


y l Jy dy 


22 . 

24. 

26. 

28. 

30. J (2t 2 — \) 2 dt 
32. J(l + 3 t)t 2 dt 
34. 14* 


dx 


En los ejercicios 35 a 44, hallar la integral indefinida y verificar 
el resultado mediante derivacion. 

35. J (5 cos x + 4 sen x) dx 36. J (f- — C os t) dt 
37. J(1 — esc t cot t) dt 38. J(0 2 + sec 2 0) dd 

39. (sec 2 0 — sen 0) d0 40. sec y (tan y — sec y) dy 
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Integration 


41. 


J (tan 2 )? + 1) dy 


42. 



esc 2 x ) dx 


43. 


1 — COS 2 X 


dx 


44. 


1 — sen 2 x 


dx 


En los ejercicios 45 a 48, se presenta la grafica de la derivada de 
una funcion. Dibujar las graficas de dos funciones que tengan la 
derivada senalada. (Hay mas de una respuesta correcta.) 


45. 


47. 



En los ejercicios 49 y 50, determinar la ecuacion para y, dada la 
derivada y el punto indicado sobre la curva. 


si. d i 

dx 


\x ~ 1, (4, 2) 


52. 


dy 

dx 


1, (-1,3) 


y 




I I 
I I 
l I 
I I 
I I 
l I 


/ /♦ 3 

/ /-N 
/ /-X 
/ / — X 

/ /-x 
/ /-x 


-3 / 
I I 


dy 

dx 

y 


/ /-X 
/ /-X 

/ V 

/ /-x- 
/ /-X 

/ / — 3 - 

1 


X-/ / I / 
X-/ / I I 
X-/ / I / 
X-/ / I I 
X-/ / I I 
X-/ / / I 


I / 1 / I X\x | / |[ | 


X — / / I 3 
■x-/ / I I 
X-/ / I I 
x-V / | I 
X-/ / I I 
■X-/ / | / 


54. -3,x > 0,(1, 3) 


- 2 - 

- 3 - 

- 4 - 


-\ 

\ \-~ 

-\ 

\ 



\ S'- 

-J 

)^^r~T~T~T~T 

.l^;r~=zi==i2 

\ 

-\ — 

\ 

-\ 

\ 


Campos de pendientes En los ejercicios 55 y 56, a) utilizar una 
herramienta de graficacion para representar un campo de pen- 
dientes para la ecuacion diferencial, 6) utilizar la integration y 
el punto indicado para determinar la solution particular de la 
ecuacion diferencial y c) hacer la grafica de la solution y el campo 
de pendientes. 

55. dj- = 2x, (—2, —2) 56. d J = lj x , (4, 12) 

ax ax 



f j- - Campos de pendientes En los ejercicios 51 a 54, se dan una 
ecuacion diferencial, un punto y un campo de pendientes. Un 
campo de pendientes ( o campo de direcciones) esta compuesto por 
segmentos de recta con pendientes dadas por la ecuacion diferen- 
cial. Estos segmentos de recta proporcionan una perspectiva visual 
de las pendientes de las soluciones de la ecuacion diferencial. a) 
Dibujar dos soluciones aproximadas de la ecuacion diferencial 
en el campo de pendientes, una de las cuales pasa por el punto 
indicado. b ) Utilizar la integration para determinar la solution 
particular de la ecuacion diferencial y usar una herramienta de 
graficacion para representar la solution. Comparar el resultado 
con los dibujos del apartado a). 


En los ejercicios 57 a 64, resolver la ecuacion diferencial. 

57- f'( x ) = 6x,f(0) = 8 58. g '(x) = 6* 2 , g(0) = - 1 

59 ‘ h'(t) = St 3 + 5,h(l) = -4 
60 - f( s ) = 10s - 12i 3 ,/(3) = 2 
6L f"{x) = 2, f{2) = 5, /( 2) = 10 

62 - r(x) = x 2 , m = b, /( o) = 4 

63 - r(x) = x -y\ m = 2, /(o) = o 

64 ‘ f"(x) = senx, /'( 0) = 1, /( 0) = 6 

65. Crecimiento de arboles Un vivero de plantas verdes suele 
vender cierto arbusto despues de 6 anos de crecimiento y 
cuidado. La velocidad de crecimiento durante esos 6 anos es, 
aproximadamente, dh/dt = 1.5t + 5, donde t es el tiempo en 
anos y h es la altura en centimetres. Las plantas de semillero 
miden 12 centimetres de altura cuando se plantan (f = 0). 

a) Determinar la altura despues de t anos. 

b) iQue altura tienen los arbustos cuando se venden? 

66. Crecimiento de poblacion La tasade crecimiento dP/dtde una 
poblacion de bacterias es proportional a la ralz cuadrada de t, 
donde P es el tamano de la poblacion y t es el tiempo en dlas 
(0 <t< 10). Esto es, dP/dt = kj~t. El tamano initial de la po- 
blacion es igual a 500. Despues de un dla la poblacion ha crecido 
hasta 600. Estimar el tamano de la poblacion despues de 7 dlas. 
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Desarrollo de conceptos 


67. ^,Cual es la diferencia, si existe, entre encontrar la anti- 
derivada de/(jc) y evaluar la integral f f(x ) dxl 

68. Considerar /( x) = tan 2 x y g(x) = sec 2 x. r,Que se nota 
acerca de las derivadas de f(x) y g(jt)? ^.Que se puede 
concluir acerca de la relation entre /(x) y g(x)? 

69. Las graficas defy f pasan a traves del origen. Usar 
la grafica de /" mostrada en la figura para bosquejar la 
grafica de/y/'. 

y 



Para discusion 


70. Usar la grafica de /' que se muestra en la figura para 
responder lo siguiente, dado que /(0) = —4. 

y 



a) Aproximar la pendiente de f en x = 4. Explicar. 

b) ^Es posible que /( 2) = — 1 ? Explicar. 

c) iEs /( 5) - /( 4) > 0? Explicar. 

d) Aproximar el valor de x donde/es maxima. Ex- 
plicar. 

e) Aproximar cualquier intervalo en el que la grafica 
de f es concava hacia arriba y cualquier intervalo 
en el cual es concava hacia abajo. Aproximar la 
coordenada x a cualquier punto de inflexion. 

/) Aproximar la coordenada x del minimo de 
/"(*)• 

g) Dibujar una grafica aproximada de/. 


Movimiento vertical En los ejercicios 71 a 74, utilizar 
ait) = —32 pies/s 2 como la aceleracion debida a la gravedad. 
(Ignorar la resistencia al aire.) 

71. Una pelota se lanza verticalmente hacia arriba desde una 
altura de 6 pies con una velocidad inicial de 60 pies por 
segundo. ^,Que altura alcanzara la pelota? 


72. Mostrar que la altura a la que llega un objeto lanzado hacia arriba 
desde un punto pies a una velocidad inicial de v 0 por segundo 
esta dada por la funcion 

f(t) = - 16t 2 + v 0 t + ,? 0 . 

73. ^Con que velocidad inicial debe lanzarse un objeto hacia arriba 
(desde el nivel del suelo) para alcanzar la parte superior del 
monumento a Washington (cerca de 550 pies)? 

74. Un globo aerostatico, que asciende verticalmente con una ve- 
locidad de 16 pies por segundo, deja caer una bolsa de arena en 
el instante en el que esta a 64 pies sobre el suelo. 

a) ^En cuantos segundos llegara la bolsa al suelo? 

b) i A que velocidad hara contacto con el suelo? 

Movimiento vertical En los ejercicios 75 a 78, emplear a(t) = —9.8 

m/s 2 como aceleracion de la gravedad. (Ignorar la resistencia al 

aire.) 

75. Mostrar que la altura sobre el suelo de un objeto que se lanza 
hacia arriba desde un punto ,s 0 metros sobre el suelo a una veloci- 
dad inicial de v„ metros por segundo esta dada por la funcion 

fit ) = -4.9 1 2 + v 0 t + s 0 . 

76. El Gran Canon tiene una profundidad de 1 800 metros en su 
punto mas profundo. Se deja caer una roca desde el borde sobre 
ese punto. Escribir la altura de la roca como una funcion del 
tiempo t en segundos. ^Cuanto tardara la roca en llegar al suelo 
del canon? 

77. Una pelota de beisbol es lanzada hacia arriba desde una altura 
de 2 metros con una velocidad inicial de 10 metros por segundo. 
Determinar su altura maxima. 

78. i A que velocidad inicial debe lanzarse un objeto hacia arriba 
(desde una altura de 2 metros) para que alcance una altura 
maxima de 200 metros? 

79. Gravedad lunar Sobre la Luna, la aceleracion de la gravedad 
es de —1.6 m/s 2 . En la Luna se deja caer una piedra desde 
un penasco y golpea la superficie de esta misma 20 segundos 
despues. ^Desde que altura cayo? ^Cual era su velocidad en el 
momento del impacto? 

80. Velocidad de escape La velocidad minima que se requiere para 
que un objeto escape de su atraccion gravitatoria se obtiene a 
partir de la solucion de la ecuacion 



donde v es la velocidad del objeto lanzado desde la Tierra, y 
es la distancia desde el centro terrestre, G es la constante de la 
gravitacion y M es la masa de la Tierra. Demostrar que v y y 
estan relacionados por la ecuacion 

v’-v 0 ’ + 2OM(i-i) 

donde v„ es la velocidad inicial del objeto y R es el radio te- 
rrestre. 
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Movimiento rectilmeo En los ejercicios 81 a 84, considerar una 
partfcula que se mueve a lo largo del eje x, donde x(t) es la po- 
sition de la partfcula en el tiempo t, x'(t) su velocidad y x"(t) su 
aceleracion. 

81. x (t) — t 3 — 6t 2 + 9t — 2, 0 < t < 5 

a) Determinar la velocidad y la aceleracion de la partfcula. 

b) Encontrar los intervalos abiertos de t en los cuales la par- 
tfcula se mueve hacia la derecha. 

c) Encontrar la velocidad de la partfcula cuando la aceleracion 
es 0. 

82. Repetir el ejercicio 8 1 para la funcion posicion 

x(t) = (t - l)(f - 3) 2 , 0 < t < 5 

83. Una partfcula se mueve a lo largo del eje x a una velocidad de 
v(t) = 1 /^ft, t > 0. En el tiempo t = 1, su posicion es x = 4. 
Encontrar las funciones posicion y la aceleracion de la partfcula. 

84. Una partfcula, inicialmente en reposo, se mueve a lo largo del 
eje x de manera que su aceleracion en el tiempo t > 0 esta dada 
por a{t) = cos t. En el tiempo t = 0, su posicion es x = 3. 

a) Determinar las funciones velocidad y la posicion de la 
partfcula. 

b) Encontrar los valores de t para los cuales la partfcula esta 
en reposo. 

85. Aceleracion El fabricante de un automovil indica en su pu- 
blicidad que el vehfculo tarda 13 segundos en acelerar desde 
25 kilometres por hora hasta 80 kilometres por hora. Suponiendo 
aceleracion constante, calcular lo siguiente. 

a) La aceleracion en m/s 2 . 

b) La distancia que recorre el automovil durante los 13 segundos. 

86. Desaceleracion Un automovil que viaja a 45 millas por hora 
recorre 132 pies, a desaceleracion constante, luego de que se 
aplican los frenos para detenerlo. 

a) ^,Que distancia recorre el automovil cuando su velocidad se 
reduce a 30 millas por hora? 

b ) ^Que distancia recorre el automovil cuando su velocidad se 
reduce a 15 millas por hora? 

c) Dibujar la recta de numeros reales desde 0 hasta 1 32 y hacer 
la grafica de los puntos que se encontraron en los apartados 
a) y b). f,Que se puede concluir? 

87. Aceleracion En el instante en que la luz de un semaforo se pone 
en verde, un automovil que ha estado esperando en un crucero 
empieza a moverse con una aceleracion constante de 6 pies/s 2 . 
En el mismo instante, un camion que viaja a una velocidad 
constante de 30 pies por segundo rebasa al automovil. 

a) lA que distancia del punto de inicio el automovil rebasara 
al camion? 

b) lA que velocidad circulara el automovil cuando rebase al 
camion? 

88. Aceleracion Suponer que un avion totalmente cargado que 
parte desde el reposo tiene una aceleracion constante mientras 
se mueve por la pista. El avion requiere 0.7 millas de pista y 
una velocidad de 160 millas por hora para despegar. ^Cual es la 
aceleracion del avion? 

I 89. Separacion de aviones Dos aviones estan en un patron de 
aterrizaje de lfnea recta y, de acuerdo con las regulaciones de la 
FAA, debe mantener por lo menos una separacion de 3 millas. El 
avion A esta a 10 millas de su descenso y gradualmente reduce 
su velocidad desde 150 millas por hora hasta la velocidad de 


aterrizaje de 100 millas por hora. El avion B se encuentra a 17 
millas del descenso y reduce su velocidad de manera gradual 
desde 250 millas por hora hasta una velocidad de aterrizaje de 
115 millas por hora. 

a) Asumiendo que la desaceleracion de cada avion es cons- 
tante, determinar las condiciones de la posicion s y s 
para el avion A y el avion B. Dejar que t = 0 represente 
los tiempos en los que los aviones estan a 10 y 17 millas 
del aeropuerto. 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
las funciones de la posicion. 

c ) Encontrar una formula para la magnitud de la distancia d 
entre los dos aviones como una funcion de t. Utilizar una 
herramienta de graficacion para representar d. ^Es d < 3 
durante algun momenta previo al aterrizaje del avion A? 
Si es asf, determinar ese tiempo. 


I Verdadero o falso? En los ejercicios 90 a 95, determinar si el 
enunciado es falso o verdadero. Si es falso, explicar por que o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre. 


90. 

91. 

92. 

93. 

94. 

95. 

96. 

97. 


98. 

99. 


Cada antiderivada o primitiva de una funcion polinomial de n 
grados es una funcion polinomial de grado (n +1). 

Si p(x) es una funcion polinomial, entonces p tiene exactamente 
una antiderivada o primitiva cuya grafica contiene al origen. 

Si Fix) y G(x) son antiderivadas o primitivas de fix), entonces 
F{x) = G{x) + C. 

Si fix) = glx ) entonces fglx) dx = fix) + C. 

If(x)g(x) dx = 5 f{x) dx fg(x) dx. 


La antiderivada o primitiva de/(.t) es unica. 

Encontrar una funcion / tal que la grafica de esta tenga una 
tangente horizontal en (2, 0) y f"(x) = 2x. 

Se muestra la grafica de Dibujar la grafica de / dado que / 
es continua y /( 0) = 1 . 
y 



f es continua y/(l) = 3, deter- 
minar f. i Es f diferenciable en x = 2? 

Sean y c( x) dos funciones que satisfacen sfx) = c(jc) y c'fx) 
= — v(v)paratodo.r. Sii’(O) = 0yc(0) = 1, demostrarque [i(Jt)] 2 
+ [c«] 2 = 1 . 


Preparacion del examen Putnam 


100. Suponer que fyg son funciones no constantes, derivables 
y de valores reales en R. Ademas, suponer que para cada 
par de numeros reales x y v, fix + v) = fix) fly) — cOcfefy) 
y *(* + y) = f(x)gly) + glx)fly). Si /'( 0) = 0, probarque 
lf(x)) 2 + lg{x)) 2 ~ 1 para to d° x 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 

© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 



SECCION 4.2 


Area 


259 



PARA MAYOR INFORMACI ON 
Para una interpretation geometrica de 
las formulas de suma, ver el artfculo 

n n 

“Looking at ^ k y ^ k 2 

k= 1 k= 1 

Geometrically” de Eric Hegblom en 
Mathematics Teacher. 


■ Emplear la notacion sigma para escribir y calcular una suma. 

■ Entender el concepto de area. 

■ Aproximar el area de una region plana. 

■ Determinar el area de una region plana usando limites. 

Notacion sigma 

En la seccion anterior, se estudio la antiderivacion. En esta se considerara en forma adicional 
un problema que se presento en la seccion 1 . 1 : el de encontrar el area de una region en el 
piano. A primera vista, estas dos ideas parecen no relacionarse, aunque se descubrira en la 
seccion 4.4 que se relacionan de manera estrecha por medio de un teorema muy importante 
conocido como el teorema fundamental del calculo. 

Esta seccion se inicia introduciendo una notacion concisa para sumas. Esta nota- 
cion recibe el nombre de notacion sigma debido a que utiliza la letra griega mayuscula 
sigma, X. 


NOTACION SIGMA 


La suma de n terminos a,, a „ a,, . . ., a se escribe como 

l 7 2 7 3 7 7 n 

n 

= a l + a 2 + a 3 + ■ ■ ■ + a n 

i= 1 

donde i es el indice de suma, at s el i-e simo termino de la suma y los limites supe- 
rior e inferior de la suma son n y 1 . 


Win im Los limites superior e inferior de la suma han de ser constantes respecto al mdice de suma. 
Sin embargo, el limite inferior no tiene por que ser 1 . Cualquier entero menor o igual al lfmite superior 
es legitimo. ■ 


EJEMPLO I Ejemplos con la notacion sigma 

6 

a) ^ i = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 

i= 1 
5 

b) ^ (i + l) = 1 + 2H-3 + 4 + 5 + 6 

/= o 

7 

c ) 2 j 2 = 32 + 4 2 + 5 2 + 6 2 + 7 2 

7=3 

d) V -( k 2 + 1) = -(l 2 + 1) + — (2 2 + 1) + ■ ■ • + -{n 2 + 1) 

n n n n 

2 /(*;) + f{x 2 ) Ax + ■ ■ ■ + f(x n ) Ax 

i=l 

En los apartados a) y b), observese que la misma suma puede representarse de maneras 
diferentes utilizando la notacion sigma. 


Aunque puede utilizarse cualquier variable como indice de suma, suele preferirse i, j 
y k. Notese en el ejemplo 1 que el indice de suma no aparece en los terminos de la suma 
desarrollada. 
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La suma DE LOS PRIMEROS cien enteros 


El maestro de Carl Friedrich Gauss (1777- 
1855) pidio a sus alumnos que sumaran 
todos los enteros desde 1 hasta 100. Cuando 
Gauss regreso con la respuesta correcta muy 
poco tiempo despues, el maestro no pudo 
evitar mirarle atonito. Lo siguiente fue lo 
que hizo Gauss: 



101 + 101 
100 x 101 


= 5 050 


Esto se generaliza por medio del teorema 
4.2, donde 


100 



100(101) 

2 


5 050. 


Las siguientes propiedades de la suma empleando la notacion sigma se deducen de las 
propiedades asociativa y conmutativa de la suma y de la propiedad distributiva de la adicion 
sobre la multiplicacion. (En la primera propiedad, k es una constante.) 

1. J j ka i = k^a, 

2 . ±{a i ±b i )=% i ±±b i 

i = 1 i = l i = 1 

El siguiente teorema lista algunas formulas utiles para la suma de potencias. Una de- 
mostracion de este teorema se incluye en el apendice A. 


TEOREMA 4.2 FORMULAS DE SUMA EMPLEANDO LA NOTACION SIGMA 

1. 

K 

II 

-Hi 

A . n(n + 1) 

2* — 2 

/ = 1 z 

3. 

v -9 n ( n + iX 2 " + !) 4 

VA n 2 {n + l) 2 

& 6 

/ / 4 





EJEMPLO 2 Evaluacion de una suma 

Hallar para n = 10, 100, 1 000 y 10 000. 

i = t 11 

Solucion A1 aplicar el teorema 4.2, es posible escribir 


n 

i + 1 n + 3 

it'j n 2 ~ In 

10 

0.65000 

100 

0.51500 

1 000 

0.50150 

10 000 

0.50015 


n ; 4. | In 

l-^2 L = ~2l(i+ D 


2« + 2i 


i=i i=t 

n(n + 1) 

. 2 

n * 1 + 3 n 


+ n 


n + 3 
2 n 


Factor constante l/n 2 fuera de la suma. 


Escribir como dos sumas. 


Aplicar el teorema 4.2. 


Simplificar. 


Simplificar. 


Despues de esto se puede encontrar la suma sustituyendo los valores apropiados de n, como 
se muestra en la tabla de la izquierda. 


En la tabla, las sumas parecen tender a un limite conforme n aumenta. Aunque la dis- 
cusion de limites en el infinito en la seccion 3.5 se aplica a una variable de x, donde x pue- 
de ser cualquier numero real, muchos de los resultados siguen siendo validos cuando una 
variable n se restringe a valores enteros positivos. Asf, para encontrar el limite de (n + 3)/2 n 
cuando n tiende a infinito, se puede escribir 


lfm 

n — >co 


n + 3 
2 n 


Km 

n— >oo 


/ n 

3 \ 

\ 

3 \ 

— 

+ — 

= Km - 

+ — 

\2n 

2 n 

n— >oo V 2 

2 n 
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Area 

En la geometrfa euclideana, el tipo mas simple de region plana es un rectangulo. Aunque la 
gente a menudo afirma que la formula para el area de un rectangulo es A = bh, resulta mas 
apropiado decir que esta es la definition del area de un rectangulo. 

De esta definicion, se pueden deducir formulas para areas de muchas otras regiones 
planas. Por ejemplo, para determinar el area de un triangulo, se puede formar un rectangulo 
cuya area es dos veces la del triangulo, como se indica en la figura 4.5. Una vez que se sabe 
como encontrar el area de un triangulo, se puede determinar el area de cualquier polfgono 
Triangulo: A = \bh subdividiendolo en regiones triangulares, como se ilustra en la figura 4.6. 

Figura 4.5 




Paralelogramo 

Figura 4.6 





Arquimedes (287-212 a.C.) 


Arquimedes utilizo el metodo de exhaucion 
para deducir formulas para las areas de elip- 
ses, segmentos parabolicos y sectores de una 
espiral. Se le considera como el mas grande 
matematico aplicado de la antiguedad. 


Hallar las areas de regiones diferentes a las de los poligonos es mas dificil. Los antiguos 
griegos fueron capaces de determinar formulas para las areas de algunas regiones generales 
(principalmente aquellas delimitadas por conicas) mediante el metodo de exhaucion. La 
descripcion mas clara de este metodo la hizo Arquimedes. En esencia, el metodo es un 
proceso de limite en el que el area se encierra entre dos poligonos (uno inscrito en la region 
y otro circunscrito alrededor de la region). 

Por ejemplo, en la figura 4.7 el area de una region circular se aproxima mediante un 
poligono inscrito de n lados y un poligono circunscrito de n lados. Para cada valor de n el 
area del poligono inscrito es menor que el area del circulo, y el area del poligono circuns- 
crito es mayor que el area del circulo. Ademas, a medida que n aumenta, las areas de ambos 
poligonos van siendo cada vez mejores aproximaciones al area del circulo. 



PARA MAYOR INFORMACI ON Para 
un desarrollo alternative) de la formu- 
la para el area de un circulo, ver el 
articulo “Proof Whitout Words: Area of 
a Disk is nR 2 ” de Russell Jay Hendel en 
Mathematics Magazine. 


El metodo de exhaucion para determinar el area de una region circular 

Figura 4.7 


Un proceso similar al que uso Arquimedes para determinar el area de una region plana 
se usa en los ejemplos restantes en esta seccion. 
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El area de una region plana 

Recordar de la section 1 . 1 que los orfgenes del calculo estan relacionados con dos problemas 
clasicos: el problema de la recta tangente y el problema del area. En el ejemplo 3 se inicia 
la investigation del problema del area. 


EJEMPLO 3 Aproximacion del area de una region plana 


y 



a) El area de una region parabolica es 
mayor que el area de los rectangulos 


Emplear los cinco rectangulos de la figura 4.8a) y b) para determinar dos aproximaciones 
del area de la region que se encuentra entre la grafica de 

f(x) = — x 2 + 5 

y el eje x entre x - 0 y x = 2. 

Solution 

a ) Los puntos terminales de la derecha de los cinco intervalos son § i, donde i = 1,2, 

3, 4, 5. El ancho de cada rectangulo es I, y la altura de cada rectangulo se puede 
obtener al hallar/en el punto terminal derecho de cada intervalo. 


2 4 

4 6 

6 8 

’ 5’ 5 

5’ 5 

5’ 5 ’ 


Evaluar/en los puntos terminales de la derecha de estos intervalos. 


y 



Figura 4.8 


La suma de las areas de los cinco rectangulos es 
Altura Ancho 


5 


If 

i= 1 





162 

25 


6.48. 


Como cada uno de los cinco rectangulos se encuentra dentro de la region parabolica, 
se concluye que el area de la region parabolica es mayor que 6.48. 
b ) Los puntos terminales izquierdos de los cinco intervalos son § (i — 1), donde 
i = 1, 2, 3, 4, 5. La anchura de cada rectangulo es § y la altura de cada uno puede 
obtenerse evaluando / en el punto terminal izquierdo de cada intervalo. Por tanto, 
la suma es 


Altura Ancho 




2 i 


+ 5 


202 

25 


= 8.08. 


Debido a que la region parabolica se encuentra contenida en la union de las cinco 
regiones rectangulares, es posible concluir que el area de la region parabolica es 
menor que 8.08. 


Combinando los resultados de los apartados a) y b), es posible concluir que 
6.48 < (Area de la region) < 8.08. 


■ Al incrementar el numero de rectangulos utilizados en el ejemplo 3, se pueden obtener 

aproximaciones mas y mas cercanas al area de la region. Por ejemplo, al utilizar 25 rectangulos, cada 
uno de ancho puede concluirse que 


7.17 < (Area de la region) < 7.49. 
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Sumas superior e inferior 


y 



El procedimiento utilizado en el ejemplo 3 puede generalizarse de la manera siguiente. 
Considerar una region plana limitada en su parte superior por la grafica de una funcion 
continua no negativa y = f(x), como se muestra en la figura 4.9. La region esta limitada 
en su parte inferior por el eje x y las fronteras izquierda y derecha por las rectas verticales 
x = a y x = b. 

Para aproximar el area de la region, se empieza subdividiendo el intervalo [a, b] en 
n subintervalos, cada uno de longitud Ax = (b — a)/n como se muestra en la figura 4.10. 
Los puntos terminales de los intervalos son los siguientes. 



a + 0(Ax) < a + l(Ax) < a + 2(Ax) <■■■< a + n(Ax) 


La region bajo una curva Como/es continua, el teorema del valor extremo garantiza la existencia de un valor mi'nimo 

Figura 4.9 y uno maximo de /(x) en cada subintervalo. 


y 



El intervalo [a, 6] se divide en n 

subintervalos deancho Ax = - — 

n 

Figura 4.10 


f(m .) = valor mi'nimo de f(x) en el i-esimo subintervalo 
f(M) = valor maximo de /(x) en el i-esimo subintervalo 

A continuation, se define un rectangulo inscrito que se encuentra dentro de la i-esima 
subregion y un rectangulo circunscrito que se extiend efuera de la i-esima region. La al- 
tura del i-esimo rectangulo inscrito es f(rn .) y la altura del i-esimo rectangulo circunscrito 
es f{M). Para cada i, el area del rectangulo inscrito es menor que o igual que el area del 
rectangulo circunscrito. 

/ Area del rectangulo\ ... , ( Area del rectangulo\ 

. = Mi) ^ < /(M ; ) Ax = . 

\ inscrito / \ circunscrito / 

La suma de las areas de los rectangulos inscritos recibe el nombre de suma inferior, y la 
suma de las areas de los rectangulos circunscritos se conoce como suma superior. 

n 

Suma inferior = s(n) = ^ /(rn z ) Ax Area de rectangulos inscritos. 

i= 1 
n 

Suma superior = S(n) = ^ f(M ■) Ax Area de rectangulos circunscritos. 

1 = 1 


En la figura 4. 1 1 , se puede observar que la suma inferior s(n) es menor o igual que la suma 
superior S(n). Ademas, el area real de la region se encuentra entre estas dos sumas. 

s(n) < (Area de region) < S(n) 



El area de los rectangulos 
inscritos es menor que 
el area de la region 


y 




El area de los rectangulos 
circunscritos es mayor que el 
area de la region 


Figura 4.11 


264 


CAPITULO 4 Integracion 


EJEMPLO 4 Hallar las sumas superior 
e inferior de una region 


y 



Rectangulos inscritos 


Determinar la suma superior e inferior de la region delimitada por la grafica de f(x) = x 2 y 
el eje x entre x = 0 y x = 2. 

Solucion Para empezar, se divide el intervalo [0, 2] en n subintervalos, cada uno de 
ancho 

. b — a 2 — 0 2 

Ajc = = = - 

n n n 


La figura 4. 12 muestra los puntos terminales de los subintervalos y varios de los rectangulos 
inscritos y circunscritos. Como f es creciente en el intervalo [0, 2], el valor mmimo en cada 
subintervalo ocurre en el punto terminal izquierdo, y el valor maximo ocurre en el punto 
terminal derecho. 


Puntos terminales izquierdos 


Puntos terminales derechos 


nij — 0 + (i — 1) 



2 (i - 1) 

n 


M i = 0 + i 



2 i 
n 


y 



Rectangulos circunscritos 

Figura 4.12 


Utilizando los puntos terminales izquierdos, la suma inferior es 

2 a - 1 ) 


•?(«) = 'Zf( m i)^x =Yjf 

i= 1 i = l 

n 

= 1 


2 (i - 1) 


- Ebr _ 2i + 


n n 


= bE ' 2 - 2 S' + S 1 


/=i i=i 


n(n + 1)(2 n + 1) 


- 2 


n(n + 1) 
2 


+ n 


= j(2 n 3 — 3 n 2 + n) 

3 71 

_ 8 _ 4 _4_ 

3 n 3 n 2 


Suma inferior. 


Empleando los puntos terminales derechos, la suma superior es 


S(n) = 'ZfiMjAx 
1=1 


2/' 


i= 1 







8 


n(n + l)(2/7 + 1) 
6 


4 

3 n 3 


(2 n 3 + 3 n 2 + n ) 


8 4 4 

T H 

3 n 3n 


Suma superior. 
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EXPLORACION 

Para la region dada en el ejemplo 4, 
calcular la suma inferior 

/ X 8 4 4 

s(n) = + 

3 n 3 n 


y la suma superior 


S{n) 


8 4 4 

3 n 3 n 2 


para n = 10 100 y 1 000. Utilizar 
los resultados para determinar el 
area de la region. 


El ejemplo 4 ilustra algunos aspectos importantes acerca de las sumas inferior y su- 
perior. Primero, advertir que para cualquier valor de n, la suma inferior es menor (o igual) 
que la suma superior. 


■?(«) = 


8 

3 



< 


8 

3 


4 

n 



= S(n) 


Segundo, la diferencia entre estas dos sumas disminuye cuando n aumenta. De hecho, si 
se toman los lrmites cuando n — > oo, tanto en la suma superior como en la suma inferior se 
aproximan a § . 


lrm s{n) = lim ( — h — -r ) = — 


3 IT 


8 


lrm S(n) = lim — -I h — r = — 

■ — n 3 n 


8 


Limite de la suma inferior. 


Limite de la suma superior. 


El siguiente teorema muestra que la equivalencia de los lrmites (cuando n — ¥ 00 ) de 
las sumas superior e inferior no es una mera coincidencia. Este teorema es valido para toda 
funcion continua no negativa en el intervalo cerrado [a, b]. La demostracion de este teorema 
es mas adecuada para un curso de calculo avanzado. 


TEOREMA 4.3 LIMITES DE LAS SUMAS SUPERIOR E INFERIOR 


Sea f continua y no negativa en el intervalo [a, b]. Los lrmites cuando n — > go de las 
sumas inferior y superior existen y son iguales entre sr. Esto es 

n 

Km s{ji) = lrm V /(/«,-) Ax 

«— >00 n — >00 

= lun ^/( M /) Ax 

°° i=i 

= lim S{n) 

n — >co 

donde Ax = (b — a)/n y f(m) y /(M.) son los valores minimo y maximo de / en el 
subintervalo. 


y 



El ancho del i-esimo subintervalo es 
Ax = x. — x j 

Figura 4.13 


Debido a que se alcanza el mismo limite tanto con el valor minimo f(m) como con el valor 
maximo /(M), se sigue a partir del teorema del encaje o del emparedado (teorema 1.8) 
que la eleccion de x en el i-esimo intervalo no afecta al limite. Esto significa que se esta 
en libertad de elegir cualquier valor de x arbitrario en el i-esimo subintervalo, como en la 
siguiente definition del area de una region en el piano. 


DEFINICI0N DEL AREA DE UNA REGION EN EL PLANO 


Sea / continua y no negativa en el intervalo [a, b\. El area de la region limitada por 
la grafica de f, el eje x y las rectas verticales x = ayx = bes 

n 

Area = lrm V/(c,)Ax, x i _ 1 < c,- < x ; 
donde Ax = (b — a)/n (ver la figura 4.13). 
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y 


( 1 , 1 ) 



(0.0) 


El area de la region acotada por la grafica 
d e/, el eje x, x = 0 y x — 1 es \ 

Figura 4.14 


y 



1 2 


El area de la region acotada por la grafica 
de/, el eje x, x = 1 y x = 2 es § 

Figura 4.15 


EJEMPLO 5 Hallar el area mediante la definicion de limite 


Encontrar el area de la region limitada por la grafica f(x ) = x 3 , el eje x y las rectas verticales 
x = 0 y x = 1 , como se muestra en la figura 4.14. 


Solucion Se empieza notando que/es continua y no negativa en el intervalo [0, 1 ] . Despues, 
se divide el intervalo [0, 1] en n subintervalos, cada uno de ancho Ax = 1/ n. De acuerdo con 
la definicion de area, elegir cualquier valor de x en el i-esimo subintervalo. En este ejemplo, 
los puntos terminales derechos c. = i/n resultan adecuados. 


n 

Area = lfm V /(c f ) Ax = 

00 l 



Puntos terminales derechos: c , = 

n 



n 2 (n + l) 2 

4 

„ (\ 1 1 j 

lim — + h — r 

«->oo \4 7.n 4 n 2 ) 

1 

4 


= lfm 


El area de la region es \. 


EJEMPLO 6 Hallar el area mediante la definicion de limite 

Determinar el area de la region limitada por la grafica de f(x) = 4 — x 2 , el eje x y las rectas 
verticales x = 1 y x = 2, como se indica en la figura 4.15. 

Solucion La funcion / es continua y no negativa en el intervalo [1, 2], y de tal modo se 
empieza dividiendo el intervalo en n subintervalos, cada uno de ancho Ax = I / n. Eligiendo 
el punto terminal derecho 

C: — a + iAx = 1 + — Puntos terminales derechos. 

n 

de cada subintervalo, se obtiene 


n 

Area = lfm V /(c.) Ax 



4 

3 






= lfm 

n — »oo 



= 3 - 



5 

3' 




El area de la region es f . 
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El ultimo ejemplo en esta seccion considera una region limitada por el eje y (en vez 
del eje x). 

EJEMPLO 7 Una region limitada por el eje / 

Encontrar el area de la region limitada por la grafica de f(y) = y 2 y el eje y para 0 < v < 1, 
como se muestra en la figura 4.16. 

Solucion Cuando f es una funcion continua y no negativa de y, puede seguirse utilizando 
el mismo procedimiento basico que se ilustro en los ejemplos 5 y 6. Se empieza dividiendo el 
intervalo [0, 1] en n subintervalos, cada uno de ancho Ay = I / n. Despues utilizando los 
puntos terminales superiores c. = i/n, se obtiene 


, n n / : \ 2 / 1 

Area = lfm /(c,) Ay = lim ^ - - 

«— >°° /^ \ n^>co \nj \n 

1 n 

= lim —;'S' i 2 
«->oo n ^ [ 


Puntos terminales superiores: c ; = -. 


El area de la region acotada por la grafica 
d if el eje y para 0 < y < 1 es § 

Figura 4.16 


= lim 

n->oo YT 


i(n + 1)(2 n + 1) 


„ \ 1 1 

= llm - + — + —y 

n — >oo Zn on 

_ 1 

“ 3' 


El area de la region es J. 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, encontrar la suma. Usar la funcion de suma 
de la herramienta de graficacion para veriflcar el resultado. 


1. ]T(31 + 2) 

i= 1 

4 1 

3. V — - — 
Zj L2 + 1 

k = 0 K ^ 1 

4 

5. 

Jc= 1 


2. ^k(k- 4) 

k = 5 
7 ? 

4 ' 

;=4 J 

6. 2Ki - D 2 + O' + D 3 * ] 

i=i 


13. 


2 1 + 


+ ■ ■ ■ + 




2 1 + 


3ft 


1_l ») + ' ■ ' + (n) V 1 ' (KK 


En los ejercicios 15 a 22, utilizar las propiedades de la notacion 
sigma y el teorema 4.2 para calcular la suma. Utilizar la funcion de 
suma de la herramienta de graficacion para veriflcar el resultado. 


En los ejercicios 7 a 14, utilizar la notacion sigma para escribir 
la suma. 


ill 

5(1) + 5(2) + 5(3) + 


1 

5(11) 


8 . 


9 9 9 

+ + + 


1+1 1+2 1+3 


1 + 14 



r /i\ i 


r (A i 


r / 6\ i 

9. 

He) + 5 \ 

+ 

Kb) + 5 J 

+ • ■ ■ + 

i 7 U + 5 J 


10 . 

11 . 


1 - W 
2\ 3 _ 2 
n/ n 


) 2 1 

+ 


+ ■ 

• + 

[l - (^1 

/ J 


W J 



L \4/ J 


- + 
n 


2/t\ 3 In 

n I n 


1-|-1 N2 


' + 
n 


Zn 

1 — I — — 1 

n 


15. 

2? 
i = i 

16. 

2-iS 

i= 1 


24 


16 

17. 

i= 1 

18. 

1(51-4) 

1=1 


20 


10 

19. 

20- D 2 

i= 1 

20. 

SO 2 - 1) 

i = 1 


15 


10 

21. 

S *0 - i) 2 

i=l 

22. 

2* O' 2 + i) 
/=1 


1 En los ejercicios 23 y 24, usar la funcion de suma de una herra- 

mienta de graficacion para evaluar la suma. Despues emplear las 

propiedades de la notacion sigma y el teorema 4.2 para veriflcar 

la suma. 


20 

23. £0 2 + 3) 
1 = 1 


24. J(t3-2tj 

i= 1 


12 . 
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25. Considerar la funcion ^(x) = 3x + 2. 

a) Estimar el area entre la grafica de/ y el eje x entre x = 0 y 
x = 3 usando seis rectangulos y puntos terminales derechos. 
Dibujar la grafica y los rectangulos. 

b) Repetir el apartado a) usando puntos terminales izquierdos. 

26. Considerar la funcion g(x) = x 2 + x — 4. 

a) Estimar el area entre la grafica de g y el eje x entre x = 2 y 
x = 4, usando rectangulos y puntos terminales derechos. 
Bosquejar la grafica y los rectangulos. 

b ) Repetir el apartado a) usando puntos terminales izquierdos. 


En los ejercicios 27 a 32, usar los puntos terminales izquierdo 
y derecho y el numero de rectangulos dado para encontrar dos 
aproximaciones del area de la region entre la grafica de la funcion 
y el eje x sobre el intervalo dado. 


27. f(x) = 2x + 5, [0, 2], 4 rectangulos 

28. /(x) = 9 — x, [2, 4], 6 rectangulos 

29. g(x) = 2x 2 — x — 1, [2, 5], 6 rectangulos 

30. g(x) = x 2 + 1, [1, 3], 8 rectangulos 

TT 


31. f(x) = cos x. 


0, 


4 rectangulos 


32. g(x) = sen x, [0, u], 6 rectangulos 


En los ejercicios 33 a 36, delimitar el area de la region sombreada 
aproximando las sumas superior e inferior. Emplear rectangulos 
de ancho 1. 


33. y 34. y 




35. y 36. y 




En los ejercicios 37 a 40, encontrar el limite de s(n) cuando 

« — > oo . 


37. s(n) = ^ 

Yi 

64 

38. s(n) = — r 

n* 

1 8 

39. s(n) = , 


2 (n + l) 2 


n(n + l)(2 n + 1) 
. 6 
n(n +1) 


40. s(n ) = 


n(n + 1) 
2 


En los ejercicios 41 a 44, utilizar sumas superiores e inferiores 
para aproximar el area de la region empleando el numero dado 
de subintervalos (de igual ancho). 



y 



y 



En los ejercicios 45 a 48, utilizar las formulas de suma con notacion 
sigma para reescribir la expresion sin la notacion sigma. Emplear 
el resultado para determinar la suma correspondiente a it = 10, 
100, 1000 y 10000. 


45. 


, 2i + 1 


. A 6 k(k - 1) 

‘ .A „3 


46. 

48. 


y 4/ + 3 

2j „2 

j= i n 

^ 4 i 2 (i ~ 1) 

A. 


En los ejercicios 49 a 54, encontrar una formula para la suma 
de los n terminos. Emplear la formula para determinar el limite 
cuando n — > oo . 


„ A 24/ 

49. lim y — 

n — >oo /l z 


51. lim y ' (/ — l) 2 

«->oo n s 


i\ 2 


53. lim V 1 

n—*CO \ 


+ 


,, A/ 2i\(2 

50. lim Y 


«-»oo ^ \ n J\n 


2/W 2 


52 - .‘isJA 1 .. 

54. llmffl + yt 2 


55. 


Razonamiento numerico Considerar un triangulo de area 2 
delimitado por las graficas de y = x, y = 0 y x = 2. 
a) Dibujar la region. 

&) Dividir el intervalo [0, 2] en n subintervalos de igual ancho 
y demostrar que los puntos terminales son 



n 

c) Demostrar que s(n) = y (i 

i = 1 - 



d) Demostrar que S(n) 



2 


n 
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e) Completar la tabla. 


n 

5 

10 

50 

100 

sin) 





Sin) 






f) Demostrar que lfm s(n) = lfm S(n) = 2. 

n—>oo n —> oo 

56. Razonamiento numerico Considerar un trapezoide de area 4 
delimitado por las graficas de y = x, y = 0, x = 1 y x = 3. 

a) Dibujar la region. 

b) Dividir el intervalo [ 1 , 3] en n subintervalos de igual ancho 
y demostrar que los puntos terminales son 

^ < 1 + ( " ■ i} (!) < 1 + "(!)• 


1 < 1 + % < 


c) Demostrar que s(n) = ^ 

/= i 

n 

d) Demostrar que S(n) = V 

i= 1 

e) Completar la tabla. 


1 + ((' - 1 ) 
1 + /' 2 


n 

5 

10 

50 

100 

sill) 





Sin) 






/) Demostrar que lfm s(n) = lfm S{n) = 4. 


En los ejercicios 57 a 66, utilizar el proceso de limite para encontrar 
el area de la region entre la grafica de la funcion y el eje x sobre 
el intervalo indicado. Dibujar la region. 


57. 

y = — 4x + 5. 

. [o.i] 

58. y = 3x - 2, [2, 5] 

59. 

y = x 2 + 2, 

[0,1] 

60. y = x 2 + 1, [0, 3] 

61. 

y = 25 - x 2 . 

[1,4] 

62. y = 4 - x 2 , [-2,2] 

63. 

y = 27 - x 3 . 

[1,3] 

64. y = 2x — x 3 , [0, 1] 

65. 

y = x 2 — x 3 , 

[-1,1] 

66. y — x 2 — x 3 , [—1, 0] 


En los ejercicios 67 a 72, emplear el proceso de limite para deter- 
minar el area de la region entre la grafica de la funcion y el eje y 
sobre el intervalo y indicado. Dibujar la region. 

67. f(y) = 4y, 0 < y < 2 68. g(y) = |y, 2 < y < 4 

69. f(y) = y 2 , 0 < y < 5 70. f(y) = 4y - y 2 , 1 < y < 2 

71. g(y) = 4y 2 — v 3 , 1 < y < 3 72. /i(y) = y 3 + 1, 1 <y<2 

En los ejercicios 73 a 76, utilizar la regia del punto medio 

Area- | 


con n = 4 para aproximar el area de la region limitada por la 
grafica de la funcion y el eje x sobre el intervalo dado. 


73. f( x ) = x 2 + 3, [0, 2] 
75. f{x) = tan x. 


»■! 


74. fix) = x 2 + 4x, [0, 4] 
76. fix) = sen x, 


»■! 


I Programacion Escribir un programa para una herramienta de 
graficacion con el fin de aproximar areas utilizando la regia del 
punto medio. Suponer que la funcion es positiva sobre el intervalo 
dado y que los subintervalos son de igual ancho. En los ejercicios 
77 a 80, emplear el programa para aproximar el area de la region 
entre la grafica de la funcion y el eje x sobre el intervalo indicado, 
y completar la tabla. 


n 

4 

8 

12 

16 

20 

Area aproximada 







77. fix) = [0, 4] 

78 - /« = x^yi’ [2 - 6] 

79. fix) = tan(^), [1, 3] 

80. fix) = cos ~/x, [0, 2] 


Desarrollo de conceptos 


Aproximacion En los ejercicios 81 y 82, determinar cual es el 
mejor valor que aproxima el area de la region entre el eje x y 
la grafica de fa funcion sobre el intervalo indicado. (Realizar 
la eleccion con base en un dibujo de la region y no efectuando 
calculos.) 


fix) = 4 - x 2 . 

[0, 2] 

a) -2 

b) 6 

c) 10 

ft \ m 

fix) = sen — , 

[0,4] 

a) 3 

b) 1 

c) -2 


e) 8 


e) 6 


83. Con sus propias palabras y utilizando las figuras adecuadas, 
describa los metodos de las sumas superior e inferior en la 
aproximacion del area de una region. 

84. Proporcionar la definition del area de una region en el piano. 


85. Razonamiento grafico Considerar la region delimitada por la 
8jc 

grafica de fix) = — — , x = 0, x = 4yy = 0, como se muestra 

en la figure. X + 

a) Redibujar la figura y trazar y 
sombrear los rectangulos que 
representan a la suma inferior 
cuando n = 4. Encontrar esta 
suma inferior. 

b) Redibujar la figura y trazar y 
sombrear los rectangulos que 
representan la suma superior 
cuando n = 4. Determinar esta 
suma superior. 

c) Redibuj ar la figura y trazar y sombrear los rectangulos cuy as 
alturas se determinan mediante los valores funcionales en el 
punto medio de cada subintervalo cuando n = 4. Determinar 
esta suma utilizando la regia del punto medio. 


y 
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d) Verificar las siguientes formulas al aproximar el area de la 
region utilizando n subintervalos de igual ancho. 


Suma inferior: s(n) = ^ / 

i = 1 
n 

Suma superior: S{n) = ^ / 


4 

(/ — 1 )“ 
n 


( 0 - 

n 


Regia del punto medio: M(n ) = ^ / 


1 \ 4 


2/77 


e) Utilizar una herramienta de graficacion y las formulas del 
apartado d) para completar la tabla. 


n 

4 

8 

20 

100 

200 

s(n) 






S(n) 






M(n) 







/) Explicar por que 5-f/j) aumenta y S(t?) disminuye para va- 
lores recientes de n, como se muestra en la tabla en el 
apartado e). 


Para discusion 


86. Considerar una funcion/(ji:) que se incrementa en el inter- 
valo [1, 4]. El intervalo [1, 4] esta dividido en 12 subin- 
tervalos. 

a) /.Cuales son los puntos terminales izquierdos del primer 
y ultimo subintervalos? 

b) /,Cuales son los puntos terminales derechos de los 
primeros dos subintervalos? 

c) /.Cuando se usan los puntos terminales derechos, se 
trazan los rectangulos arriba o abajo de las graficas de 
f(x)l Usar una grafica para explicar su respuesta. 

d) /,Que se puede concluir acerca de las alturas de los 
rectangulos si una funcion es constante en el intervalo 
dado? 


; Verdadero o falso? En los ejercicios 87 y 88, determinar si el 
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por que o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre. 

87. La suma de los primeros n enteros positivos es n{n + l)/2. 

88. Si/es continua y no negativa en [a, b], entonces los limites 
cuando n — » oo de su suma inferior s(n) y de su suma superior 
S(n) existen ambos y son iguales. 

89. Comentario Utilizar la figura para escribirun pequeno parrafo don- 
de se explique por que la formula 1 + 2 +■ ■ ■+ n =in (ti + 1) 
es valida para todos los enteros positivos n. 


★ ★ ★ ★ ★ ★ 

★]★ ★ ★ ★ ★ 
★ ★ ★ 

★ ★ ★]★ ★ ★ 
★ ★ ★ ★]★ ★ 



90. 



Razonamiento grafico Considerar un poligono regular de n 
lados inscrito en un circulo de radio r. Unir los vertices del po- 
ligono al centro del circulo, formando n triangulos congruentes 
(ver la figura). 

a) Determinar el angulo central 6 en terminos de n. 

b) Demostrar que el area de cada triangulo es jt^sen 6. 

c) Sea A la suma de las areas de los n triangulos. Hallar 
lim A n . 

n — »oo 

Modelado matemdtico La tabla lista las mediciones de un 
terreno delimitado por un rio y dos caminos rectos que se unen 
en angulo recto, donde x y y se miden en pies (ver la figura). 


X 

0 

50 

100 

150 

200 

250 

300 

y 

450 

362 

305 

268 

245 

156 

0 


a) Utilizar las funciones de regresion de una herramienta de 
graficacion para encontrar un modelo de la forma y = ax 3 
+ bx 2 + cx + d. 

b ) Emplear una herramienta de graficacion para dibujar los 
datos y representar el modelo. 

c) Recurrir al modelo del apartado a) para estimar el area del 
terreno. 



Figura para 91 



Figura para 92 


92. 


93. 


Bloques de construction Un nino coloca n bloques cubicos 
de construccion en una hilera para formar la base de un diseno 
triangular (ver la figura). Cada hilera sucesiva contiene dos blo- 
ques menos que la hilera precedente . Encontrar una formula para 
el numero de bloques utilizados en el diseno. ( Sugerencia : El 
numero de bloques constitutivos en el diseno depende de si n 
es par o impar.) 

Demostrar cada formula mediante induccion matematica. (Quiza 
se necesite revisar el metodo de prueba por induccion en un texto 
de precalculo.) 


a ) j? 2 i = 77(77 + 1 ) 


b) 2/3 = 


2 (77 + l) 2 


Preparacion del examen Putnam 


94. Un dardo, lanzado al azar, incide sobre un bianco cuadrado. 
Suponiendo que cualesquiera de las dos partes del bianco de 
igual area son igualmente probables de ser golpeadas por el 
dardo, encontrar la probabilidad de que el punto de incidencia 
sea mas cercano al centro que a cualquier borde. Escribir la 
respuesta en la forma ( a^/b + c)/d, donde a , b, c y d son 
enteros positivos. 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 

© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 


Figura para 89 


Figura para 90 
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Sumas de Riemann e integrales definidas 


■ Entender la definition de una suma de Riemann. 

■ Hallar una integral definida utilizando lfmites. 

■ Calcular una integral definida utilizando las propiedades de las integrales 
definidas. 


Sumas de Riemann 


En la definition de area dada en la seccion 4.2, las particiones tenfan subintervalos de igual 
cmcho. Esto se hizo solo por conveniencia de calculo. El siguiente ejemplo muestra que no 
es necesario tener subintervalos de igual ancho. 


> /« = V? 



Los subintervalos no tienen anchos iguales 

Figura 4.17 


EJEMPLO I Una particion con subintervalos de anchos desiguales 

Considerar la region acotada por la grafica de fix) = -/x y el eje x para 0 < x < 1 , como se 
muestra en la figura 4.17. Hallar el lfmite 


11 



donde c, es el punto terminal derecho de la particion dada por c, = i 2 / n 2 y Ax, es el ancho 
del /-esimo intervalo. 

Solucion El ancho del /-esimo intervalo esta dado por 


Ax ; = 


;2 


{i ~ l ) 2 

,.2 


i 2 — i 2 + 2i — 1 

7 2 

2 i - 1 


De tal modo, el lfmite es 


y 



El area de la region acotada por la grafica 
de x = / y el ejey para 0 < y < 1 es| 

Figura 4.18 



lfm V 

n — sm X/ 


i 2 1 2i — 1 

2 


lfm — r V (2/ 2 — /) 


n — >oo n fT 


lfm 


lfm 

n — »oo 


n(n + l)(2 n + 1) 


An? + 3 n 2 — n 
6 n 3 


2 . 
3 ’ 


n(n + 1) 
2 


De acuerdo con el ejemplo 7 de la seccion 4.2, se sabe que la region mostrada en la 
figura 4.18 tiene un area de g. Debido a que el cuadrado acotado por 0<x<ly0<y<l 
tiene un area de 1 , puede concluirse que el area de la region que se muestra en la figura 4.17 
tiene un area de f. Esto concuerda con el lfmite que se encontro en el ejemplo 1 , aun cuando 
en ese ejemplo se utilizo una particion con subintervalos de anchos desiguales. La razon 
por la que esta particion particular da el area apropiada es que cuando n crece, el ancho del 
subintervalo mas grande tiende a cero. Esta es la caracterfstica clave del desarrollo de las 
integrales definidas. 
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o 

_o 

15 
U 
u 

Oil 

s 
5 

u 

— 

H 

Georg Friedrich Bernhard Riemann 
(1826-1866) 

Riemann, matematico aleman, realizo 
su trabajo mas notable en las areas de 
geometria no euclidiana, ecuaciones 
diferenciales y la teorla de los numeros. 
Fueron los resultados de Riemann en fisica 
y matematicas los que conformaron la 
estructura en la que se basa la teorla de la 
relatividad general de Einstein. 



En la seccion precedente, el limite de una suma se utilizo para definir el area de una 
region en el piano. La determinacion del area por este medio es solo una de las muchas 
aplicaciones que involucran el limite de una suma. Un enfoque similar puede utilizarse para 
determinar cantidades tan diversas como longitudes de arco, valores medios, centroides, 
volumenes, trabajo y areas de superficies. La siguiente definicion honra el nombre de Georg 
Friedrich Bernhard Riemann. Aunque la integral definida se habia utilizado ya con anterio- 
ridad, fue Riemann quien generalizo el concepto para cubrir una categorfa mas amplia de 
funciones. 

En la definicion siguiente de una suma de Riemann, notar que la funcion / no tiene otra 
restriccion que haber sido definida en el intervalo [a, b\. (En la seccion precedente, la funcion 
f se supuso continua y no negativa debido a que se trabajo con un area bajo una curva.) 


DEFINICION DE UNA SUMA DE RIEMANN 

Sea / definida en el intervalo cerrado [a, b], y sea A una particion de [a, b] dada por 
a = x 0 < x l < x 2 < ■ ■ ■ < x n _ j < x n = b 

donde Ax, es el ancho del i-esimo subintervalo. Si c, es cualquier punto en el ;-esimo 
subintervalo [jc,_ 1; x,] entonces la suma 

n 

E/( c i) Ax <> X,-, < C, < X, 
i = 1 

se denomina una suma de Riemann de f para la particion A. 


■ lMUM Las sumas vistas en la seccion 4.2 son ejemplos de las sumas de Riemann, pero hay sumas 
de Riemann mas grandes que las que se mostraron ah(. ■ 

El ancho del subintervalo mas grande de la particion A es la norma de la particion y 
se denota por medio de ||A||. Si todos los intervalos tienen la misma anchura, la particion es 
regular y la norma se denota mediante 


l|A| 



n 


Particion ordinaria. 


NI 4 


0/11 i 1 

l 8 4 2 

2 " 


n — y oo no implica que ||A|| — » 0 

Figura 4.19 


En una particion general, la norma se relaciona con el numero de subintervalos en [a, b] de 
la siguiente manera. 


b — a 

w 


< 11 


Particion general. 


De tal modo, el numero de subintervalos en una particion tiende a infinito cuando la norma 
de la particion tiende a cero. Esto es ||A|| -4 0 implica que n — > co. 

La afirmacion recfproca de este enunciado no es cierta. Por ejemplo, sea A„ la particion 
del intervalo [0, 1 ] dado por 


0 < < — 1 
2 " 2 " _ 1 


1 1 1 

< ''' < 8 < 4 < 2 < 


1. 


Como se muestra en la figura 4.19, para cualquier valor positivo de n, la norma de la par- 
ticion A„ es De tal modo, como al dejar que n tienda a infinito no obliga a que ||A|| se 
aproxime a 0. En una particion regular, sin embargo, los enunciados ||A|| — 4 0 y n — 4 oo 
son equivalentes. 




SECCION 4.3 


Sumas de Riemann e integrales definidas 


273 


Integrales definidas 


Para definir la integral definida, considerar el siguiente lfmite. 


lfm V /(c ) Ax- 

II A II — A J v " ' 


L 


Afirmar que este lfmite existe, significa que hay un numero real L, tal que para cada e > 0 
existe una 8 > 0 tal que para toda particion de ||A|| <8 se sigue que 


L - 2 /( c <) A *i 
i = I 


< e 


a pesar de cualquier election de c, en el i-esimo subintervalo de cada particion de A. 


PARA MAYOR INF ORMACION 

Para obtener mas information acerca de 
la historia de la integral definida, ver el 
artfculo “The Evolution of Integration”, 
de A. Shenitzer y J. Steprans en The 
American Mathematical Monthly. 


DEFINICION DE UNA INTEGRAL DEFINIDA 


Si / se define en el intervalo cerrado [a, b] y el lfmite de las sumas de Riemann sobre 
las particiones A 


lfm V /(c.) A.i 

I All — »n A. J v '' 


existe (como se describio antes), entonces f es integrable en [a, b] y el lfmite se 
denota por 


lfm V f(cj) Ax = f(x ) dx. 

||A||— >0 A 1 , 1 1 L 


El lfmite recibe el nombre de integral definida de f de a a b. El numero a es el lfmite 
inferior de integracion, y el numero b es el lfmite superior de integracion. 


No es coincidencia que la notation para las integrales definidas sea similar a la que se 
utilizo para las integrales indefinidas. Se vera la razon en la siguiente seccion cuando se in- 
troduzca el teorema fundamental del calculo. Por ahora es importante observar que las 
integrales definidas y las integrales indefinidas son identidades diferentes. Una integral 
definida es un numero, en tanto que una integral indefmida es una familia de funciones. 

A pesar de que las sumas de Riemann estaban definidas por funciones con muy pocas 
restricciones, una condicion suficiente para que una funcion / sea integrable en [a, b] es que sea 
continua en [a, b], Una demostracion de este teorema esta mas alia del objetivo de este texto. 


CWiRlHtiMl* Posteriormente 
en este capftulo, el lector aprendera 
metodos convenientes para calcular 
f a f(x) dx para funciones continuas. 
Por ahora, se debe usar la definition de 
lfmite. 


TEOREMA 4.4 LA CONTINUIDAD IMPLICA INTEGRABILIDAD 


Si una funcion / es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces f es integrable 
en \a, b], Es decir, /*/(x) dx existe. 


EXPLORACION 

Converso del teorema 4.4 ^Es verdadero el converso del teorema 4.4 ? Esto es, si 
una funcion es integrable, ^tiene que ser continua? Explicar el razonamiento y pro- 
porcionar ejemplos. 

Describir las relaciones entre continuidad, derivabilidad e integrabilidad. ( ;Cual 
es la condicion mas fuerte? ( ' Cual es la mas debil? 6 Que condiciones implican otras 
condiciones? 
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y 



Como la integral definida es negativa, no 
representa el area de la region 

Figura 4.20 


y 



Se puede usar una integral definida para 
determinar el area de la region acotada por 
la grafica de/, el eje x, x = a y x = b 

Figura 4.21 


EJEMPLO 2 Evaluacion de una integral definida como limite 

Hallar la integral definida 2x dx. 


Solucion La funcion fix) = 2x es integrable en el intervalo [—2, 1] porque es continua 
en [—2, 1], Ademas, la definicion de integrabilidad implica que cualquier particion cuya 
norma tienda a 0 puede utilizarse para determinar el limite. Por conveniencia computacional, 
definir A, subdividiendo [—2, 1] en n subintervalos de la misma anchura. 


Ax ; = Ax = 



3 

n 


Eligiendo c, como el punto terminal derecho de cada subintervalo, se obtiene 


C: = a + /(Ax) = — 2 + — . 

n 

De este modo, la integral definida esta dada por 


2x dx = 


= lim "V f(c:) Ax.- 
IIAII^O l ’ ' 

= lim y/(c,)Ax 

n — inn 


= lim Y 2 -2 + 

n^oo " \ 

= lim -f (-2 + 

n-> oo H \ 


3i\i 3 


n ) \n 
3i 
n 


= lim - 

n — >oo Yl 


— In ^ — 
n 


n(n + 1) 


= lim - 12 + 9 4-- 


= -3. 


Debido a que la integral definida en el ejemplo 2 es negativa, esta no representa el area 
de la region que se muestra en la figura 4.20. Las integrates definidas pueden ser positivas, 
negativas o cero. Para que una integral definida sea interpretada como un area (como se definio 
en la seccion 4.2), la funcion / debe ser continua y no negativa en [a, b], como se establece 
en el siguiente teorema. La demostracion de este teorema es directa: utilizar simplemente 
la definicion de area dada en la seccion 4.2, porque es una suma de Riemann. 


TEOREMA 4.5 LA INTEGRAL DEFINIDA COMO AREA DE UNA REGION 

Si f es continua y no negativa en el intervalo cerrado [a, b], entonces el area de la 
region acotada por la grafica de /, del eje x y las rectas verticales x = a y x = b esta 
dada por 

f h 

Area = /(x) dx. 

J a 

(Ver la figura 4.21.) 
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Figura 4.22 


Como un ejemplo del teorema 4.5, considerar la region delimitada por la grafica de 
fix) = 4x — x 2 

y el eje x, como se muestra en la figura 4.22. Debido a que f es continua y no negativa en 
el intervalo cerrado [0, 4], el area de la region es 

f 4 

Area = (4x — x 2 ) dx 

Jo 

Una tecnica directa para hallar una integral definida como esta se analizara en la seccion 
4.4. Por ahora se puede calcular una integral definida de dos maneras: usando la defini- 
cion en terminos de lfmites o verificando si la integral definida representa el area de una 
region geometrica comiin, tal como un rectangulo, triangulo o semicirculo. 

EJEMPLO 3 Areas de figuras geometricas comunes 


Dibujar la region correspondiente a cada integral definida. Evaluar despues cada integral 
utilizando una formula geometrica. 


a) 



b ) 


(x + 2) dx 


c ) 



— x 2 dx 


Solucion Un dibujo de cada region se muestra en la figura 4.23. 


fl) 


b ) 


Esta region es un rectangulo de 4 de alto por 2 de ancho. 
4 dx = (Area del rectangulo) = 4(2) = 8 


Esta region es un trapezoide con una altura de 3 y bases paralelas de longitudes 2 y 5. 
La formula para el area de un trapezoide es ih(b l + b 2 ). 


[ 


1 21 

(x + 2 ) dx = (Area del trapezoide) = — (3)(2 + 5) = — 


c ) 


Esta region es un semicirculo de radio 2. La formula para el area de un semicirculo es 
iirr 2 . 


La variable de integracion en 
una integral definida algunas veces se 
denomina como variable muda porque 
puede ser sustituida por cualquier 
otra variable sin cambiar el valor de 
la integral. Por ejemplo. las integrales 
definidas 


y 


f 


f 


( x + 2) dx 


( t + 2) dt 


tienen el mismo valor. 


f 2 

J 4 — x 2 dx = (Area del semicirculo) 


^7r(2 2 ) = 277 


y 

4 -- 
3 -- 
2 -- 
1 -- 


/(*) = 4 



+ 

4 


x 


a) 

Figura 4.23 
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Propiedades de las integrales definidas 

La definition de la integral definida de f en el intervalo [a, b] especifica que a <b. Ahora, 
es conveniente, sin embargo, extender la definition para cubrir casos en los cuales a = b o 
a > b. Geometricamente, las siguientes dos definiciones parecen razonables. Por ejemplo, 
tiene sentido definir el area de una region de ancho cero y altura finita igual a 0. 


DEFINICIONES DE DOS INTEGRALES DEFINIDAS ESPECIALES 

1. Si/esta definida en x = a, entonces se define 

f{x) dx = 0. 

a 

2. Si/es integrable en [a, b], entonces se define 

r a fb 

fix) dx = - f{x) dx. 

J 

b J a 




Figura 4.24 


EJEMPLO 4 Calculo de integrales definidas 


a) Debido a que la funcion seno se define en x = tt, y los llmites superior e inferior de 
integration son iguales, puede decirse que 



b ) La integral f°(x + 2) dx es la misma que la dada en el ejemplo 3 b excepto por el hecho 
de que los llmites superior e inferior se intercambian. Debido a que la integral en el 
ejemplo 3b tiene un valor de puede escribirse 


{x + 2) dx 


— I (x + 2) dx 


21 

2 ' 


En la figura 4.24, la region mas grande puede dividirse en x = c en dos subregiones 
cuya interseccion es un segmento de recta. Como el segmento de recta tiene area cero, se 
concluye que el area de la region mas grande es igual a la suma de las areas de las dos 
regiones mas pequenas. 


TEOREMA 4.6 PROPIEDAD ADITIVA DE INTERVALOS 


Si f es integrable en los tres intervalos cerrados determinados por a,byc, entonces 


f fix) dx = f fix) dx + f f(x) dx. 

Ja Ja Jc 


EJEMPLO 5 Empleo de la propiedad aditiva de intervalos 


l r o r l 

|jc| dx = —xdx+ X dx Teorema 4.6. 

-1 J-l Jo 

1 1 

~ 2 + 2 

= 1 


Area del triangulo. 
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Debido a que la integral definida se describe como el limite de una suma, hereda las 
propiedades de la suma dadas en la parte superior de la pagina 260. 


TEOREMA 4.7 PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES DEFINIDAS 


Si / y g son integrables en [a, b] y k es una constante, entonces las funciones kf y 
/ ± g son integrables en [a, /;], y 

J 'b rb 

kf(x) dx = k I /(. x) dx 

a Ja 

rb rb rb 

2 . [fix) ± g(x)] dx = fix) dx ± gix) dx. 


Observar que la propiedad 2 del teorema 4.7 puede extenderse a cualquier numero finito de 
funciones. Por ejemplo, 

J 'h rb rb rb 

[fix) + gix) + h(x)] dx = I fix) dx + I gix) dx + I h{x) dx. 

a Ja Ja Ja 


EJEMPLO 6 Evaluacion de una integral definida 

f 3 

Evaluar (— x 2 + 4x — 3) dx utilizando los siguientes valores. 



Solucion 


y 



i~x 2 + 4x — 3) dx 


[ — x 2 )dx+ I 4 x dx + I (—3 ) dx 

3 


x 2 dx + 4 I x dx — 3 dx 


-(f) + 4(4) - 3(2) 


4 

3 


Si/y g son continuas en el intervalo cerrado [a, b] y 
0 < fix) < gix) 

para a < x < b, las siguientes propiedades son ciertas. Primero, el area de la region acotada 
por la grafica de/y el eje x (entre ay b) debe ser no negativa. Segundo, esta area debe ser 
menor o igual que el area de la region delimitada por la grafica de g y el eje x (entre a y b), 
como se muestra en la figura 4.25. Estos dos resultados se generalizan en el teorema 4.8. 
(Una demostracion de este teorema se presenta en el apendice A.) 


Figura 4.25 
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TEOREMA 4.8 CONSERVACION DE DESIGUALDADES 


1. Si f es integrable y no negativa en el intervalo cerrado [a, b], entonces 
rb 


0 < f(x) dx. 


2. Si f y g son integrables en el intervalo cerrado [a, b\ y fix) < g(x) para x en 
[a, b], entonces 


f(x) dx < g(x) dx. 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 y 2, utilizar el ejemplo 1 como modelo para 
evaluar el limite 


Um ^ /(c,)Ax, 


n^oo ; = 1 

sobre la region delimitada por las graficas de las ecuaciones. 

1. f(x ) = *Jx, y = 0, x = 0, x = 3 

(Sugerencia: Sea c,- = 3 i 2 /n 2 .) 

2. f(x ) = </x , y = 0, x = 0, x = 1 

( Sugerencia : Sea c ; = i 3 /n 3 .) 

En los ejercicios 3 a 8, evaluar la integral delinida mediante la 
definition de limite. 


3. J 8 dx 

■b 

7. I (x 2 + 1) dx 


x 3 dx 


4. 


6 . 


8 . 


I 


x dx 


-2 

'4 


4jc 2 dx 


(2x 2 + 3) dx 


En los ejercicios 9 a 12, escribir el limite como una integral de- 
finida en el intervalo [a, b], donde c, es cualquier punto en el 
i-esimo subintervalo. 


Limite 


Intervalo 


9. 

lim V (3c,. + 10) Ax- 
IWI->o ft 

[-1.5] 

10. 

Km 2 6c,. (4 - c,) 2 Ax,. 

I|A|| — >0 | = i 

[0,4] 

11. 

lim V ^c,. 2 + 4 Ax, 
INKO ft 

[0, 3] 

12. 

Um V (4W; 

l|A||— >0 ft \C,- / 

[1.3] 


En los ejercicios 13 a 22, formular una integral delinida que pro- 
duce el area de la region. (No evaluar la integral.) 

14. fix) = 6 — 3x 



15. f(x) = 4 — 



17. fix) = 25 - jr 




16. fix) = x 2 



18. /(*)=, 


4 

x 2 + 2 

y 
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19. /( x) = cos x 


y 



y 



20. f(x ) = tan x 


y 



22 - fiy) = (>' ~ 2) 2 


y 



En los ejercicios 23 a 32, dibujar la region cuya area esta dada 
por la integral definida. Luego, usar una formula geometrica para 
evaluar la integral (a > 0, r > 0). 



1 


c) f(x ) dx. 


f 


d) 3/(x) dx. 


42. Dadas 


f fix ) dx = 4 y f f(x) dx = — 1 , hallar 
Jo J 3 


a) f{x) dx. 


L‘ 

i 


b ) /(x) 


c ) /W 


i 


d ) ~5f(x)dx. 


43. Dadas 


J /(x) c/x = 10 y J g(x) dx = —2, hallar 


a) [fix) + <?(*)] dx. b) [g(x) - f(x)] dx. 


c) 2 g(x) dx. 


I 


d) 3 f(x) dx. 


44. Dadas 


f fix) dx = 0 y f fix) dx = 5, hallar 

J-i Jo 


a) fix) dx. 


b) fix) dx - fix) dx. 


c ) 3 fix) dx. 


d) 3 fix) dx. 


45. Utilizar la tabla de valores para determinar las estimaciones 

r 10 

inferiores y superiores de I fix) dx. Suponer que / es una 
funcion decreciente. 0 


X 

0 

2 

4 

6 

8 

10 

fix) 

32 

24 

12 

-4 

-20 

-36 


46. Utilizar la tabla de valores para estimar I fix) dx. Utilizar tres 

Jo 

subintervalos iguales y a) los puntos terminales izquierdos, b) los 
puntos terminales derechos y c) los puntos medios. Si/es una 
funcion creciente, ^como se compara cada estimacion con el 
valor real? Explicar el razonamiento. 


En los ejercicios 33 a 40, evaluar la integral utilizando los siguien- 
tes valores. 



33. 




X 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

fix) 

-6 

0 

8 

18 

30 

50 

80 


47. Parapensar Lagraficade / esta compuesta por segmentos de 
recta y un semicirculo, como se muestra en la figura. Evaluar 
cada integral definida utilizando formulas geometricas. 


37, 

39. 


•I 

•I 


Sx dx 


(x — 9) dx 

J (yx 3 — 3x + 2) dx 


36. J 25 dx 


/; 

i 


38. (x 3 + 4) dx 


40. 


I 


(10 + 4x — 3x 3 ) dx 


41. Dadas 


f fix) dx = 10 y f fix) dx = 3, hallar 
Jo J 5 


1 


a) fix) dx. 


r 


b ) fix) dx. 



d) | fix) dx 


e i j \f(x)\dx j) J [fix) + 2\dx 
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48. Para pensar La grafica de f consta de segmentos de recta, 
como se muestra en la figura. Evaluar cada integral definida 
utilizando formulas geometricas. 



f 

Jo 


a) ~f{x) dx 


I 


b) 3 fix) dx 


c ) fix) dx 


f. 


d) fix) dx 


e ) fix) dx 


/) f(x)dx 


49. Para pensar Considerar la funcion / que es continua en el 
intervalo [ — 5, 5] y para la cual 

f fix) dx = 4. 

Jo 

Evaluar cada integral. 

a ) J [fix) + 2] dx b) J fix + 2) dx 


c ) J fix)dx (/ es par) d) J fix)dx (/esimpar) 


50. 


Para pensar Una funcion / se define como se indica a conti- 
nuacion. Usar formulas geometricas para encontrar f 0 fix) dx. 



51. Para pensar Abajo se define una funcion/. Usar formulas 
geometricas para encontrar J 0 fix) dx. 


fix) 


6, x > 6 

— \x + 9, x < 6 


Para discusion 

52. Encontrar posibles valores de a y b que hagan el enuncia- 

do correcto. Si es posible, usar una grafica para sustentar 
su respuesta. (Aqul puede haber mas de una respuesta 

correcta.) 


f 1 f 5 1 

r b 

a ) fix) dx + fix) dx = 

' fix) dx 

f 3 f 6 

rb r6 

b ) fix) dx + fix) dx - 1 

fix) dx = /(x) <Jx 

J- 3 J 3 J 

rb 

a j - 1 

c ) sen*d* < 0 

Ja 


( h 

d) 1 cos x dx = 0 

Ja 



Desarrollo de conceptos 


En los ejercicios 53 y 54, utilizar la figura para llenar los espa- 
cios con el simbolo <, > o =. 


y 



53. El intervalo [ 1 , 5] se divide en n subintervalos de igual ancho 
Ax, y X; es el punto terminal izquierdo del i-esimo subinter- 
valo. 

" f 5 

2 /W fix)dx 

i = 1 J 1 


54. El intervalo [ 1 , 5] se divide en n subintervalos de igual ancho 
Ax, y Xj es el punto terminal derecho del i-e simo subinter- 
valo. 

n f 5 

2 fix,) Ax fix) dx 

i= 1 Jl 


55. 

56. 


Determinar si la funcion f(x) = 
intervalo [3, 5], Explicar. 


es integrable en el 


Proporcionar un ejemplo de una funcion que sea integrable 
en el intervalo [—1, 1], pero no continua en [ — 1, 1], 


En los ejercicios 57 a 60, determinar cuales valores se aproximan 
mejor a la integral definida. Realizar la seleccion con base en un 
dibujo. 


57. I ~Jx dx 
Jo 

a) 5 b ) -3 c) 10 d) 2 e) 8 


r 1/2 

58. 4 COS 7 TX dx 

Jo 

a) 4 b) I c) 16 


d) 2 tt e ) —6 


59. 


2 sen 7 tx dx 


a) 6 b) 2 c) 4 


d) | 


60. 


f (l + Vx) dx 

Jo 


a) -3 b) 9 c) 27 d) 3 
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Programacion Escribir un programa en la herramienta de gra- 
(icacidn con el lin de aproximar una integral delinida utilizando 
la suma de Riemann 

E/( c /) Ax i 

i = 1 

donde los subintervalos sean de igual ancho. La salida debe pro- 
porcionar tres aproximaciones de la integral donde c, es el punto 
terminal del lado izquierdo 1(h), el punto medio M(it) y el pun- 
to terminal del lado derecho D(n) de cada subintervalo. En los 
ejercicios 61 a 64, usar el programa para aproximar la integral 
delinida y completar la tabla. 


72. Determinar la suma de Riemann para f(x) = sen x sobre el 
intervalo [0, 2 it], donde x 0 = 0, x, = tt/4, x 2 = tt/3, x 3 = iry 
x 4 = 2tt, y donde c l = tt/6, c 2 = ir/3, c 3 = 2tt/ 3 y c 4 = 3tt/2. 

fb b 2 — a 2 

73. Demostrar que x ax — . 

J a Z 

f b , b 3 — a 3 

74. Demostrar que xr ax — . 

75. Para pensar Determinar si la funcion de Dirichlet 

. _ jl, xes rational 
[0, x es irracional 


n 

4 

8 

12 

16 

20 

I(n) 






M(n) 






D(n) 








62 

64. 


• f 


X 2 + 1 


dx 


x sen x dx 


iVerdadero o falso? En los ejercicios 65 a 70, determinar si el 
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por que o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre. 


es integrable en el intervalo [0, 1], Explicar. 


75. Suponer que la funcion f se define en [0, 1], como se muestra 
en la figura. 



x — 0 
0 < x < 1 


y 



: + 

■b 

g(x) dx 

l 

67. Si la norma de una particion tiende a cero, entonces el numero 
de subintervalos tiende a infinito. 

68. Si/es creciente en [a, £>], entonces el valor minimo de /( x) en 
[a, b ] es f(a). 

69. El valor de fj'f(x) dx debe ser positivo. 




Demostrar que fif(x) dx no existe. ^Por que lo anterior no 
contradice al teorema 4.4? 

77. Encontrar las constantes ay b que maximizan el valor de 


f 


(1 — x 2 ) dx. 


Explicar el razonamiento. 

78. Evaluar, si es posible, la integral f |[x]| dx. 

Jo 

79. Determinar 


70. El valor de J ^ sen (x 2 ) dx es cero. 

71. Encontrar la suma de Riemann para f(x) = x 2 + 3x en el inter- 
valo [0, 8], donde x 0 = 0, x 1 = l,x 2 = 3,x 3 = 7 y x 4 = 8, y donde 
c, = 1, c 2 = 2, c 3 = 5 y c 4 = 8. 


y y 



lrm -r[l 2 + 2 2 + 3 2 + • • ■ + n 2 ~\ 

n — >oo 

utilizando una suma de Riemann apropiada. 


Preparacion del examen Putnam 


80. Para cada funcion continua /: [0, 1]— sean /(/) = 
Jo ^ fix) dx y J(x) = Jp x(f(x)) 2 dx. Encontrar el valor 
maximo de 1(f) — J(f) sobre todas las funciones/. 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 


Figura para 71 


Figura para 72 
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El teorema fundamental del calculo 


■ Evaluar una integral definida utilizando el teorema fundamental del calculo. 

■ Entender y utilizar el teorema del valor medio para integrales. 

■ Encontrar el valor medio de una funcion sobre un intervalo cerrado. 

■ Entender y utilizar el segundo teorema fundamental del calculo. 

■ Entender y utilizar el teorema del cambio neto. 


EXPLORACION 

Integration y antiderivation 
A lo largo de este capltulo, se ha 
estado utilizando el signo de integral 
para denotar una antiderivada o 
primitiva (una familia de funciones) 
y una integral definida (un numero). 

Antiderivation: / /(*) dx 

f h 

Integration definida: I f(x) dx 

J a 

El uso de este mismo srmbolo para 
ambas operaciones hace parecer 
que estaran relacionadas. En los 
primeros trabajos con calculo, sin 
embargo, no se sabra que las dos 
operaciones estaban relacionadas. 
lA que se aplico primero el slmbolo 
/: a la antiderivacion o a 
la integration definida? Explicar 
el razonamiento. ( Sugerencia : El 
srmbolo fue utilizado primero por 
Leibniz y proviene de la letra S.) 


El teorema fundamental del calculo 


Se han visto ya dos de las principales ramas del calculo: el calculo diferencial (presentado 
con el problema de la recta tangente) y el calculo integral (presentado con el problema 
del area). En este punto, podrfa parecer que estos dos problemas no se relacionan, aunque 
tienen una conexion muy estrecha. La conexion fue descubierta independientemente por 
Isaac Newton y Gottfried Leibniz y esta enunciada en un teorema que recibe el nombre de 
teorema fundamental del calculo. 

De manera informal, el teorema establece que la derivation y la integration (definida) 
son operaciones inversas, en el mismo sentido que lo son la division y la multiplication. 
Para saber como Newton y Leibniz habrlan pronosticado esta relation, considerar las 
aproximaciones que se muestran en la figura 4.26. La pendiente de la recta tangente se 
definio utilizando el cociente Ay/ Ax (la pendiente de la recta secante). De manera similar, 
el area de la region bajo una curva se definio utilizando el producto Ay Ax (el area de un 
rectangulo). De tal modo, al menos en una etapa de aproximacion primitiva, las operaciones 
de derivation y de integration definida parecen tener una relation inversa en el mismo 
sentido en el que son operaciones inversas la division y la multiplication. El teorema fun- 
damental del calculo establece que los procesos de llmite (utilizados para definir la deriva- 
da y la integral definida) preservan esta relation inversa. 


Ax 



Ax 



Area = AyAx Area = AyAx 

b ) Integracion definida 


La derivation y la integracion definida tienen una relacion“inversa” 

Figura 4.26 


TEOREMA 4.9 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO 


Si una funcion f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y F es una antiderivada de 
/ en el intervalo [ a , b], entonces 


f(x) dx = F(b) — F(a). 
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( DEMOSTRACION ) La clave para la demostracion consiste en escribir la diferencia F(b) — F(a) 
en una forma conveniente. Sea A la siguiente particion de [a, b], 

a = x Q < x x < x 2 < ■ ■ ■ < x n _ j < x n = b 

Mediante la resta y suma de terminos analogos, se obtiene 


F(b) - F{a) = F(x n ) - F(x n ,) + F(x„_,) - ... - F(x,) + F(xJ - F(x 0 ) 

= 

i= 1 

De acuerdo con el teorema del valor medio, se sabe que existe un numero c, en el t-esimo 
subintervalo tal que 


F'(Ci) 


F(xj) ~ F(x { _ i) 
x,. - x i _ l 


Como F’(ci ) = f(ci), puede dejarse que Ax, = x, — x,--i y obtenerse 
F(b) - F(a) = 2/(c,.)Ax ; . 

i — 1 

Esta importante ecuacion dice que al aplicar repetidamente el teorema del valor medio, se 
puede siempre encontrar una coleccion de c, tal que la constante F(b) — F(a) es una suma 
de Riemann de f en [a, b] para cualquier particion. El teorema 4.4 garantiza que el 1 finite de 
sumas de Riemann sobre las particiones con ||A|| -4 0 existe. Asf, al tomar el lfmite (cuando 
||A|| -4 0) produce 

F{b) — F{a) = f f(x) dx. 


La siguiente gufa puede ayudar a comprender el uso del teorema fundamental del 
calculo. 


Estrategia para utilizar el teorema fundamental del calculo 


1. Suponiendo que se conozca una antiderivada o primitiva /, se dispone de una forma 
de calcular una integral definida sin tener que utilizar el lfmite de la suma. 

2. Cuando se aplica el teorema fundamental del calculo, la siguiente notation resulta 
conveniente. 


/(x) dx = F(x) 

l J 

= m - F(a) 

Por ejemplo, para calcular /fx 3 dx, es posible escribir 


f 


41 3 


x 3 dx = 


3 !_ 14 = 8 i_I = on 

4 4 4 4 


3. No es necesario incluir una constante de integration C en la antiderivada o pri- 
mitiva ya que 


f 


f{x) dx = 


F(x) + C 


= [F{b] + C] - [F(a) + C] 
= Fib) - Fia). 
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y= \2x-l\ 



-1 1 2 


y = -(2x-l) y = 2x—l 

La integral definida dey en [0, 2] esf 

Figura 4.27 


y 

y = 2x 2 — 3jc + 2 



12 3 4 

El area de la region acotada por la grafica 
de y, el eje x, x = 0 y x = 2 esx 

Figura 4.28 


EJEMPLO I Calculo de una integral definida 


Evaluar cada integral definida. 


i: 


a) (x 2 — 3) dx 


r 4 r 7r/4 

b) I 3 >/x dx c) I S 


sec 2 x dx 


Solution 

r 2 


a) 


(x 2 — 3) dx = 


x 3 12 

J~K 


C4 r 4 

b) J 3^/xdx = 3 I x^ 2 dx = 3 




3/2. 


= 2(4) 3 / 2 - 2(1) 3 / 2 = 14 


ir/4 -\™/ A 

c ) I sec 2 x dx = tan x 

Jo 


= 1 - 0=1 


EJEMPLO 2 Integral definida de un valor absoluto 


f 

Jo 


Calcular \2x — \ \ dx. 

Jo 

Solucion Utilizando la figura 4.27 y la definicion de valor absoluto, se puede reescribir 
el integrando como se indica. 


2x - 1. 


* S 2 


A partir de esto, es posible reescribir la integral en dos partes. 


2 r 1/2 [2 

2x — 1 1 dx = I — (2x — 1) dx + I (2jc — 1 ) dx 
Jo J 1/2 


-x 2 + 


1/2 


+ 


2 

1/2 


■ H )-(0 + 0 ) + ( 4 - 2 )-( H ; 2 


EJEMPLO 3 Empleo del teorema fundamental para encontrar un area 

Encontrar el area de la region delimitada por la grafica de y = 2x 2 — 3x + 2, el eje x y las 
rectas verticales x = 0 y x = 2, como se muestra en la figura 4.28. 

Solution Notar que y > 0 en el intervalo [0, 2]. 


Area = (2x 2 — 3x + 2) dx 

Jo 

2x 3 3x 2 l 2 

— — + 2x 

3 2 

= (y - 6 + 4 )- ( °-° + 0) 

= 12 
3 


Integrar entre x = 0 y x = 2. 

Encontrar la antiderivada. 

Aplicar el teorema fundamental del calculo. 
Simplificar. 


SECCION 4.4 


El teorema fundamental del calculo 
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f(c){b - a) = | fix) dx 

Figura 4.29 


El teorema del valor medio para integrates 

En la seccion 4.2, se vio que el area de una region bajo una curva es mayor que el area de 
un rectangulo inscrito y menor que el area de un rectangulo circunscrito. El teorema del 
valor medio para integrales establece que en alguna parte “entre” los rectangulos inscrito y 
circunscrito hay un rectangulo cuya area es precisamente igual al area de la region bajo la 
curva, como se ilustra en la figura 4.29. 


TEOREMA 4.10 TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES 

Si/es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces existe un numero c en el in- 
tervalo cerrado [a, b ], tal que 

rb 

fix) dx = f{c){b - a). 


( DEMOSTRACION ) 

Caso 1: Si / es constante en el intervalo [a, b], el teorema es claramente valido debido a 
que c puede ser cualquier punto en [ a , b], 

Caso 2: Si f no es constante en [a, b\, entonces, por el teorema del valor extremo, 
pueden elegirse f(m) y f(M ) como valores mmimo y maximo de f en [a, b ]. Como 
f(m ) < f(x) < f(M ) para todo x en [a, b], se puede aplicar el teorema 4.8 para escribir 


f(m) dx < I fix) dx < I /(M) dx 

J a J a 

f{m){b - a) < I f{x) dx < f(M){b - a) 
fix) dx < f(M) 


Ver la figura 4.30. 


f{m) < 


b — a 


De acuerdo con la tercera desigualdad, puede aplicarse el teorema del valor medio para 
concluir que existe alguna c en [a, b] tal que 


/(c) = 


— l- r 

b ~ a Ja 


fix) dx 


fic)ib 




= fix) dx. 



Rectangulo inscrito (menor 
que el area real) 


f 


f(m)dx = f(m)(b — a ) 

Figura 4.30 



Rectangulo del valor 
medio (igual al area real) 

\ fix) dx 



\fm 


Rectangulo circunscrito 
(mayor que el area real) 

f f(M) dx = f(M)(b - a) 


Adviertase que el teorema 4. 10 no especifica como determinar c. Solo garantiza la existencia 
de al menos un numero c en el intervalo. ■ 
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Valor medio de una funcion 



Figura 4.31 


El valor de /(c) dado en el teorema del valor medio para integrales recibe el nombre de valor 
medio de / en el intervalo [a, b]. 


DEFINICION DEL VALOR MEDIO DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO 


Si / es integrable en el intervalo cerrado [a, b], entonces el valor medio de / en el 
intervalo es 

— ^ — f f(x) dx. 

b - a J a 


■MUM Observese en la figura 4.31 que el area de la region bajo la grafica/es igual al area del rec- 
tangulo cuya altura es el valor medio. ■ 


Para saber por que el promedio de / se define de esta manera, supongase que se divide 
[a, b] en n subintervalos de igual anchura Ax = (b — a)/n. Si c, es cualquier punto en el 
/-esimo subintervalo, la media aritmetica de los valores de la funcion en los c, esta dada 
por 

fl = “[/(Cj) +/(C'>) + • ' ' +/(cj], Porcentaje de /(q), . . . ,/(c„). 

n 

Al multiplicar y dividir entre ( b — a), puede escribirse la media como 


n i= i 


b — a 


b — a) b — a 


2 m 


b — a 




Por ultimo, al tomar el limite cuando n — > co se obtiene el valor medio de / en el intervalo 
[a, b ], como se indico en la definicion anterior. 

Este desarrollo del valor medio de una funcion en un intervalo es solo uno de los muchos 
usos practicos de las integrales definidas para representar procesos de suma. En el capftulo 
7, se estudiaran otras aplicaciones, tales como volumen, longitud de arco, centros de masa 
y trabajo. 


y 



EJEMPLO 4 Determinacion del valor medio de una funcion 

Determinar el valor medio de f(x ) = 3x 2 — 2x en el intervalo [1,4]. 
Solution El valor medio esta dado por 


1 


b — a 


fix) dx = 


1 


1 Ji 


(3x 2 — 2x) dx 


- 4 
.2 

_ 1 


= ^[64 - 16 - (1 - 1)] = y = 16. 


Figura 4.32 


(Ver la figura 4.32.) 
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La primera persona en volar a una velo- 
cidad mayor que la del sonido fue Charles 
Yeager. El 14 de octubre de 1947, a una 
altura de 12.2 kilometros, Yeager alcanzo 
295.9 metros por segundo. Si Yeager hubie- 
ra volado a una altura menor que 1 1 .275 
kilometros, su velocidad de 295.9 metros 
por segundo no hubiera“roto la barrera del 
sonido”. La foto muestra un Tomcat F-14, 
un avion bimotor supersonico. Normal- 
mente, el Tomcat puede alcanzar alturas 
de 15.24 km y velocidades que superan 
en mas del doble la velocidad del sonido 
(707.78 m/s). 


EJEMPLO 5 La velocidad del sonido 

A diferentes alturas en la atmosfera de la Tierra, el sonido viaja a distintas velocidades. La 
velocidad del sonido s(x ) (en metros por segundo) puede modelarse mediante 


-4* + 341, 

0 < * < 11.5 

295, 

11.5 < * < 22 

|* + 278.5, 

22 < * < 32 

|* + 254.5, 

32 < * < 50 

-\x + 404.5, 

50 < * < 80 


donde x es la altura en kilometros (ver la figura 4.33). ( ',Cual es la velocidad media del sonido 
sobre el intervalo [0, 80]? 

Solucion Se empieza con la integracion ,y(*) en el intervalo [0, 80]. Para hacer esto, se 
puede dividir la integral en cinco partes. 


11.5 


s(jc) dx = (—4* + 341) dx = 


11.5 

32 


s{x) dx 
*(*) dx 
s(*) dx 


o 

22 


y(*) dx = (295) dx = 


11.5 

32 


295* 


-2* 2 + 341* 


= 3 097.5 


= 3 657 


(|* + 278.5) dx = 
(f* + 254.5) dx = 
(— fx + 404.5) dx = 


|* 2 + 278.5* 


32 


= 2 987.5 


|* 2 + 254.5* 


J22 

n50 


= 5 688 


-|* 2 + 404.5* 


80 


= 9 210 


A1 sumar los valores de las cinco integrales, se obtiene 


s(*) dx = 24 640. 


De tal modo, la velocidad media del sonido entre los 0 y los 80 km de altitud es 

r80 


Velocidad promedio = 


0 


24 640 

,v(*) dx = — — — = 308 metros por segundo 
80 


S 



La velocidad del sonido depende de la altura 

Figura 4.33 
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Integration 


El segundo teorema fundamental del calculo 

A1 introducir la integral definida de/en el intervalo [a, b] se ha tornado como fijo el Hmite 
superior de integration by x como la variable de integration. Sin embargo, es posible que 
surja una situation un poco diferente en la que la variable x se use como el lnnite superior 
de integration. Para evitar la confusion de utilizarx de dos maneras diferentes, se usa tem- 
poralmente t como la variable de integration. (Recordar que la integral definida no es una 
funcion de su variable de integration.) 

La integral definida como un niimero La integral definida como una funcion de x 



EXPLORACION 

Emplear una herramienta de grafica- 
cion para representar la funcion 

f x 

F(x) = cos t dt 
Jo 

para 0 < x < tt. ^Reconoce esta 
grafica? Explicar. 


EJEMPLO 6 La integral definida como funcion 

Calcular la funcion 

[ x 

F{x) = cos t dt 

Jo 

en x = 0, 7t/6, tt/4, tt/3 y 7t/2. 

Solution Se podrfan calcular cinco integrales deftnidas diferentes, una para cada uno de 
los bmites superiores dados. Sin embargo, es mucho mas simple ftjarx (como una constante) 
por el momento para obtener 


cos t dt = sen t 


sen x — sen 0 = sen x. 


Despues de esto, utilizando F(x) = sen x, es posible obtener los resultados que se muestran 
en la ftgura 4.34. 



Podrfa considerarse la funcion F(x) como la acumulacion del area bajo la curva 
fit) = cos t desde t = 0 hasta t = x. Para x = 0, el area es 0 y F( 0) = 0. Para x = 7t/2, 
F( tt/2) = 1 produce el area acumulada baj o la curva coseno del intervalo completo [0, 7r/2] . 
Esta interpretation de una integral como una funcion acumulacion se usa a menudo en 
aplicaciones de la integration. 
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En el ejemplo 6, advertir que la derivada de F es el integrando original (solo que con 
la variable cambiada). Esto es, 


4 -[^W] = “T - [senx] = 
ax ax 

Este resultado se generaliza 

fundamental del calculo. 


d . 

— I cos t at = cos x. 
ax 

en el siguiente teorema, denominado el segundo teorema 


TEOREMA 4.11 EL SEGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO 


Si f es continua en un intervalo abierto I que contiene a, entonces, para todo x en el 
intervalo, 



= fix). 



fix) Ax 

Figura 4.35 


f 


f(t) dt 


( DEMOSTRACION ) Empezar definiendo F como 
Fix) = J f(t) dt. 

Ja 

Luego, de acuerdo con la definicion de la derivada, es posible escribir 

. 1(m F(* + Ax) - fW 
Ax — >0 Ax 


= Km -7— 

Av->o Ax 


= Km - — 
At->o Ax 


= Km - — 
At->o Ax 


'x + Ay 


fit ) dt - fit) dt 


h Av 


fit) dt + f(t) dt 


I- Ay 


fit) dt 


Por el teorema del valor medio para integrales (suponiendo que Ax > 0), se sabe que existe 
un numero c en el intervalo [x, x + Ax] tal que la integral en la expresion anterior es igual a 
/(c) Ax. Ademas, como x<c<x + Axse sigue que c —> x cuando Ax -4 0. De tal modo, 
se obtiene 

F'(x) = Km 
Ay— >0 

= Km 

Ax— >0 

= fix). 

Es posible plantear un argumento similar para Ax < 0. 




fic) 


Utilizando el modelo del area para integrales definidas, considerar la aproximacion 



se dice que el area del rectangulo de altura/(x) y anchura Ax es aproximadamente igual al area de la 
region que se encuentra entre la grafica de/y el eje x en el intervalo [x, x + Ax], como se muestra en 
la figura 4.35. ■ 
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Integration 


Notese que el segundo teorema del calculo indica que toda / continua admite una an- 
tiderivada o primitiva. Sin embargo, esta no necesita ser una funcion elemental. (Recordar 
la discusion de las funciones elementales en la section P.3.) 


EJEMPLO 7 Empleo del segundo teorema fundamental del calculo 


Calcular 


dx 


> Jt 2 + 1 dt 


Solution Advertir que f(t) = V? 2 + 1 es continua en toda la recta real. De tal modo, 
empleando el segundo teorema fundamental del calculo, es posible escribir 


d 

dx 


Jt 2 + 1 dt 


^Jx 2 + 1 . 


La derivation que se muestra en el ejemplo 7 es una aplicacion directa del segundo 
teorema fundamental del calculo. El siguiente ejemplo muestra como puede combinarse 
este teorema con la regia de la cadena para encontrar la derivada de una funcion. 


EJEMPLO 8 Empleo del segundo teorema fundamental del calculo 

Encontrar la derivada de F(x) = I cos t dt. 


it/ 2 

Solution Haciendo u = x 3 , es factible aplicar el segundo teorema fundamental del calculo 
junto con la regia de la cadena como se ilustra. 


F'(x) = 


dF du 
du dx 

f,[F(x)\ d “ 

du dx 


Regia de la cadena. 

dF 


Definition de 


du 


d 

du 

d 

du 


cos t dt 


-Jtt/2 


cos t dt 


-jtt/2 

(cos u)(3x 2 ) 
(cos x 3 )(3x 2 ) 


du 

dx 

du 

dx 


Sustituir cos l dt por/Lc). 

Jn/2 

Sustituir u porx 3 . 

Aplicar el segundo teorema fundamental del calculo. 
Reescribir como funcion de x. 


Debido a que la integral del ejemplo 8 se integra con facilidad, se puede verificar la 
derivada del modo siguiente. 

/ f 3 

F(x) = cos t dt = sen 1 
Jtt/2 

En esta forma, se tiene la posibilidad de aplicar la regia de las potencias para verificar que 
la derivada es la misma que la que se obtuvo en el ejemplo 8. 


77-/2 


= sen 


sen — = (sen x 3 ) — 1 


F'(x) = (cosx 3 )(3x 2 ) 


SECCION 4.4 
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Teorema del cambio neto 


El teorema fundamental del calculo (teorema 4.9) establece que si/es continua en el intervalo 
cerrado [a, b] y F es una antiderivada de/en [a, b], entonces 


fix) dx = F(b) — F{a). 

Pero dado que F'(x ) = fix), este enunciado se puede reescribir como 
) 

F'(x) dx = F{b) — F(a) 
donde la cantidad F(b) — F(a) representa el cambio neto de F sobre el intervalo [a, b]. 


TEOREMA 4.12 EL TEOREMA DEL CAMBIO NETO 


La integral definida de la razon de cambio de una cantidad F'(x) proporciona el cambio 
total, o cambio neto, en esa cantidad sobre el intervalo [a, /;]. 


F'(x) dx = F(b) — F(a ) 


Cambio neto de F. 


EJEMPLO 9 Uso del teorema del cambio neto 


Una sustancia quimica fluye en un tanque de almacenamiento a una razon de 180 + 3 1 litros 
por minuto, donde 0 < t < 60. Encontrar la cantidad de la sustancia quimica que fluye en 
el tanque durante los primeros 20 minutos. 


Solucion Sea eft) la cantidad de la sustancia quimica en el tanque en el tiempo t. Entonces 
c’ ft) representa la razon a la cual la sustancia quimica fluye dentro del tanque en el tiempo 
t. Durante los primeros 20 minutos, la cantidad que fluye dentro del tanque es 


c'(t) dt = (180 + 3 1) dt 


1 80? + -t 2 


= 3 600 + 600 = 4 200. 


Asi, la cantidad que fluye dentro del tanque durante los primeros 20 minutos es de 4 200 
litros. 


Otra forma de ilustrar el teorema del cambio neto es examinar la velocidad de una 
particula que se mueve a lo largo de una linea recta, donde s (t) es la posicion en el tiempo t. 
Entonces, su velocidad es v(t) = s '(f) y 


v(f) dt 


s(b) — s(a). 


Esta integral definida representa el cambio neto en posicion, o desplazamiento, de la 
particula. 

Cuando se calcula la distancia total recorrida por la particula, se deben considerar los 
intervalos donde v(f) < 0 y los intervalos donde vft) > 0. Cuando v(f) < 0, la particula se 
mueve a la izquierda, y cuando vft) > 0, la particula se mueve hacia la derecha. Para calcu- 
lar la distancia total recorrida, se integra el valor absoluto de la velocidad |v(f)|. Asi, el 
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V 



A\, A 2 y A} son las areas de las regiones 
sombreadas 

Figura 4.36 


8 — 



-2 — 


desplazamiento de una partfcula y la distancia total recorrida por una partfcula sobre [a, b], 
se puede escribir como 

Cb 


Desplazamiento sobre [a, b ] = v(t) dt = A 1 - A 2 + A 3 

J a 

rb 

Distancia total recorrida sobre [a, b] = |v(t)| dt = A 1 + A 2 + A 3 

J a 

(ver la figura 4.36). 

EJEMPLO 10 Solucion de un problema de movimiento de partfcula 

Una partfcula esta moviendose a lo largo de una lfnea, asf, su velocidad es v(t) = t 3 — 10 1 2 
+ 29 1 — 20 pies por segundo en el tiempo t. 

a) ( Cual es el desplazamiento de la partfcula en el tiempo 1 < t < 5? 

b ) ( ' Cual es la distancia total recorrida por la partfcula en el tiempo 1 < t < 5? 

Solucion 

a) Por definicion, se sabe que el desplazamiento es 
v(t) dt = [ (t 3 - 10 1 2 + 29 1 - 20) dt 


10 


29 


-- f , + Y ,-20t 


5 

Jl 


= 25 _ / 103 
“ 12 \ 12 

_ 128 

12 

= ^ 

3 ' 

Asf, la partfcula se mueve ¥ pies hacia la derecha. 

b ) Para encontrar la distancia total recorrida, calcular jf | v(f) | dt. Usando la figura 4.37 y 
el hecho de que v(t) pueda factorizarse como (t — l)(r — 4)(t — 5), se puede determinar 
que v(t) > 0 en [1, 4] y v(f) < 0 en [4, 5]. Asf, la distancia total recorrida es 


5 r 4 r 5 

| v(t) | dt = I v(f) dt — I v(t) dt 

1 J 1 J4 

= j | ( t 3 - 10 f~ + 29 1 - 20) dt - J 5 ( t 3 - 10f 2 + 29 1 - 20) dt 

5 
4 


f 4 10 , 29 , 

4 

\t 4 10 , 29 0 I 

- - — t 3 + — t 2 - 20 1 

— 

- - — t 3 + —t~ - 20 1 

4 3 2 

1 

(N 


45 

4 

71 


1_ 

12 


■ pies. 


Figura 4.37 
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i£l Ejercicios 


1 Razonamiento grafico En los ejercicios 1 a 4, utilizar una herra- 
mienta de graficacion para representar el integrando. Emplear la 
grafica para determinar si la integral definida es positiva, negativa 
o cero. 


3. f V v t + 1 dx 


2. I cos x dx 

Jo 

4. J xV2 — x dx 


En los ejercicios 5 a 26, hallar la integral definida de la funcion 
algebraica. Utilizar una herramienta de graficacion para verificar 
el resultado. 


f 


5. 6x dx 
o 
r 0 


6. 5 dv 


7. 


(2x — 1) dx 


9. J ( t 2 — 2) dt 

11. f (It - 1 ) 2 dt 

Jo 


13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 


— 2 — 1 I dx 


u — 2 


- du 


14. 

16. 

18. 


ft 
f 

J (l/t ~ 2) dt 

f 

| (t» 3 -0 3 )dt 22. | 


8. J (— 3v + 4) dv 

10. (6x 2 + 2x - 3) dx 

12. | (f - 9 1) dt 
r-i 


u K I du 

W z ' 


^ 3 dv 


-dx 

X 



20. (2 -t) Vtdt 

Jo 


— 1 9 

x — 




|2x — 5 1 dx 


-s 2-Jfx: 

•4 

24. I (3 — Ijc — 3 1 ) dx 


25. \x 2 - 9 1 dx 


26. 


f 


\x 2 - 4x + 3 1 dx 


En los ejercicios 27 a 34, hallar la integral definida de la funcion 
trigonometrica. Emplear una herramienta de graficacion para 
verificar el resultado. 


29. 

31. 

32. 

33. 

34. 


f 

f 


27. (1 + senx) dx 

0 

^ 4 1 — sen 2 0 

1 2 a 

| Q cos z 6 

77-/6 

sec 2 xdx 

— 7t/6 

r 77-/2 

(2 — csc 2 x) 

Jtt/4 
tt/3 

4 sec 9 tan 8 d9 

— tt/3 
77-/2 

(27 + cos 7 ) t/7 

— 7t/2 


f 


28. (2 + cos x) dx 


30. 


lr ^ 4 sec 2 0 


tan 2 0+1 


t/0 


En los ejercicios 35 a 38, determinar el area de la region indicada. 



En los ejercicios 39 a 44, encontrar el area de la region delimitada 
por las graficas de las ecuaciones. 


39. 

y = 

5x 2 

+ 2, x = 0, x = 2, y = 0 

40. 

y = 

x 3 + x, x = 2, y = 0 

41. 

y = 

1 + 

1/x, x = 0, x = 8, y = 0 

42. 

y = 

(3 - 

* 

V 

II 

O 

43. 

y = 

X 1 

: + 4x, y = 0 44. y = 1 — 


En los ejercicios 45 a 50, determinar el (los) valor(es) de c cuya 
existencia es garantizada por el teorema del valor medio para 
integrales de la funcion en el intervalo indicado. 

45. f(x)=x\ [0,3] 46. f(x) = j y [1,3] 

47. f(x) = ~Jx, [4, 9] 48. f(x) = x — 2 Jx, [0, 2] 

49. f(x) = 2 sec 2 jc, [-tt/4, tt/4] 

50. f(x) = cos x, [—tt/3, tt/3] 

En los ejercicios 51 a 56, encontrar el valor medio de la funcion 
sobre el intervalo dado y todos los valores de x en el intervalo para 
los cuales la funcion sea igual a su valor promedio. 

51. fi x ) = 9 — x 2 , [-3,3] 

52. fix) - 4(x2 J 1} , [1,3] 

53 - fix) = [0, 1] 

54. fix) = 4x 3 — 3x 2 , [—1,2] 

55. fix) = senx, [0, it] 

56. fix) = cos x, [0, tt/2] 
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57. Velocidad La grafica muestra la velocidad, en pies por se- 
gundo, de un automovil que acelera desde el reposo. Emplear 
la grafica para estimar la distancia que el automovil recorre en 
8 segundos. 



Figura para 57 


Figura para 58 


58. Velocidad La grafica muestra la velocidad de un automovil tan 
pronto como el conductor aplica los frenos. Emplear la grafica 
para estimar que distancia recorre el auto antes de detenerse. 


Desarrollo de conceptos 


59. La grafica de / se muestra en la figura. 


y 



a) Calcular f\f{x) dx. 

b ) Determinar el valor medio de/en el intervalo [1,7], 

c) Determinar las respuestas a los apartados a) y b ) si la 
grafica se desplaza dos unidades hacia arriba. 

60. Si r'(f) representa la razon de crecimiento de un perro en li- 
bras por ano, ^que representa r{f)l ^Que representa f 2 r’(t) dt 
en el perro? 


61. Fuerza La fuerza F (en newtons) de un cilindro hidraulico en 
una prensa es proportional al cuadrado de sec x, donde x es la 
distancia (en metros) que el cilindro se desplaza en su ciclo. El 
dominio de F es [0, tt/3] y F(0) = 500. 

a) Encontrar F como una funcion de x. 

b ) Determinar la fuerza media ejercida por la prensa sobre el 
intervalo [0, tt/3], 

62. Flujo sanguined La velocidad v del flujo de sangre a una 
distancia r del eje central de cualquier arteria de radio R es 


63. Ciclo respiratorio El volumen V en litros de aire en los pulmo- 
nes durante un ciclo respiratorio de cinco segundos se aproxima 
medianteelmodelo V = 0.1729 1 + 0.1522f 2 — 0.0374f 3 donde 
f es el tiempo en segundos. Aproximar el volumen medio de aire 
en los pulmones durante un ciclo. 

64. Promedio de ventas Una companfaajustaun modelo a los datos 
de ventas mensuales de un producto de temporada. El modelo es 

S(t) = + 1.8 + 0.5 sen^j, 0 < f < 24 

donde S son las ventas (en miles) y f es el tiempo en meses. 

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
fit) = 0.5 sen(Trf/6) para 0 < f < 24. Emplear la grafica 
para explicar por que el valor medio de /(f) es cero sobre 
el intervalo. 

b ) Recurrir a una herramienta de graficacion para representar 
5(f) y la recta g(f) = f/4 + 1.8 en la misma ventana de 
observation. Utilizar la grafica y el resultado del apartado 
a) para explicar por que g recibe el nombre recta de ten- 
dencia. 

65. Modelado matemdtico Se prueba un vehfculo experimental en 
una pista recta. Parte del reposo y su velocidad v (metros por segun- 
do) se registra en la tabla cada 10 segundos durante un minuto. 


t 

0 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

V 

0 

5 

21 

40 

62 

78 

83 


a) Emplear una herramienta de graficacion para determinar un 
modelo de la forma v = at 3 + bt 1 + ct + d para los datos. 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para dibujar los 
datos y hacer la grafica del modelo. 

c) Emplear el teorema fundamental del calculo para aproximar 
la distancia recorrida por el vehfculo durante la prueba. 


Para discusion 

66. La grafica de/se muestra en la figura. La region sombreada 
A tiene un area de 1 .5, y Jq fix) dx = 3.5. Usar esta infor- 
mation para completar los espacios en bianco. 

fl) J 

f fix) dx = 

0 - 

; 

b) J 

[ fix) dx = 


C) J 

f |/(jc)| dx = 

A ^ 

\ | | ^ | ’J r y 

d) J 

0 — 

— 2f{x) dx = 

'o 

^-^2 3 4 5 6 

6) J 

f [2 + /(*)] dx = 
0 


f) 

El valor promedio de / sobre el intervalo [0, 6] es 


v = k(R 2 - r 2 ) 

donde k es la constante de proporcionalidad. Determinar el flujo 
medio de sangre a lo largo de un radio de la arteria. (Usar 0 y R 
como los lfmites de integracion.) 


En los ejercicios 67 a 72, encontrar F como una funcion de x y 
evaluar en x = 2, x = 5 y x = 8. 

67. F(x) = | (4f — 7) dt 68. F(x) = J (f 3 + 2t - 2) dt 
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69. 

w - j 

f> 

70. 

II 

t ^ X 

1 

ft- 

89. 

Fsenx 

F(x) =1 J~tdt 

Jo 

90. 

"q 

II 

71. 

«,) - j 

f cos Odd 

72. 

F(x) = I sen 6 dO 
Jo 

91. 

F( x) = I sen t 2 dt 

Jo 

92. 

F(x) = 

Jo 


73. Sea g(x ) = JJ f(t)dt, donde/es la funcion cuya grafica se muestra 
en la figura. 

a) Estimar g(0), g(2), g(4), g( 6) y g(8). 

b) Determinar el intervalo abierto mas grande en el cual g esta 
creciendo. Encontrar el intervalo abierto mas grande en el 
que g decrezca. 

c) Identificar cualesquiera extremos de g. 

d ) Dibujar una grafica sencilla de g. 


y y 



74. Sea g(x) = fof(t)dt, donde / es una funcion cuya grafica se 
muestra en la figura. 

a) Estimar g(0), g(2), g(4), g(6) y g(8). 

b) Encontrar el intervalo abierto mas grande en el cual g este 
creciendo. Determinar el intervalo abierto mas grande en 
el que g decrezca. 

c) Identificar cualesquiera extremos de g. 

d) Dibujar una grafica sencilla de g. 


93. Analisis grafico Aproximar la grafica de g en el intervalo 
0 < x < 4. donde g( x) = $*f{t)dt. Identificar la coordenada x de 
un extremo de g. 


y 



94. Utilizar la grafica de la funcion f que se muestra en la figu- 
ra y la funcion g definida por g( x) = f„f(t)dt. 


y 


4 — 
2 — 


f 


2 4 6 8 10 


- 2 — o 


-4 — 


a) Completar la tabla. 


X 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

g(x) 












En los ejercicios 75 a 80, a) integrar para determinar F como una 
funcion de x y b) demostrar el segundo teorema fundamental del 
calculo derivando el resultado del apartado a). 


75. 

FM - J 

r* 

(f + 2) dt 
0 

76. 

F« - j 

t(t 2 + 1 ) dt 
0 

77. 

FM - J 

* Vtdt 
8 

78. 

FW - j 

v/r dt 

79. 

F(x) = I 

sec 2 t dt 

7t/4 

80. 

FW - j 

sec t tan t dt 

7r/3 

En los ejercicios 81 a 86, utilizar el segundo teorema fundamental 
del calculo para encontrar F'(x). 

81. 

F(x) = J 

|" (f 2 — 2 1) dt 

82. 

FW - j 

r y^t 

ij f + 1 

83. 

Fix) = j 

|* t 4 + 1 dt 

84. 

FW - j 

\ 4ft dt 

85. 

F« - j 

[x 

t cos t dt 

'0 

86. 

FW - j 

sec 3 1 dt 
0 


En los ejercicios 87 a 92, encontrar F'(x). 

rx + 2 rx 

87. F(x)= (4t+l)dt 88. F(x) = t 3 dt 


b) Dibujar los puntos de la tabla en el apartado a) y graficar g. 

c) ^Donde tiene g un mlnimo? Explicar. 

d) ^Donde tiene g un maximo? Explicar. 

e) ^En que intervalo g crece a la mayor velocidad? Explicar. 
j) Identificar los ceros de g. 

95. Costo El costo total C (en dolares) de compra y mantenimien- 
to de una pieza de equipo durante x afios es 

C(x) = 5 00o(25 + 3^ f A dt 

a) Efectuar la integration para escribir C como una funcion 
de x. 

b) Encontrar C(l), C(5) y C(10). 

96. Area El area A entre la grafica de la funcion g(f) — 4 — 4/t 2 
y el eje t sobre el intervalo [1, x] es 

A(X) = [ ( 4 ~?) dL 

a) Determinar la aslntota horizontal de la grafica de g. 

b ) Integrar para encontrar A como una funcion de x. 
^La grafica de A tiene una aslntota horizontal? Explicar. 


296 


CAPITULO 4 Integracion 


En los ejercicios 97 a 102, la funcion velocidad, en pies por segundo, 
esta dada para una partfcula que se mueve a lo largo de una linea 
recta. Encontrar a) el desplazamiento y b ) la distancia total que 
la particula recorre en el intervalo dado. 

97. v(f) = 5t - 7, 0 < t < 3 

98. v(f) = t 2 - t - 12, 1 < t < 5 

99. v(f) = r 3 - 10t 2 + 27r - 18, 1 < t < 7 

100. v(t) = t 3 - 8? 2 + 15f, 0 < t < 5 

101. v(f) = ' , 1 < t < 4 102. v(f) = cos f, 0 < f < 3 tt 

Jt 

103. Una partfcula se mueve a lo largo del eje x La posicion de la 

partfcula en el tiernpo t esta dada por x{l) = - 6t 2 + 9t - 2, 

0 < t < 5. Encontrar el desplazamiento total que la partfcula 
recorre en 5 unidades de tiernpo. 

104. Repetir el ejercicio 103 para la funcion posicion dada por 
x(t) = (t- \){t - 3) 2 , 0 < t < 5. 

105. Flujo de agua Fluye agua a traves de un tanque de almace- 
namiento a una razon de 500 — 5 1 litres por minuto. Encontrar 
la cantidad de agua que fluye hacia afuera del tanque durante 
los primeros 18 minutos. 

106. Filtration de aceite A la 1 :00 p.m., empieza a filtrarse aceite 
desde un tanque a razon de 4 + 0.75 1 galones por hora. 

a) (,Cuanto aceite se pierde desde la 1:00 p.m. hasta las 
4:00 p.m.? 

b) ^Cuanto aceite se pierde desde las 4:00 p.m. hasta las 
7:00 p.m.? 

c) Comparar los resultados de los apartados a) y b). f,Que se 
observa? 


111. Experimento de la aguja de Buffon Sobre un piano horizontal 
se trazan rectas paralelas separadas por una distancia de 2 pul- 
gadas. Una aguja de 2 pulgadas se lanza aleatoriamente sobre 
el piano. La probabilidad de que la aguja toque una recta es 

2 r /2 

P = — sen d dO 

IT Jo 

donde 0 es el angulo agudo entre la aguja y cualquiera de las 
rectas paralelas. Determinar esta probabilidad. 



^Verdadero o falso? En los ejercicios 113 y 114, determinar si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por que o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre. 

113. Si F'(x) = G'(x) en el intervalo [a, b], entonces F(b) — F{a) = 
G{b) - G(a). 

114. Si/es continua en [a, b\, entonces/es integrable en [a, b]. 

115. Demostrar que la funcion 


En los ejercicios 107 a 110, describir por que el enunciado es incorrecto. 



r l/x i p i 

/w 'i xrr‘ , ' + l?TT‘" 

es constante para .r > 0. 

116. Encontrar la funcion /(x) y todos los valores de c, tal que 


f 


f{t) dt = x 2 + x — 2. 


117. Sea G(x) = 


]*[■£ 


Mdt 


ds, donde / es continua para todo 


t real. Determinar a) G{ 0), b ) G'(0), c) G"(x) y d) G"( 0). 


PR0YECT0 DE TRABAJ0 


Demostracion del teorema fundamental 

Utilizar una herramienta de grahcacion para representar la funcion 
yi = sen 2 f en el intervalo 0 < t < tt. Sea F{x) la siguiente funcion 
de x. 

F(x) = J sen 2 tdt 

Jo 

a) Completar la tabla. Explicar por que los valores de f estan cre- 
ciendo. 


X 

0 

tt/6 

tt/2> 

tt/2 

2ir/3 

5ir/6 

7 T 

Fix) 









b) Utilizar las funciones de integracion de una herramienta de gra- 
ficacion para representar F. 

c ) Emplear las funciones de derivacion de una herramienta de gra- 
ficacion para hacer la grafica de F'{x). ^,Como se relaciona esta 
grafica con la grafica de la parte b)l 

d) Verificar que la derivada de y = (1/2 )f — (sen 2f)/4 es sen 2 t. 
Graficar y y escribir un pequeno parrafo acerca de como esta 
grafica se relaciona con las de los apartados b)y c). 
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Integration por sustitucion 


■ Utilizar el reconocimiento de patrones para encontrar una integral indefinida. 

■ Emplear un cambio de variable para determinar una integral indefinida. 

■ Utilizar la regia general de las potencias para la integracion con el fin de determinar una 
integral indefinida. 

■ Utilizar un cambio de variable para calcular una integral definida. 

■ Calcular una integral definida que incluya una funcion par o impar. 

Reconocimiento de patrones 

En esta seccion se estudiaran tecnicas para integrar funciones compuestas. La discusion se 
divide en dos partes: reconocimiento de patrones y cambio de variables. Ambas tecnicas 
implican una H-sustitucion. Con el reconocimiento de patrones se efectua la sustitucion 
mentalmente, y con el cambio de variable se escriben los pasos de la sustitucion. 

El papel de la sustitucion en la integracion es comparable al de la regia de la cadena 
en la derivacion. Recordar que para funciones derivables dadas por y = F(u) y u = g(x), la 
regia de la cadena establece que 

j- x VF{ g m = FXg(x))g'{x). 

De acuerdo con la definicion de una antiderivada o primitiva, se sigue 

J^'(g(x))g'(x) dx = F(g(x)) + C 


Estos resultados se resumen en el siguiente teorema. 


■ :iuf El enunciado del teorema 
4.13 no dice como distinguir entre 
f(g (x)) y g'(x ) en el integrando. A me- 
dida que se tenga mas experiencia en la 
integracion, la habilidad para efectuar 
esta operacion aumentara. Desde luego, 
parte de la clave es la familiaridad con 
las derivadas. ■ 


TEOREMA 4.13 ANTIDERIVACION DE UNA FUNCION COMPUESTA 


Sea g una funcion cuyo recorrido o rango es un intervalo I, y sea / una funcion con- 
tinua en I. Si g es derivable en su dominio y F es una antiderivada o primitiva de f 
en I, entonces 

Jf(g(x))g'(x) dx = F(g(xj) + C. 

Si u = g(x), entonces du = g’(x) dx y 
|/( m ) du = F(u ) + C. 


Los ejemplos 1 y 2 muestran como aplicar directamente el teorema 4.13, reconociendo 
la presencia de f(g(x)) y g'(x). Notar que la funcion compuesta en el integrando tiene una 
funcion exterior f y una funcion interior g. Ademas, la derivada g'(x) esta presente como 
un factor del integrando. 
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TECNOLOGIA Usarun 
sistema algebraico computarizado, 
tal como Maple, Mathematica o 
TI-89, para resolver las integrales 
dadas en los ejemplos 1 y 2. ^Se 
obtienen las rnismas antiderivadas 
o primitivas que las que se citan en 
los ejemplos? 


EJEMPLO I Reconocimiento del patron de f(g(x))g'(x ) 

Determinar J (x 2 + 1) 2 (2 x) dx. 

Solucion Tomando g(x) = x 2 + 1 , se obtiene 
g'{x) = 2x 

y 

f(g(x)) = .fix 2 + 1) = {x 2 + l) 2 . 

A partir de esto, se puede reconocer que el integrando sigue el patron f(g(x))g'(x). Utilizando 
la regia de la potencia para la integracion y el teorema 4. 13, es posible escribir 

f(g(x)) g’(x) 

J (x 2 + l) 2 (2x) dx = y (x 2 + l) 3 + C. 

Es facil comprobar, mediante la regia de la cadena, que la derivada de 3 (x 2 + l ) 3 + C es, 
en efecto, el integrando de la integral original. 

EJEMPLO 2 Reconocimiento del patron /(g(x))g'( x ) 


Determinar J 5 cos 5x dx. 

Solucion Tomando g(x) = 5x, se obtiene 
g'ix) = 5 

y 

f{g{x)) = f(5x) = cos 5x. 

A partir de esto, se puede reconocer que el integrando sigue el patron f(g(x))g'(x). Utilizando 
la regia del coseno para la integracion y el teorema 4.13, puede escribirse 

f(g(x)) g'(x) 

r r ^ 

(cos (5x))(5) dx = sen 5x + C. 

Lo anterior se verifica derivando sen 5x + C para obtener el integrando original. 


EXPLORACION 


Reconocimiento de patrones El integrando en cada una de las siguientes integrales 
corresponde al patron f(g(x))g'(x). Identificar el patron y utilizar el resultado para 
calcular la integral. 



Las siguientes tres integrales son similares a las primeras tres. Mostrar como se puede 
multiplicar y dividir por una constante para calcular estas integrales. 
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Los integrandos en los ejemplos 1 y 2 corresponden exactamente al patron f(g(x )) 
g'(x) (solo se tiene que reconocer el patron). Es posible extender esta tecnica de manera 
considerable utilizando la regia del multiplo constante. 



Muchos integrandos contienen la parte esencial (la parte variable) de g'(x), aunque esta fal- 
tando un multiplo constante. En tales casos, es posible multiplicar y dividir por el multiplo 
constante necesario, como se muestra en el ejemplo 3. 

EJEMPLO 3 Multiplicar y dividir por una constante 


Determinar 


x(x 2 + l ) 2 dx. 


Solucion Esto es similar a la integral dada en el ejemplo 1, salvo porque al integrando le 
falta un factor 2. Al reconocer que 2x es la derivada de x 2 + 1, se toma g(x) = x 2 + 1 y se 
incluye el termino 2x de la manera siguiente. 


x(x 2 + 1 ) 2 dx = | (x 2 + l ) 2 |^j(2x) dx 
f(g(x )) s ' W 

A > r'S 

= ^ I (x 2 + l) 2 (2x) dx 


(x 2 + l) 3 ' 


+ C 


= 7 (x 2 + l ) 3 + C 
o 


Multiplicai* y dividir entre 2. 

Regia del multiplo constante. 
Integrar. 

Simplificar. 


En la practica, la mayorfa de la gente no escribirfa tantos pasos como los que se muestran 
en el ejemplo 3. Por ejemplo, podrfa calcularse la integral escribiendo simplemente 


x(x 2 + l ) 2 dx = — I (x 2 + l ) 2 2 x dx 


(x 2 + l) 3 ' 


+ C 


= — (x 2 + l ) 3 + C. 
6 


■ Asegurarse de ver que la regia del multiplo constante se aplica solo a constantes. No se 

puede multiplicar y dividir por una variable y despues mover la variable fuera del signo integral. Por 
ejemplo, 

J ( x 2 + l ) 2 dx # 2- J (x 2 + l) 2 (2x) dx. 


Despues de todo, si fuera legftimo mover cantidades variables fuera del signo de la integral, se 
podrra sacar el integrando completo y simplificar el proceso completo. Sin embargo, el resultado 
serra incorrecto. ■ 
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Cambio de variables 

Con un cambio de variables formal se puede reescribir por completo la integral en terminos 
de u y du (o cualquier otra variable conveniente). Aunque este procedimiento puede implicar 
mas pasos escritos que el reconocimiento de patrones ilustrado en los ejemplos 1 a 3, resulta 
util para integrandos complicados. La tecnica del cambio de variable utiliza la notacion de 
Leibniz para la diferencial. Esto es, si u = g(x), entonces du = g'(x) dx, y la integral en el 
teorema 4.13 toma la forma 


f(g{x))g'(x) dx 



F{u) + C. 


EJEMPLO 4 Cambio de variable 


Como la inte- 
gracion suele ser mas dificil que la 
derivacion, verificar la respuesta en 
un problema de integracion mediante 
la derivacion. Asf, en el ejemplo 4 
debe derivarse |(2x — 1) 3/2 + C para 
verificar que se obtiene el integrando 
original. 


Encontrar 



1 dx. 


Solucion Primero, sea u la funcion interior, u = 2x — 1. Calcular despues la diferencial 
du de manera que du = 2 dx. Ahora, utilizando J2x — \ = s/u y dx = du/2, sustituir 
para obtener 



1 dx 



1 

2 

1 

2 

1 

3 

1 

3 




+ C 


U 3 ' 2 + C 


(2x - 1) 3 / 2 + c. 


EJEMPLO 5 Cambio de variables 


Integrar en terminos de u. 
Regia del multiplo constante. 
Antiderivada en terminos de u. 
Simplificar. 

Antiderivada en terminos de x. 


Encontrar 


cV 2x — 1 dx. 


Solucion Como en el ejemplo previo, considerar que u = 2x — 1 para obtener dx = 
du/2. Como el integrando contiene un factor de x, se tiene que despejar x en terminos de 
u, como se muestra. 

U = 2x ~ 1 O X = (u + l)/2 Resolver para x en terminos de u. 

Despues de esto, utilizando la sustitucion, se obtiene 



1 dx 


u + 1 


ii 1 / 2 I — 


(m 3 / 2 + n 1 / 2 ) du 


+ C 


\(u 5 ' 2 u 3 ' 2 ' 

4 V5/2 + 3/2 


^ (2x - 1)V 2 + | (2x 


l) 3 / 2 + C. 
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Para completar el cambio de variable en el ejemplo 5, debe resol verse para x en termi- 
nos de u. Algunas veces esto es muy difi'cil. Por fortuna no siempre es necesario, como se 
ilustra en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 6 Cambio de variables 


Determinar 


sen 2 3x cos 3x dx. 


Solucion Debido a que sen 2 3x = (sen 3x) 2 , podemos tomar u = sen 3x. Entonces 


du = (cos 3x)(3) dx. 

Luego, debido a que cos 3x dx es parte de la integral original, puede escribirse 


mmmiim Cuando se realiza 
un cambio de variable, cerciorarse de 
que la respuesta se escriba utilizando 
las mismas variables que en el integran- 
do original. Asl, en el ejemplo 6, no 
debe dejarse la respuesta como 

\u 3 + C 

sino mas bien, reemplazar u por sen 3 jc. 


— = cos 3x dx. 

Sustituyendo u y du/3 en la integral original, se obtiene 


sen 2 3x cos 3x dx 



du 

y 


- i(f) + 

= — sen 3 3x 


C 

+ c. 


Es posible verificar lo anterior derivando. 


d 

dx 


— sen 3 3x 


^j(3)(sen 3x) 2 (cos 3x)(3) 
sen 2 3x cos 3x 


Como la derivacion produce el integrando original, se ha obtenido la antiderivada o primitiva 
correcta. 


Los pasos que se utilizan para la integration por sustitucion se resumen en la siguiente 
gufa. 


Estrategia para realizar un cambio de variable 

1. Elegir una sustitucion u = g(x). Usualmente, es mejor elegir la parte interna de 
una funcion compuesta, tal como una cantidad elevada a una potencia. 

2. Calcular du = g'(x)dx. 

3. Reescribir la integral en terminos de la variable n. 

4 . Encontrar la integral resultante en terminos de u. 

5. Reemplazar u por g(x) para obtener una antiderivada o primitiva en terminos 
de x. 

6. Verificar la respuesta por derivacion. 



302 


CAPITULO 4 


Integration 


La regia general de la potencia para integrates 

Una de las sustituciones de u mas comunes incluye cantidades en el integrando que se 
elevan a una potencia. Debido a la importancia de este tipo de sustitucion, se le da un 
nombre especial: la regia general de la potencia para integrales. Una prueba de esta 
regia sigue directamente de la regia (simple) de la potencia para la integration, junto 
con el teorema 4.13. 


TEOREMA 4.14 LA REGLA GENERAL DE LA POTENCIA PARA INTEGRALES 


Si g es una funcion derivable de x, entonces 
j[g(x)] n g'(x) dx = 1 + C, n ¥= - 1 . 

De manera equivalente, si u = g(x), entonces 

f u" + 1 

u 11 du = + C, n ¥= — 1 . 

I n + 1 


EJEMPLO 7 Sustitucion y regia general de la potencia 





EXPLORACION 

Suponer que se pide encontrar una 

de las siguientes integrales. <«,Cual 

elegirfa? Explicar la respuesta. 

.> j 

|" Jx 3 4-1 dx o 

J 

fx 2 Vx 3 4-1 dx 

*> J 

|"tan(3x) sec 2 (3x) dx o 

J 

f" tan(3x) dx 


u 4 du u 5 / 5 


a) | 3(3x - l) 4 dx = | (3x - 1) 4 (3) dx = ^ 3x 1)5 + C 


du 


u 2 / 2 


b ) | (2x + l)(x 2 + x) dx = j (x 2 4- x) 1 (2x 4- 1) dx = — — - — - — f C 

u 1 ' 2 du u 3 / 2 /(?>/2) 


c ) J 3x 2 Vx 3 — 2 dx = J (x 3 — 2) 1/2 (3x 2 ) dx = h C = ^(x 3 — 2) 3/2 4- C 


du u V(— 1) 


d) 


— 4x 


(1 - 2x 2 ) 2 


dx = 1(1 — 2x 2 ) 2 ( — 4x) dx = 


du 


(1 - 2x 2 ) ~ 1 
-1 

u 3 / 3 


4 - C = 


1 


1 - 2x 2 


4- C 


I cos 2 x sen x dx = — I (cos x) 2 (— sen x) dx = — ^ 4- C 


Algunas integrales cuyos integrandos incluyen cantidades elevadas a potencias no pueden 
determinarse mediante la regia general de la potencia. Considerar las dos integrales 


J x(x 2 4- 1 ) 2 dx y J (x 2 4- 1 ) 2 dx. 

La sustitucion u = x 2 4- 1 funciona en la primera integral pero no en la segunda. En la 
segunda, la sustitucion falla porque al integrando le falta el factor x necesario para formar 
du. Por fortuna, esta integral particular puede hacerse desarrollando el integrando como 
(x 2 4- l) 2 = x 4 4- 2x 2 + 1 y utilizando la regia (simple) de la potencia para integrar cada 
termino. 
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Cambio de variable para integrales definidas 

Cuando se usa la sustitucion de u en una integral definida, muchas veces es conveniente 
determinar los llmites de integracion para la variable u en vez de convertir la antiderivada 
o primitiva de nuevo a la variable x y calcularla en los llmites originales. Este cambio de 
variable se establece expllcitamente en el siguiente teorema. La demostracion sigue del 
teorema 4.13 en combinacion con el teorema fundamental del calculo. 


TEOREMA 4.15 CAMBIO DE VARIABLE PARA INTEGRALES DEFINIDAS 


Si la funcion u = g(x) tiene una derivada continua en el intervalo cerrado [a, b ] y f 
es continua en el recorrido o rango de g, entonces 

fb rg(b) 

f(g(x))g'(.x) dx = f{u) du. 

Ja Jg(a) 


EJEMPLO 8 Cambio de variables 


Calcular x(x 2 + I) 1 dx. 

Jo 

Solucion Para calcular esta integral, sea u = x 2 + 1 . Despues, 
u = x 2 + 1 => du = lx dx. 

Antes de sustituir, determinar los nuevos llmites superior e inferior de integracion. 
Lmiite inferior Limite superior 


Cuando x = 0, u = 0 2 + 1 = 1. 
Ahora, es posible sustituir para obtener 


Cuando x = l,n=l 2 +l=2. 


x(x 2 + l) 3 dx = ^ | (x 2 + l) 3 (2x) dx 


1 

2Ji 


m 3 du 


, 4~| 2 

1 


Lfmites de integracion pai*a x. 


Limites de integracion para u. 


= 

8 ’ 

Intentar reescribir la antiderivada o primitiva J(m 4 /4) en terminos de la variable x y calcular 
la integral definida en los llmites originales de integracion, como se muestra. 


1 

u 4 

2 1 

\{x 2 + i) 4 T 

2 

4 

, 2 

O 



Notar que se obtiene el mismo resultado. 
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EJEMPLO 9 Cambio de variables 


f 5 x 

Calcular A = , dx. 

Ji V2x^l 


Solucion Para calcular esta integral, considerar que u = Jlx — I . Despues, obtener 


u 2 = 2x — 1 
u 2 + 1 = 2x 
u 2 + 1 

U dll = dx. Diferenciar cada lado. 

Antes de sustituir, determinar los nuevos limites superior e inferior de integracion. 



La region antes de la sustitucion tiene 
un area de ¥ 

Figura 4.38 


Limite inferior 


Limite superior 


Cuando x = 1, u = J2 — 1 = 1. 
Ahora, sustituir para obtener 


Cuandox = 5, u = VlO — 1 = 3. 


i V2r 


: d.X 


I . ir ■ I 


u du 


= — J (m 2 + 1) du 


u D 

J + U 


= 2 V 9 + 3 - 3 

= 16 . 

3 ’ 


Geometricamente, es posible interpretar la ecuacion 


i V2x 


: dx = 


3 u 2 + 1 


du 



en el sentido de que las dos regiones diferentes que se ilustran en las figuras 4.38 y 4.39 
tienen la misma area. 

A1 calcular integrales definidas por cambio de variable (sustitucion), es posible que el 
limite superior de integracion correspondiente a la nueva variable u sea mas pequeno que 
el limite inferior. Si esto ocurre, no hay que reordenar los limites. Simplemente se calcula la 
integral de la manera usual. Por ejemplo, despues de sustituir u = Vl — x en la integral 



— x) l / 2 dx 


se obtiene u = Vl — 1 = 0 cuando x = 1, y u = Vl — 0 = 1 cuando x = 0. De tal 
modo, la forma correcta de esta integral en la variable u es 


La region despues de la sustitucion tiene 
un area de ¥ 

Figura 4.39 


-2 (1 - 


u 2 ) 2 u 2 du. 
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y 



y 



Funcion irnpar 

Figura 4.40 


Integracion de funciones pares e impares 

Incluso con un cambio de variable, la integracion puede ser dificil. En ocasiones se puede 
simplificar el calculo de una integral definida (en un intervalo que es simetrico respecto al 
eje y o respecto al origen) reconociendo que el integrando es una funcion par o impar (ver 
la figura 4.40). 


TEOREMA 4.16 INTEGRACION DE FUNCIONES PARES E IMPARES 


Sea/integrable en el intervalo cerrado [—a, a]. 


1 . 


Si/es una funcion par, entonces 



2 I f{x) dx. 


2 . 


Si/es una funcion impar, entonces 



0 . 


( DEMOSTRACION ) Como/es par, se sabe que f(x) = f( —x). Utilizando el teorema 4.13 con 
la sustitucion u = —x, se obtiene 

ro r o ro fa fa 

I fix) dx = I f(—u){—du) = — I f{u)du = I f{u)du = I f{x)dx. 

J—a Ja Ja J 0 J 0 

Por ultimo, utilizando el teorema 4.6, se llega a 
ro fa 

fix) dx = I f{x) dx + I fix) dx 

a J—a JO 

ra ra ra 

= I fix) dx + I fix) dx = 2 I fix) dx. 


Jo Jo Jo 

Esto demuestra la primera propiedad. La demostracion de la segunda propiedad se deja al 
lector (ver el ejercicio 137). 


EJEMPLO 10 Integracion de una funcion impar 


fix) = sen 3 x cos x + sen x cos x 


y 



Como / es una funcion impar, 

-* 77-/2 

fix) dx = 0 

-TT/2 


Figura 4.41 


Calcular 



(sen 3 x cos x + sen x cos x) dx. 


Solucion Haciendo fix ) = sen 3 * cos * + sen * cos x se obtiene 

/(— *) = sen 3 (— *) cos(— *) + sen(— *) cos(— *) 

= — sen 3 * cos * — sen x cos * = —fix). 

De tal modo, / es una funcion impar, y debido a que / es simetrica respecto al origen en 
[— 7 t/2, 7t/ 2], es posible aplicar el teorema 4.16 para concluir que 



(sen 3 x cos x + sen x cos x) dx = 0. 


De acuerdo con la figura 4.41 puede verse que las dos regiones a cualquier lado del eje tienen 
la misma area. Sin embargo, como una se encuentra por debajo del eje * y otra esta por encima del 
mismo, la integracion produce un efecto de cancelation. (Se vera mas al respecto en la section 7.1.) 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, completar la tabla identificando u y du 
para la integral. 


jf(g(x))g'(x) dx 

1. J(8x 2 +l) 2 (l6 x)dx 

2. J x 2 Jy? + 1 dx 




3. 


: dx 


4. J sec 2x tan 2x dx 

5. tan 2 x sec 2 x dx 


, P 

J s 


COS X 

6. I — dx 


11. J (1 + 6x) 4 (6) dx 
13. J J25 — a' 2 (— 2x) dx 
15. Jx 3 (x 4 + 3 ) 2 dx 
17. jx 2 (x 3 — 1) 4 <& 

19. Jtyp~T2dl 
21. I 5x ^1 — a 2 dx 


14. Jy 3 - 4jc 2 (— 8 x)dx 
16. |x 2 (x 3 + 5 fdx 

18. I x(5x 2 + 4) 3 dx 


20 . 


t 3 Vr r T3 dt 


22 . I u 2 yu 3 + 2 du 


23. 

25. 

27. 


(1 - x 2 ) 3 
x 2 

(1 + x 3 ) 2 
x 

JT^IT 2 


dx 

dx 

dx 


29. n. + imi* 


31. — 1 = dx 

JYx 


24. 

26. 

28. 

30 

32. 


f 


(1 + x 4 ) 2 

X 2 

(16 — x 3 ) 2 
3 


dx 


dx 


yi + x' 


X 2 + 


dx 


(3x) : 


dx 


2^x 


dx 


33. 

35. 


x 2 + 5x — 8 


dx 


du — g'( x ) dx 


■M 

37. j (9 - y) dy 


‘- 7 * 


34. | 1 Jf 2 dt 

36 ‘ + 


38. J 4777(6 + y 3 / 2 ) ify 

En los ejercicios 39 a 42, resolver la ecuacion diferencial. 

I (k 2 


39. 

^1^ 

II 

„ 4x 

4x + , 

Vl6 - X 2 

40. 

II 

-&I-8 

41. 

dy 

X + 1 

42. 

dy 

dx 

(x 2 + 2x - 3) 2 

dx 


Vi + 


x - 4 


En los ejercicios 7 a 10, determinar que se necesita para usar 
sustitucion para calcular la integral. (No calcular la integral.) 

7. J s/x(6 — x) dx 8. J x Vx + 4 dx 

9. I x y 1 + -Y 2 rfx 10. | x cos x 2 dx 


En los ejercicios 11 a 38, encontrar la integral indefinida y veriflcar 
el resultado por derivacion. 


12. (x 2 — 9) 3 (2x) dx 


Jx 2 - 8x + 1 


: Campos de pendientes En los ejercicios 43 a 46, se indican una 
ecuacion diferencial, un punto y un campo de pendientes. Un 
campo de pendientes consiste en segmentos de recta con pendien- 
tes dadas por la ecuacion diferencial. Estos segmentos de recta 
proporcionan una perspectiva visual de las direcciones de las 
soluciones de la ecuacion diferencial. a) Dibujar dos soluciones 
aproximadas de la ecuacion diferencial en el campo de pendientes, 
una de las cuales pase por el punto dado, b) Utilizar la integracion 
para encontrar la solucion particular de la ecuacion diferencial y 
usar una herramienta de graficacion para representar la solucion. 
Comparar el resultado con los dibujos del apartado a). 


43. 


d J = xJ 4 ^ 

dx 

( 2 , 2 ) 


44. d ;’ = x 2 (x 3 - l) 2 
dx 

(1,0) 



\ 

\ 

3 - 

- / 

/ 

/ 



1 1 

2- 

_ 

- 

1 

~ 

\ 

\ 

\ - 

- / 

/ 

/ 

- 


1 1 

- - 

- -- 

- 

1 

~ 

\ 

\ 

\ - 

- / 

/ 

/ 

• 


1 1 

- - 

- - 

- 

1 

~ 

\ 

\ 

\ - 

- / 

/ 

/ 

- 


1 1 

- - 

- - 

- 

1 

~ 

\ 

\ 

\ - 

- / 

/ 

/ 

- 


1 1 

t—— 



— b 

~ 

\ 

\ 

\ - 

- / 

/ 

/ 

- 


-2 | 

- - 

- - 

- 

2 

— h 

-v- 

Hr- 

-v- 

-y- 


-f- 

-1 — 

► X 

1 1 

- - 

- - 

- 

1 

-2 

\ 

\ 

\ - 

- / 

/ 

/ 

2 


1 1 

- - 

- 

- 

1 

— 

\ 

\ 

-1 ■ 

- / 

/ 

/ 

— 


1 1 

-2- 

■ 

- 

1 


.. dy - 

45. — = x cos x z 
dx 

(0,1) 


46. 


= — 2 sec(2x) tan(2x) 
dx 

( 0 ,- 1 ) 



-f- 

-3 


/ 3 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 


V—H 


/ / 
I I 


\ 

\ 

\ - / i 
\ - I I 
\- I I 
\ - 1-3 


\ I - / 

\ t - / 

\ 1 - / 

\ t - / 

\ t " / 

\ I - / 
+4 — f- 
\ t -/ 

\ t - / 

\ \ — / 

\ I - / 

\ l — / 

\ 1 - / 
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En los ejercicios 47 a 60, encontrar la integral indefinida. 


47. 

49. 

51. 

53. 

54. 

55. 
57. 
59. 


f 


7 t sen 7 tx dx 48. 


sen Ax dx 50. 


cos \d0 52. 

U u 


sen 2x cos 2x dx 

sec(l — x) tan(l — x) dx 

tan 4 x sec 2 x dx 56. 

dx 58. 

cot 3 x 

cot 2 x dx 60. 


/ 


4x 3 sen x 4 dx 
cos 8x dx 




En los ejercicios 61 a 66, encontrar una ecuacion para la funcion 
/ que tiene la derivada dada y cuya grafica pasa por el punto 
indicado. 


Derivada 

61. f'(x) = - sen | 

62. /'( x ) = 7 t sec 7 tx tan 7 tx 

63. /'( x) = 2 sen 4x 

64. fix) = sec 2 (2xj 

65. f'(x) = 2x(4x 2 — 10) 2 

66. f'(x) = — 2xV8 — x 2 


Punto 

(0, 6) 


(il) 



( 2 , 10 ) 

(2, 7) 


En los ejercicios 67 a 74, encontrar la integral indefinida mediante 
el metodo que se muestra en el ejemplo 5. 


67. 

69. 

71. 

73. 


xjx + 6 dx 

x 2 J\ — x dx 
x 1 - 1 


J2x - 1 

— x 


dx 


(x + 1) — Jx + 1 


dx 


68 . 

70. 

72. 

74. 


xj Ax + 1 dx 

(x + 1 ) J2 — x dx 

2x + 1 , 

, dx 
Jx + 4 

f ^TiO dt 


79. 


81. 


1 


0 V2x + 1 
9 


rfx 


1 


1 v^(l + v^) 2 


dx 


83. J (x ~ 1)^2 - x dx 

85. f o cos (| )& 

rn/2 

86. (x + cos Jt) Jx 

Jtt/3 


80. 


0 JYT2J 


dx 


82. I xjA + x 2 dx 

Jo 

rs 


84. 


J2x - 1 


dx 


Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 87 a 90, se muestra 
la grafica de una funcion /. Emplear la ecuacion diferencial y el 
punto dado para determinar una ecuacion de la funcion. 



18x 2 (2x 3 + l) 2 



-48 

(3x + 5) 3 


y 



y 



89. 


dy _ 2x 
dx J2x 2 - 1 


y 



90. 


dy _ 9x 2 

dx “ (3x 3 + 1)<V 2 > 


y 



En los ejercicios 91 a 96, encontrar el area de la region. Emplear 
una herramienta de graficacion para verificar el resultado. 

91. fx 

Jo 


Jx + 1 dx 


92. 


x 2 Jx + 2 dx 


En los ejercicios 75 a 86, calcular la integral definida. Utilizar una 
herramienta de graficacion para verificar el resultado. 


75. x(x 2 + 1 y dx 


2x 2 Jx 3 + 1 dx 


76. 

78. 



y 



y 



77. 
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93. y = 2 sen x + sen 2x 94. y = sen x + cos 2x 

y y 




f 2V3 ix\ 

r 77-/4 

95. sec 2 (\dx 

96. esc 2x cot 2x dx 

J v/2 W 

Jtt/12 

y 

y 




En los ejercicios 97 a 102, utilizar una herramienta de graficacion 
para evaluar la integral. Hacer la gralica de la region cuya area 
esta dada por la integral definida. 


97. 


74x + 1 


dx 


99. 


r 


t jx — 3 dx 


101 . 


0 + sen , j d9 


98. 


100 . 


102 . 


o 


jc 3 V2x + 3 dx 
x 2 ^/x — 1 dx 

7 r/6 

cos 3x dx 


En los ejercicios 103 a 106, calcular la integral utilizando las pro- 
piedades de las funciones pares e impares como una ayuda. 


103. J x 2( x 2 + !) dx 


105. 


7t/2 


sen 2 x cos x dx 


104. 

106. 


Tt/2 


x(x 2 + 1 y dx 
-2 
77-/2 

sen x cos x dx 

tt/2 


107. Usar/g x 2 dx — y paracalcularcadaintegralindefinidasinusar 
el teorema fundamental del calculo. 


a) 

c ) 


c 

r 


x 2 dx 


-x 2 dx 


b ) 

d) 


r 


x 2 dx 


3x 2 dx 


108. Emplear la simetrfa de las graficas de las funciones seno y coseno 
como ayuda para el calculo de cada integral definida. 


a) 

c) 


[i r/4 

f tt/4 


1 sen x dx 

b) 

cos x dx 

i — it/ 4 

J — 7t/4 


r 77-/2 

Ctr/2 


1 cos x dx 

d) 

sen x cos x dx 

J — tt/2 

J — tt/2 



En los ejercicios 109 y 110, escribir la integral como la suma de 
la integral de una funcion impar y la integral de una funcion par. 
Utilizar esta simplification para calcular la integral. 

r 3 rn/2 

109. ( x 3 + 4x 2 — 3x — 6) dx 110. (sen Ax + cos 4x) dx 

J — 3 J — 7T/2 


Desarrollo de conceptos 


111. Describir por que 

[ms -,*>>**[** 

donde u = 5 — x 2 . 

112. Sin integrar, explicar por que 

J x(x 2 + l) 2 dx = 0. 

J "8 r 4 

f(x) dx = 32, encontrar I /( 2x) dx. 
o Jo 


Para discusion 


114. Escribir Encontrar la integral indefinida en dos formas. 
Explicar alguna diferencia en las formas de la respuesta. 


a) \ (2x — l) 2 dx 


b) sen x cos x dx 


c ) tan x sec 2 x dx 


115. Flujo de efectivo La tasa de desembolso de dQ/dt de una 
donation federal de 2 millones de dolares es proporcional al 
cuadrado de 100 — t. El tiempo t se mide en dfas (0 < t < 100) y 
Q es la cantidad que queda para ser desembolsada. Determinar 
la cantidad que queda para desembolsarse despues de 50 dfas. 
Suponer que todo el dinero se gastara en 100 dfas. 

116. Depreciacion La tasa de depreciation dV/dt de una maquina 
es inversamente proporcional al cuadrado de t + 1, donde V es 
el valor de la maquina t anos despues de que se compro. El valor 
inicial de la maquina fue de 500 000 dolares, y su valor decrecio 
100 000 dolares en el primer ano. Estimar su valor despues de 
4 anos. 

117. Precipitacion La precipitation mensual normal en el aeropuer- 
to de Seattle-Tacoma puede aproximarse mediante el modelo 

R = 2.876 + 2.202 sen(0.576r + 0.847) 

donde R se mide en pulgadas y t es el tiempo en meses, con 
t = 0 correspondiente al 1 de enero. ( Fuente : U.S. National 
Oceanic and Atmospheric Administration) 

a) Determinar los extremos de la funcion en el periodo de un 
ano. 

b) Emplear integration para aproximar la precipitacion anual 
normal. ( Sugerencia : Integrar sobre el intervalo [0, 12].) 

c) Aproximar el promedio de la precipitacion mensual durante 
los meses de octubre, noviembre y diciembre. 
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118. Ventas Las ventas S (en miles de unidades) de un producto de 
temporada estan dadas por el modelo 

S = 74.50 + 43.75 sen ^ 

6 

donde t es el tiempo en meses, con 1=1 correspondiente a enero. 
Determinar las ventas medias para cada periodo. 

a) El primer trimestre (0 < t < 3) 

b) El segundo trimestre (3 < t < 6 ) 

c) El ano completo (0 <t< 12) 

119. Suministro de agua Un modelo para la tasa de flujo de agua 
en una estacion de bombeo en un dla determinado es 


R(t) = 53 + 7 sen) — + 3.6 


TTt 


+ 9 cos| + 8.9 


donde 0 < t < 24. R es la tasa de flujo en miles de galones por 
hora y t es el tiempo en horas. 


a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
la funcion de la tasa de flujo y aproximar la tasa de flujo 
maximo en la estacion de bombeo. 

b) Aproximar el volumen total del agua bombeada en un 
dla. 


120. Electricidad La intensidad de corriente alterna en un circuito 
electrico es 

7=2 sen(6077+) + cos(120-7t?) 


donde 1 se rnide en amperes y t se mide en segundos. Determinar 
la intensidad media para cada intervalo de tiempo. 


a) 0 < t < ^ 

b ) 0 < t < 240 

C) 0 < t < 3 Q 


Probabilidad En los ejercicios 121 y 122, la funcion 
f(x) = kx"(l - x)" 1 , 0 < x < 1 

donde n > 0, m > 0 y k es una constante, puede utilizarse para 
representar diversas distribuciones de probabilidad. Si k se elige 
de manera tal que 

f f(x) dx = 1 
Jo 

la probabilidad de que x caera entre a y b (0 < a < b < 1 ) es 

/J «. h = f{x)dx. 

121. La probabilidad de que una persona recuerde entre 100a% y 
1007>% del material aprendido en un experimento es 



donde x representa el porcentaje recordado. (Ver la ligura.) 

a) ^Cual es la probabilidad de que un individuo elegido al azar 
recuerde entre 50 y 75% del material? 

b ) ^Cual es el porcentaje medio de lo que se recuerda? Esto 
es, opara que valor de b es cierto que la probabilidad de 
recordar de 0 a b es 0.5? 


y 



122. La probabilidad de que se tomen muestras de un mineral de una 
region que contiene entre 100 a% y 100 Zz% de hierro es 

p a,b = J ^ 2 ^' ~ *) 3 ' 2 dx 

donde x representa el porcentaje de hierro. (Ver la ligura.) ^Cual 
es la probabilidad de que la muestra contendra entre 

a) 0 y 25% de hierro? 

b) 50 y 100% de hierro? 


y 



123. Temperatura La temperatura en grados Fahrenheit en una 
casa es 

7 r(t — 8) 


T = 72 + 12 sen 


12 


donde t es el tiempo en horas, con t = 0 representando la media 
noche. El costo horario de refrigeration de una casa es de 0.10 
dolares por grado. 


a) Encontrar el costo C de refrigeration de la casa si el ter- 
mostato se ajusta en 72°F calculando la integral 


C = 0 


■r 


72 + 12 sen- 


r(f ~ 8) 
12 


-72 


dt. (Ver la figura.) 


T 



Tiempo (en horas) 
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b) Encontrar el ahorro al reajustar el termostato en 78 °F 
calculando la integral 


C = 0.1 


72 + 12 sen 


7 r(f — 8) 

12 


-78 


dt. 


(Ver la figura.) 


T 



Tiempo (en horas) 


124. Manufactura Un fabricante de fertilizantes encuentra que las 
ventas nacionales de fertilizantes siguen el patron estacional 


F = 


100 000 


1 + sen 


2t r(t — 60) 
365 


donde F se rnide en libras y t representa el tiempo en dlas, con t 
= 1 correspondiente al 1 de enero. El fabricante desea establecer 
un programa para producir una cantidad uniforme de fertilizante 
cada dfa. oCual debe ser esta cantidad? 

125. Analisis grafico Considerar las funciones f y g, donde 


Verdadero o falso? En los ejercicios 129 a 134, determinar si 
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por que o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre. 


129. 

130. 

131. 

132. 

133. 

134. 

135. 


136. 


137. 

138. 


J (2x + l) 2 dx — |(2x + l) 3 + C 
x(x 2 + 1) dx = \x 2 (^x 3 + x) + C 


f 

r 10 

J- 10 

f b f b 

sen x dx = I 

Ja Ja 


10 

(ax 3 + bx 2 + cx + d) dx = 2 | ( bx 2 + d) dx 

b + 27 T 


sen x dx 

4 I sen x cos x dx = — cos 2x + C 


sen 2 2x cos 2x dx = | sen 3 2x + C 


Suponer que f es continua en todos lados y que c es una cons- 
tante. Demostrar que 


f(x) dx = cl f(cx ) dx. 


a) Verificar que sen u — u cos u + C = fu sen u du. 

b) Utilizar el apartadoo) para demostrar que J 0 sen Jfcdx — 

2i T. 

Completar la prueba del teorema 4. 16. 

Demostrar que si/es continua en la recta numerica real completa, 
entonces 


f(x) = 6 sen x cos 2 x y g(t) = /( x) dx. 


// 


b Cb + h 

f(x + h) dx = I f(x) dx. 


a) Emplear una herramienta de graficacion para representar 
f y g en la misma ventana de observation. 

b) Explicar por que g es no negativa. 

c) Identificar los puntos sobre la grafica de g que corresponden 
a los extremos de/. 

d) ^,Cada uno de los ceros de f corresponden a un extremo de 
g? Explicar. 

e ) Considerar la funcion 

h(t) = J f(x) dx. 

J tt/2 


Utilizar una herramienta de graficacion para representar 
h. ^Cual es la relation entre g y /;? Verificar la suposi- 
cion. 


126. Determinar 


,, A sen(i7 r/n) , . , , _ 

lim > evaluando una integral deh- 

l-i+nr, FI 


nida apropiada sobre el intervalo [0, 1], 

127. a) Demostrar que Jo * 2 0 ~ *) 5 dx = J 0 x 5 (l — .t) 2 dx. 
b ) Demostrar que Jo' V(1 - x) b dx = jJ v fc (l - *) a dx. 

128. a) Demostrar que sen 2 x dx = Jq /2 cos 2 x dx. 

b) Demostrar que Jq /2 sen" x dx = cos" x dx, donde n 
es un entero positivo. 


Preparacion del examen Putnam 


139. Si a 0 , a l9 . . . , a n son numeros reales que satisfacen 
a„ 


CIq Cl\ 

T + ~2 + 


+ — ' JL - = o 

n + 1 


demostrar que la ecuacion a 0 + a x x + a + ■ ■ ■ + a„x" = 
0 dene al menos un cero real. 

140. Encontrar todas las funciones continuas positivas f(x), para 
0 < x < 1, tales que 


fix) dx = 1 


f(x)x dx — a 


f f(x)x 2 dx = a 2 

Jo 

donde a es un numero real. 


Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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Integration numerica 


■ Aproximar una integral definida utilizando la regia de los trapecios. 

■ Aproximar una integral definida utilizando la regia de Simpson. 

■ Analizar los errores de aproximacion en la regia de los trapecios y en la regia de Simpson. 


y 



El area de la region puede aproximarse 
utilizando cuatro trapecios 

Figura 4.42 


La regia de los trapecios 

Algunas funciones elementales simplemente no tienen antiderivadas o primitivas que sean 
funciones elementales. Por ejemplo, no hay funcion elemental que tenga alguna de las 
siguientes funciones corno su derivada. 

3/x^/l — x, V xcosx , C ° S X , Vl — x 3 , senx 2 

x 

Si se ha de calcular una integral definida cuyo integrando no admite primitiva (antiderivada), 
el teorema fundamental del calculo no es de utilidad y hay que recurrir a una tecnica de 
aproximacion. Dos de estas tecnicas se describen en esta section. 

Una forma de aproximar una integral definida consiste en utilizar n trapecios, como se 
muestra en la figura 4.42. En la formulation de este metodo, se supone que / es continua y 
positiva en el intervalo [a, b]. De tal modo, la integral definida 

f f(x) dx 

Ja 


y 



n 


El area del primer trapecio es 


fix o) + /(xi) 

(b-a\ 

2 

l n ) 


Figura 4.43 


representa el area de la region delimitada por la graftca de f y el eje x, desde x = a hasta 
x = b. Primero, se divide el intervalo [a, b] en n subintervalos, cada uno de ancho Ax = 
( b — a)/n, de modo tal que 


a = x 0 < x 1 < x 2 < ■ ■ ■ < x n = b. 

Luego se forma un trapecio para cada subintervalo (ver la figura 4.43). El area del i-esimo 
trapecio es 


Area del ;-esimo trapecio 


+ f(Xj) 

2 



Esto implica que la suma de las areas de los n trapecios es 


fix o) + fix i) + + /Q„_i) +f(x„Y 

2 2 

= (h 2n 17 ) [/(*o) + fi x i) +fi x i ) + fix f) + • ■ ■ +f(x n _ l ) +/(xj] 

= ( b 2n a )\-fi* 0 ) + 2 fi x i) + 2 fi x i) + • ■ • + 2/(x„_! ) +f(x n )]. 
Haciendo Ax = (b — a)/ n, puede tomarse el h'mite cuando n — > oo para obtener 


Area = 


b — a 


lfm f ~~x ~ 'j \_f(x 0 ) + 2 /Uj) + ■ ■ • + 2/(x„_ 1 ) +f(x n )] 

n— >oo \ Zn ) 

Ifia) - fib)] Ax 


= lfm 

n — >oo 


+ 2 fix,) Ax 


/= 1 


, Mm [fM- m»-a) + 1[m | /W4l 

n ^°o ^ 


2 n 


= 0 + /(x) dx. 


El resultado se resume en el siguiente teorema. 
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Integration 


TEOREMA 4.17 LA REGLA DE LOS TRAPECIOS 


Sea/continua en [a, b]. La regia de los trapecios para aproximar J%f(x) dx esta dada 
por 

rb * _ 

I f(x) dx « — ^ [f(x 0 ) + 2/(x 1 ) + 2 f(x 2 ) + ■ • ■ + 2 f(x n _ l ) + /(x„)]. 
Ademas, como n -4 el lado derecho se aproxima a f„f(x) dx. 


y 



y 



Aproximaciones trapezoidales 

Figura 4.44 


Observar que los coeficientes en la regia de los trapecios siguen el siguiente patron. 
1 2 2 2 ... 2 2 1 

EJEMPLO I Aproximacion con la regia de los trapecios 

Utilizar la regia de los trapecios para aproximar 
sen x dx. 

Comparar los resultados para n = 4 y n = 8, como se muestra en la figura 4.44. 
Solution Cuando n = 4, Ax = 77/ 4, v se obtiene 

77/ 77 77 377 \ 

sen x dx ~ — sen 0 + 2 sen — + 2 sen — + 2 sen — — E sen 77 
8 \ 4 2 4 / 

= f (0 + 72 + 2 + 72 + 0) = 77 ( ! + 1.896. 

o 4 

Cuando n = 8, Ax = 77/8, y se obtiene 


77 / 77 77 377 77 

senxdx ~ — senO + 2 sen— + 2 sen— + 2 sen—— + 2 sen— 

16 V 8 4 8 2 

_ 577 377 777 . 

+ 2 sen — — h 2 sen — - — h 2 sen — + sen 77) 

8 4 8 


377 


= 77 2 + 2^ + 4 sen- + 4 sen— « 1.974. 

16 \ 8 8 / 

Para esta integral particular, se podria haber encontrado una antiderivada y determinado que 
el area exacta de la region es 2. 


TECNOLOGIA La mayorfa de las herramientas de graficacion y de los sistemas 
algebraicos computarizados cuenta con programas incorporados que es posible utilizar 
para aproximar el valor de una integral definida. Utilizar un programa de este tipo para 
aproximar la integral del ejemplo 1 . ^Que tan precisa es su aproximacion? 

Cuando se usa uno de estos programas, debe tenerse cuidado con sus limitaciones. 
Muchas veces, no se le da una indication del grado de exactitud de la aproximacion. 
Otras, se le puede dar una aproximacion por completo equivocada. Por ejemplo, utilizar 
un programa de integration numerica incorporada para calcular 


1 * 



La herramienta de graficacion producira un mensaje de error, 7 no es asi? 
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Es interesante comparar la regia de los trapecios con la regia del punto medio que se dio 
en la seccion 4.2 (ejercicios 73 a 76). En la regia de los trapecios, se promedian los valores 
de la funcion en los puntos extremos de los subintervalos, pero la regia del punto medio 
toma los valores de la funcion de los puntos medios de los subintervalos. 


r b n 

fix) dx*= ^ / 

Ja i=l 

| fix) dx * j? ( 
Ja i= 1 \ 


X- + X;. 


/(•*;) + f{Xi- 1) 


Ax 


Regia del punto medio. 


Regia de los trapecios. 


■ Hay dos puntos importantes que deben senalarse respecto a la regia de los trapecios (o a la 

regia del punto medio). Primero, la aproximacion tiende a volverse mas exacta a medida que n au- 
menta. Asl, en el ejemplo 1, si n = 16, la regia de los trapecios produce una aproximacion de 1.994. 
Segundo, aunque podrla utilizarse el teorema fundamental para calcular la integral en el ejemplo 1, 
este teorema no puede utilizarse para calcular una integral tan simple como Jq sen x?dx debido a que 
sen x 2 no tiene una antiderivada elemental. Sin embargo, es posible aplicar con facilidad la regia de 
los trapecios a esta integral. ■ 


Regia de Simpson 

Una manera de ver la aproximacion que permite la regia de trapecios de una integral definida 
consiste en decir que en cada subintervalo se aproxima f por medio de un polinomio de 
primer grado. En la regia de Simpson, que recibe ese nombre en honor del matematico ingles 
Thomas Simpson (1710-1761), se lleva este procedimiento un paso adelante y aproxima / 
mediante polinomios de segundo grado. 

Antes de presentar la regia de Simpson, enunciamos un teorema sobre las integrates de 
polinomios de grado 2 (o menor). 


TEOREMA 4.18 INTEGRAL DE p(x) =Ax 2 + Bx + C 

Si p(x 
\ 

-) = Ax 2 + Bx + C, entonces 

f p(x) dx = ^ 6 + 4/^ 2 ) + ' 


( DEMOSTRACION ~) 


p(x) dx = (Ax 2 + Bx + C) dx 

a 

Ax 3 Bx 2 1 b 

t + ~ 2 +Cx I 

= Mb3 ~ ^ + B(b2 ~ U 2) + C(b - a) 

= f — — — j[2 A(a 2 + ab + b 2 ) + 3 B(b + a) + 6 C] 

Mediante la expansion y la agrupacion de terminos, la expresion dentro de los corchetes 
se convierte en 

f b + a) 


(Aa 2 + Ba + C) + 4 


! + nt b + a 


+ C 


p(a) 

y puede escribirse 
rb 

p(x) dx = 


b — a 


4 p 


p(a) + 4 p- 


a + b 


a + b 


+ (Ab 2 + Bb + C) 


p(b) 


+ p(b) 


314 


CAPITULO 4 Integration 


y 



Figura 4.45 


■ En el ejemplo 1, la regia de 

los trapecios con n = 8 aproxima 
Jo sen x dx como 1.974. En el ejem- 
plo 2, la regia de Simpson con n — 8 
produjo una aproximacion de 2.0003. 

La antiderivada o primitiva producirfa 
el valor verdadero de 2. ■ 


Para formular la regia de Simpson con el fin de aproximar una integral definida, se 
divide el intervalo [a, b] en n subintervalos, cada uno de ancho A x = (b — a)/n. Esta vez, 
sin embargo, se requiere que n sea par, y los subintervalos se agrupan en pares tales que 

a = x Q < x ! < x 2 < x 3 < x 4 < ■ ■ ■ < x n _ 2 < x n _ 1 < x n = b. 

[* 0 . [* 2 > *4] [*»- 2 > x „] 


En cada subintervalo (doble) [x, _ 2 , x,] puede aproximarse f por medio de un polinomio 
p de grado menor que o igual a 2. (Ver el ejercicio 56.) Por ejemplo, en el subintervalo 
[x 0 , x 2 ], elegir el polinomio de menor grado que pasa a traves de los puntos (x 0 , y 0 ), (+ h y,) 
y fe >’ 2 ) como se muestra en la figura 4.45. Ahora, utilizando p como una aproximacion de 
/ en este subintervalo, se tiene, por el teorema 4.18, 


fix) dx 


p(x) dx = 


x 2 ~ x 0 


P(x 0 ) + 4p[ X ° 1 A2 ) + P( x 2 ) 


2[(b — a)/n ] 


[p(x 0 ) + 4p(x,) 4- p(x 2 )] 


b — a 
3 n 


\f(x 0 ) + 4 f{x x ) +f{x 2 )l 


Repitiendo este procedimiento en el intervalo completo [a, b] se produce el siguiente teo- 
rema. 


TEOREMA 4.19 LA REGLA DE SIMPSON 

Sea/continua en [a, b] y sea n un entero par. La regia de Simpson para aproximar 
fa fix) dx es 

J f(x) dx = b -f r f L [fix 0 ) + 4 fixf) + 2 f(x 2 ) + 4 f(x 3 ) + ■ ■ ■ 

+ 4/(x„-i) + f{x n )]. 

Ademas, cuando n — > «>, el lado derecho tiende a f(x) dx. 

Observar que los coeficientes en la regia de Simpson tienen el siguiente patron. 

142424. ..4241 ■ 

En el ejemplo 1, la regia de los trapecios se utilizo para estimar fg sen x dx. En el si- 
guiente ejemplo, se aplica la regia de Simpson a la misma integral. 


EJEMPLO 2 Aproximacion con la regia de Simpson 

Emplear la regia de Simpson para aproximar 
sen x dx. 

Comparar los resultados para n = 4 y n = 8. 

Solution Cuando n = 4, se tiene 


IT ( 77 77 3 77 

sen x dx ~ — sen 0 + 4 sen — + 2 sen — + 4 sen — — f sen 77 
12 \ 4 2 4 


Cuando n = 8, se tiene senx dx ~ 2.0003. 
Jo 


2.005. 


SECCION 4.6 Integration numerica 


315 


Analisis de errores 

A1 usar una tecnica de aproximacion, es importante conocer la precision del resultado. El 
siguiente teorema, que se enuncia sin demostracion, proporciona las formulas para estimar 
los errores que implican en el uso de la regia de Simpson y de la regia de los trapecios. En 
general, cuando se realiza una aproximacion se piensa en el error E como la diferencia 
entre f(x) dx y la aproximacion. 


TEOREMA 4.20 ERRORES EN LA REGLA DE LOS TRAPECIOS Y EN LA DE SIMPSON 


Si f tiene una segunda derivada continua en [a, b], entonces el error E al aproximar 
fa f( x ) dx por medio de la regia de los trapecios es 


E\ < 


( b — a ) 3 

12/i 2 


[max \f"{x)\]. 


a < x < b. 


Regia de los trapecios. 


Ademas, si tiene cuarta derivada continua en [a, b], entonces el error E al aproximar 
fa f( x ) dx mediante la regia de Simpson es 

(b - a) 5 

\E\ < i gQ 4 [max |/W(x)|], a < X < b. Regia de Simpson. 


TECNOLOGIA Si se tiene 
acceso a un sistema algebraico por 
computadora, utilizarlo para calcu- 
lar la integral definida del ejemplo 
3. Obtener un valor de 

f Vl + A ' 2 dx = [ [v/2 + In (l + v/2 )] 

Jo 

« 1.14779. 


El teorema 4.20 establece que los errores generados por la regia de los trapecios y la 
regia de Simpson tienen cotas superiores dependientes de los valores extremos de /"(x) y 
f 4> (x) en el intervalo [a, b], Ademas, estos errores pueden hacerse arbitrariamente peque- 
nos incrementando n, siempre que /" y / (4) sean continuas y, en consecuencia, acotadas 
en [a, b]. 

EJEMPLO 3 El error aproximado en la regia de los trapecios 


(“In” representa la funcion logarft- Determinar un valor de n tal que la regia de los trapecios se aproximara al valor de 
mica natural, la cual se estudiara en / 0 ' Vl + x 2 dx con un error menor que 0.01 . 
la section 5.1.) 

Solucion Primero se hace fix) = V 1 + x 2 y se halla la segunda derivada de/. 


f\x) = x(\ + x 2 )~ l/2 y Ax) = (1 + x 2 )- 3 / 2 


y 



Figura 4.46 


El valor maximo de | f'(x ) | en el intervalo [0, 1 ] es | /"( 0) | 
rema 4.20, puede escribirse 

1 1 


E < 


(b - fl) 3 
12/r 2 


ir(o)i = 


12/1 


(D = 


12/7 2 


1 . De tal modo, por el teo- 


Para obtener un error E menor que 0.01, debe elegirse n tal que 1/(12 n 2 ) < 1/100. 

100 < 12 n 2 ^ n > V™ * 2.89 

Asl, basta tomar n = 3 (debido a que n debe ser mayor o igual a 2.89) y aplicar la regia de 
los trapecios, como se ilustra en la figura 4.46, para obtener 

f J 1 + x 2 dx ~ - \ + 0 2 4- 2 -J 1 + (|) + 2-J 1 + (|) _ + J\ + l 2 ] 

Jo b 

« 1.154. 

De tal modo que, al sumar y restar el error de esta estimation se sabe que 

1.144 < [ Vl + x 2 dx < 1.164. 

Jo 
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Ejercicios 

En los ejercicios 1 a 10, usar la regia de los trapecios y la regia de 
Simpson para aproximar el valor de la integral definida para un 
valor dado de n. Redondear la respuesta hasta cuatro decimales 
y comparar los resultados con el valor exacto de la integral de- 
finida. 



25. P 1 dx 

26. 

Jo x + l 


r 


27. cos x (fa 

28. 


Jo 


I 

J sen(Tw) dx 
o 


1. 

3. 

5. 

7. 

9. 


f 

f 

f 

f 

r 


x 2 dx, n = 4 
x 3 dx, n = 4 
x 3 dx, n = 6 
^ (fa, n = 8 

(TT^- " 


4 


2 . 

4. 

6 . 

8 . 

10 . 



■4 


+ lj (fa, n — 4 

2 

^r(fa, n = 4 
x 2 

Ifxdx, n = 8 
(4 — x 2 ) (fa, n = 6 


f 


xVx 2 + 1 dx, n = 4 


En los ejercicios 29 a 34, utilizar las formulas del error en el teo- 
rema 4.20 con el fin de encontrar n tal que el error en la aproxi- 
macion de la integral definida sea menor que 0.00001 utilizando 
a) la regia de los trapecios y b) la regia de Simpson. 


29. 

31. 


33. 



f 


~Jx + 2 dx 


s('77'x) dx 


30. 

i 1+** 

32. 



rW 2 

34. 

sen x dx 


Jo 


En los ejercicios 11 a 20, aproximar la integral definida utilizando 
la regia de los trapecios y la regia de Simpson con n = 4. Comparar 
estos resultados con la aproximacion de la integral utilizando una 
herramienta de graficacion. 



iftVl En los ejercicios 35 a 38, emplear un sistema algebraico por 
computadora y las formulas del error para determinar n de ma- 
nera tal que el error en la aproximacion de la integral definida 
sea menor que 0.00001 utilizando a ) la regia de los trapecios y 
b) la regia de Simpson. 


35. f J\ + xdx 

36. f (x + l) 2 / 3 dx 

Jo 

Jo 

37. I tan x 2 (fa 

38. I sen x 2 dx 

Jo 

Jo 


15. 

17. 

19. 

20 . 


/ 7r/2 


f 

f 

/; 


sen x 2 (fa 


cos x 2 (fa 


x tan x (fa 


/(x) dx, f{x) 


16. 

18. 




x > 0 
x = 0 


Desarrollo de conceptos 


21. La regia de los trapecios y la regia de Simpson producen 
aproximaciones de una integral definida f a /(x) dx basadas 
en aproximaciones polinomiales de /. (,Que grado de polino- 
mio se usa para cada una? 

22. Describir la dimension del error cuando la regia de los trape- 
cios se utiliza para aproximar J* f(x) dx cuando /(x) es una 
funcion lineal. Explicar el resultado con una grafica. 


En los ejercicios 23 a 28, utilizar las formulas de error del teore- 
ma 4.20 para estimar el error en la aproximacion de la integral, 
con n = 4, utilizando a ) la regia de los trapecios y b) la regia de 
Simpson. 


23. 


r 


2x 3 dx 


24. 


(5x + 2) (fa 


39. Aproximar el area de la region sombreada utilizando a) la regia 
de los trapecios y b) la regia de Simpson con n = 4. 



Figura para 39 




Aproximar el area de la region sombreada utilizando a) la regia 
de los trapecios y b) la regia de Simpson con n — 8. 
Programacion Escribir un programa para una herramienta de 
graficacion con el fin de aproximar una integral definida utili- 
zando la regia de los trapecios y la regia de Simpson. Empezar 
con el programa escrito en la seccion 4.3, ejercicios 61 a 64, y 
advertir que la regia de los trapecios puede escribirse como T{n) 
— h[I( n ) + Din)) y la regia de Simpson, como 


Sin) = \[T(n/2) + 2M(n/2)]. 


[Recordar que I(n), M(n) y D(n) representan las sumas de 
Riemann utilizando los puntos terminales del lado izquierdo, 
los puntos medios y los puntos terminales del lado derecho de 
subintervalos con igual ancho.] 
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Programacion En los ejercicios 42 a 44, emplear el programa 
en el ejercicio 41 para aproximar la integral definida y completar 
la tabla. 


11 

I(n) 

M(n) 

D(n) 

T{n) 

S(n) 

4 






8 






10 






12 






16 






20 







42. 

45. 



+ 3x 2 dx 



44. 



Area Emplear la regia de Simpson con n = 1 4 para aproximar 
el area de la region acotada por las graficas de y = x/x cos x, 
y = 0, r = Oyr = tt/2. 


Para discusion 


46. Considerar una funcion f(x) que es concava hacia arriba 
sobre el intervalo [0, 2] y la funcion g(jc) que es concava 
hacia abajo sobre [0, 2], 

a) U sando la regia trapezoidal, ^que integral serfa sobre- 
estimada? ^Que integral serfa subestimada? Suponer 
n = 4. Usar graficas para explicar su respuesta. 

b) ^Que regia se usarfa para mayor aproximacion pre- 
cisa de J 0 f{x) dx y f 0 g(x) dx, la regia trapezoidal o 
la regia de Simpson? Explicar su razon. 


47. Circunferencia La integral eliptica 

C 7r/2 


873 


rv 

Jo 


1 — f sen 2 6 dd 



Aproximar la integral J 0 f(x) dx utilizando la regia de los 
trapecios y la regia de Simpson. 

Utilizar una herramienta de graficacion para encontrar un 
modelo de la forma y = ax 3 + bx 2 + cx + d para los datos. 
Integrar el polinomio resultante en [0, 2] y comparar el 
resultado con el apartado a). 


Aproximacion de Pi En los ejercicios 50 y 51, utilizar la regia de 
Simpson con n = 6 para aproximar tt utilizando la ecuacion dada. 
(En la section 5.7, se podran calendar las integrales utilizando 
funciones trigonometricas inversas.) 

r- 6 r 4 , 

50. 7r = ,, . dx 51. tt = — — y dx 

Jo - x 2 Jo 1 + 

Area En los ejercicios 52 y 53, utilizar la regia de los trapecios 
para estimar el numero de metros cuadrados de tierra en un lote 
donde x y y se miden en metros, como se muestra en las figuras. 
La tierra es acotada por un rio y dos caminos rectos que se juntan 
en angulos rectos. 


X 

0 

100 

200 

300 

400 

500 

y 

125 

125 

120 

112 

90 

90 


X 

600 

700 

800 

900 

1 000 

y 

95 

88 

75 

35 

0 


y y 



48. 


49 . 


proporciona la circunferencia de una elipse. Emplear la regia de 
Simpson con n = 8 para aproximar la circunferencia. 

Trabajo Para determinar el tamano del motor requerido en 
la operation de una prensa, una companfa debe conocer la 
cantidad de trabajo realizado cuando la prensa mueve un objeto 
linealmente 5 pies. La fuerza variable para desplazar el objeto 
es F(x) = KXkv/125 — x 3 , donde F esta dada en libras y x 
produce la position de la unidad en pies. Emplear la regia de 
Simpson con n = 12 para aproximar el trabajo W (en pies-libras) 
realizado a traves de un ciclo si W — f Q F(x) dx. 

La tabla presenta varias mediciones recopiladas en un expe- 
rimento para aproximar una funcion continua desconocida 

y = /to- 


Figura para 52 


Figura para 53 


X 

0 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

y 

75 

81 

84 

76 

67 

68 

69 


X 

70 

80 

90 

100 

110 

120 

y 

72 

68 

56 

42 

23 

0 


54. Demostrar que la regia de Simpson es exacta cuando aproxima 
la integral de una funcion polinomial cubica, y demostrar el 
resultado para / 0 x 3 dx, n — 2. 


X 

0.00 

0.25 

0.50 

0.75 

1.00 

y 

4.32 

4.36 

4.58 

5.79 

6.14 







X 

1.25 

1.50 

1.75 

2.00 


y 

7.25 

7.64 

8.08 

8.14 



55. 


56. 


Usar la regia de Simpson con n = 10 y un sistema algebraico 
por computadora para aproximar t en la ecuacion integral 

J sen yx dx = 2. 
o 

Demostrar que se puede encontrar un polinomio p(x) = Ax 2 + 
Bx + C que pasa por cualesquiera tres puntos (x x , y^, (x 2 , y 2 ) y 
{x 2 , _y 3 ), donde las son distintas. 
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Ejercicios de repaso 


En los ejercicios 1 y 2, utilizar la grafica de /' para dibujar una 
grafica de /. 


!• y 2. y 




En los ejercicios 3 a 8, encontrar la integral indefinida. 


3. 


(Ax 2 + x + 3) dx 


5. 

7. 


{ 

f 


x 4 + 8 J 
r dx 

X 5 


(2x — 9 sen x) dx 


■/ 


dx 


l/Hx 
: 4 - Ax 2 + 1 


dx 


8. (5 cos x — 2 sec 2 x) dx 


9. Encontrar la solucion particular de la ecuacion diferencial 
f'(x ) = — 6x cuya grafica pasa por el punto (1, —2). 

10. Encontrar la solucion particular de la ecuacion diferencial 
f"(x) = 6(x — 1) cuya grafica pasa por el punto (2, 1) y es 
tangente a la recta 3x — y — 5 = 0 en ese punto. 


! Campos de pendientes En los ejercicios 11 y 12 se da una ecuacion 
diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Dibujar dos 
soluciones aproximadas de la ecuacion diferencial en el campo 
de pendiente, una de las cuales pase a traves del punto indicado. 
b) Utilizar la integracion para encontrar la solucion particular de 
la ecuacion diferencial y utilizar una herramienta de graficacion 
para representar la solucion. 


11. ^ = 2x - 4, (4, -2) 12. d r = \x 2 - lx, (6, 2) 

dx dx 2 


-H- 


\ \ v | / f / 1 


-1 

\ \ 

\ \- 
\ \ 

\ \- 
\ \ 


-6 - L 


\ \ / / 

\ \ / / 

\ \ / 

\ \ N-/ / / # 
\ \ / / 

\ \ N-/ / / 

\ \ / / 

\ \ / / 

\ \ / / 

\ \ / / / 

\ \ / / 

\ \ S— / / / 


/ / / 
/ / / 
/ / / 
/ / / 
/ / / 
/ / / 
/ / / 




//--\\\\\w-////// 

/ / — N \ \ \ \ \ / / / / / 

//--S\\\\\N — ✓///// 
/ /--\ \ \ \ \ \ / / / / / 
//--\\ \ \ \ \N-/// / / / 
//--N\\\\\N —////// 

/ /-- s \ \ \ \ w—y / / / / / 
/ / — \ \ \ \ \ \ / / • / / 
/ / - -N \ \ \ \ \ / / / / / 

//-w\\\\\ -////// 

//--S\\\\\N — ✓///// 


| / V I \ I \ I V | y I / I / I 


-2 — 


.WWW-////, 
.WWW-////, 
. \ \ \ \ \ s — / / / / , 
.\\\\\' — '///, 




13. Velocidady aceleracion Un avion que esta despegando de una 
pista recorre 3 600 pies antes de elevarse. El avion parte desde 
el reposo, se desplaza con aceleracion constante y efectua el 
recorrido en 30 segundos. que velocidad despega? 

14. Velocidad y aceleracion La velocidad de un automovil que 
viaja en linea recta se reduce de 45 a 30 millas por hora en 


una distancia de 264 pies. Encontrar la distancia en la cual 
el automovil puede llegar al reposo a partir de una velocidad 
de 30 millas por hora, suponiendo la misma desaceleracion 
constante. 

15. Velocidad y aceleracion Se lanza una pelota hacia arriba 
verticalmente desde el nivel del suelo con una velocidad inicial 
de 96 pies por segundo. 

a) ^Cuanto tardara la pelota en alcanzar su altura maxima? 
^Cual es la altura maxima? 

b) ^Cuando la velocidad de la pelota es la mitad de la velocidad 
inicial? 

c) i A que altura esta la pelota cuando su velocidad es la mitad 
de la velocidad inicial? 

16. Modelado matematico La tabla muestra las velocidades (en 
millas por hora) de dos carros sobre una rampa de acceso a una 
carretera interestatal. El tiempo t esta en segundos. 


t 

0 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

Vl 

0 

2.5 

7 

16 

29 

45 

65 

V2 

0 

21 

38 

51 

60 

64 

65 



c) 


Reescribir las velocidades en pies por segundo. 

Usar las capacidades de regresion de una herramienta de 
graficacion para encontrar los modelos cuadraticos para los 
datos en el apartado a). 

Aproximar la distancia recorrida por cada carro durante los 
30 segundos. Explicar la diferencia en las distancias. 


En los ejercicios 17 y 18, utilizar la notacion sigma para escribir 
la suma. 


17. 


18 . 


1 1 1 

3(1) + 3(2) + 3(3) + 


1 + 1 

n 


2 + 1 
n 


3(10) 


+ ■ ■ ■ + 


n + 1 
n 


En los ejercicios 19 a 22, utilizar las propiedades de las sumas y 
el teorema 4.2 para calcular las sumas. 


19. 

20 

1=1 

20. 

20 

I (4/ - 1) 

i= 1 


20 


12 

21. 

S («■ + 1) 2 
1=1 

22. 

2 Hi 2 ~ i) 

i= 1 

23. 

Escribir en notacion sigma a) la suma de los primeros diez en- 
teros impares positivos, b ) la suma de los cubos de los primeros 
n enteros positivos y c) 6 + 10 + 14 + 18 + ■ ■ ■ + 42. 

24. 

Calcular cada suma para x, 
x 5 = 7. 

= 2, 

x 2 = — 1, x 3 = 5, x 4 = 3 y 


“) 7^*-' 

D i= 1 

b) 

Si 

1 = 1 *1 


5 


5 


c) 2 (2*i - * i 2 ) 

i= 1 

d) 

1 

K 

1 

Ss 

Hi 
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En los ejercicios 25 y 26, utilizar sumas superiores e inferiores para 
aproximar el area de la region utilizando el numero indicado de 
subintervalos de igual ancho. 


En los ejercicios 37 y 38, dibujar la region cuya area esta dada 
por la integral definida. Utilizar despues una formula geometrica 
para calcular la integral. 


25. 


y = 


10 

X 2 + 1 


26. y = 9-\x 2 



\x — 5 1 ) dx 


38. 



— x 2 dx 


y y 




En los ejercicios 27 a 30, recurrir al proceso de limite para deter- 
minar el area de la region entre la grafica de la funcion y el eje x 
sobre el intervalo dado. Dibujar la region. 

27. y = 8 - 2x, [0, 3] 28. y = x 2 + 3, [0, 2] 

29. y = 5- x 2 , [-2, 1] 30. y = ±x 3 , [2, 4] 

31. Emplear el proceso de limite para encontrar el area de la region 
acotada por x = 5y — y 2 , x = 0, y = 2 y y = 5. 

32. Considerar la region acotada por y = mx, y = 0, x = 0 y x = ft. 
a) Determinar la suma superior e inferior para aproximar el 

area de la region cuando Ax = ft/4, 
ft) Determinar la suma superior e inferior para aproximar el 
area de la region cuando Ax = b/n. 
c) Encontrar el area de la region dejando que it tienda a infinite 
en ambas sumas en el apartado ft). Demostrar que en cada 
caso se obtiene la formula para el area de un triangulo. 

En los ejercicios 33 y 34, escribir el limite comiin integral definido 
en el intervalo [a, ft], donde c, es cualquier punto en el i-esimo 
subintervalo. 


■ J fix) dx = 12 y J 


39. Dadas /(x) dx = 12 y g(x) dx = 5, evaluar 


a) [fix) + g(x)] dx. ft) [f(x) - g(x)] dx. 


I 


c ) [2/(x) - 3g(x)] dx. d) 1 fix) dx. 


• J fix) dx = 4 y J 


40. Dadas fix) dx = 4 y fix) dx = — 1, calcular 


a) fix) dx. 
Jo 

c ) J fix) dx. 


b) J f(x) dx. 

d) J — 10 f(x) dx. 


En los ejercicios 41 a 48, emplear el teorema fundamental del 
calculo para calcular la integral definida. 


41. 

43. 


(3 + x) dx 


(4r 3 - 2 1 ) dt 


/; 


45. x^fxdx 


47. 


37t/4 


sen 6 dd 


42. 

44. 

46. 

48. 


/: 


(t 2 + 1) dt 


(x 4 + 3x 2 - 4) dx 


4 - A I dx 


rn/4 
J — 7t/4 


sec 2 t dt 


En los ejercicios 49 a 54, dibujar la grafica de la region cuya area 
esta dada por la integral, y encontrar el area. 


Limite 

Intervalo 




r6 

33. lim Y (2c,. - 3) Ax,. 

l|AB-»0 

[4, 6] 

®. j 

[ (3x — 4) dx 

r 4 

50. j 

'h' 

1 

oo 

_ m 
o t 

34. lim V 3c f (9 - cf) Ax. 
1*1^0/“! 

[1,3] 

SI - J 

(x 2 - 9) dx 

f 1 

54 J 

| (—x 2 + x + 6) dx 

ri 



53. 1 

| (x — x 3 ) dx 

54. j 

~Jx (1 — x) dx 

En los ejercicios 35 y 36, formular una integral definida que pro- 

J 

0 

J 

0 

duzca el area de la region. (No calcular la integral.) 

En los ejercicios 55 y 56, determinar el area de la region dada. 

35. /(x) = 2x + 8 

36. fix) = 100 - x 2 

55. y 

= sen x 

56. y 

= X + COS X 
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En los ejercicios 57 y 58, dibujar la region acotada por las graficas 
de las ecuaciones y determinar su area. 

57. y = —=, y = 0, x = 1, x = 9 

VJt 

7T 

58. y = sec 2 *, y = 0, x = 0, x = — 


En los ejercicios 59 y 60, encontrar el valor medio de la funcion 
sobre el intervalo indicado. Determinar los valores de x a los cuales 
la funcion toma su valor medio, y graficar la funcion. 


59- f{x) = ^ T , [4,9] 
Vy 


60. /(y) = y 3 , [0,2] 


En los ejercicios 61 a 64, emplear el segundo teorema fundamental 
del calculo para encontrar F'(x). 


1 

II 

SO 

[ t 2 J\ + t 3 dt 
0 

62. 

H«> - j 

[> 

1 

II 

3 

SO 

f (r 2 + 3 1 + 2) dt 

64. 

H<> - j 

1 esc 2 t dt 
0 


En los ejercicios 65 a 76, encontrar la integral definida. 


65. 

67. 

69. 

71. 

73. 

75. 


f 


(3 - y 2 ) 3 dx 

X 2 

, - dx 
Vy 3 + 3 

y(1 — 3y 2 ) 4 dx 
sen 3 x cos x dx 

cose de 


66 . 

68 . 

70. 

72. 

74. 


x 4 — j dx 


3x 2 v^2y 3 — 5 dx 
x + 4 


(y 2 + 8y - 7) 2 
x sen 3 y 2 dx 


dx 


Vl - sen 0 
(1 + sec tty) 2 sec irx tan tty dx 76. 


sen y 


dx 


v/cos Y 
sec 2 y tan 2y dx 


En los ejercicios 77 a 84, calcular la integral definida. Utilizar una 
herramienta de graficacion para verificar el resultado. 


77. 

79. 


y(y 2 — 6) dx 


1 


- dX 


0 n/ 1 3“ y 

81. 2ir (y + l)Vl — y dy 
Jo 


78. 

80. 


y 2 (y 3 — 2) 3 dx 


dx 


3^/x 2 — 8 


82. 2ir| y 2 Vy + 1 dx 


83. 


cos - dx 
2 


84. 


7t/4 


sen 2y dx 


— it/ 4 


* Campos de pendientes En los ejercicios 85 y 86, se dan una 
ecuacion diferencial y un campo de pendientes. a) Dibujar dos 
soluciones aproximadas de la ecuacion diferencial sobre el cam- 
po de pendientes, una de las cuales pase por el punto indicado. 
b) Utilizar la integracion para determinar la solucion particular de 
la ecuacion diferencial y emplear una herramienta de graficacion 
para representar la solucion. 


85. a'- = yV9 — y 2 , (0,-4) 86. -y = ~^Ysen(Y 2 ), (0,0) 

dx dx 2 


2 — 


-I H-H \ 


/ / - 
//III- 
//III- 
/ / l l l - 
/ 1 I f i I- 


-3 


\ \ -- 
\ \ -- 


//III 3 
//III- 
//III- 
//III- 

I lll- 

II ti- 
ll I I — 


y 


-\ \ \ \ \ \ 

1 1 1 1 1 1 

*-/ / / / / / 

t \ \ \ \ \ \ 

r \ \ \ \ \ \ 

1 1 1 |w 

1 1 1 1 1 1 
-////// 
’////// 
-WWW 
1 II II 1 
'-////// 

-3 - 

3 

/ — \ / 

— vs / — \ 

/ — \ — 


/ — \ ^ 

SS/-S 

^ — \ / x- 

-vs/— \ 

— x ^ ^-3 - 

VS s 


En los ejercicios 87 y 88, encontrar el area de la region. Utilizar 
una herramienta de graficacion para verificar el resultado. 



88 . 


rn/2 

[cos y + sen(2Y)] dx 

Jo 


v y 




89. Precipitacion La precipitacion normal mensual en Portland, 
Oregon, puede aproximarse mediante el modelo 

R = 2.880 + 2.125 sen(0.578? + 0.745) 

donde R esta medida en pulgadas y t es el tiernpo en meses, con 
t = 0 correspondiendo al 1 de enero. ( Fuente : U.S. National 
Oceanic and Atmospheric Administration) 

a) Escribir una integral y aproximar la precipitacion normal 
anual. 

b) Aproximar la precipitacion promedio mensual durante los 
meses de septiembre y octubre. 

90. Ciclo respiratorio Despues de ejercitarse durante unos minu- 
tos, una persona tiene un ciclo respiratorio para el cual la tasa 
de admision de aire es 

i tc nt 

v = 1.75 sen—. 

Determinar el volumen, en litros, del aire inhalado durante un 
ciclo, integrando la funcion sobre el intervalo [0, 2]. 

^ En los ejercicios 91 a 94, emplear la regia de los trapecios y la 
regia de Simpson con n = 4, y utilizar las capacidades de integra- 
cion de una herramienta de graficacion, para aproximar la integral 
definida. Comparar los resultados. 
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Solucion de problemas 


1. Sea(x) = - dt, x > 0. 

Jit 

a) Encontrar L(l). 

. b) Encontrar L'(x) y 1/(1). 

H c ) Utilizar una herramienta de graficacion para aproximar el va- 
lor de x (hasta tres lugares decimales) para el cual L(x) = 1. 

d ) Demostrar que L(x l x 2 ) — L(x i) + L(x 2 ) para todos los 
valores positivos de x, y x 2 . 

1 2. Sea (jc) = J sen t 2 dt. 

a) Utilizar una herramienta de graficacion para completar la 
tabla. 


X 

0 

1.0 

1.5 

1.9 

2.0 

F(x) 







X 

2.1 

2.5 

3.0 

4.0 

5.0 

Fix) 







V) Sea G(x ) = 


1 


-F(x) = 


1 


sen t 2 dt. Utilizar una 


x — 2 x — 2 

herramienta de graficacon para completar la tabla y estimar 
lim G(x). 

x ->2 


JC 

1.9 

1.95 

1.99 

2.01 

2.1 

G(x) 







c) Utilizar la definicion de la derivada para encontrar el valor 
exacto del lfmite lfm G(x). 

x ->2 

En los ejercicios 3 y 4, a) escribir el area bajo la grafica de la 
funcion dada definida sobre el intervalo indicado como un limite. 
Despues b) calcular la suma del apartado a) y c) calcular el lfmite 
utilizando el resultado del apartado b ). 


3. 


4. 


y = x 4 - 4x 3 + 4x 2 , [0, 2] 

n{n + l)(2 n + l)(3« 2 + 3n — 1) 

i — 

i~l 


Sugerencia: ^ i 4 = 


30 


y = |.r 5 + 2x 3 , [0. 2] 


n 2 (n + 1) 2 (2 n 2 + 2n — 1) 


12 


Sugerencia: ^ i 5 = 

V i= 1 

5. La funcion de Fresnel S se define mediante la integral 
dt. 




a) Hacer la grafica de la funcion = sen I I dt. sobre el 
intervalo [0, 3]. 

b) Utilizar la grafica del apartado a) para dibujar la grafica de 
S en el intervalo [0, 3]. 

c) Ubicar todos los extremos relativos de S en el intervalo (0, 3). 

d) Localizar todos los puntos de inflexion de S en el intervalo 
(0, 3). 


6. La aproximacion gaussiana de dos puntos para/es 

r 




a) Utilizar esta formula para aproximar | cos x dx. Encontrar 
el error de la aproximacion. 




b) Utilizar esta formula para aproximar 


f ~ 

J-l 1 +■ 


- dx. 


c) Probar que la aproximacion gaussiana de dos puntos es 
exacta para todos los polinomios de grado 3 o menor. 

7. Arqufmedes demostro que el area de un arco parabolico es igual 
a f del producto de la base y la altura (ver la figura). 



a) Graficar el arco parabolico delimitado por y — 9 — x 2 y 
el eje x. Utilizar una integral apropiada para encontrar el 
area A. 

b) Encontrar la base y la altura del arco y verificar la formula 
de Arqufmedes. 

c) Demostrar la formula de Arqufmedes para una parabola 
general. 

8. Galileo Galilei (1564-1642) enuncio la siguiente proposicion 
relativa a los objetos en cafda libre: 

El tiempo en cualquier espacio que se recorre por un cuerpo 
acelerado uniformemente es igual al tiempo en el cual ese 
mismo espacio se recorreria por el mismo cuerpo movien- 
dose a una velocidad uniforme cuyo valor es la media de la 
velocidad mas alta del cuerpo acelerado y la velocidad justo 
antes de que empiece la aceleracion. 

Utilizar las tecnicas de este capftulo para verificar esta propo- 
sicion. 

9. La grafica de una funcion / consta de tres segmentos de recta 
que unen a los puntos (0, 0), (2, —2), (6, 2) y (8, 3). La funcion 
F se define por medio de la integral. 


F(x) = [ fit ) dt. 

Jo 

a) Dibujar la grafica de/. 

b) Completar la tabla. 


JC 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

Fix) 











c) Encontrar los extremos de F en el intervalo [0, 8]. 

d) Determinar todos los puntos de inflexion de F en el intervalo 

( 0 , 8 ). 
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10. Un automovil se desplaza en li'nea recta durante una hora. Su 
velocidad v en millas por hora en intervalos de seis minutos se 
muestra en la tabla. 


t (horas) 

0 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

v (mi/h) 

0 

10 

20 

40 

60 

50 


t (horas) 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

1.0 

v (mi/h) 

40 

35 

40 

50 

65 


11 . 

12 . 


a) Elaborar una grafica razonable de la funcion de velocidad 
v graficando estos puntos y conectandolos con una curva 
uniforme. 

b) Encontrar los intervalos abiertos sobre los cuales la acele- 
racion a es positiva. 

c) Encontrar la aceleracion media del automovil (en millas 
por hora cuadrada) sobre el intervalo [0, 0.4], 

d) ^Que significa la integral / 0 v(t) dt ? Aproximar esta integral 
utilizando la regia de los trapecios con cinco subintervalos. 

e ) Aproximar la aceleracion en t = 0.8. 


Demostrar que 


Demostrar que 


r 

r 


f(t)(x - t) dt 
fix) fix) dx = 


■IN* 

\ium - [/Mi 2 ). 


13. Utilizar una suma de Riemann apropiada para calcular el limite 
yr + x/2 + s/3 + • • • + >/n 


lim 

n-»oo 


n 


3/2 


14. Utilizar una suma de Riemann apropiada para calcular el limite 

„ l 5 + 2 5 + 3 5 + • • • + n 5 
Inn 7 . 

n->co 77 ° 

15. Suponer que /es integrable en [a, b] y 0 < m < f(x) < M para 
todo x en el intervalo [a, b\. Demostrar que 

m(a — b) < [ fix) dx < M{b — a). 


Utilizar este resultado para estimar >/ 1 + x 4 dx. 

16. Sea/continua en el intervalo [0, b\ donde f{x) + f(b — x) ^ 0 
en [0, b]. 


a) Demostrar que 


„ fix ) dx = - 

o fix) + f{b - x) 2 


b) Utilizar el resultado del apartado a) para calcular 
r i 


senx 


o sen (1 - x) + senx 


dx. 


c) Utilizar el resultado del apartado a ) para calcular 

f ^ , 

Jo Vx + V3 — x 


demostrando lo siguiente. 

a) (1 + i) 3 ~ i 3 — 3 i 2 + 3/ + 1 

b) in + l) 3 = ^ (3; 2 + 3i + 1) + 1 

;=i 

N vi ., nin + l)(2n + 1) 

c) I: 5 — 


18. 


Demostrar que si f es una funcion continua en un intervalo 
cerrado [a, b ], entonces 
rb rb 


fi x ) dx |/(x)| dx. 


19. 


Sea 


/ = 



dx 


donde f se muestra en la figura. Considerar que Un) y D{n) re- 
presentan las sumas de Riemann utilizando los puntos extremos 
del lado izquierdo y los puntos terminales del lado derecho de n 
subintervalos de igual ancho. (Suponer que n es par.) Sean T(n) 
y S(n) los valores correspondientes de la regia de los trapecios 
y la regia de Simpson. 

a) Para cualquier n, listar I(n), D(n), T(n ) e 1 en orden cre- 
ciente. 

b ) Aproximar 5(4). 


y 



20. La funcion integral seno 

Si(x) = f —dt 
Jo 1 

sen t 

se utiliza a menudo en la ingenieria. La funcion /(f) = — — 

no esta definida en t = 0, pero su limite es 1 cuando t — > 0. De 
tal modo, definir /( 0) = 1 . En ese caso / es continua en todos 
lados. 

a) Emplear una herramienta de graficacion para representar 
Si(x). 

b ) oEn que valores de x Si(x) tiene maximos relativos? 

c) Encontrar las coordenadas del primer punto de inflexion 
donde x > 0. 

d) Decidir si Si(x) tiene alguna asmtota horizontal. Si es asf, 
identificar cada una. 

21. Determinar los limites de integracion donde a<b. tal que 


17 . 


Verificar que 



nin + 1)(2 n + 1) 
6 



16) dx 


tiene valor mmimo. 



Funciones logaritmica, 
exponencial y otras 
funciones trascendentes 


Hasta ahora en este texto, se han estudiado 
dos tipos de funciones elementales: funcio- 
nes algebraicas y funciones trigonometricas. 
Este capftulo concluye la introduction de 
funciones elementales. Como cuando se 
introduce un nuevo tipo, se estudiaran sus 
propiedades, su derivada y su antiderivada. 

En este capftulo, se aprendera: 

■ Las propiedades de la funcion logarit- 
mo natural. Como encontrar la derivada 
y antiderivada de la funcion logaritmo 
natural. (5.1, 5.2) 

■ Como determinar si una funcion tiene 
una funcion inversa. (5.3) 

■ Las propiedades de la funcion exponen- 
cial natural. Como encontrar la derivada 
y antiderivada de la funcion exponen- 
cial natural. (5.4) 

■ Las propiedades, derivadas y antide- 
rivadas de las funciones logaritmica y 
exponencial con base diferente de e. 

(5.5) 

■ Las propiedades de las funciones trigo- 
nometricas inversas. Como encontrar 
derivadas y antiderivadas de funciones 
trigonometricas inversas. (5.6, 5.7) 

■ Las propiedades de las funciones hiper- 
bolicas. Como encontrar derivadas 

y antiderivadas de funciones hiperboli- 
cas. (5.8) 




Owaki-Kulla/Photolibrary 


El arco de entrada en San Luis, Missouri, tiene mas de 600 pies de alto y esta 
cubierto con 886 toneladas de acero inoxidable de un cuarto de pulgada. 
iQue funcion se involucra en la ecuacion matematica usada para construir el 
arco? (Ver la seccion 5.8, Proyecto de trabajo.) 



En la seccion 5.1 se vera como la funcion f(x) = l/x puede usarse para definir la funcion logaritmo natural. Para 
hacer esto, considerar la integral definida J*l/f dt. Cuando x< 1, el valor de esta integral definida es negativa. Cuando 
x = 1, el valor es cero. Cuando x> 1, el valor es positivo. 
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CAPITULO 5 Funciones logarftmica, exponencial y otras funciones trascendentes 



La funcion logaritmo natural: derivacion 


■ Desarrollar y usar propiedades de la funcion logaritmo natural. 

■ Comprender la definicion del numero e. 

■ Derivar funciones que involucran la funcion logaritmo natural. 



JOHN Napier (1550-1617) 

El matematico escoces John Napier invento 
los logaritmos. Napier formo el termino 
logaritmo con dos palabras griegas: 
logos (razon) y arithmos (numero), para 
denominar la teoria que desarrollo a lo largo 
de veinte anos y que aparecio por primera 
vez en el libro Mirifici Logarithmorum 
canonis descriptio (Una description de la 
maravillosa regia de los algoritmos). Aunque 
no introdujo la funcion logaritmo natural, 
algunas veces se llama funcion logaritmo 
napieriana. 


La funcion logaritmo natural 

Recordar que en la regia general de la potencia 

f x n + 1 

I X n dx — — EC n ¥= —l Regia general de la potencia. 

J n+ 1 

tiene una restriccion importante, no se aplica al caso n = — 1. De hecho, todavfa no se ha 
encontrado una antiderivada o primitiva para la funcion fix) = l/x. En esta seccion se 
usara el segundo teorema fundamental del calculo para definir esa antiderivada o primitiva. 
Esta es una funcion que no ha aparecido previamente en este libro. No es algebraica ni 
trigonometrica, sino que esta incluida en una nueva clase de funciones, 1 1 amadas funciones 
logaritmicas. Esta funcion particular es la funcion logaritmo natural. 


DEFINICION DE LA FUNCION LOGARITMO NATURAL 


La funcion logaritmo natural se define como 
1 


In x = 


dt, x > 0 . 


El dominio de la funcion logaritmo natural es el conjunto de todos los numeros reales 
positivos. 


A partir de la definicion se deduce que In x es positiva para x > 1 y negativa para 0 < x < 1 
(figura 5.1). Ademas, ln(l) = 0, ya que los lfmites inferior y superior de integracion son 
iguales cuando x = 1 . 


y 



Si x > 1 , entonces In x > 0 

Figura 5.1 


y 



Si 0 < x < 1, entonces In x < 0 


EXPLORACION 

Representation de la funcion logaritmo natural Usando solo la definicion de la 
funcion logaritmo natural, trazar una grafica. Explicar el razonamiento. 
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y 



Cada pequeno segmento recto tiene una 
pendiente de 1/x 

Figura 5.2 



La funcion logaritmo natural es creciente, y 
su grafica es concava hacia abajo 

Figura 5.3 


Para dibujar la grafica de y = In x, se puede pensar en la funcion logaritmo natural corno 
una antiderivada o primitiva dada por la ecuacion diferencial 

dy _ 1 
dx x 

La figura 5.2 es una grafica generada por computadora; llamada campo de pendientes o 
campo de direcciones, que consta de pequenos segmentos de pendiente 1/x. La grafica de 
y = In x es la solucion que pasa por el punto (1,0). Se estudiaran campos de pendientes en 
la seccion 6.1. 

El siguiente teorema resume varias propiedades basicas de la funcion logaritmo 
natural. 


TEOREMA 5.1 PROPIEDADES DE LA FUNCION LOGARITMO NATURAL 
La funcion logaritmo natural tiene las siguientes propiedades. 

1. El dominio es (0, oo) y el recorrido o rango es (— oo, oo). 

2. La funcion es continua, creciente e inyectiva. 

3. La grafica es concava hacia abajo. 


( DEMOSTRACION ) El dominio de f(x) = In x es (0, go) por definicion. Ademas, la funcion es 
continua, por ser derivable. Y es creciente porque su derivada 

f'(x ) = — Primera derivada. 

es positiva para x > 0, como se muestra en la figura 5.3. Es concava hacia abajo porque 
f"(x) = y Segunda derivada. 

es negativa para x > 0. La prueba de que/es inyectiva se presenta en el apendice A. Los 
siguientes h'mites implican que el recorrido o rango es toda la recta real. 

lfm In x = — oo y In x = oo 

*->o+ 

La justification de ambos lfmites se encuentra en el apendice A. 

Utilizando la definicion de la funcion logaritmo natural, se pueden probar importan- 
tes propiedades de las operaciones con logaritmos naturales. Si ya esta familiarizado con 
los logaritmos, el lector reconocera que estas propiedades son caracterfsticas de todos los 
logaritmos. 


TEOREMA 5.2 PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS 


Si a y b son numeros positivos y n es racional, se satisfacen las siguientes propie- 
dades. 

1. In (1) = 0 

2. In (ab) = In a + In b 

3. In (a") = n In a 
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( DEMOSTRACION ) La primera propiedad ya se ha discutido. La segunda se deduce del hecho 
de que dos antiderivadas o primitivas de una misma funcion difieren en una constante. Del 
segundo teorema fundamental del calculo y la definition de la funcion logaritmo natural, 
se sabe que 




1 

x 


Asi pues, se consideran las dos derivadas 


d [ln(ax)] 
ax 


a _ 1 
ax x 


y 

-y-[ln a + In x] = 0 + — = — . 
ax xx 


Como In (ax) y (In a + In x) son antiderivadas o primitivas de 1/x, deben diferir a lo mas 
en una constante. 

ln(ox) = In a + In x + C 

Tomando x = 1 , se puede ver que C = 0. La tercera propiedad se demuestra de manera ana- 
loga comparando las derivadas de I nix") y n lnx. Por ultimo, al utilizar la segunda y tercera 
propiedades, se puede comprobar la cuarta. 


InjjM = In [a{b ')] = In a + In (b ') = In a — In b 


El ejemplo 1 muestra como usar propiedades de los logaritmos para desarrollar expre- 
siones logaritmicas. 


EJEMPLO I Desarrollo de expresiones logaritmicas 


f(x) = In x 2 5 



5 gto = 2 lnx 



a) 

b ) 


c) 

d) 


lny = In 10 - In 9 
lnV3x + 2 = ln(3x + 2) 1 / 2 
= | ln(3x + 2) 


Propiedad 4. 


Reescribir con exponente racional. 
Propiedad 3. 


In— = ln(6x) — In 5 Propiedad 4. 

= In 6 + In x — In 5 Propiedad 2. 

In — -y===^= = ln(x 2 + 3) 2 — \n(x3/x 2 + 1 ) 
x</x 2 + 1 

= 2 ln(x 2 + 3) — [lnx + ln(x 2 + l) 1 / 3 ] 

= 2 ln(x 2 4- 3) — lnx — ln(x 2 + 1)L 3 


= 2 ln(x 2 + 3) — lnx — — ln(x 2 + 1) 


Cuando se usan las propiedades de los logaritmos para reexpresar funciones logarit- 
micas, hay que analizar si el dominio de la funcion reescrita es el mismo que el de la funcion 
original. Asi, el dominio de /(x) = In x 2 son todos los niimeros reales salvo x = 0, mientras 
que el de g(x) = 2 In x son todos los niimeros reales positivos (ver la figura 5.4). 


Figura 5.4 
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y 



1 2 3 

e ~ 2.72 


e es la base de los logaritmos naturales 
porque In e = 1 

Figura 5.5 


y 


y = lnx (e 2 2 ) 



Si x = e", entonces In x = n 

Figura 5.6 


El numero e 

Es muy probable que ya se hayan estudiado los logaritmos en cursos anteriores de alge- 
bra. Ahf, sin las ventajas del calculo, suelen definirse en terminos de un numero base. Por 
ejemplo, los logaritmos comunes tienen base 10 porque logi 0 10 = 1. (Volveremos a esto 
en la seccion 5.5.) 

Para definir la base de los logaritmos naturales, se aprovecha que la funcion logaritmo 
natural es continua, inyectiva y con recorrido o rango de (— oo, oo). Por tanto, debe existir 
un unico numero real x tal que In x = 1, como muestra la figura 5.5. Este numero se denota 
por la letra e. Puede demostrarse que e es irracional y que tiene un valor aproximado. 


e ~ 2.71828182846 


DEFINICION DE e 


La letra e denota el numero real positivo tal que 


In e = | y dt = 1 . 


PARA MAYOR INFORMACION Para aprender mas sobre el numero e, se recomienda ver el ar- 
tlculo “Unexpected Occurrences of the Number e”, de Harris S. Shultz y Bill Leonard en la revista 
Mathematics Magazine. 

Sabiendo que In e = 1 , usar las propiedades logarftmicas para calcular los logaritmos 
naturales de otros numeros. Por ejemplo, usando la propiedad 

ln(e") = nine 
= n( 1) 

= n 

se puede evaluar ln(e") para diversos valores de n, como se muestran en la tabla y en la 
figura 5.6. 


X 

\ = 0.050 

\ « 0.135 

- = 0.368 
e 

e° = 1 

e « 2.718 

e 2 « 7.389 

lnx 

-3 

-2 

-i 

0 

1 

2 


Los logaritmos de esta tabla son faciles de calcular de esa forma porque los valores de 
x son potencias enteras de e. Sin embargo, la mayorfa de las expresiones logarftmicas se 
pueden evaluar mejor con una calculadora. 


EJEMPLO 2 Evaluacion de expresiones con logaritmos naturales 

a) In 2 « 0.693 

b) In 32 « 3.466 

c) In 0.1 ~ —2.303 
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Funciones logarftmica, exponencial y otras funciones trascendentes 


La derivada de la funcion logaritmo natural 

La derivada de la funcion logaritmo natural se da por el teorema 5.3. La primera parte del 
teorema proviene de la definition de la funcion logaritmo natural como una antiderivada o 
primitiva. La segunda parte del teorema es simplemente la version de la regia de la cadena 
de la primera parte. 


TEOREMA 5.3 DERIVADA DE LA FUNCION LOGARITMO NATURAL 


Sea u una funcion derivable en x. 


1. -7- [lnx] = — , x > 0 

ax x 


~ d n 1 du u 

2. —Lin u\ = - = — , u > 0 

dx u dx u 


EXPLORACION 

Usar una herramienta de graficacion 
para representar 
1 

* = x 

y 

y 2 = £ [ 1 nx] 

en la misma pantalla, con 0.1 < 
x < 5 y —2 < y < 8. Explicar por 
que las graficas aparentemente son 
identicas. 


EJEMPLO 3 Derivacion de funciones logaritmicas 


. d r . . ,, u' 2 1 

a) — [ln(2x)] = - = — = - 
dx u 2x x 

. dr -,,0 u' 2x 

*> S [ln(j: + 1)] - 7 ' ?TT 

c ) ~r[x In x] = xf^-[lnx]) + (In x)(-^-[x\] 
dx \dx ) \dx ) 


= xl -j + (lnx)(l) = 1 + lnx 


d ) -7"[(lnx) 3 ] = 3(lnx) 2 -y-[lnx] 
dx dx 


u = 2x. 


u = x 2 + 1. 


Regia del producto. 


Regia de la cadena. 


= 3(lnx) 2 


1 


Napier utilizaba las propiedades de los logaritmos para simplificar calculos con pro- 
ductos, cocientes y potencias. Por supuesto, actualmente con las calculadoras a nuestra 
disposicion hay poco lugar para esas aplicaciones de los logaritmos. No obstante, es de gran 
valor el uso de las propiedades de los logaritmos para simplificar la derivada de productos, 
cocientes y potencias. 


EJEMPLO 4 Propiedades de los logaritmos como ayuda en la derivacion 

Derivar /(x) = I n -Jx + 1 . 

Solution Como 


/(x) = InVx + 1 = ln(x + l) 1 / 2 = ^ln(x + 1) 
se puede escribir 

/w ' Kftt 


Reescribir antes de derivar. 


2(x + 1)' 


Derivar. 
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EJEMPLO 5 Propiedades de los logaritmos como ayuda en la derivacion 

x(x 2 + l) 2 


Derivar fix) = In 
Solucion 

fix) = In 


V2x 3 — 1 

x(x 2 + l) 2 




1 


Escribir la funcion original. 


1 


— In X + 2 ln(x 2 + 1) — — lll(2x 3 — 1) Reescribir antes de derivar. 


x + 2 {x 2 + \ ) 2 {lx 3 - l 


_ 1 4x 


2x \ 1 ^ 6x 2 

3x 2 


X X 


+ 1 2x 3 — 1 


Derivar. 


Simplificar. 


■ En los ejemplos 4 y 5 se puede ver la ventaja de aplicar las propiedades de los logaritmos antes 

de derivar. Considerese, por ejemplo, la dificultad de derivar directamente la funcion del ejemplo 5. 


En ocasiones, es conveniente usar los logaritmos como ayuda en la derivacion de fun- 
ciones no logaritmicas. Este procedimiento se llama derivacion logaritmica. 


EJEMPLO 6 Derivacion logaritmica 


Encontrar la derivada de 


y = 


(x ~ 2) 2 

Jx 2 + 1 


x ¥= 2. 


Solucion Notar que y > 0 para todo xi= 2. Asf, In y esta deftnido. Iniciar aplicando el loga- 
ritmo natural en los dos miembros de la ecuacion. Y a continuacion aplicar las propiedades 
de los logaritmos y la derivacion impllcita. Por ultimo, despejary'. 


y 

In y 


In y 

y 

y 


(x ~ 2 ) 2 

jx 2 + r 


x A 2 


In 


(x — 2) 2 
Jx 2 + 1 


2 ln(x — 2) — ~ ln(x 2 4- 1) 



1/ 2x 


2\x 2 4- 1 


x 2 + 2x + 2 
(x — 2)(x 2 4- 1) 


y 


x 2 + 2x + 2 
(x — 2)(x 2 4- 1)_ 


(x — 2) 2 x 2 4- 2x + 2 
Jx 2 + 1 _(x - 2)(x 2 4- 1) 
(x — 2)(x 2 + 2x + 2) 

(x 2 4- l) 3 / 2 


Escribir la ecuacion original. 


Aplicar logaritmo natural en ambos lados. 
Propiedades de los logaritmos. 

Derivar. 


Simplificar. 
Despejar y'. 
Sustituir y. 
Simplificar. 
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y 


2 — 

y = In (x 2 + 2x + 3) 



Mmimo relativo 


-2 -1 

La derivada de y cambia de negativo a 
positivo enx = -1 

Figura 5.7 


Puesto que el logaritmo natural no esta defmido para numeros negativos, encontraremos 
con frecuencia expresiones como ln|w|. El siguiente teorema afirma que se pueden derivar 
funciones de la forma y = ln|«| ignorando el signo del valor absoluto. 


TEOREMA 5.4 DERIVADAS CON VALORES ABSOLUTOS 


Si u es una funcion derivable de x tal que u A 0, entonces 

d fi | n w 

— Lin m J = — 
ax u 


( DEMOSTRACION ) Si u > 0, entonces |w| = u, y el resultado se obtiene aplicando el teorema 
5.3. Si u < 0, entonces |w| = — u, y se tiene 

|-[ln|«|]=-f[ln(- M )] 
ax clx 



EJEMPLO 7 Derivadas con valores absolutos 

Encontrar la derivada de 
fix) = ln| cos x| . 

Solucion Segun el teorema 5.4, tomar u = cos x y escribir 

-7-[ln|cos x|] = — -y-[ln|»|] = — 

d x U dx II 

_ — sen x 

= U = COS X 

COS X 

= — tan X. Simplificar. 


EJEMPLO 8 Localization de extremos relativos 

Localizar los extremos relativos de 

y = InCx 2 + 2x + 3). 

Solucion A1 derivar y, se obtiene 

dy _ 2x + 2 
dx x 2 + 2x + 3 

Como dy/dx = 0 para x = — 1 , se puede aplicar el criterio de la primera derivada y concluir 
que el punto (—1, In 2) es un mmimo relativo. Como no hay mas puntos criticos, ese es el 
linico extremo relativo (ver la figura 5.7). 
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Ejercicios 



Completar la tabla usando la herramienta de graficacion y la regia 
de Simpson con n = 10, aproximar la integral JJ (I/O dt. 


X 

0.5 

1.5 

2 

2.5 

3 

3.5 

4 

£(1/0 dt 









2. a) Dibujar los puntos generados en el ejercicio 1 y conectarlos 
con una curva suave. Comparar el resultado con la grafica 
de y = In x. 

rp 1 b) Usar la herramienta de graficacion para representar y = /* 
(1/0 dt para 0.2 < x £ 4. Comparar los resultados con la 
grafica de y = In x. 


I En los ejercicios 3 a 6, usar la herramienta de graficacion para 
evaluar la funcion logaritmo a) usando la tecla logaritmo natural 
y b ) usando la funcion de integration para evaluar la integral 
j; n A) dt. 

3. In 45 4. In 8.3 

5. In 0.8 6. In 0.6 


En los ejercicios 19 y 20, usar las propiedades de los logaritmos 
para aproximar el logaritmo indicado, teniendo que In 2 = 0.6931 
y In 3 « 1.0986. 

19. a) In 6 b) In § c) In 8 1 d) In >/3 

20. a) In 0.25 b) In 24 c) \nf/\2 d) ln 7 ' 2 

En los ejercicios 21 a 30, usar las propiedades de los logaritmos 
para desarrollar las expresiones. 


21. 

i x 

" 4 

22. 

ln N /x 3 

23. 

In — 

z 

24. 

ln(xyz) 

25. 

ln(xVx 2 + 5j 

26. 

ln^a — 1 

27. 


28. 

ln(3e 2 ) 

29. 

In z.(z - l) 2 

30. 

In - 

e 


En los ejercicios 31 a 36, escribir la expresion como el logaritmo 
de una sola cantidad. 


En los ejercicios 7 a 10, comparar la funcion con los graficos. [Las 
graficas estan etiquetadas a), b ), c) y </).] 




c) d) 




7. f(x) = lnx + 1 
9. f(x) = ln(x - 1) 


8. f(x) = — In x 
10. fix) = -ln(-x) 


En los ejercicios 11 a 18, trazar la grafica de la funcion y su 


dominio. 

11. /(x) = 3 lnx 

13. fix) = In 2x 

15. fix) = ln(x - 1) 

17. h{x) = ln(x + 2) 


12. fix) = ~ 2 lnx 
14. fix) = ln|x| 

16. six) = 2 + In x 
18. fix) = ln(x — 2) + 1 


31. ln(x — 2) — ln(x + 2) 32. 3 In x + 2 In y — 4 In z 

33. |[2 ln(x + 3) + lnx — ln(x 2 — 1)] 

34. 2[lnx — ln(x + 1) — ln(x — 1)] 

35. 2 In 3 — ^ln(x 2 + 1) 

36. §[ln(x 2 + 1) — ln(x + 1) — ln(x — 1)] 

I En los ejercicios 37 y 38, a) verificar que / = g usando una herra- 
mienta de graficacion para representar/ y g en la misma pantalla. 
b ) Entonces verificar que / = g algebraicamente. 

x 2 

37. fix) = In — , x > 0, gix) = 2 In x — In 4 

38. fix) = \nJx(x^TT), gix) = ^[lnx + ln(x 2 + 1)] 


En los ejercicios 39 a 42, calcular el limite. 


39. Inn ln(x - 3) 

x->3 + 

40. lim ln(6 — x) 

x—>6~ 

41. lfm \n[x 2 (3 — x )] 

x->2~ 

, x 

42. hm m , 

jc->5+ Jx — 4 

En los ejercicios 43 a 46, escribir la ecuacion de la recta tangente 
a la grafica de la funcion logaritmica en el punto (1, 0). 

43. y = In x 3 

44. y = In x 3/2 

45. y = x 4 

46. y = In x 1/2 

En los ejercicios 47 a 76, 

hallar la derivada de la funcion. 

47. fix) = ln(3x) 

48. fix) = ln(x - 1) 

49. gix) = In x 2 

50. h(x) = ln(2x 2 + 1) 

51. y — (lnx) 4 

52. y = x 2 In x 
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53. 

55. 

57. 

59. 


y = ln(f + l) 2 
y = \n(x^/x 2 — 1 ) 


f(x) = J 


ftt) 


s(0 


In t 

t 2 


54. y = ln^x 2 - 4 
56. y = ln[f(f 2 + 3) 3 ] 

58. /« = m(^) 


60. /i(?) 


Inf 

f 


61. 

63. 

65. 


y = ln(ln x 2 ) 



62. y = ln(ln x) 


64. 



66. fix) = ln(x + J\ + x 2 ) 


67. y = — + - + ln(x + Jx 2 + 1 ) 


68 . 

69. 

71. 


73. 


75. 


y = 


- Jx 1 + 4 1 


2x 2 


_ 4 ln 


y = ln|senx[ 
cos x 


y = ln 
y = ln 

fix) = 


cosx — 1 
— 1 + sen x 
2 + senx 

ln(it) 

(f + 1) dt 


-L 


2 + >/ x 2 + 4 ^ 


70. 

y = 

ln|csc 

x| 


72. 

y = 

ln|sec 

X + 

tan x\ 

74. 

y = 

lnv/2 

+ cos 2 x 



/-In 

X 


76. 

g(x) 

7 , 

it 2 

+ 3) 


^ En los ejercicios 77 a 82, a) encontrar una ecuacion para la recta 
tangente a la grafica de / en el punto indicado, b ) usar una he- 
rramienta de graficacion para representar la funcion y la recta 
tangente en el punto y c) usar la funcion derivada de la herramienta 
de graficacion para confirmar los resultados. 


77. 

78. 

79. 

80. 
81. 

82. 


fix) = 3x 2 — lnx, (1, 3) 
fix) = 4 - x 2 - ln(jx + l), 

fix) = ln 71 + sen 2 x, ln 

fix) = sen 2x lnx 2 , (1,0) 
/(x) = x 3 lnx, (1,0) 


(0, 4) 



fi x ) ~ ln x 2 , (-1,0) 


En los ejercicios 91 a 96, hallar los extremos relativos y los puntos 
de inflexion. Usar una herramienta de graficacion para confirmar 
los resultados. 


91. 

y 

x i 

= lnx 

2 

92. 

y = x — ln x 

93. 

y 

= x In x 

94. 

ln x 

y = “T 

95. 

y 

X 

ln x 

96. 

y = x L In - 

4 


7-" Aproximaciones lineal y cuadratica En los ejercicios 97 y 98, usar 
una herramienta de graficacion para representar la funcion. A 
continuation, representar 

Pj(x) =/(l) +f\l)ix - 1) 

y 

r 2 (x) =fi 1) + /'(l)(x - 1) + \f"i l)(x - l) 2 

en la misma pantalla. Comparar los valores de /, I\ y Pi v sus 
primeras derivadas enx = 1. 

97. fix) = ln x 98. fix) = x ln x 

En los ejercicios 99 y 100, usar el metodo de Newton para aproxi- 
mar, con tres cifras decimales, la coordenadax del punto de inter- 
seccion de las graficas de las dos ecuaciones. Usar una herramienta 
de graficacion para verificar el resultado. 

99. y = lnx, y = — x 100. y = lnx, y = 3- x 

En los ejercicios 101 a 106, usar derivacion logaritmica para 
encontrar dy/dx. 


102 . y = Vx 2 (x + l)(x + 2), x > 0 

1AC x i x - 1) 3/2 

105. y = . x > 1 

inr + “ 2 ) 

106. y = t -T 7 — , x > 2 

7 (x - l)(x + 2) 


/x 2 - 1 

V x 2 + 1’ 


X > 1 


En los ejercicios 83 a 86, usar derivacion implicita para encontrar 
dy/dx. 

83. x 2 - 3 ln v + y 2 = 10 84. ln xy + 5x = 30 

85. 4x 3 + In y 2 + 2y = 2x 86. 4xy + ln x 2 y = 7 

En los ejercicios 87 y 88, usar la derivacion implicita para encontrar 
la ecuacion de la recta tangente a la grafica en el punto dado. 

87. x + y — 1 = ln(x 2 + y 2 ), (1, 0) 

88. y 2 + In xy = 2, (e, 1) 

En los ejercicios 89 y 90, mostrar que la funcion es una solucion 
de la ecuacion diferencial. 

Funcion Ecuacion diferencial 

89. y = 2 lnx + 3 xy" + y' = 0 

90. y = x ln x — 4x x + y — xy' = 0 


Desarrollo de conceptos 


107. Con sus propias palabras, enunciar las propiedades de la 
funcion logaritmo natural. 

108. Definir la base de la funcion logaritmo natural. 

109. Suponer que f es una funcion positiva y derivable en toda la 
recta real. Sea g(x) = ln f(x). 

a) Si g es decreciente, ^,debe / ser decreciente necesaria- 
mente? Explicar la respuesta. 

b) Si la grafica de f es concava hacia arriba, yo es nece- 
sariamente la de gl Explicar la respuesta. 

110. Considerar la funcion f(x ) = x — 2 ln x sobre [1, 3]. 

a) Explicar por que el teorema de Rolle (section 3.2) no 
se aplica. 

b) 7 ,Piensa que la conclusion del teorema de Rolle es 
verdadera para/? Explicar. 
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fVerdadero o falso? En los ejercicios 111 a 114, determinar si las 
ecuaciones son verdaderas o falsas. Si son falsas, explicar por que 
o proporcionar un ejemplo que lo demuestre. 

111. ln(x + 25) = In x + In 25 

112. In xy = In x In y 

113. Si y = lmr, entonces y' = 1/tt. 

114. Si y = In e , entonces y' = 1. 

115. Hipoteca de casa El termino t (en anos) de una hipoteca de 
casa de $200 000 al 7.5% de interes puede aproximarse me- 
diante 

t = 13.375 inf x > 1 250 

\jc — 1 250/ 

donde x es el pago mensual en dolares. 

a) Usar una herramienta de graficacion para representar el 
modelo. 

b) Usar el modelo para aproximar el termino de una hipoteca 
de casa, para la cualelpago mensual esde $1 398.43. /.Cual 
es la canddad de pago total? 

c) Usar el modelo para aproximar el termino de una hipoteca 
de casa para la cual el pago mensual es de $1 61 1.19. /.Cual 
es la canddad de pago total? 

d) Encontrar la razon de cambio instantanea de t con respecto 
a x cuando jc = $1 398.43 yi = $1611.19. 

e) Escribir un parrafo corto que describa el benedcio del pago 
mensual mas alto. 

116. Intensidad del sonido La relation entre el numero de deci- 
beles /3 y la intensidad del sonido 1 en watts por cm 2 es 

P = 101o glo (j pig). 

Usar las propiedades de los logaritmos para simplificar la 
formula y determinar el numero de decibeles de un sonido con 
intensidad de 1(T 10 watts por cm 2 . 

117. Modelo matematico La tabla muestra las temperatures T (°F) 
de ebullition del agua a ciertas presiones p (libras por pulgada 
cuadrada). ( Fuente : Standard Handbook of Mechanical Engi- 
neers) 


p 

5 

10 

14.696 (1 atm) 

20 

T 

162.24° 

193.21° 

212.00° 

227.96° 


P 

30 

40 

60 

80 

100 

T 

250.33° 

267.25° 

292.71° 

312.03° 

327.81° 


Un modelo que ajusta los datos es 
T = 87.97 + 34.96 In p + 7.91 -Jp. 

a) Usar una herramienta de graficacion para representar los 
datos y el modelo. 

b) Encontrar la razon de cambio de T respecto de p cuando 
p = 10 y p = 70. 

c) Usar una herramienta de graficacion para representar 
7”. Encontrar h'm T'(p) e interpretar el resultado en el 

p -> ” 

contexto del problema. 


118. Modelado matematico La presion de la atmosfera decrece 
con el incremento de la altitud. A nivel del mar, el promedio 
de la presion del aire es una atmosfera (1.033227 kilogramos 
por centfmetro cuadrado). La tabla muestra la presion p (en 
atmosferas) para algunas altitudes h (en kilometres). 


h 

0 

5 

10 

15 

20 

25 

p 

1 

0.55 

0.25 

0.12 

0.06 

0.02 


a) Usar una herramienta de graficacion para ajustar un modelo 
de la forma p = a + b In h a esos datos. Explicar por que 
el resultado es un mensaje de error. 

b) Usar una herramienta de graficacion para ajustar el modelo 
logaritmico de li = a + b In p a esos datos. 

c) Usar una herramienta de graficacion para representar los 
datos y el modelo. 

d) Usar el modelo para estimar la altitud cuando p = 0.75. 

e) Usar el modelo para estimar la presion cuando h = 13. 

f) Usar el modelo para encontrar el ritmo o velocidad de 
cambio de la presion cuando h = 5 y h = 20. Interpretar 
los resultados. 


119. Tractriz Una persona que camina por un muelle recto, tira de 
un bote por medio de una cuerda de 10 metros. El bote viaja a 
lo largo de un camino conocido como tractriz (ver la figure). 
La ecuacion de esta ruta es 


y 


10 In 


io + yioo 

X 



yioo - x 2 . 


a) 


b) 

c) 


Usar una herramienta de gra- 
ficacion para representar la 
funcion. 

/.Cual es la pendiente de la 
curva cuando x = 5 y x = 9? 
/.Cual es la pendiente de la 
curva cuando el camino se 
aproxima ax —> 10? 


y 


to — 


> Tractriz 



Para discusion 


120. Dado que/(x) = In x“, donde a es un numero real tal 
que a > 0, determinar la razon de cambio de/ cuando 
a) x = 10 y b) x = 100. 


121. Conjetura Usar una herramienta de graficacion para represen- 
tar / y g en la misma pantalla y determinar cual de ellas crece a 
mayor ritmo para valores “grandes” de x. (,Que se puede concluir 
del ritmo de crecimiento de la funcion logaritmo natural? 

a) f(x) = In x, g(x) = -Jx b) f(x) = In x, g{x) = i/x 

122. Para aproximar e x puede usarse una funcion de la forma 

f(x) = U + — — (Esta funcion se conoce como una aproxi- 
1 + ex' 

macion de Pade.) Los valores de/(0),/' (0) y f" (0) son iguales 
al valor correspondiente de e*. Mostrar que esos valores son 
iguales a 1 y encontrar los valores de a, bye, tal que/(0) = 
/'( 0) =/"( 0) = 1 . Despues, usar una herramienta de graficacion 
para comparar las graficas defy e x . 
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CAPITULO 5 Funciones logarftmica, exponencial y otras funciones trascendentes 


La funcion logaritmo natural: integracion 

■ Usar la regia de logaritmo de integracion para integrar una funcion racional. 

■ Integrar funciones trigonometricas. 


Regia de logaritmo para integracion 


Integracion de funciones raciona- 
les En el capi'tulo 4 se estudiaron 
las reglas a seguir para integrar cual- 
quier funcion polinomial. La regia 
de logaritmo presentada en esta 
seccion facilita la integracion de 
funciones racionales. Por ejemplo, 
cada una de las siguientes funciones 
puede ser integrada con la regia de 
logaritmo. 


2 

X 

Ejemplo 1 

i 

4x - 1 

Ejemplo 2 

x 2 + 1 

Ejemplo 3 

3x 2 + 1 

X 3 + X 

Ejemplo 4 a 

X + 1 

x 2 + 2x 

Ejemplo 4c 

1 

3x + 2 

Ejemplo 4 d 

x 2 + x + 1 
X 2 + 1 

Ejemplo 5 

2x 

(x + l) 2 

Ejemplo 6 


Hay todavfa muchas funciones 
racionales que no pueden ser inte- 
gradas usando la regia de logaritmo. 
Dar ejemplos de estas funciones y 
explicar el razonamiento. 


Las reglas de derivation 





u' 

u 


que se estudiaron en la seccion anterior producen las siguientes reglas de integracion. 


TEOREMA 5.5 REGLA DE LOGARITMO PARA INTEGRACION 



Como du = u dx, la segunda formula tambien puede expresarse como 



dx = lnlw 


+ C. 


Forma altemativa para la regia de logaritmo. 


EJEMPLO I Uso de la regia de logaritmo para integracion 



Regia del multiplo constante. 


= 2 ln|x| 4- C 
= ln(x 2 ) + C 


Regia de logaritmo para integracion. 
Propiedad de los logaritmos. 


Como x 2 no puede ser negativa, el valor absoluto no es necesario en la forma final de la 
primitiva o antiderivada. 


EJEMPLO 2 Uso de la regia de logaritmo con cambio de variables 


Hallar 



dx 


Solution Si se toma u = Ax — 1 , entonces du = 4 dx. 




= — lnlttl + C 
4 1 1 

= -r ln|4x — 1 1 
4 1 1 


4 dx 


+ C 


Multiplicar y dividir entre 4. 


Sustituir u = 4x — 1 . 


Aplicar la regia de logaritmo. 


Sustitucion regresiva. 
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En el ejemplo 3 usar la forma alternativa de la regia de logaritmo. Para aplicar esta regia, 
buscar cocientes en los que el numerador sea la derivada del denominador. 


EJEMPLO 3 Calculo de un area con la regia de logaritmo 

Encontrar el area de la region limitada por la grafica de 

x 


el eje x y la recta x = 3. 


y 



Area = , * , dx 

Jo + 1 

El area de la region limitada por la grafica 
de;’, el eje x y x = 3 es \ In 10 

Figura 5.8 


Solucion En la figura 5.8 se puede observar que el area esta dada por la integral definida 



dx. 


Si se toma u = x 2 + 1 , entonces u = 2x. Para aplicar la regia de logaritmo, se debe mul- 
tiplicar y dividir entre 2 como se muestra. 



dx = — 


2x 


2 Jo x 2 + 1 

1 


dx 


ln(x 2 +1) 


= -(In 10 - In 1) 


= - In 10 
2 


1.151 


Multiplicar y dividir entre 2. 



dx — ln|w| + C 


In 1 = 0 


EJEMPLO 4 Integracion de cocientes para la regia de logaritmo 


a) 

b ) 

c) 

d) 


3x 2 + 1 

X 3 + X 


dx = In x 3 + x + C 


tan x 
x + 1 


dx = ln|tanx| + C 
1 f 2x + 2 


x 2 + 2x 


dx = — 


2j x~ + 2x 

1 


dx 


= — ln|x 2 + 2x| + C 


1 


3x + 2 


dx = — 


3 J 3x + 2 

1 


dx 


= — In 1 3x + 2 1 + C 


u = x 3 + X 


u = tan x 


u = x 2 + 2x 


u = 3x + 2 


Con antiderivadas o primitivas que contienen logaritmos es facil obtener formas que 
parecen diferentes, pero que son equivalentes. Por ejemplo, las siguientes son equivalentes 
a la antiderivada o primitiva que aparece en el ejemplo 4 d. 


ln|(3x + 2) 1/3 1 + C y ln|3x + 2|'/ 3 + C 
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CAPfTULO 5 


Funciones logarftmica, exponencial y otras funciones trascendentes 


Las integrates a las que se aplica la regia de logaritmo aparecen a menudo disfrazadas. 
Por ejemplo, si una funcion racional tiene un numerador de grado mayor o igual que el 
del denominador, la division puede revelar una forma a la que se pueda aplicar la regia de 
logaritmo. Esto se muestra en el ejemplo 5. 

EJEMPLO 5 Usar division larga antes de integrar 

Hallar f t * t 1 dx ' 

J x 2 + 1 

Solucion Primero se utiliza la division larga para reescribir el integrando. 

1 

x 2 + x + 1 x 2 + 1 ) x 2 + x + 1 x 

X 2 + 1 X 2 + 1 X 2 + 1 

X 


Ahora, se puede integrar para obtener 


x 2 + x + 1 

X 2 + 1 


dx= 1 + 


x 2 + 1 


dx 


= \ dx + — 


2x 


2 x 2 + 1 


dx 


= x + — ln(x 2 + 1) + C. 


Reescribir usando la division larga. 


Reescribir como dos integrales. 


Integrar. 


Verificar este resultado por derivacion para obtener el integrando original. 

El siguiente ejemplo presenta otro caso en que el uso de la regia de logaritmo esta dis- 
frazado. En este caso, un cambio de la variable ayuda a reconocer la regia de logaritmo. 

EJEMPLO 6 Cambio de variable con la regia de logaritmo 

f 2x , 

Hallar 7 — ; — 777 dx. 

J (x + l ) 2 

Solucion Si se toma u = x + 1, entonces du = dx y x = u — 1. 


TECNOLOGIA Si se tiene 
acceso a un sistema algebraico por 
computadora, se puede usar para 
resolver las integrales indefinidas 
de los ejemplos 5 y 6. Comparer 
las formas de las primitivas dadas 
con los resultados obtenidos en los 
ejemplos 5 y 6. 


2x 


(x + l ) 2 


dx = 


2 (u - 1 ) 


du 


= 2 


u 1 


du 


2 I — — 2 I u 2 du 
u 


= 2 In m — 21 


2 In m + — b C 
u 


= 2 In x + 1 + 


Sustituir. 

Reescribir como dos fracciones. 
Reescribir como dos integrales. 
Integrar. 

Simplificar. 

+ C Sustitucion regresiva. 


+ c 


x + 1 

Comprobar este resultado por derivacion para obtener el integrando original. 
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A1 estudiar los metodos mostrados en los ejemplos 5 y 6, esta claro que ambos metodos 
involucran reescribir el integrando disfrazado ajustandolo a una o mas formulas basicas 
de integration. En las proximas secciones del capftulo 5 y en el capftulo 8, se estudiaran 
ampliamente las tecnicas de integracion. Para dominar estas tecnicas, se requiere reconocer 
la naturaleza de “probar y errar” de la integracion. En este sentido, la integracion no es tan 
directa como la derivacion. La derivacion se plantea asf: 

“He aqui la pregunta; i cual es la respuesta?” 

La integracion viene a ser mas bien 

“He aqui la respuesta; £ cual es la pregunta ?” 

Las siguientes son estrategias que se pueden usar para la integracion. 


Tener en cuenta 

que se puede comprobar la respuesta de 
un problema de integracion al derivar la 
respuesta. Como se ve en el ejemplo 7, 
la derivada de y — ln|ln x\ + C es 
y' = 1/(jc In jc). 


Estrategias para la integracion 

1. Memorizar una lista basica de formulas de integracion. (Incluyendo las dadas en 
esta seccion, ya disponemos de 12 formulas: la regia de la potencia, la regia de 
logaritmo y 10 reglas trigonometricas. Al final de la seccion 5.7 la lista se ampliara 
a 20 reglas basicas.) 

2. Buscar una formula de integracion que se parezca total o parcialmente al inte- 
grando, y por prueba y error elegir una u que ajuste el integrando a la formula. 

3. Si no se puede hallar una sustitucion u adecuada, intentar transformar el integran- 
do, mediante identidades trigonometricas, multiplication y division por la misma 
cantidad, o suma y resta de una misma cantidad. Se requiere ingenio. 

4. Si se tiene acceso a un software de computadora que resuelva antiderivadas, es 
conveniente usarlo. 


EJEMPLO 7 Sustitucion u y la regia de logaritmo 

Resolver la ecuacion diferencial — = — 

dx x In x 

Solucion La solucion se puede escribir como una integral indefinida. 

y = [ -j— dx 
J x In x 


Como el integrando es un cociente con denominador de potencia 1 , se puede intentar utilizar 
la regia de logaritmo. Hay tres formas posibles para u. La forma u= x y u = x In x, no logra 
ajustarse a la forma u / u de la regia de logaritmo, sin embargo, la tercera forma si se ajusta. 
Si u = In x, entonces u = 1/x, se obtiene lo siguiente. 


1 

x In x 


dx 


f 1 /x 

- — dx 

J lnx 

Dividir numerador y denominador por x. 

f u ' 

— dx 

J 11 

Sustituir u = In x. 

In | m | + C 

Aplicar regia de logaritmo. 

In in x + C 

Sustitucion regresiva. 


Por tanto, la solucion es y = ln|ln jc| + C. 
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CAPfTULO 5 


Funciones logarftmica, exponencial y otras funciones trascendentes 


Integrates de funciones trigonometricas 

En la section 4. 1 se estudiaron seis reglas de integration trigonometrica, las seis que corres- 
ponden directamente a reglas de derivation. Con la regia de logaritmo, se puede completar 
el conjunto de reglas basicas de integracion trigonometrica. 

EJEMPLO 8 Uso de identidad trigonometrica 


Hallar 


tan x dx. 


Solution Esta integral no parece ajustarse a ninguna de las reglas basicas de la lista. Sin 
embargo, al utilizar una identidad trigonometrica se tiene 



x dx 


sen x 
cos x 


dx. 


Sabiendo que D x [cos x\ = —sen x, tenemos u = cos x y escribimos 



x dx 


— sen x 
cos x 


dx 



— In | w | + C 

— lnlcos x\ + C. 


Identidad trigonometrica. 


Sustituir u = cos x. 

Aplicar regia de logaritmo. 
Sustitucion regresiva. 


En el ejemplo 8 se uso una identidad trigonometrica para derivar una regia de inte- 
gracion de la funcion tangente. En el siguiente ejemplo, se efectua un paso algo inusual 
(multiplicar y dividir entre una misma cantidad) para llegar a una formula de integracion 
para la funcion secante. 


EJEMPLO 9 Obtencion de la formula para secante 


Hallar J sec x dx. 

Solution Considerar el siguiente procedimiento. 


, /sec x + tan x\ , 

sec x dx = | sec x\ ] dx 

Vs 


^ sec x + tan x 


sec 2 x + sec x tan x 


dx 


sec x 4- tan x 

Al tomar u como el denominador de este cociente se obtiene 
u = secx + tanx i — u' = sec x tan x + sec 2 x. 

Asf, se puede concluir que 


sec x dx = 


sec 2 x + sec x tan x 
sec x + tan x 


dx 

= ln|w| + C 
= In I secx 4- tanxl + C. 


dx Reescribir el integrando. 

Sustituir u = sec x + tan x. 

Aplicar regia de logaritmo. 
Sustitucion regresiva. 
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Con los resultados de los ejemplos 8 y 9, se dispone de las formulas de integration de 
sen x, cos x, tan x y sec x. Las seis reglas trigonometricas se resumen a continuacion. (Las 
demostraciones de cot u y esc u se dejan como ejercicios 91 y 92.) 


■ A1 utilizar las identidades 

trigonometricas y las propiedades de 

Integrales de las seis funciones trigonometricas basicas 

los logaritmos, se pueden reescribir 
esas seis reglas de integracion de otras 

1 

sen« du = —cos u + C 

cos u du = senw + C 

maneras. Por ejemplo, 

^csc u du — ln|csc u — cot u\ + C. 

J 

J 

J 

[" tan u du = — lnjcos u\ + C J 

["cot u du = ln|senw| + C 

(Ver los ejercicios 93 a 96.) ■ 

J 

f sec u du = In | sec u + tan u\ + C J 

fese u du = — In | esc u + cot u\ + C 


EJEMPLO 10 Integracion de funciones trigonometricas 

fir/ 4 

Evaluar Vl + tan 2 xdx. 

Jo 

Solucion Si 1 + tarrx = sec 2 x, se puede escribir 



fir / 4 

+ tan 2 xdx = s/sec 2 x dx 

Jo 

r n/4 

sec x dx 
Jo 

= In I sec x + tanxl 


7t/4 
. 0 


= ln(V2 + l) - In 1 
« 0.881. 


sec x > 0 para 0 < x 


77 

4' 


EJEMPLO 1 1 Encontrar un valor promedio 


Encontrar el valor promedio de f(x) = tan x en el intervalo 
Solucion 


0, 


7 T 

4 ' 


y 



Valor promedio 


7t/4 


(77-/4) - 0 Jo 
4 f rr/4 

— I tan x dx 

IT 

4,1 I 
— ln|cos x\ 

77- 


tan x dx 


" 7t/4 
.0 


ln( ^fl ~ ln(l) 


-Hf 

0.441 


Valor promedio = 


b - a 


f 


/W dx. 


Simplificar. 


Integrar. 


Figura 5.9 


El valor promedio esta alrededor de 0.441, como se muestra en la figura 5.9. 
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CAPITULO 5 Funciones logarftmica, exponencial y otras funciones trascendentes 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 26, encontrar la integral indefinida. 

r 5 , 


+ 5 
x 

x 2 - 3 
4x 3 + 3 


■ s 

■ M 7 
J 2x -\ 

\ 

\ 

\ 

i: 

/ 

- 


i 

3, 

5, 

7. 

9, 

11 

13. 

15, 

17, 

19, 


dx 

dx 

dx 

dx 


x 4 + 3x 

x 2 — 4 , 

dx 

x 

x 2 + 2x + 3 
x 3 + 3x 2 + 9x 
x 2 — 3x + 2 


dx 


x + 1 
3 — 3x 2 + 5 


dx 


x - 3 
x 4 + x — 4 


dx 


x 2 + 2 


dx 


23. 

25. 


1 


Jx + 1 
2x 

J^W 2 


dx 

dx 


2. | —dx 

x 


4. 

6 . 

8 . 

10 . 

12 . 

14. 

16. 

18. 

20 . 

22 . 

24. 

26. 


J 


1 

x — 5 
1 

4 - 3x 
x 2 

5 - x 3 

x 2 — 2x 


dx 

dx 

dx 


x 3 — 3x 2 
x 

J9 - x 2 


dx 

dx 


h 


f 


x(x + 2) 

1 + 3x 2 - 4 
2x 2 + 7x ~ 3 
x — 2 

c 3 — 6x — 20 


dx 


dx 


dx 


x + 5 
x 3 — 3x 2 + 4x — 9 


x 2 + 3 


1 


x In x 3 


dx 


1 


x 2 / 3 (l + x'/ 3 ) 
x(x — 2) 


dx 


(x - 1 ) 


dx 


En los ejercicios 41 a 46, resolver la ecuacion diferencial. Usar una 
herramienta de graficacion para representar tres soluciones, una 
de las cuales tiene que pasar por el punto indicado. 


41. 

43. 

45. 


f = l (1,2) 

dx x 


dy 

dx 


2 — x 
ds 

de 

dr sec 2 1 


( 1 , 0 ) 


42. 

44. 


dy 

dx 

dy 

dx 


x — 2 
x 
2x 


(- 1 . 0 ) 
(o, 4) 


= tan 26, (0, 2) 

, ('IT, 4) 


46. — = 

dt tan t + 1 

47. Determinar la funcion / si f"(x) = /(I) = 1, /'( 1) = 1, 

x > 0. 

48. Detenninar la funcion f si f"(x) = — 

/'( 2) = 0,x > 1. 


(x - l) 2 


- 2,/(2) = 3, 


I Campos de pendientes En los ejercicios 49 a 52, se da una ecuacion 
diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Trazar dos 
soluciones aproximadas de la ecuacion diferencial del campo de 
dx pendientes, una de las cuales pase por el punto indicado. b) Hallar 

por integracion la solucion particular de la ecuacion diferencial 
y representarla en una herramienta de graficacion. Comparar el 
resultado con los trazos del apartado a). 


49. 


dy 

dx 


1 

x + 2’ 


(0, 1) 


50. 


dy 

dx 


lnx 

x 


(1, -2) 


En los ejercicios 27 a 30, hallar la integral indefinida por 
sustitucion u. ( Sugerencia : Tomar u como el denominador del 
integrando.) 


27. 

29. 


1 


1 + J2x 
Vx 


dx 


dx 


28. 

30 


1 


1 + J3x 

. r* * 

J -Yx — i 


dx 


Jx - 3 

En los ejercicios 31 a 40, encontrar la integral indefinida. 


/ / s 
/ / / 
/ / ' 

2 / / / 
/ / / 
/ / S' 
/ / / 
/ / ' 
/ /— 3 ■ 


H h— +— t- 

' 4 


3 - 

2 - 

1 - 


-1 

\ - - 5 

-1 - 

- \ — -- 


\ ^ ^ ^ . — - -- 

- 2 - 



\ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

- 3 - 

-\ 


37. 

39 


31. | cot ^ d9 


33. esc 2x dx 


35. | (cos 30 - \)d6 

cos t 


■f 


1 + sen t 
sec x tan x 


dt 

dx 


sec x — 1 
40. I (sec 2x + tan 2x) dx 


38. 


32. tan 5 6 d6 


34. | sec — dx 


36. |(2 — tan — 1 d6 


esc 2 t 
cot t 


dt 


51. ^=1+1 (1,4) 

dx x 


y 

4-- / 

/ 

3 + / 
/ 

2 - 

/ 
/ 

+ 


1 -- 


- 1 -- / 


/ / / 
/ / / 
/ / / 
/ / / 


/ / / 
/ / / 
/ / / 
/ / / 


si d y 

52. — = sec x, 
dx 


////////// 
/////////// 
/////////// 
/////////// 
/////////// 
/////////// 
/////////// 
/////////// 
K / X / X / X / 4 / X 


(0, 1) 


/ / / / 6 
/ / / / / 
/ / / / / 
/ / / / / 
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En los ejercicios 53 a 60, calcular la integral. Verificar el resultado 75. y = tan a 76. y — 

1 + COS X 

con una herramienta de graficacion. 


53. 


55. 

57. 

59. 


/; 

r 

/; 


- 7 dx 

3a + 1 
’ ( 1 + In a-) 2 
x 

x 2 - 2 
x + 1 


dx 


dx 


1 — cos 9 
9 - send 


d9 


54. 

56. 

58. 

60. 


1 

! 2x + 3 
2 1 


- dx 


x In x 
1 x — 1 

I X + 1 


dx 

dx 


f 


(esc 29 — cot 2d) 2 d9 


19:V En los ejercicios 61 a 66, usar un sistema algebraico por compu- 
tadora para hallar o evaluar la integral. 


y y 



Area En los ejercicios 77 a 80, calcular el area de la region deli- 
mitada por la grafica de las ecuaciones. Verificar el resultado con 
una herramienta de graficacion. 


61. 


63. 


65. 


— dx 

1 + v x 

Jx , 

r dx 

x — 1 

7t/2 

(esc x — sen*) dx 

7T/4 


62. 

64. 

66 . 


! 

f 


1 - 

Sx , 

77. 


A 2 + 4 

y 


1 + 

v 2 

! — - CIX 
V* 

78. 

y = 

X 

x + 6 r , , c ,. n 




x — 




X 



sen 2 x — cos 2 x 
cos x 


dx 


79. y = 2 sec — , a = 0, a = 2, y = 0 

6 

80. y — 2 X — tan 0.3 a, x = 1, x = 4, y = 0 


En los ejercicios 67 a 70, encontrar F'(x). 

67. Fix) = ^\ dl 
69. Fix) = | Kit 

Aproximacion En los ejercicios 71 y 72, determinar el valor que 
mejor aproxima el area de la region entre el eje x y la grafica de 
la funcion en el intervalo dado. (Basar la eleccion en un esbozo de 
la region y no en calculos.) 

71. f{x) = sec x, [0, 1] 

a) 6 b) -6 c) i d) 1.25 e) 3 

72. /W=-^-r, [0,4] 

x~ + 1 

a) 3 b) 7 c) -2 d) 5 e) 1 

Area En los ejercicios 73 a 76, calcular el area de la region dada. 
Verificar el resultado con una herramienta de graficacion. 


68. F (a) = I tan t dt 
Jo 

/* x 2 

70. F(a) = J ytd 


Integration numerica En los ejercicios 81 a 84 usar la regia de los 
trapecios y la regia de Simpson para aproximar el valor de la inte- 
gral definida. Tomar n = 4 y redondear la respuesta a 4 decimales. 
Verificar el resultado con una herramienta de graficacion. 


81- P-tfe 

82- I"' , 8x & 

J 1 

Jo JC + 4 

f S 

r V 3 

83. In a t/A 

84. 1 sec a rf.A 

J 2 

J — 7t/3 

Desarrollo de conceptos 

En los ejercicios 85 a 88, especificar la formula de integracion 

adecuada. No integrar. 


85. | 4/a dx 

86. f / & 

J 

J A 2 + 4 

87- f * dr 

88. f sec2jC d.A 

J A 2 + 4 

J tan a 


73. y 


6 

A 


74. 


2 

a In a 


89. 


Encontrar un valor de a, tal que 
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91. Mostrarque J cot u du = ln|senw| + C. 

92. Mostrarque esc u du = — In | esc u + cot u\ + C. 


En los ejercicios 93 a 96, mostrar que las dos formulas son equi- 
valentes. 


93. J tan x dx = — ln|cosx[ + C 
Jtanxdx = ln|secx| + C 

94 . JcO^-lnMH+C 
Jcotxdx = — ln|cscx| + C 

95. I sec x dx = ln|secx + tanx| + C 


sec x dx = — ln|secx — tanx| + C 
96. esc x dx = — lnlcsc x + cot x\ + C 


Jcscxdx = ln|cscx — cotx[ + C 


97. fix) = - v [2,4] 


98. fb) = *b±V, [2,4] 

V* 


_V~ 




t = 


10 


■f 


103. Precio promedio La ecuacion para la demanda de un producto 
es 

90 000 

P ~ 400 + 3x ’ 

Calcular su precio promedio en el intervalo 40 £ x £ 50. 

104. Ventas La razon de cambio en las ventas S es inversamente 
proporcional al tiempo t (f > 1) rnedido en semanas. Encontrar 
S en funcion de f, si las ventas despues de 2 y 4 semanas son 
200 y 300 unidades, respectivamente. 

^Verdadero o falso? En los ejercicios 105 a 108, determinar si 
la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que confirme que es falsa. 


105. (In x) 1 / 2 = ^(ln x) 

106. /In x dx = (1/x) + C 

j^d x = l n l c 


107. 

108. 


En los ejercicios 97 a 100, encontrar el valor promedio de la funcion 
sobre el intervalo dado. 


101. Crecimiento de una poblacion Una poblacion de bacterias 
cambia a una razon 

dP = 3 000 

dt 14* 0.25f 

donde t es el tiempo en dias. La poblacion inicial (cuando t = 0) 
era 1 000. Escribir una ecuacion que describa la poblacion en 
cualquier instante t y calcular la poblacion cuando t = 3 dias. 

102. Transferencia de calor Calcular el tiempo requerido para 
enfriar un objeto de 300 a 250° F al evaluar 

f 300 . 

dT 


fi 

J-i x 


dx = 


c + 0 

~l2 


In 1 3 


= In 2 — In 1 = In 2 


-l 


109. Trayectoria ortogonal 

a) Usar una herramienta de graficacion para la ecuacion 
2X 2 — y 1 = 8. 

V) Evaluar la integral para encontrar v 2 en terminos de x. 

y2 — e ~S(\/x)dx 

Para un valor particular de la constante de integracion, 
graficar el resultado en la misma ventana usada en el 
apartado a). 

c ) Verificar que las tangentes para las graficas en los apartados 
a) y b) son perpendiculares a los puntos de interseccion. 

110. Graficar la funcion 

^ 

en el intervalo [0 , oo). 

a) Encontrar el area delimitada por la grafica de / y la recta 

y = \x. 

b ) Determinar los valores de la pendiente m en los que la 
recta v = mx y la grafica de/estan incluidos en la region 
finita. 

c) Calcular el area de esta region como una funcion de m. 

111. Desigualdad de Napier Para 0 < x < y, mostrar que 

1 In v — In x 1 
< ' < . 
y y — x x 

112. Probar que la funcion 


F(x) = 


1 


dt 


donde t es el tiempo en minutos. 


es constante en el intervalo (0, oo). 
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Funciones inversas 


■ Verificar que una funcion es la inversa de otra. 

■ Determinar si una funcion tiene una funcion inversa. 

■ Encontrar la derivada de una funcion inversa. 


Funciones inversas 



Figura 5.10 


Recordar de la seccion R3 que una funcion se puede representar por un conjunto de pares 
ordenados. Por ejemplo, la funcion fix) = x + 3 de A = { 1, 2, 3, 4} en B = {4, 5, 6, 7}, 
se puede escribir como 

/: {(1,4), (2,5), (3, 6), (4, 7)}. 

Por el intercambio de la primera y segunda coordenadas de cada par ordenado se puede 
formar la funcion inversa de f. Esta funcion se denota por f '. Esta es una funcion de B 
en A, y se escribe como 

/“*:{( 4, 1), (5, 2), (6, 3), (7,4)}. 

Notar que el dominio de / es el recorrido o rango de / 1 , y viceversa, como se ilustra en la 
figura 5.10. Las funciones / y / _1 tienen el efecto de “deshacer” cada una a la otra. Esto es, 
al componer/con f o la composition de f 1 con /, se obtiene la funcion identidad. 


/(/-‘(x)) = x y /-‘(/(x)) = x 


EXPLORACION 

Calculo de las funciones inversas 
Explicar como “deshacer” lo que 
hace cada una de las siguientes 
funciones. Usar la explication para 
escribir la funcion inversa de f. 

a) fix) = x — 5 

b) f(x) = 6x 

0 fix) = § 

d) f{x) = 3x + 2 

e ) fix) = x 3 

f) fix) = 4(x - 2) 

Usar una herramienta de graficacion 
para representar cada funcion junto 
con su inversa. ^Que observation se 
puede hacer acerca de cada par de 
graficas? 


DEFINICION DE FUNCION INVERSA 
Una funcion g es la funcion inversa de la funcion / si 
fig(x)) = x para todo x en el dominio de g 

y 

gifix)) — x para todo x en el dominio de f. 

La funcion g se denota por / 1 (se lee como “inversa de/”). 


■ lMUM Aunque la notacion utilizada para la funcion inversa se parece a la notation exponential , es 
un uso distinto del —1 como superlndice. Esto es, en general, / -1 (x) # l//(x). ■ 

He aquf algunas observaciones relevantes acerca de las funciones inversas. 

1. Si g es la funcion inversa de /, entonces / es la funcion inversa de g. 

2. El dominio de f~ l es igual al recorrido o rango de / y el recorrido o rango / 1 es 
igual que el dominio de /. 

3. Una funcion puede no tener funcion inversa, pero si la tiene, la funcion inversa es 
unica (ver el ejercicio 108). 


Se puede pensar en / 1 como una operacion que deshace lo hecho por /. Por ejemplo, 
la resta deshace lo que la suma hace, y la division deshace lo que hace la multiplicacion. 
Usar la definicion de funcion inversa para comprobar: 


fix) = x + c 
fix) = cx y 


y / *(x) = x — c son funciones inversas una de la otra. 

X 

/ -1 (x) = -, c A 0, son funciones inversas una de la otra. 
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CAPfTULO 5 


Funciones logarftmica, exponencial y otras funciones trascendentes 


EJEMPLO I Comprobacion de funciones inversas 

Demostrar que las funciones siguientes son mutuamente inversas. 

f(x) = 2x 3 - 1 y g(x) = ^J X ^ ' 

Solucion Como el dominio y el recorrido o rango de f y g son todos los numeros reales, 
se puede concluir que las dos funciones compuestas existen para todo x. La composicion 
de / con g se da por 



/y g son funciones inversas una de la otra 

Figura 5.11 





- 1 


La composicion de g con/es 


g(/M) = 


Puesto que f(g(x )) = xy g ( fix )) = 
(ver la figura 5.1 1). 



x, se puede concluir que f y g son inversas una de otra 


En el ejemplo 1, comparar las funciones f y g en forma verbal. 

Para f: Primero elevar x al cubo, luego multiplicar por 2, y despues restar 1 . 
Para g: Primero sumar 1, despues dividir entre 2, y luego sacar rafz cubica. 

ySe ve como se “deshace el proceso”? 



La grafica de f~' es un reflejo de la grafica 
de / en la recta y = x 

Figura 5.12 


En la figura 5.1 1, las graficas de f y g = f 1 parecen el reflejo una de la otra respecto 
a la recta y = x. La grafica de f 1 se obtiene reflejando la de f en la lfnea y = x. Esta idea 
generaliza el siguiente teorema. 


TEOREMA 5.6 PROPIEDAD DE REFLEXION DE LAS FUNCIONES INVERSAS 


La grafica de f contiene el punto (a, b) si y solo si la grafica de f 1 contiene el punto 
( b , a). 


( DEMOSTRACION ) Si (a, b ) esta en la grafica de f, entonces es f(a ) = b y se puede escribir 
r'(b) =f~ l (.f(a )) = a. 

De forma que ( b , a) esta en la grafica de / como se muestra en la figura 5.12. Un argu- 
mento similar demuestra el teorema en la otra direccion. 
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y 

y=m 



a b 


Si una recta horizontal corta dos veces la 
grafica de /, entonces / no es inyectiva 

Figura 5.13 


y 



a) Dado que / es creciente en todo su 
dominio, tiene funcion inversa 

y 



b) Dado que / no es inyectiva, no tiene 
una funcion inversa 

Figura 5.14 


Existencia de una funcion inversa 

No todas las funciones tienen funcion inversa; el teorema 5.6 sugiere un criterio grafico 
para aquellas que lo son: el criterio de la recta horizontal para una funcion inversa. Esta 
prueba establece que la funcion /tiene inversa si y solo si toda recta horizontal corta a la 
grafica de / a lo mas en solo un punto (figura 5.13). El siguiente teorema explica por que 
la prueba de la recta horizontal es valida. (Recordar de la seccion 3.3 que la funcion es 
estrictamente monotona si esta es creciente o decreciente en todo su dominio.) 


TEOREMA 5.7 EXISTENCIA DE LA FUNCION INVERSA 


1. Una funcion tiene funcion inversa si y solo si es inyectiva. 

2. Si/es estrictamente monotona en todo su dominio, entonces esta es inyectiva y, 
por tanto, tiene inversa. 


C DEMOSTRflCION ) Para demostrar la segunda parte del teorema, recordar de la seccion P.3 
que/es inyectiva si para x l y x 2 en su dominio 

X x ±x 2 O f{x { ) ± f{x 2 ) 

Ahora, se escoge * y x 2 en el dominio de f. Si x t A x 2 , entonces, como f es estrictamente 
monotona, se deduce que 

fix i) < f(x 2 ) o /0|) > f(x 2 ). 

En cualquier caso, /(a/) A f(x 2 ). Por tanto, f es inyectiva en el intervalo. La demostracion 
de la primera parte del teorema se deja como ejercicio (ver el ejercicio 109). 


EJEMPLO 2 Existencia de la funcion inversa 

( Cual de las funciones tiene inversa? 

a) f{x) = x 3 + x — 1 ft ) f{x) = x 3 — x + 1 

Solucion 

a) En la figura 5. 14a se observa una grafica de /, que aparenta que f es creciente en todo 
su dominio. Para verificar esto, notar que su derivada, f'(x) = 3x 2 + 1, es positiva 
para todos los valores reales de x. Por tanto, f es estrictamente monotona y debe 
tener una funcion inversa. 

b) En la figura 5. 14ft se observa una grafica de /, en la que se puede ver que la funcion 
no satisface el criterio de la recta horizontal. En otras palabras, no es inyectiva. Por 
ejemplo, f toma el mismo valor cuando x = — 1, 0 y 1. 

/(—I) = /(l) = /(0) = 1 No inyectiva. 

En consecuencia, por el teorema 5.7, f no admite inversa. 


Suele ser mas facil probar que una funcion tiene funcion inversa que hallarla. Por ejemplo, 
serfa algebraicamente diffcil hallar la funcion inversa del ejemplo 2a. ■ 
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A continuacion se sugiere un procedimiento para encontrar la funcion inversa de una 
funcion. 


Estrategia para hallar la inversa de una funcion 

1. Utilizar el teorema 5.7 para determinar si la funcion dada y = f(x) tiene inversa. 

2. Despejar x como funcion de y: x = g(y) = f '(>’)■ 

3. Intercambiar x y y. La ecuacion resultante es y = f~ l (x). 

4. Definir como dominio de/ -1 el recorrido de/. 

5. Verificar que f(f^\x)) = x y f~ \f(x)) = x. 


EJEMPLO 3 Calculo de la inversa de una funcion 

Hallar la funcion inversa de 
f(x) = V2x — 3. 



El dominio de / [0, oo) es el recorrido o 

rango de / 

Figura 5.15 


Solucion De la grafica de/en la figura 5.15, aparece que /'se incrementa sobre su dominio 
~3 \ . . 1 

entero oo . Para verificar esto, observar que f'(x) = . - es positivo sobre el 

-2 / v 2x — 3 

dominio de /. Asf,/es estrictamente monotona y debe tener una funcion inversa. Para en- 
contrar una ecuacion para la funcion inversa, sea y = fix) y despejar x en terminos de y. 


V2x — 3 = y 
2x — 3 = y 2 

v 2 + 3 

jc 2 + 3 


f~\x) = 


+ 3 


Hacer y = f(x). 
Elevar al cuadrado. 

Despejar x. 
Intercambiar x y y. 
Sustituir y por f~ 1 (x). 


El dominio de f 1 es el recorrido o rango de /, que es [0, oo). Se puede verificar este re- 
sultado como sigue. 


/(/ 'M) = -\/ 2 ( X 2 3 ) _ 3 = ^ = x ’ x - 0 

(V2^3) 2 +3 2x — 3 + 3 ^ 3 

J U Wl = ^ „ = = x, x > - 

j // 2 2 2 


■ Recordar que se puede utilizar cualquier letra para representar la variable independiente. 

Asf, 


f~\y) = 

f-\x) = 
f-\s) = 


y 2 + 3 
2 

x 2 + 3 
2 

5 2 + 3 
2 


representan la misma funcion. 
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y 



/es inyectivaen el intervalo [—it/ 2, tt/2] 

Figura 5.16 


EXPLORACION 

Graficar las funciones inversas 

fix) = * 3 
y 

g(x) = * 1/3 - 

Calcular la pendiente de/en (1, 1), 
(2, 8) y (3, 27), y la pendiente de g 
en (1, 1), (8, 2) y (27, 3). ^Que se 
observa? (,Que ocurre en (0, 0)? 


El teorema 5.7 es util en el siguiente tipo de problemas. Supongase una funcion que 
no es inyectiva en su dominio. A1 restringir el dominio a un intervalo en que la funcion sea 
estrictamente monotona, se obtiene una nueva funcion que ya es inyectiva en el dominio 
restringido. 

EJEMPLO 4 Analizar si una funcion es inyectiva 

Demostrar que la funcion 
fix) = senx 

no es inyectiva en toda la recta real. Despues demostrar que [ — 7t/2, tt/2] es el intervalo 
mas grande, centrado en el origen, en el que / es estrictamente monotona. 

Solucion Es claro que f no es inyectiva, ya que muchos valores diferentes de x dan un 
mismo valor de y. Por ejemplo, 

sen(0) = 0 = sen(7r). 

Ademas, / es creciente en el intervalo abierto {—tt/2, tt/2), porque su derivada 
fix) = cos x 

es positiva en el. Por ultimo, como en los puntos terminales a la derecha y a la izquierda 
hay extremos relativos de la funcion seno, se puede concluir que la funcion f es creciente 
en el intervalo cerrado [—tt/2, tt/ 2\ y que en cualquier otro intervalo mayor, la funcion no 
es estrictamente monotona (ver la figura 5.16). 


Derivada de la funcion inversa 

Los dos teoremas siguientes discuten la derivada de las funciones inversas. El razonamiento 
del teorema 8 se sigue de la propiedad reflexiva de la funcion inversa, como se muestra en 
la figura 5. 12. En el apendice A pueden verse las demostraciones de los dos teoremas. 


TEOREMA 5.8 CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD DE LAS FUNCIONES INVERSAS 


Sea / una funcion cuyo dominio es un intervalo I. Si f tiene una funcion inversa, 
entonces los siguientes enunciados son verdaderos. 

1. Si / es continua en su dominio, entonces f' es continua en su dominio. 

2. Si / es creciente en su dominio, entonces / 1 es creciente en su dominio. 

3. Si f es decreciente en su dominio, entonces / -1 es decreciente en su dominio. 

4. Si f es derivable en c y /'(c) A 0, entonces/ -1 es derivable en /(c). 


TEOREMA 5.9 LA DERIVADA DE UNA FUNCION INVERSA 


Sea / una funcion derivable en un intervalo I. Si / tiene una funcion inversa g, entonces 
g es derivable para todo x tal que figix)) A 0. Ademas, 

sW '7 WS- 
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Las graficas de las funciones inversas / y 
/ _1 tienen pendientes reclprocas en los 
puntos (a, b) y ( b , a) 

Figura 5.17 


y 



2 4 6 8 10 


En (0, 0), la derivada de / e s 0, y la deriva- 
da de f~ l no existe 

Figura 5.18 


EJEMPLO 5 Calculo de la derivada de una funcion inversa 

Sea f(x) = |x 3 + x — 1 . 

a ) ^Cual es el valor de /' “ 1 (x) para x = 3? 

b ) ^Cual es el valor de (f~ 1 )'(x) para x = 3? 


Solucion Notar que / es una funcion inyectiva, asf que tiene una funcion inversa. 


a) Como /(x) = 3 cuando x = 2, se sabe que /~'(3) = 2. 

b ) Como la funcion / es derivable y tiene inversa, se puede aplicar el teorema 5.9 (con 
8 = / ’) Y se escribe 


(r v m 


_j i 


Ademas, usando /'(x) = f x 2 + 1, se concluye que 


(r')t3) 


1 

/'( 2 ) 


1 

I(2 2 ) + 1 


1 

4' 


En el ejemplo 5, notar que la pendiente en el punto (2, 3) de la grafica de f es 4 y la 
pendiente de / 1 en el punto (3, 2) es \ (ver la figura 5.17). Esta relacion recfproca (que se 
sigue del teorema 5.9) puede escribirse como se muestra. 

dx 

Si,. 8 W-/-W.e„,once s /(,)=* y /'(,)- Jy . El «, re ma 5.9 dice que 

_ sir 1 1 

dx f\g(x)) /'(>') (dx/c/y) 


Asf que. 


cfy _ 1 

dx dx/dy 


EJEMPLO 6 Las graficas de las funciones inversas tienen pendientes 
reclprocas 

Sea f(x) = x 2 (para x > 0) y / _1 (x) = ^/x. Probar que las pendientes de las graficas de/y 
/ -1 son recfprocas en los puntos siguientes. 


a) (2, 4) y (4, 2) b) (3, 9) y (9, 3) 


Solucion Las derivadas de / y f 1 estan dadas por 

f'{x) =2x y (f-'Y(x) = — ^=. 

2vx 

«) En (2, 4), la pendiente de la grafica de f es /'( 2) 
de la grafica de / -1 es 


(r l )'(4) 


i _ j_ _ i 
274 ~ 2(2) “ 4' 


2 ( 2 ) 


4. En (4, 2) la pendiente 


b ) En el punto (3, 9), la pendiente de la grafica de / es /'( 3) 
pendiente de la grafica de f es 


(r 1 ) , (9) 


i _ j_ _ 
279 ~ 2(3) “ 6' 


2(3) 


6. En (9, 3), la 


Asf, en ambos casos, las pendientes son recfprocas, como ilustra la figura 5.18. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 8, mostrar que / y g son funciones inversas 
a) analiticamente y b ) graficamente. 

1. fix) = 5x + 1, 


2. fix) = 3 — 4x, 

- V 

3. fix) = x 3 , 

six) = Jx 

4. fix) = 1 - x 3 , 

Six) = J 1 - x 

5. fix) = Jx — 4, 

gix) = x 2 + 4, x > 0 

6. fix) = 16 — x 2 , x > 0, 

g(x) = J 16 - x 

^4 

II 


8. fix)- l+x , x>0. 

1 — X 

g(x) = ^ , 0 < x < 1 


En los ejercicios 9 a 12, relacionar la grafica de la funcion con la 
grafica de su inversa. [Las graficas de las funciones inversas estan 
rotuladas a), b), c) y d).\ 



^ En los ejercicios 13 a 22, usar una herramienta de graficacion 
para representar la funcion. Entonces, usar la prueba de la recta 
horizontal para determinar si la funcion es inyectiva en su dominio 
entero y asi tiene una funcion inversa. 


13. 

fix) 

II 

42k |U> 

X 

+ 

G\ 

14. 

fix) 

= 5x - 3 

15. 

fie) 

= sen 9 

16. 

fix) 

X 2 

_ x 2 + 4 

17. 

his) 

- 1 3 

18. 

git) 

1 

5-2 3 

Jt 2 + 1 

19. 

fix) 

= lnx 

20. 

fix) 

= 5xVx — 1 

21. 

gix) 

= (x + 5) 3 

22. 

hix) 

= |x + 4| - 


En los ejercicios 23 a 30, a) encontrar la funcion inversa de /, b ) 
graficar / y f ' sobre la misma configuracion de ejes coordenados, 
c ) describir la relacion entre las graficas y d) establecer el dominio 
y el rango defy f 1 . 

23. fix) = 2x - 3 

24. fix) = 3x 

25. fix) = x 5 

26. f{x) = x 3 - 1 

27. fix) = Jx 

28. fix) = x 2 , x > 0 

29. fix) = J4 - x 2 , 0 < x < 2 

30. fix) = Jx 2 - 4, x > 2 

En los ejercicios 31 a 36, a) encontrar la funcion inversa de /. 
b ) Usar una herramienta de graficacion para representar / y/ _1 
en la misma pantalla. c ) Describir la relacion entre las graficas 
y d) establecer el dominio asi como el recorrido o rango de / y 


f- 1 . 





31. 

fix) 

= Jx — 1 

32. fix) 

= 3j2x 

33. 

fix) 

II 

* 

* 

IV 

o 

34. fix) 

= x 3 / 5 

35. 

fix) 

Jx 2 + 7 



36. 

fix) 

x + 2 




En los ejercicios 37 y 38, usar la grafica de la funcion / para hacer 
una tabla de valores para los puntos dados. Entonces, hacer una 
segunda tabla que pueda usarse para encontrar f~ l y bosquejar 
la grafica de f~'. 


y 



y 



y 



y 



11 . 


12 . 


37. 


38. 



350 


CAPITULO 5 Funciones logarftmica, exponencial y otras funciones trascendentes 


39. Costo Supongase que se necesitan 50 libras de dos productos 

que cuestan $1.25 y $1.60 por libra. 

a) Verificar que el costo total es y = 1.25x + 1.60(50 — x), 
donde x es el numero de libras del producto mas barato. 

b) Encontrar la funcion inversa de la funcion costo. ^Que 
representa cada variable en la funcion inversa? 

c) ^Cual es el dominio de la funcion inversa? Validar o explicar 
el resultado a partir del contexto del problema. 

d) Determinar el numero de libras del producto mas barato si 
el costo total es de $73. 

40. Temperatura La temperatura C = § (F — 32), donde F £ 

—459.6, representa la temperatura C en grados Celsius como 

una funcion de la temperatura F en grados Fahrenheit. 

a) Encontrar la funcion inversa de C. 

b) ^Que representa la funcion inversa? 

c) Determinar el dominio de la funcion inversa. Validar o 
explicar el resultado con el contexto del problema. 

d) La temperatura es de 22° C. ^Cual es la temperatura co- 
rrespondiente en grados Fahrenheit? 

En los ejercicios 41 a 46, usar la derivada para determinar si la 
funcion es estrictamente monotona en su dominio completo y, por 
tanto, tiene una funcion inversa. 


41. 

fix) 

CO 

1 

* 

1 

<N 

II 

42. 

fix) 

= x 3 — 6x 2 + 12x 

43. 

fix) 

ii 

■Ht 

i 

44. 

fix) 

= (x + a) 3 + b 

45. 

fix) 

II 

pr 

i 

u> 

46. 

fix) 

3x 

= cos — 
2 


En los ejercicios 47 a 52, mostrar que/es estrictamente monotona 
en el intervalo dado y, por tanto, tiene una funcion inversa en ese 
intervalo. 


47. 

fix) 

= (x - 

4) 2 , [4, oo) 

48. 

fix ) 

= |x + 2 

, [-2,oo 

49. 

fix) 

4 

“ X 2 ’ 

(0, oo) 

50. 

fix) 

= cotx, 

(0, tt) 

51. 

fix) 

= COS X 

, [0, 77] 

52. 

fix) 

= sec x. 

N) 


■ En los ejercicios 53 y 54, encontrar la inversa de / en el intervalo 
indicado. Usar una herramienta de graficacion para representar 
/y/ ‘en una misma pantalla. Describir la relacion entre ambas 
graficas. 


53 - fix) = 


(-2,2) 54. 


fix) = 2 - 


(0, 10) 


: Rcizonamiento grafico En los ejercicios 55 a 58, a) usar una 
herramienta de graficacion para representar la funcion, b) repre- 
sentar su funcion inversa utilizando la herramienta de graficacion 
y c) determinar si la grafica de la relacion inversa es una funcion 
inversa. Explicar la respuesta. 


55. /(x) = x 3 + x + 4 


56. h(x) = x^/A — .v- 


57. g(x) 


3 x 2 

x 2 + 1 


58. f(x) 


4x 

Jx 2 + 15 


En los ejercicios 59 a 62, determinar si la funcion es inyectiva. Si 
lo es, encontrar su funcion inversa. 

59. /(x) = Jx — 2 60. f(x) = — 3 

61. /(x) = |jc — 2|, x < 2 62. /(x) = ax + b, a A 0 

En los ejercicios 63 a 66, desechar la parte del dominio con el fin 
de que la funcion restringida sea inyectiva. Encontrar la funcion 
inversa de la funcion resultante y dar su dominio. ( Nota : Hay mas 
de una respuesta correcta.) 


63. /(*) = (*- 3) 2 


64. f( x ) = 16 - x 4 



y .v 




Para pensar En los ejercicios 67 a 70, determinar si la funcion 
admite inversa. Si es asi, ,'cual es la funcion inversa? 

67. g(f) es el volumen de agua que ha pasado por una tuberfa a t 
minutos de abrir la Have de paso. 

68 . h(t ) es el nivel de la marea t horas pasada la medianoche, donde 
0 < t < 24. 

69. C(f) es el costo de una llamada telefonica de t minutos. 

70. A(r) es el area de un cfrculo de radio r. 


En los ejercicios 71 a 80, verificar si /tiene una inversa. Entonces 
usar la funcion fy el numero real dado a para encontrar (/"')' (a). 
( Sugerencia : Ver el ejemplo 5.) 


71. 

fix) 

= x 3 — 1, a = 26 72. /(x) 

73. 

fix) 

= x 3 + 2x — 1 , a — 2 

74. 

fix) 

= fj(x 5 + 2x 3 ), a = — 11 

75. 

fix) 

TT 7T 1 

= senx, ——< x < —, a = 2 

76. 

fix) 

77 

= cos 2x, 0 < x < — , a = 1 

2 

77. 

fix) 

x + 6 

= x > 2, a = 3 

x - 2 


a = 7 
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78. fix) = — 7 , x > — 1, a = 2 

x + l 

79. fix) = x 3 , x > 0, a = 6 

80. /(jc) = Vx — 4, a = 2 

En los ejercicios 81 a 84, a) hallar el dominio de / y de / -1 , 
b) encontrar los recorridos o rangos de/y/ - 1 ,c) graficar/y/ 
y d) demostrar que las pendientes de las graficas de / y / 1 son 
reciprocas en los puntos dados. 



Funciones 

Punto 

81. 

fix) = X 3 

(1.1) 


r\x) = *Tx 

(U) 

82. 

II 

LD 

1 

( 1 ,- 1 ) 


r*w = ^ 

(- 1 , 1 ) 

83. 

fix) = Jx - 4 

(5, 1) 


f-‘(x) = x 2 + 4, x > 0 

(1,5) 

84. 

fix) ~ . 2 , x > 0 

1 + x z 

( 1 , 2 ) 


r ' ix) - V 4 7 

( 2 , 1 ) 


En los ejercicios 85 y 86 , encontrar dy/dx en los puntos dados 
para la ecuacion. 

85. x = y 3 — 7y 2 + 2, (-4,1)86. x = 2 ln(y 2 - 3), (0,2) 

En los ejercicios 87 a 90, usar las funciones f(x) = § x — 3 y 
g(x) = x 3 para encontrar los valores dados. 

87. 88 . (f‘"/-‘)(-3) 

89. CT 1 "/- 1 )^) 90. (g- I o^i)(- 4 ) 


Para discusion 


100. Para pensar El punto (1, 3) se encuentra en la grafica 
de / y la pendiente de la recta tangente por este punto es 
m = 2. Suponer que / -1 existe. ^Cual es la pendiente de la 
recta tangente para la grafica de / -1 en el punto (3, 1)? 


Verdadero o falso? En los ejercicios 101 a 104, determinar cual 
de las sentencias es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que 
o dar un ejemplo que muestre que es falsa. 

101. Si / es una funcion par entonces / -1 existe. 

102. Si la funcion inversa de/ existe, entonces la interseccion en y 
de f es una interseccion en x de / -1 . 

103. Si fix ) = x" donde n es impar, entonces / -1 existe. 

104. No existe ninguna funcion/tal que f = / -1 . 

105. a) Mostrar que f(x) = 2x 3 + 3xf — 36x no es inyectiva en 

(-00, oo). 

b) Determinar el mayor valor de c de forma que / sea inyectiva 
en ( — c, c). 

106. Sean f y? funciones inyectivas. Probar que a) f ° g es inyectiva 

107. Probar que si f tiene una funcion inversa, entonces (/ -1 ) -1 
= /• 

108. Demostrar que si una funcion tiene una funcion inversa, la 
funcion inversa es unica. 

109. Demostrar que una funcion tiene inversa si y solo si es inyectiva. 

110. ^Es cierto el recfproco de la segunda parte del teorema 5.7? 
Esto es, si una funcion es inyectiva (y tiene una funcion inver- 
sa), entonces ^,debe ser, por tanto, una funcion estrictamente 
monotona? Si es cierto, demostrarlo. Si no lo es, dar un contra- 
ejemplo. 

111. Sea f dos veces derivable e inyectiva en un intervalo abierto /. 
Probar que su funcion inversa g satisface 


En los ejercicios 91 a 94, usar las funciones f(x) = x + 4 y 
g(x) = 2x — 5 para encontrar las funciones dadas. 


g"(x) 


f"(g(x)) 

If(gM)] 3 ' 


91. g-i ./ -1 92. /->.«-> 

93- (/°g ) -1 94. (g./)-> 


Desarrollo de conceptos 


95. Describir como encontrar la funcion inversa de una funcion 
inyectiva dada por una ecuacion en ,v y y. Dar un ejemplo. 

96. Describir la relacion entre la grafica de una funcion y la 
grafica de su funcion inversa. 

En los ejercicios 97 y 98, la derivada de la funcion tiene el 
mismo signo para todo x en su dominio, pero la funcion no es 
inyectiva. Explicar. 

97. f(x) = tanx 98. f(x) = ^ 2^4 


99. Para pensar La funcion fix) = k( 2 — x — x?) es inyectiva y 
/ -1 (3) = —2. Encontrar k. 


Si f es creciente y concava hacia abajo, ^como es la concavidad 
de /-> = g? 


112. Si /(*) = 


-r 


— , , encontrar ( f 1 )'( 0 ). 

J\ + t A 


f 


113. Demostrar que f(x) = | Vl + f 2 dt es inyectiva y encontrar 

cr 1 )' (0). 

x — 2 

114. Sea y = 1 -. Demostrar que y es su propia funcion inversa. 

x — 1 

^,Que se puede concluir acerca de la grafica de /? Explicar. 


115. Sea fix) 


ax + b 
cx + d' 


a ) Mostrar que/es inyectiva si y solo si be — ad # 0. 

b ) Dado be — ad =£ 0, encontrar/ -1 . 

c) Determinar los valores de a, b, c y d tal que/ = / -1 . 




352 


CAPITULO 5 Funciones logarftmica, exponential y otras funciones trascendentes 



Funciones exponenciales: derivacion e integracion 

■ Desarrollar las propiedades de la funcion exponencial natural. 

■ Derivar las funciones exponenciales naturales. 

■ Integrar las funciones exponenciales naturales. 


f-\x) = e 1 


y 



La funcion inversa de la funcion logaritmo 
natural es la funcion exponencial natural 

Figura 5.19 


La funcion exponencial natural 

La funcion f(x) = In x es creciente en todo su dominio, y por tanto tiene una funcion in- 
versa/ El dominio de / _1 es el conjunto de todos los reales, y el recorrido o rango es el 
conjunto de todos los reales positivos, como se muestra en la figura 5.19. Asf pues, para 
cualquier numero real x, 

f(f ~ l {x}) = ln[/ -1 (x)] = X. x cs cualquier numero real. 

Si x es racional, entonces 

ln(e x ) — X In e = x(l) — X. x es un numero racional. 

Como la funcion logaritmo natural es inyectiva, se puede concluir que / -1 (x) y e x son iguales 
en valores rationales de x. La siguiente definicion extiende el significado de e x para incluir 
todos los valores reales de x. 


DEFINICION DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL 

La funcion inversa de la funcion logaritmo natural f(x) = In x se llama funcion ex- 
ponencial natural y se denota por 

/“'(*) = e x . 

Esto es, 

y = e x si y solo si x = In y. 


El numero e 

El simbolo e fue utilizado por primera 
vez para representar la base de los 
logaritmos naturales por el matematico 
Leonhard Euler en una carta a otro 
matematico, Christian Goldbach, en 
1731. 


La relacion inversa entre las funciones logaritmo natural y exponencial natural se puede 
resumir como sigue: 

ln(e x ) = X y e lnx = X Relacion inversa. 

EJEMPLO I Resolution de ecuaciones exponenciales 

Resolver 7 = e x+l . 


Solution Se puede pasar de la forma exponencial a la forma logarftmica con solo aplicar 
el logaritmo natural en ambos miembros de la ecuacion. 


7 = e x+1 

Ecuacion original. 

In 7 = ln(e x+ ') 

Aplicar logaritmo natural a cada lado. 

In 7 = x + 1 

Aplicar la propiedad de inversa. 

— 1 + In 7 = x 

Despejar x. 

0.946 = x 

Usar la calculadora. 


Verificar esta solution en la ecuacion original. 
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y 



-2 -1 1 

La funcion exponencial natural es creciente 
y su grafica es concava hacia arriba 

Figura 5.20 


EJEMPLO 2 Resolution de una ecuacion logaritmica 

Resolver \n(2x — 3) = 5. 

Solution Para convertir la forma logaritmica en la forma exponencial aplicar la funcion 
exponencial de ambos miembros de la ecuacion logaritmica. 


ln(2x - 3) = 5 

e ln(2t-3) = g 5 

2x — 3 = e 5 

x = \(e 5 + 3) 
x « 75.707 


Ecuacion original. 

Aplicar exponenciales a cada lado. 
Aplicar la propiedad inversa. 
Despejar x. 

Usar la calculadora. 


Las reglas usuales para operar con exponentes rationales pueden ser extendidas a la 
funcion exponencial natural, como se muestra en el siguiente teorema. 


TEOREMA 5.10 OPERACIONES CON FUNCIONES EXPONENCIALES 
Sean ay b dos numeros reales arbitrarios. 

1. e a e b = e a+b 


2 . 


( DEMOSTRACION j p a ra demostrar la propiedad 1, se puede escribir 

ln(e a e b ) = ln(e a ) + ln(e*) 

= a + b 
= \n(e a+b ). 

Como la funcion logaritmo natural es inyectiva, se puede concluir como 
e a e h = e a+b . 

La demostracion de la segunda propiedad se da en el apendice A. 


En la section 5.3 se aprendio que una funcion inversa f 1 2 3 4 comparte muchas propiedades 
con f. Asf, la funcion exponencial natural hereda las siguientes propiedades de la funcion 
logaritmo natural (ver la figura 5.20). 


PROPIEDADES DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL 

1. El dominio de f(x) = e x es (—go, oo), y el rango es (0, oo). 

2. La funcion f(x ) = e x es continua, creciente e inyectiva en todo su dominio. 

3. La grafica de /(x) = e x es concava hacia arriba en todo su dominio. 

4. lim e x = 0 y lfm e x = oo. 

X — > — OO .X— >oo 
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CAPITULO 5 Funciones logarftmica, exponencial y otras funciones trascendentes 


PARA MAYOR INFORMACI ON 

Para encontrar mas informacion acerca 
de derivadas de funciones exponen- 
ciales de orden §, ver el artfculo “A 
Child’s Garden of Fractional Deriva- 
tes”, de Marcia Kleinz y Thomas J. 
Osier en The College Mathematics 
Journal. 


y 



(-1,-e- 1 ) 


Mmirno relativo 

La derivada de / cambia de negativo a 
positivo en x = - 1 

Figura 5.21 


Derivadas de las funciones exponenciales 

Una de las caracterfsticas mas intrigantes (y mas utiles) de la funcion exponencial natural 
es que su derivada es ella misma. En otras palabras, es solucion de la ecuacion diferencial 
y' = y. Este resultado se enuncia en el siguiente teorema. 


TEOREMA 5.11 DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL 


Si u es una funcion derivable de x. 


!• -^-[e A '] = e * 

dx 


d_ 
dx 1 


r\ a r till 

2 ■ —[e u ] = e“ — 


du 

l 

dx 


( DEMOSTRACION ) Para probar la propiedad 1, usar el hecho de que In e x = x, y derivar cada 
lado de la ecuacion. 


In e x = x 

-f[lne*] = ;fM 

dx dx 


Definicion de la funcion exponencial. 
Derivar ambos lados con respecto a x. 


J d_ 
e x dx 
d 
dx 


M = i 

[ e x \ = e x 


La derivada e" se deduce de la regia de la cadena. 

Se puede interpretar este teorema geometricamente diciendo que la pendiente de la grafica 
de f(x) = e x en cualquier punto (x, e x ) es igual a la coordenada y del punto. ■ 


EJEMPLO 3 Derivacion de funciones exponenciales 


fl) 

b ) 


d r o n dll 

[ e 2x-t] = g u 

dx dx 


d_ 

dx L 


— [ e -3A] = e " — 


( du 

dx 


2e 2x ~ 1 



u = 2x — 1 


3 


x 


EJEMPLO 4 Localizacion de extremos relativos 

Encontrar los extremos relativos de fix ) = xe x . 

Solucion La derivada de f esta dada por 

fix) = x(e x ) + e A (l) Regia del producto. 

= e x (x + 1). 

Como e x nunca es 0, la derivada es 0 solo cuando x = — 1 . Ademas, el criterio de la primera 
derivada permite determinar que en ese punto hay un mmirno relativo, como se muestra en 
la figura 5.21. Como la derivada fix) = e x (x + 1) esta deftnida para todo x, no hay otros 
puntos crfticos. 
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EJEMPLO 5 La funcion densidad de probabilidad normal estandar 

Probar que la funcion densidad de probabilidad normal estandar 

f(x) = — - — e - * 2 / 2 

f(> V2 tt 


tiene puntos de inflexion cuando x = ± 1 . 


y 



La curva en forma de campana dada por 
una funcion de densidad de probabilidad 
estandar normal 

Figura 5.22 


Solution Para localizar los posibles puntos de inflexion, se deben buscar los valores de x 
para los cuales la segunda derivada es cero. 


fix) = 

— j= e - * 2 / 2 

^fln t 

Funcion original. 

fix) = 

/—( x)e x 

V 277 

Primera derivada. 

fix) = 

3 [( x)( x)e~* 2 ' 2 + ( l)e-- 2 / 2 ] 

V 277 

Regia del producto. 

= 

~7= ie-^W- ~ 1) 

V 277 

Segunda derivada. 


Por tanto, f"(x) = 0 cuando x = ±1, y se pueden aplicar las tecnicas del capftulo 3 para 
concluir que estos valores son los dos puntos de inflexion mostrados en la figura 5.22. 


La forma general de una funcion de densidad de probabilidad normal (cuya media es 0) 
esta dada por 


fix) 


! e -x*n<r 2 

ajfxn 


donde a es la desviacion estandar (ct es la letra griega minuscula sigma). Esta “curva en forma de 
campana” tiene puntos de inflexion cuando x = ±cr. ■ 


EJEMPLO 6 Transacciones comerciales 


El numero y de transacciones comerciales (en millones) en la bolsa de valores de Nueva 
York desde 1990 hasta 2005 puede ser modelado por 



3 6 9 12 

Ano (0 1990) 


y = 39 8 lie’ 0 - 1715 ' 

donde t representa el ano, t = 0 corresponde a 1990. ),A que ritmo o velocidad cambio el 
numero de transacciones comerciales en 2000? (. Fuente : New York Stock Exchange, Inc.) 

Solution La derivada del modelo dado es 

y' = (0.1715X39 811)e 01715 ' 

« 6 828e 01715 '. 

A1 evaluar la derivada cuando t = 10, se puede concluir que el ritmo o velocidad de cambio 
en 2000 fue cerca de 


Figura 5.23 


37 941 millones de transacciones por ano. 

La grafica de este modelo se muestra en la figura 5.23. 
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CAPfTULO 5 


Funciones logarftmica, exponencial y otras funciones trascendentes 


Integrates de funciones exponenciales 

Cada formula de derivacion en el teorema 5.11 tiene su correspondiente formula de inte- 
gration. 


TEOREMA 5.12 REGLAS DE INTEGRACION PARA FUNCIONES EXPONENCIALES 



EJEMPLO 7 Integracion de funciones exponenciales 


Encontrar 


I 3x+l . 

I e dx. 


Solucion Si u = 3x + 1 , entonces du = 3 dx. 


e 3x+l dx = — e 3x+1 (3) dx 


= — I e“ du 


= 3 e “ + C 


+ C 


Multiplicar y dividir entre 3. 


Sustituir u = 3x + 1 . 


Aplicar la regia exponencial. 


Sustituir nuevamente. 


M.'iiiif En el ejemplo 7, el factor constante faltante 3 se ha introducido para crear du = 3 dx. Sin 
embargo, recordemos que no se puede introducir un factor variable faltante en el integrando. Por 
ejemplo, 


1 


e x dx - | e X ~{xdx). 


EJEMPLO 8 Integracion de funciones exponenciales 


Encontrar I 5xe x2 dx. 


Solucion Si se tiene u = —x * 1 , entonces du = —2xdxoxdx= —du/2. 

Reagrupar el integrando. 

Sustituir u = —x 2 . 


5xe X ~dx = I 5e x (x dx) 
- I 5e-i- d “' ] 


= —— I e u du 


= — — e“ + C 
2 


Regia del multiplo constante. 
Aplicar la regia exponencial. 


= g,-xr 


c 


Sustitucion regresiva. 
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EJEMPLO 9 Integracion de funciones exponenciales 


e“ du 


«) \ ~x2 dx= -\e 1 /x [-- i) dx 


U = — 
X 


= -e 1/x + C 


du 


b ) I sen xe cosx dx = — J e COSJ: (— senj:r/.r) 
= - e cosx + C 


u = cosx 


EJEMPLO 10 Calculo de areas acotadas o delimitadas 
por funciones exponenciales 

Evaluar cada una de las integrales definidas. 


a) e x dx b). 

Jo Jo 1 + e 

Solucion 


dx c) | [ e x cos(e- t )] dx 


a) e x dx = — e 


= -e- 1 - (-1) 
1 
e 

0.632 


= 1 


b) 


dx = ln(l + e x ) 


Ver la figura 5.24 a. 


1 + e* 

= ln(l + e) — In 2 
» 0.620 

0 -i o 

c) | [e- c cos(e j: )] dx = sen(e j: ) 

= senl — sen(e _1 ) 
« 0.482 


Ver la figura 5.24 b. 


Ver la figura 5.24c. 





Figura 5.24 
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CAPITULO 5 Funciones logarftmica, exponencial y otras funciones trascendentes 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 16, calcular x redondeando a tres decimales. 


1. e hlx = 4 


2. e^ 2 * = 12 


En los ejercicios 29 a 32, confirmar que las funciones son inversas 
una de la otra al representar ambas funciones sobre el mismo 
sistema de coordenadas. 


3. 

e* = 12 

4. 

4e x = 83 




5. 

1 

K> 

Ci 

X 

II 

<1 

6. 

-6 + ^ = 8 

29. 

II 

1? 

30. fix) = e x ' 2 

7. 

50e“* = 30 

8. 

200e~ 4x = 15 


g{x) = \ns/x 

gix) = In x 3 


800 


5 000 

31. 

II 

1 

32. fix) = e x ~ l 

9. 

O 

in 

II 

1 

o 

o 

10. 

= ? 

1 +e 2x 


g{x) = ln(x + 1) 

gix) = 1 + In x 

11. 

lnx = 2 

12. 

In x 2 = 10 

ft 3 33. 

Analisis grdfico 

Usar una herramienta de graficacion para 

13. 

<N 

II 

cn 

1 

H, 

14. 

In Ax = 1 


representar 


15. 

Iris/x + 2 = 1 

16. 

ln(x — 2) 2 =12 









f{x) = ( 1 + — 

) y gix) = e 0 ' 5 

En los ejercicios 17 a 22, dibujar la grafica de la funcion 


V x , 



17. y = e~ x 

19. y = e x + 2 

21 . y = e~ x * 


18. y = 2®" 
20 . y = e x ~ 1 
22. y = e~ x/2 


23. Usar una herramienta de graficacion para representar f(x) = e x 
y la funcion dada en la misma pantalla. ^Como es la relacion 
de las dos graficas? 

a) gix) = e x ~ 2 b) h(x) = -\e x c ) qix) = e~ x + 3 

24. Usar una herramienta de graficacion para representar la funcion. 
Usar la grafica para determinar las asintotas de la funcion. 

a) f(x) = 


1 + e~ 


V = J + c -0.5/* 


en la misma pantalla. ^Cual es la relacion entre fyg cuando 
x oo? 

34. Conjetura Usar el resultado del ejercicio 33 para hacer una 
conjetura acerca del valor de 


1 + 


como x—>oo. 

En los ejercicios 35 y 36, comparar los numeros dados con el 
numero e. ,• Es el numero mayor o inenor que e? 


35. 14- 


1 


1 000 000 


(ver el ejercicio 34.) 


36 ‘ 1 + 1+ i + ^ + i + T^ + 7^ + ^ 


En los ejercicios 25 a 28, asociar cada ecuacion con su grafica. 
Suponer que a y C son numeros reales positivos. [Las graficas 
estan etiquetadas con a), b ), c) y d).\ 



En los ejercicios 37 y 38, encontrar una ecuacion de la recta tan- 
gente a la grafica de la funcion en el punto (0, 1). 


37. a) y = e 2x 
y 



38. a) y = e 2 * 


y 
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En los ejercicios 39 a 60, encontrar la derivada. 


39. 

f{x) = e 2x 

40. 

y = 

e~ 5x 

41. 

II 

Hi 

tb 

42. 

y = 

e -x 2 

43. 

y = ti“ 4 

44. 

/(*) 

= 3e 1_jr2 

45. 

y = ti In x 

46. 

y = 

xti 

47. 

% 

II 

48. 

y = 

x 2 e~ x 

49. 

g(t) = (e ' + e') 3 

50. 

g(t) 

= e -V' 2 

51. 

y = ln(l + e 2 *) 

52. 

y = 

■" 0-3 

53. 

2 

54. 


K 

1 

SO 

1 

y e x + e~ x 


2 

55. 

ti + 1 

56. 


e 2x 

y ti - 1 

y 

e 21 + 1 

57. 

y = e-'Xsen x + cos x) 

58. 

y = 

In e x 


/*ln x 



re 2 * 

59. 

Fix) = cos e' dt 

60. 

Fix) 

= I ln(f + 1) dt 


Jn 



Jo 

En los ejercicios 61 a 68, encontrar la ecuacion de la recta tangente 

a la grafica de la funcion en el punto 

dado. 


61. 

fix) = e 3 ~ x , (1, 1) 

62. 

y = 

e” 2 * 4 * 2 , (2, 1) 

63. 

y = ln(e x2 ), (—2,4) 

64. 

y = 

P X + P~ X 

In- ~~ , (0,0) 

65. 

y = x 2 e x — 2xe x + 2e x , 

(1. e) 



66. 

y = xe x — e x , (1, 0) 




67. 

fix) — e~ x ln.v, (1,0) 

68. 

fix) 

= e 3 In x, (1, 0) 


En los ejercicios 69 y 70, hallar dy/dx por derivacion implicita. 

69. xe y - 10jc + 3y = 0 70. + x 2 - y 2 = 10 


81. 

g(x) = 

= 1 e -(x-2f/2 

J2fr 

82. 

gix) - f—e (t 31 !- 
v 2tt 

83. 

fix) x 

II 

1 

84. 

fix) = 

85. 

git) = 

= 1 + (2 + t)e~‘ 

86. 

fix) = — 2 + e 3x )4 — 2x) 


87. Area Calcular el area del rectangulo mas grande que puede ser 
inscrito bajo la curva v = e~ xl en el primer y segundo cuadrantes. 

88. Area Efectuar los pasos siguientes para encontrar el area 
maxima del rectangulo mostrado en la figura. 

a) Despejar c en la ecuacion f(c ) = f(c + x ). 

b ) Usar el resultado del apartado a), para expresar el area A 
como funcion de x. [Sugerencia: A = xf(c).] 

c) U sar una herramienta de graficacion para representar la fun- 
cion area. Usar la grafica para aproximar las dimensiones del 
rectangulo de area maxima. Determinar el area maxima. 

d) Usar una herramienta de graficacion para representar 
la expresion de c encontrada en a). Usar la grafica para 
aproximar. 

Km c y lfm c. 

x—>0 + x—>oo 

Usar este resultado para describir los cambios en las dimen- 
siones y position del rectangulo para 0 < x < oo. 


y 



En los ejercicios 71 y 72, encontrar la ecuacion de la recta tangente rr* 89. 
a la grafica de la funcion en el punto dado. 


71. xe y + ye x = 1, (0, 1) 72. 1 + lnxy = e x y , (1, 1) 

90. 

En los ejercicios 73 y 74, encontrar la segunda derivada de la funcion. 


73. f(x) = (3 + 2x)e 3x 74. g(x) = J~x + e x \nx 

En los ejercicios 75 a 78, probar que la funcion y = f(x) es una 
solution de la ecuacion diferencial. 



75. y = 4e x 76. y = e 3x + e 3x 

y" - y = 0 y" — 9y = 0 

77. y = e x (cos V 2x + sen sp2x) 78. y = e x (3 cos 2x — 4 sen2x) 
y" - 2y' + 3y = 0 y" - 2y' + 5y = 0 

En los ejercicios 79 a 86, encontrar los extremos y puntos de 
inflexion (si existen) de la funcion. Utilizar una herramienta 
de graficacion para representar la funcion y confirmar los re- 
sultados. 



79. f(x) 


e x + e 


80. /(*) = 


Encontrar un punto en la grafica de la funcion f{x) = e 2 * tal que 
la recta tangente a la grafica en este punto pase por el origen. 
Usar una herramienta de graficacion para representar f y la recta 
tangente en la misma pantalla. 

Localizar el punto en la grafica de y = e~ x donde la recta normal a 
la curva pasa por el origen. (Usar el metodo de Newton o calculo 
de rafces en la herramienta de graficacion.) 

Depreciation El valor V de un objeto a t anos de su adquisicion 
es V = 15 OOOe -0 - 6286 ', 0 < t < 10. 

a) Usar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion. 

b ) Encontrar la razon de cambio de V respecto de t cuando 
t= lyf = 5. 

c) Usar una herramienta de graficacion para representar la 
recta tangente a la funcion cuando t = 1 y t = 5. 

Movimiento armonico El desplazamiento desde el equili- 
brio de una masa que oscila en el extremo de un resorte suspen- 
dido del techo es y = 1.56e _a22 'cos 4.9 1, donde y es el desplaza- 
miento en pies y t el tiempo en segundos. Representar la funcion 
de desplazamiento en el intervalo [0, 10] con la herramienta de 
graficacion. Hallar el valor de t en el que el desplazamiento es 
menor que 3 pulgadas desde la position de equilibrio. 


2 


2 
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93. Modelado matemdtico Un meteorologo mide la presion atmos- 
ferica P (en kg por m 2 ) a la altitud h (en km). La tabla muestra 
los resultados. 


h 

0 

5 

10 

15 

20 

P 

10 332 

5 583 

2 376 

1 240 

517 


a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar los 
puntos (/?, In P), y usar la funcion de regresion de la misma 
para encontrar un modelo lineal para los puntos. 

b) La recta en a) tiene la forma In P = ah + b. Escribir la 
ecuacion en forma exponencial. 

c) Usar una herramienta de graficacion para representar los 
datos originales y representar el modelo exponencial de b). 

d) Calcular la razon de cambio de la presion cuando h = 5 y 
h = 18. 

94. Modelado matemdtico La tabla muestra los valores aproxi- 
mados V de un sedan de tamano mediano para los anos 2003 
a 2009. La variable t representa el tiempo en anos, con t — 3 
correspondiendo a 2003. 


t 

3 

4 

5 

6 

V 

$23 046 

$20 596 

$18 851 

$17 001 






t 

7 

8 

9 


V 

$15 226 

$14 101 

$12 841 



a) Usar la funcion de regresion de una herramienta de grafi- 
cacion para encontrar los modelos lineal y cuadratico para 
los datos. Representar el modelo. 

b) iQue representa la pendiente en el modelo lineal en a)? 

c) Usar la funcion de regresion de una herramienta de grafica- 
cion para encontrar un modelo exponencial de los datos. 

d) Determinar la asmtota horizontal del modelo exponencial 
del apartado c). Interpretar su significado en el contexto 
del problema. 

e) Hallar el ritmo de depreciacion en el valor del vehlculo 
cuando t = 4 y t = 8 usando el modelo exponencial. 

Aproximaciones lineal y cuadratica En los ejercicios 95 y 96, 
usar una herramienta de graficacion para representar la funcion. 
Despues, trazar la grafica 


I\(x) = f(0) + f'(0)(x - 0) y 

P 2 (x) = f(0) + f(0)(x - 0) + i f"mx - 0) 2 


en la misma pantalla. Comparar los valores de /, I\ y /', v de sus 
primeras derivadas en x = 0. 

95. f(x) = e x 96. f(x) = e x/2 

Formula de Stirling Para grandes valores de n, 


nl = 1 • 2 • 3 • 4 • • • (n - 1) • n 

puede aproximarse mediante la formula de Stirling, n\ 

Jlmi. 



En los ejercicios 97 y 98, encontrar el valor exacto de n ! y entonces 
aproximar nl, utilizando la formula de Stirling. 


97. n = 12 98. n = 15 

En los ejercicios 99 a 116, hallar la integral indefinida. 

101. J e 2x ~ 1 dx 


103. | x 2 e x ' dx 
o'A 


105 

107. 


I 

•/' 

■It 


: dx 


: dx 


+ e~ x 
109. I e x J 1 - e x dx 


‘•I: 


111. | e " + dx 

e — e x 


5 — e x 

113. I — —dx 


115. e x tan(e x ) dx 


100. J e~ x (— 4x 3 ) dx 
102. J e 1 ~ 3x dx 
104. I e x (e x + l) 2 dx 


,(■ 


e l / x 

106. | ~^dx 


108 - 1 


no./ 


; dx 


e x + e 
2e x - 2e~ x 
(e x + e ~ x ) 2 ' 
e 21 + 2e x + 1 


112 . | 7- . ".s, dx 

U4.f 

116. J In (e 2x ~ 1 )dx 


■ dx 


En los ejercicios 117 a 126, evaluar la integral definida. Usar una 
herramienta de graficacion para verificar el resultado. 


117. e-^dx 

Jo 

119. I xe~ ^ dx 


( 3 e 3A 

‘ J i * 2 
• & 

l 


dx 


: dx 


118. J e 3 ~ x dx 


»-r 

»•/: 


120. | x 2 e x /2 dx 

xe~^ x ~/ 2 ^dx 
o 


124. 


tr 1 


5 — e x 


dx 


125. I gSenir J£ CQS 77 - x 

Jo 


7t/2 


126. e sec 21 sec 2x tan 2x dx 

Jtt/3 


Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 127 y 128, resolver la 
ecuacion diferencial. 


127. ^f = xe a 
dx 


128. d f = (e x - e~ x ) 2 
dx 


Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 129 y 130, encontrar la 
solucion particular que satisface las condiciones iniciales. 

129. f"(x) = \(e x + e~ x ), 130. f"(x) = sen x + e 2x 

m = i,/'(o) = o /( o) = im = \ 
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Campos de pendientes En los ejercicios 131 y 132 se da una ecua- 
cion diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Esbozar 
dos soluciones de la ecuacion diferencial en el campo de pendientes, 
una de las cuales pase por el punto indicado. b ) Por integration 
encontrar la solution particular de la ecuacion diferencial y usar 
una herramienta de graflcacion para representarla. Comparar el 
resultado con los esbozos del apartado a). 


131. 


dy 

dx 


= 2e~ x ' 2 , (0, 1) 


132. 


dy 

dx 


— xe 0.2x~, 



I I 13- 
111 / 
III/- 
111/ 
III/- 
I I I I 
III/- 
111/ 
III, 
III 
+++- 
/ / / 

/ / /- 
III! 

/ / 4-TI- 


/ / r 
■ / / / / ^ ^ 

/ / ^ — 

/ / //Sr — 


y 



Area En los ejercicios 133 a 136, calcular el area de la region deli- 
mitada por las graficas de las ecuaciones. Usar una herramienta de 
graflcacion para representar la region y veriflcar los resultados. 


133. y = e x , y = 0, x = 0, x = 5 

134. y = e~ x , y = 0, x = a, x = b 

135. y = xe~ x 2 / 4 , y = 0, x = 0, x = N /6 

136. y = e -2 * + 2, y = 0, x = 0, x = 2 


Integracion numerica En los ejercicios 137 y 138, aproximar la 
integral usando la regia del punto medio, la de los trapecios y la 
regia de Simpson con n = 12. Usar una herramienta de graflcacion 
para veriflcar los resultados. 

137. f -Jx, e x dx 138. f 2xe~ x dx 

Jo Jo 

139. Probabilidad Ciertas baterfas para automovil tienen una vida 

media de 48 meses con una desviacion estandar de 6 meses. 
Las vidas de las baterfas siguen una distribution normal. La 
probabilidad de que una baterfa dure entre 48 y 60 meses es 
0.0665 e -o.oi 39 (r- 48 ) 2 u sar \ a funcion de integracion 

de una herramienta de graflcacion para aproximar la integral. 
Interpretar los resultados. 

140. Probabilidad El tiempo medio de espera (en minutos) 
en una tienda esta dado por la solution de la ecuacion 
Jq 0.3e -0 - 3 ' dt = Resolver la ecuacion. 

141. Movimiento horizontal La funcion position de una partfcula 
que se mueve a lo largo del eje x es x(f) = Ae h + Be~ kt donde 
A, B y k son constantes positivas. 

a) ^Durante que tiempo t la partfcula esta mas cercana al 
origen? 

b) Mostrar que la aceleracion de la partfcula es proportional a 
la position de la partfcula. ^Cual es la constante de propor- 
cionalidad? 

142. Modelado matematico Una valvula de un deposito se abre 
durante 4 horas para dejar salir un producto qufmico en un 
proceso de manufactura. El ritmo o velocidad de flujo de salida 
R (en litros por hora) en el instante t (en horas) esta dado en la 
siguiente tabla. 


t 

0 

1 

2 

3 

4 

R 

425 

240 

118 

71 

36 


Tabla para 142 


a) U sar la funcion de regresion en la herramienta de graflcacion 
para calcular un modelo lineal para los puntos (f, In R). 
Escribir la ecuacion resultante de la forma In R = at + b, 
de manera exponencial. 

b ) Usar una herramienta de graflcacion para representar los 
datos y el modelo exponencial. 

c) Usar la integral definida para aproximar el numero de litros 
del producto qufmico que han salido durante esas cuatro 
horas. 


Desarrollo de conceptos 


143. Con sus propias palabras, enunciar las propiedades de la 
funcion exponencial natural. 

144. ^Existe una funcion f tal que f(x) = /'( jc)? Si es asf, ^cual es? 

145. Sin integral', enunciar la formula que podrfa utilizarse para 
efectuar las integrales siguientes. 

a ) J * + i d x £,) J xe A dx 

2 

146. Considerar la funcion f(x) = rr . 

1 + e ,x 

a) Usar una herramienta de graflcacion para graficar /. 

b ) Escribir un parrafo corto explicando por que la grafica 
tiene una asfntota horizontal en y = 1 y por que la 
funcion tiene una discontinuidad no desmontable en 
x = 0. 


147. Al sere* a 1 para .t£ 0, se tiene que j e' dt > J 1 dt. Efectuar 

esta integracion para deducir la desigualdad e* £ 1 + x para 

x > 0. 


Para discusion 


148. Describir la relation entre las graficas de f(x) = lnx y 
g{x) = e x . 

ft- 149. Encontrar, con tres decimales, el valor de x tal que e~ x = x. (Usar 
el metodo de Newton.) 

150. Encontrar el valor de a del area comprendida entre y = e~ x , el 
eje x, x = —a y x = a es f . 

151. Veriflcar que la funcion 

y = — rr, a > 0, b > 0, L > 0 

* 1 + ae~ x ' b 

se incrementa a una razon maxima cuando y = L/2. 

152. Sea f(x) = 

x 

a) Representar graficamente / en (0, oo) y probar que f es 
estrictamente decreciente en (e, oo). 

b ) Demostrar que si e £ A < B, entonces A B > B A . 

c) Usar el apartado b) para demostrar que e n > Tr e . 
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Otras bases distintas de ey aplicaciones 


■ Definir funciones exponenciales con bases distintas de e. 

■ Derivar e integrar funciones exponenciales con bases distintas de e. 

■ Usar las funciones exponenciales como modelos para el interes compuesto y el crecimiento 
exponencial. 

Otras bases de e 

La base de la funcion exponencial natural es e. Esta base “natural” se puede utilizar para 
dar el significado de cualquier base general a. 


DEFINICION DE UNA FUNCION EXPONENCIAL BASE a 

Si a es un numero real positivo (a A 1) y x es cualquier numero real, entonces la 
funcion exponencial base a se denota por a x y se define como 

a x = g(lna)jc_ 

Si a = 1, entonces y = V = 1 es una funcion constante. 


Estas funciones obedecen las leyes usuales de los exponentes. Estas son algunas pro- 
piedades familiares. 

1 . a 0 = 1 2 . a x a y = a x+y 

d x 

3 — = a x ~ y 4 ( a x ) y = a ^ 

a y 

Cuando se desea plantear un modelo exponencial para la semivida o vida media de un 
elemento radiactivo, por ejemplo, es conveniente usar \ como base del modelo. (La vida 
media es el numero de anos requerido para que la mitad de los atomos en una muestra de 
material radiactivo decaigan.) 


EJEMPLO I Modelo de la semivida (o vida media) de un elemento 
“ ' radiactivo 


La semivida o vida media del carbono-14 es aproximadamente 5 715 anos. Si se tiene una 
muestra de 1 g de carbono-14, ;,que cantidad existira dentro de 10 000 anos? 


y 



Tiempo (en anos) 

La vida media del carbono-14 es de aproxi- 
madamente 5715 anos 

Figura 5.25 


Solucion Sean t = 0 el momento actual y y la cantidad de carbono-14 (en gramos) en la 
muestra. A1 usar como base 5 , se puede plantear el modelo y dado mediante la ecuacion 

/iy/5715 
^ = \ 2 / ■ 

Notar que cuando t = 5 715, la cantidad se ha reducido a la mitad de la original. 

/ J \ 5 715/5 715 | 

y = ^j = 2 gramo 

Cuando t= 11 430, se ha reducido a un cuarto de la cantidad inicial y as! sucesivamente. Para 
hallar la cantidad de carbono-14 que queda despues de 10 000 anos, sustituir t = 10000. 

/ 2 \ 10 000/5 715 

~ 0.30 gramo 

La grafica de v se muestra en la figura 5.25. 
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Las funciones logantmicas con base diferente de e se definen de manera muy similar 
a las funciones exponenciales con otras bases. 


■ MUM En los cursos previos de 
calculo, se ha aprendido que log a x es el 
valor al que hay que elevar a para obte- 
ner x. Esto concuerda con la definicion 
dada ya que 

d lo Sa x = a (l/lna)lnx 

— (g In a\(l/ln a)ln x 

— p (In a/ In a) In x 

= e tat 

= x ■ 


DEFINICION DE LA FUNCION LOGARITMICA DE BASE a 

Si a es un numero real positivo (a i= 1 ) y x es cualquier numero real positivo, entonces 
la funcion logaritmica base a se denota log„ x y se define como 

l°g a x = ~ In x. 

In a 


Las funciones logantmicas base a tienen las mismas propiedades que la funcion lo- 
garitmo natural, dadas en el teorema 5.2. (Suponer que x y y son numeros positivos y n es 
un racional.) 


1. log„ 1 = 0 

2. log a xy = log a x + log a >’ 

3. log a x n = n log a x 

X 

4. log a = log n x - log fl y 


Logaritmo de 1 . 

Logaritmo de un producto. 
Logaritmo de una potencia. 

Logaritmo de un cociente. 


De las definiciones de funciones exponenciales y logaritmicas base a, se sigue que 
fix) = a x y g(x) = log,, x son funciones inversas una de otra. 



La funcion logaritmo base 10 se llama funcion logaritmica comun o decimal. Asf, 
y = 10* si y solo si x = log 10 y. 

EJEMPLO 2 Otras bases distintas de e 

Despejarx en las siguientes ecuaciones. 

a) 3 X = ^ b ) log 2 x = -4 

Solucion 

a) Resolver la ecuacion aplicando la b) Resolver la ecuacion aplicando la 

funcion logaritmo base 3 en ambos funcion exponencial base 2 en ambos 

lados de la ecuacion. 

3 X = — 

81 

log 3 3* = log 3 ^ 

x = log 3 3“ 4 
x = —4 


lados de la ecuacion. 
log 2 x = — 4 

2 1o S2 x = 2~ 4 


1 
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CAPfTULO 5 


Funciones logarftmica, exponencial y otras funciones trascendentes 


Derivacion e integracion 

Para derivar funciones exponenciales y logarftmicas de base arbitraria, existen tres opciones: 
1) usar las definiciones de a x y log,, x y obtener la derivada mediante las reglas validas para 
las funciones exponencial natural y logarftmica, 2) usar derivacion logarftmica o 3) usar las 
siguientes reglas de derivacion para bases diferentes de e. 


TEOREMA 5.13 DERIVADAS PARA OTRAS BASES DE e 


Sean a un numero real positivo (a A 1) y u una funcion derivable de x. 


1 . 


3. 


-7 ~[a x ] = (In a)a x 
ax 

2. 

d r -i 
— [fl“] = 

dx 

a)x 

4. 



(In a) 


a 


du 

U 

dx 


1 du 
(In a)u dx 


C DEMOSTRACION ) Por defmicion, a x = e a " a)x . Por tanto, se puede demostrar la primera regia 
si u = (In a) x, y al derivar con base e se obtiene 


— | a x \ = — [e( lna )- t ] = e "— = <j( ,n a ) x (|n a) = (In a)a x . 
dx dx dx 

Para demostrar la tercera regia, se puede escribir 


£**-*-£ 


In a 


-lnx 


— 1 
In a \x 


(In a)x 


La segunda y la cuarta formulas simplemente son versiones de la regia de la cadena de la 
primera y la tercera reglas. 


■ lMiMiM Estas reglas de derivacion son analogas a las de la funcion exponencial natural y logaritmo 
natural. De hecho, solo difieren en los factores constantes In a y 1/ln a. He aquf una de las razones 
que hacen de e la base mas conveniente para el calculo. ■ 


EJEMPLO 3 Derivacion de funciones de base distinta 

Encontrar la derivada de cada una de estas funciones. 

a) y = 2 X 

b) y = 2 3x 

c) y = log 10 cos x 

Solucion 

o) y'=£l 2 X ] = (In 2)2* 

b ) y' = — [2 3 *] = (In 2)2 3jc (3) = (3 In 2)2 3x 
dx 

Escribir 2 3x como 8 ' y derivar para comprobar que se obtiene el mismo resultado. 

. . d r , t — senx 1 

c > y = -J- Llogio cos x\ = ,, , rtanx 

dx (lnlO)cosx In 10 
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En ocasiones, un integrando contiene una funcion exponencial en una base distinta de 
e. En tal caso, hay dos opciones: 1) pasar a base e usando la formula a* = e (lna,j: y entonces 
integrar, o 2) integrar directamente, usando la formula de integracion 




a x + C 


(que se deduce del teorema 5.13). 

EJEMPLO 4 Integracion de una funcion exponencial 
en una base distinta 

Hallar f 2 X dx. 

Solucion 

f**-±r + C 

Cuando fue introducida la regia de la potencia D x [x n ] = nx" ~ 1 en el capftulo 2, se exigio 
que n fuese racional. Ahora la regia se extiende a cualquier valor real de n. Intentar probar 
este teorema usando derivacion logarltmica. 


TEOREMA 5.14 REGLA DE LA POTENCIA PARA EXPONENTES REALES 


Sea n cualquier numero real y sea u una funcion derivable de x. 


1. — [x n ] = nx n 1 

dx 


2. — [«"] = nu n 

dx 


du 

dx 


El siguiente ejemplo compara las derivadas de cuatro tipos de funciones. Cada funcion 
requiere una formula de derivacion diferente para la obtencion de la derivada, dependiendo 
de si la base y el exponente son constantes o variables. 


EJEMPLO 5 Comparacion de variables y constantes 


■ MUM Asegurarse de ver que no 
existe una regia sencilla de derivacion 
para y = jc*. En general, si 
y = u( X y (x \ se necesita recurrir a la 
derivacion logarltmica. ■ 


fl) 

-f [c e ] = 0 

ax 

Regia de la constante. 

b ) 

H 

II 

'h 

Regia exponencial. 

c) 

d r n , 

— [x e ] = ex e 1 
dx 

Regia de la potencia. 

d) 

y = x x 

Derivacion logarftmica. 


In y = lnx^ 



In y = x In x 



— = x(-) + (In x)(l) = 

1 + lnx 


y \xj 



y' = y(l + lnx) = x x (l + ln.r) 
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Aplicaciones de las funciones exponenciales 


n 

A 

i 

$1 080.00 

2 

$1 081.60 

4 

$1 082.43 

12 

$1 083.00 

365 

$1 083.28 


Si se depositan P dolares en una cuenta a una tasa anual de interes r (en forma decimal) y 
los intereses se acumulan en la cuenta, /cual es el balance en la cuenta al cabo de 1 ano? 
La respuesta depende del numero n de veces que el interes se compone de acuerdo con la 
formula 


Por ejemplo, el resultado para un deposito de $1 000 a 8% de interes compuesto n veces al 
ano se muestra en la tabla de la izquierda. 

Al crecer n, el balance A tiende a un limite. Para hallarlo, utilizar el siguiente teorema. 
Para comprobar las razones de su contenido, calcular \(x + \)/x] x para varios valores de x, 
como se puede ver en la tabla inferior izquierda. (Una demostracion del teorema se puede 
consultar en el apendice A.) 


X 


10 

2.59374 

100 

2.70481 

1 000 

2.71692 

10 000 

2.71815 

100 000 

2.71827 

1 000 000 

2.71828 


TEOREMA 5.15 UN LIMITE QUE EWOLUCRA AL NUMERO e 


Km 

x — >oo 



lim 

X — >GO 


X + 1 


e 


Ahora, regresar a la formula del balance A en una cuenta con interes compuesto n veces 
por ano. Al tomar el limite cuando n tiende a infinito, se obtiene 


A = Km P 1 + - 


= P Km 

ft— » OO 


1 + 


j_y/' 

n/r 


= P 


X — >00 

= Pe r . 


lim | 1 + - 

x 


Tomar el limite cuando n — » oo. 

Reescribir. 

Hacer x = n/r. Entonces x — > oo cuando n — > oo. 
Aplicar el teorema 5.15. 


Este limite produce el balance despues de 1 ano de interes compuesto continuo. Asi, para 
un deposito inicial de $1 000 a 8% de interes compuesto continuo, el balance al fin de ano 
seria 


A = 1 OOOe 008 
« $1083.29 


Estos resultados se resumen a continuacion. 


Resumen de las formulas de interes compuesto 

Sea P = cantidad a depositar, t = numero de afios, A = balance despues de t afios, 
r = tasa de interes anual (forma decimal) y n = numero de veces que se compone 
por ano. 


2. Compuesto continuamente: A = Pe n 
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EJEMPLO 6 Comparacion de interes compuesto continuo, mensual 
y trimestral 


Se hace un deposito de $2 500 en una cuenta que paga un interes anual de 5%. Calcular el 
balance en la cuenta al final de 5 anos si el interes se compone a ) trimestralmente, b) men- 
sualmente y c ) continuamente. 



El balance en una cuenta de ahorros crece 
exponencialmente 

Figura 5.26 


Solucion 


a) A = P 1 + 


b) A = P 1 + 


= 2 500 


x + 0.05 


= 2 500(1.0125)“° 

= $3 205.09 

/ 0 05 \ 12(5) 

= 2 500(l + — ) 

= 2 500(1.0041667) 60 
« $3 208.40 


Compuesto trimestralmente. 


Compuesto mensualmente. 


c) A — Pe rt — 2 500|V )()5(5) ] Compuesto continuamente. 

= 2 5 00 e 0 25 « $3 210.06 

La figura 5.26 muestra como se incrementa el balance durante el periodo de 5 anos. Notar 
que se debe hacer constar que la escala de la figura no distingue graficamente entre los tres 
tipos de crecimiento exponencial en a), b) y c). 


EJEMPLO 7 Crecimiento de un cultivo de bacterias 


Un cultivo de bacterias crece segun la funcion logistica de crecimiento 


1.25 

1 + 0.25e“ 04 '’ 


t > 0 


donde v es el peso del cultivo en gramos y t es el tiempo en horas. Calcular el peso del 
cultivo despues de a) 0 horas, b) 1 hora y c) 10 horas. d) ( 'Cual es el lfmite cuando t tiende 
a infinito? 


y 



Tiempo (en horas) 

El limite de peso del cultivo cuando t — > oo 
es 1.25 gramos 

Figura 5.27 


Solucion 


a) Cuando t = 0, y = ~ + 

= 1 gramo. 

1.25 

b ) Cuando t = 1, y- { + Q 25e -o. 4 (i) 

~ 1.071 gramos. 
1.25 

c) Cuando t = 10, y - - + 0 25e -o. 4 (io) 

~ 1.244 gramos. 


d ) Por ultimo, al tomar el limite para t tendiendo a infinito, se obtiene 


lfm 


1.25 


t—> oo 1 + 0.25c 


- 0.41 


1.25 
1 + 0 


1.25 gramos. 


La figura 5.27 muestra la grafica de la funcion. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, evaluar la expresion sin usar calculadora. 

1. log 2 | 2. log 27 9 

3. log 7 1 4. log a ~ 

En los ejercicios 5 a 8, escribir la ecuacion exponencial en forma 
logaritmica o viceversa. 


5. a) 

to 

w 

II 

00 

6. 

a) 

27 2/3 

= 9 

b) 

Q-i — I 
J 3 


b) 

I 6 3 / 4 

= 8 

7. a) 

logic 0.01 = “2 

8. 

a) 

lo g 3 9 

= -2 

b ) 

lo go.s 8 = -3 


b) 

491/2 

= 7 


24. a) log 3 x + log 3 (x — 2) = 1 
b) log 10 (x + 3) - log 10 x = 1 

En los ejercicios 25 a 34, resolver la ecuacion y aproximarla a 
tres decimales. 


25. 

3^ = 75 

26. 

5 fa = 8 320 

27. 

2 3 “* = 625 

28. 

3(5*-i) = 86 

29. 

( 1+ »fr=3 

30. 

/, , 0.10\ 365 ' . 
I 1 + 365 j 

31. 

log 2 (x - 1) = 5 

32. 

log 10 (f - 3) = 2.6 

33. 

log 3 x 2 = 4.5 

34. 

log 5 yx — 4 = 3.2 


En los ejercicios 9 a 14, dibujar a mano la grafica de la funcion. 


9. 

y = 3 X 

10. 

y = 

y~ 

11. 

y = er 

12. 

y = 

2* 2 

13. 

/j(x) = 5 X ~ 2 

14. 

y = 

3-1- 


En los ejercicios 15 a 18, encontrar la funcion de la grafica. [Las 
graficas son marcadas como a), b), c) y d).\ 


^ En los ejercicios 35 a 38, usar una herramienta de graficacion 
para representar la funcion y aproximar su(s) cero(s) hasta tres 
decimales. 

35. g(x) = 6(2*-*) - 25 

36. /(f) = 300(1. 0075 12 0 - 735.41 

37. h(s) = 32 log 10 (,s - 2) + 15 

38. g(x) = 1-2 log 10 [x(x - 3)] 


a) y 

6 - / 

; : i — i^'i i i i 

-4 -2 — 2 4 

- 2 -- 

c ) y 

\ 6 -- 
\4 — 


-4 -2 -- 2 4 

- 2 -- 

15. fix) = 3" 

17. fix) = 3" - 1 


En los ejercicios 19 a 24, despejar x ob. 


19. 

a) 

log 10 1 000= x 

20. 

a) 

l°g 3 

81 ■* 


b) 

logioO.l = x 


b) 

loge 

36 = x 

21. 

a) 

1 

II 

K 

m 

OX) 

22. 

a) 

log b 

27 = 3 


b) 

log 2 x = -4 


b) 

log* 

125 = 3 

23. 

a) 

x 2 — x = log 5 25 






b ) 3x + 5 = log 2 64 


b) 



d ) 



16. /( x) = 3 * 
18. f(x) = 3*- 1 


En los ejercicios 39 y 40 ilustrar cuales de las funciones son in- 
versas una de otra al dibujar sus graficas en unos mismos ejes de 
coordenadas. 


39. f[x) = 4* 
gix) = log 4 x 


40. fix) = y 
gix) = log 3 X 


En los ejercicios 41 a 62, encontrar las derivadas de la funcion. 
(Sugerencia: En algunos ejercicios, puede ser de ayuda aplicar las 
propiedades de los logaritmos antes de derivar.) 


42. fix) = 3* 
44. y = 7 2 * -1 


41. 

fix) 

= 4* 

43. 

y = 

5-4* 

45. 

fix) 

= x9 x 

47. 

git) 

= f 2 2' 

49. 

hie) 

= 2“ e COS 170 

51. 

y = 

log 4 ( 5 x + 1 ) 

53. 

hit) 

= log 5 (4 - t ) 2 

55. 

y = 

log 5 n/x 2 — 1 

57. 

fix) 

^ 1 
H 

(N 

OX) 

0 

II 

59. 

/z(x) 

, xjx — 1 

= log 3 2 

61. 

git) 

_ 10 log 4 t 
t 


46. 

y = 

x( 6 -2jc ) 


fit) 

3 21 

48. 

t 

50. 

g(a) 

— 5 ~“/ 2 sen 2 a 

52. 

y = 

log 3 (x 2 - 3x) 

54. 

gif 

= log 2 (f 2 + 7 ) 3 

56. 

fix) 

= log, 3 / 2 x + 1 

58. 

y = 

, x 2 - 1 

log I0 x 

60. 

gix) 


62. 

fit) 

= t 3/2 log 2 Jt + 1 


En los ejercicios 63 a 66, encontrar la ecuacion de la recta tangente 
a la grafica de la funcion en los puntos dados. 


63. y = 2~ x , (-1,2) 64. y = 5*“ 2 , (2,1) 

65. y = log 3 x, (27, 3) 66. y = log 10 2x, (5, 1) 
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En los ejercicios 67 a 70, usar derivation logaritmica para hallar 
dy/dx. 

67. y = x 2 ^ x 68. y = x r ~ 1 

69. y = (x-2) x+1 70. y = (1 + x) l/x 

En los ejercicios 71 a 74, encontrar la ecuacion de la recta tangente 
a la grafica de la funcion en los puntos siguientes. 

7L (f’f) 

72. y = (sen.*) 2 *, lj 

73. y = (lnx) COSJC , (e, 1) 

74. y = x 1 /*, (1, 1) 


En los ejercicios 75 a 82, hallar la integral. 


75. J 3* dx 

77. (x 2 + 2 -jr ) dx 


79. | x(5~ x )dx 

3 2x 


81. 


1 + 3 2 


dx 


76. J 5 ~ x dx 

78. | (x 3 + 3“*) dx 

80. J (3 - x)7 (3 ~ x > 2 dx 

82. I 2 scnjc cos x dx 


En los ejercicios 83 a 86, evaluar la integral. 


83. J 2 X dx 


85. r 

Jo 


(5* — 3 ') dx 


84. 

86 . 


A x ! 2 dx 


(&' — 2 X ) dx 


Area En los ejercicios 87 y 88, calcular el area de la region deli- 
mitada por las graficas de la ecuacion. 

’ = 3*, y = 0, x = 0, x = 3 

: 0, X = 0, X = TT 


87. y ■■ 

88. y = 3 cos x sen X, y 


1 Campos de pendientes En los ejercicios 89 y 90, se proporcionan 
una ecuacion diferencial, un punto y un campo de pendientes. 
a) Esbozar dos soluciones aproximadas de la ecuacion diferen- 
cial sobre el campo de pendientes, una de las cuales pase por el 
punto indicado. b) Usar la integration para encontrar la solucion 
particular de la ecuacion diferencial y con una herramienta de 
graficacion representar la solucion. Comparar el resultado con 
los esbozos del apartado a). 


89- f x = 0Ax/3 ’ (0,s) 


90. 


dy 

dx 


cos x. 


(tt, 2 ) 


/ / / / 
/ / / / 
/ / / / 
/ / / / 
/ / / / 
/ / / / 
. . . / / / / 
II///, 


( / ( / 1 / K / 





Desarrollo de conceptos 


91. Considerar la funcion /(a) = log 10 x. 

a) ^.Cual es el dominio de /? 

b ) Encontrar 

c) Si x es un numero real entre 1 000 y 10 000, deter- 
minar el intervalo en el cual f(x) puede ser encon- 
trado. 

d) Determinar el intervalo en el cual se encuentra a si /(a) 
es negativo. 

e ) Si /(a) aumenta en una unidad, ^por que factor hay que 
multiplicar a? 

/) Hallar el cociente entre x x a x 2 sabiendo que f(x x ) = 3 n 

y /( x 2 ) = n. 

92. Ordenar las funciones 

/(a) = log 2 a, g{x) = a*, /;( a) = a 2 y k(x) = 2 X 

desde la que dene mayor ritmo de crecimiento hasta la que 

tiene el menor, para valores grandes de a. 

93. Calcular la derivada de cada funcion, para a constante. 

a) y = x a b) y — a x 

c ) y = x x d) y = a a 


Para discusion 


94. La tabla de valores se obtuvo para evaluacion de una funcion. 
Determinar cuales de los enunciados pueden ser ciertos o 
falsos y explicar la razon. 


X 

1 

2 

8 

y 

0 

1 

3 


a) y es una funcion exponencial de a. 

b) y es una funcion logaritmica de a. 

c) a es una funcion exponencial de y. 

d) y es una funcion lineal de a. 


95. Inflation Si el ritmo o tasa de inflation anual es, en promedio, 
de 5% para los proximos 10 anos, el costo aproximado C de 
bienes o servicios durante una decada es 

C(f) = P(1.05)' 

donde t es el tiempo en anos y P es el costo actual. 

a) Si el cambio de aceite del automovil cuesta hoy $24.95, 
estimar el precio dentro de 10 anos. 

b) Calcular el ritmo o velocidad de cambio de C respecto a t 
para t — 1 y t = 8. 

c) Verificar que el ritmo de cambio de C es proportional a C. 
^Cual es la constante de proporcionalidad? 
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96. Depreciation Despues de 1 anos, el valor de un automovil 

adquirido por $25 000 es 

V(t) = 25 000(|)'. 

a) Usar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion y determinar el valor del automovil 2 anos despues 
de su compra. 

b) Calcular la razon de cambio de V respecto a t para t = 1 y 
t = 4. 

c) U sar una herramienta de graficacion para representar V\t ) y 
determinar la aslntota horizontal. Interpretar su significado 
en el contexto del problema. 

Interes compuesto En los ejercicios 97 a 100, completar la tabla 
al determinar el balance A para P dolares invertidos a una tasa 
de interes r, durante t anos, n veces al ano. 


n 

1 

2 

4 

12 

365 

Intereses continuos 

A 








105. Interes compuesto Se tiene una inversion de una renta de 
6% compuesto diariamente. ^Cual de las siguientes opciones 
producirla un balance mayor despues de 8 anos? 

a) $20 000 ahora 

b ) $30 000 despues de 8 anos 

c) $8 000 ahora y $20 000 despues de 4 anos 

d ) $9 000 ahora, $9 000 despues de 4 anos y $9 000 despues 
de 8 anos. 

106. Interes compuesto Considerar un deposito de $100 a r% de in- 
teres compuesto continuo durante 20 anos. Usar una herramienta 
de graficacion para representar las funciones exponenciales que 
describen el crecimiento del capital en los siguientes veinte anos 
para cada una de las tasas de interes que se especifican. Comparar 
los balances finales de cada una de las tasas. 

a) r = 3% 

b) r= 5% 

c) r = 6% 

107. Production de madera El rendimiento V (en millones de pies 
cubicos por acre) de un bosque de t anos de edad es 


V = 6.7e(“ 481 >/' 


97. P = $1 000 
r = 3\% 

t = 10 anos 

98. P = $2 500 
r = 6% 

f = 20 anos 

99. P = $1 000 
r = 5% 

t = 30 anos 

100. P = $5 000 
r = 7% 

f = 25 anos 

Interes compuesto En los ejercicios 101 a 104, completar la tabla 
al determinar la cantidad de dinero P (valor presente) que debe ser 
depositada a una tasa r de interes anual para producir un balance 
de $100 000 en t anos. 


t 

1 

10 

20 

30 

40 

50 

P 








101. r = 5% 

Interes compuesto continuo 

102. r = 6% 

Interes compuesto continuo 

103. r = 5% 

Interes compuesto mensual 

104. r = 7% 

Interes compuesto diario 


donde t es medido en anos. 

a) Calcular el volumen lfmite de madera por acre cuando t 
tiende a infinito. 

b) Encontrar el ritmo o velocidad de cambio de V cuando 
t = 20 anos y cuando t = 60 anos. 

108. Teoria del aprendizaje Un modelo matematico para la propor- 
tion P de respuestas correctas tras n ensayos, en un experimento 
sobre aprendizaje, resulto seguir el modelo 

r - °- 86 

1 + e ~°- 25n ' 

a) Calcular la proportion llmite de respuestas correctas cuando 
n tiende a infinito. 

b) Calcular el ritmo de cambio P despues de n — 3 pruebas y 
de n = 10 pruebas. 

109. Defoliation forestal Para estimar la defoliation producida 
por las lagartas durante un ano, un ingeniero forestal cuenta el 
numero de montones de huevos en is de acre en el otono ante- 
rior. El porcentaje de defoliation y esta dado aproximadamente 
por 

300 

y 3 + ll e ~ 0 0625x 

donde x es el numero de montones en miles. ( Fuente : USDA 
Forest Service .) 

ft* a) Usar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion. 

b) Estimar el porcentaje de defoliation si se cuentan 2 000 
montones de huevos. 

c) Estimar el numero de montones de huevos que existen 
si se observa que aproximadamente § del bosque se han 
defoliado. 

d) Mediante el calculo, estimar el valor de x para el que y crece 
mas rapidamente. 
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110. Crecimiento poblacional Un lago se repuebla con 500 peces, 
y su poblacion crece de acuerdo con la curva logfstica 


pit) 


10 000 

1 + 19 e - '/ 5 


donde t se mide en meses. 

a) Usar la funcion de regresion de una herramienta de grafi- 
cacion para representar la funcion. 

b ) ^Cual es el tamano lfmite de la poblacion de peces? 

c) iA que ritmo o velocidad crece la poblacion de peces al 
final de 1 mes y al final del decimo mes? 

d) ('Despues de cuantos meses crece mas de prisa la pobla- 
cion? 

111. Modelado matematico La tabla muestra la resistencia B (en 
toneladas) a la ruptura de un cable de acero de varios diametros 
d (en pulgadas). 


d 

0.50 

0.75 

1.00 

1.25 

1.50 

1.75 

B 

9.85 

21.8 

38.3 

59.2 

84.4 

114.0 


a) Usar la funcion de regresion de la herramienta de graficacion 
para ajustar un modelo exponencial a los datos. 

b) Usar una herramienta de graficacion para representar los datos 
y el modelo. 

c) Calcular el retomo o la tasa de crecimiento del modelo cuando 
d= 0.8y<? = 1.5. 

112. Comparacion de modelos Los numeros y (en miles) de 
trasplantes de organos en Estados Unidos de 2001 a 2006 se 
muestran en la tabla, con x = 1 correspondiendo a 200 1 . ( Fuente : 
Organ Procurement and Transplantation Network) 


X 

l 

2 

3 

4 

5 

6 

y 

24.2 

24.9 

25.5 

27.0 

28.1 

28.9 


a) Usar la habilidad de regresion de una herramienta de grafica- 
cion para encontrar los siguientes modelos para los datos. 

Vj = ax + b y 2 = a + b In x 

y 3 = ab* y A — ax b 

b) Usar una herramienta de graficacion para representar los 
datos y graficar cada uno de los modelos. (,Que modelo se 
ajusta mejor a los datos? 

c) Interpretar la pendiente del modelo lineal en el contexto 
del problema. 

d) Encontrar la razon de cambio de cada uno de los modelos 
para el ano 2004. ^Que modelo se incrementa a la mas 
grande razon en 2004? 

113. Conjetura 

a) Usar una herramienta de graficacion que aproxime las 
integrales de las funciones 

fit) = 4(|) 2,/3 , g(t) = 4®' y hit) = 4e -^ss6 f 
en el intervalo [0, 4]. 

b) Usar una herramienta de graficacion para representar las 
tres funciones. 


c) Usar los resultados de los apartados a) y b) para formular 
una conjetura acerca de las tres funciones. ^Podrfa haber 
realizado una conjetura usando solo el apartado a)2 Expli- 
car. Demostrar la conjetura analiticamente. 

114. Completar la tabla para demostrar que e puede defmirse tambien 
como lun (1 + x) l/x . 

x — »0 + 


X 

i 

10 _1 

10“ 2 

10“ 4 

10“ 6 

(i + x yp 







En los ejercicios 115 y 116, encontrar una funcion exponencial 
que se ajuste a los datos experimentales tornados en los tiempos 
t indicados. 


t 

0 

l 

2 

3 

4 

y 

1 200.00 

720.00 

432.00 

259.20 

155.52 


t 

0 

l 

2 

3 

4 

y 

600.00 

630.00 

661.50 

694.58 

729.30 


En los ejercicios 117 a 120, encontrar el valor exacto de la ex- 
presion. 

117. 5 1 / 1 ” 5 118. 6 ln 10/ In 6 

119. 9 1 '' 1 ” 3 120. 32 1 / 1 ” 2 


fVerdadero o falso? En los ejercicios 121 a 126, determinar si 
la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar la razon o 
dar un ejemplo que muestre su falsedad. 

271 801 
12L e “ 99 900 

122. Si f{x) = In x, entonces f(e " + ’) — f(e ") = 1 para cualquier 
valor de n. 

123. Las funciones fix) = 2 + e x y g(x) = In (x — 2) son inversas 
una de otra. 


124. La funcion exponencial y = Ce x es la solution de la ecuacion 
diferencial d n y/dx" = y, n = 1, 2, 3, ... 

125. Las graficas fix) = e x y g(x) = e~ x se cortan en angulo recto. 

126. Si fix) = g(x) e x , los unicos ceros de / son los ceros de g. 

127. a) Mostrar que (2 3 ) 2 A 2^. 

b) ^Son fix) = (x 1 )* y g(x) = x ix,) la misma funcion? i,Por 
que si o por que no? 

c) Encontrar fix) y g\x). 

128. Sea fix) = + | para a > 0, a # 1. Mostrar que/tiene 

una funcion inversa. Entonces encontrar/ -1 . 

129. Demostrar que al resolver la ecuacion diferencial logfstica 


dy _ 8 
~dt~ 25 


y(f - y), y(0) = 1 


se obtiene la funcion de crecimiento logfstico del ejemplo 7. 
Sugerencia: — r = % f — + - — ) 

Hi y) 5 \y i y)_ 
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130. Dada la funcion exponencial f(x) = a x , demostrar que 

a) f(u + v) = f(u) ■ f(y) 

b) f(2x) = [f(x)] 2 . 

131. a) Determinar y' dado y x = x y . 

b ) Encontrar la pendiente de la recta tangente a la grafica de 
y* = x y en cada uno de los siguientes puntos. 

0 (c, c) 
it) (2,4) 

Hi) (4, 2) 

c) En cuales puntos de la grafica de y x = x y no existe la recta 
tangente? 

132. Considerar la funcion f(x) = 1 + x y g(x) = b x , b > 1 . 

a) Sea b = 2, usar la herramienta de graficacion para repre- 
sentar / y g en la misma pantalla. Identificar los puntos de 
intersection. 

b) Repetir el apartado a) usando b = 3. 


c) Calcular todos los valores de b tales que g(x) S fix ) para 
todo x. 


Preparacion del examen Putnam 


133. ^Cual es mayor 

(y^)y^+T Q (y, 7 + l) 7 " 


donde /z > 8? 


134. Demostrar que si x es positivo, entonces 


log. 



> 


1 

I + x 


Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Competi- 
tion. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 


PR0YECT0 DE TRABAJO 


Estimacion grafica de pendientes 


Sea /(*) = 



x A 0 
x = 0. 


a) Usar una herramienta de graficacion para representar f en la 
ventana — 3 £ jc ^ 3, —2 < y < 2. ^Cual es el dominio de /? 

b) Usar las funciones trace y zoom de la herramienta de graficacion 
para estimar 


li'm /(*). 


c) Explicar brevemente por que la funcion f es continua en todos 
los numeros reales. 

d) Estimar a simple vista la pendiente de / en el punto (0, 1). 

e) Explicar por que la derivada de una funcion se puede aproximar 
mediante la formula. 


fix + Ax) - f(x - Ax) 
2Ax 


para valores pequenos de Ax. Usar esta formula para aproximar 
la pendiente de f en el punto (0, 1). 

^ /( 0 + A-*) ~ /( 0 ~ At) = /(Ax) - /(-Ax) 

1 1 ; 2Ax 2Ax 

7 ,Cual es la pendiente de f en (0, 1)? 

f) Hallar una formula para la derivada de f y determinar /'( 0). Ex- 
plicar por escrito por que una herramienta de graficacion puede 
proporcionar un valor incorrecto de la pendiente de una grafica. 

g) Usar esa formula para la derivada de f con el fin de encontrar los 
extremos relativos de /. Verificar su respuesta con la herramienta 
de graficacion. 

PARA MAYOR INFORMACION Para saber mas sobre el uso de 
herramientas de graficacion para estimar pendientes, ver el artfculo 
“Computer-Aided Delusions”, de Richard L. Hall en The College 
Mathematics Journal. 
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Funciones trigonometricas inversas: derivacion 

■ Desarrollar propiedades de las seis funciones trigonometricas inversas. 

■ Derivar las funciones trigonometricas inversas. 

■ Repasar las reglas basicas de derivacion de las funciones elementales. 


Funciones trigonometricas inversas 


y = seruc 

Dominio: [— 7r/ 2,7 r / 2] 

Recorrido o rango: [—1, 1] 


y 



La funcion seno es inyectiva en 

[-77/2, 77-/2] 

Figura 5.28 


Esta section comienza con una afirmacion sorprendente: ninguna de las seis funciones 
trigonometricas tienen inversa. Y es cierto, ya que las seis funciones trigonometricas son 
periodicas y, en consecuencia, no son inyectivas. En esta section se analizan esas seis funcio- 
nes para ver si es posible redefinir su dominio de manera tal que, en el dominio restringido, 
tengan funciones inversas. 

En el ejemplo 4 de la section 5.3 se vio que la funcion seno es creciente (y por tanto 
inyectiva) en el intervalo [— tt/2, 7t/ 2] (ver la figura 5.28). En ese intervalo se puede definir 
la inversa de la funcion seno restringida como 

y = arcsen x si y solo si sen y = x 

donde — 1 < x < 1 y — 7r/2 ' arcsenx ' 7 t/2. 

Bajo restricciones adecuadas, cada una de las seis funciones trigonometricas es inyectiva 
y admite inversa, como se muestra en las siguientes definiciones. 


DEFINICION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 


Funcion 


Dominio 


Recorrido o rango 


y = arcsen x si y solo si sen y = x 
y = arccos x si y solo si cos y = x 

y = arctan x si y solo si tan y = x 
y = arccot x si y solo si cot y = x 


-1 

< 

X < 

1 

77 

~2 

< 

y 

< 

-1 

< 

X < 

1 

0 < 

y 

< 

77 


— OO 

< 

X 

< 

OO 

77 

~~2 

< 

y 

< 

77 

2 

— OO 

< 

X 

< 

OO 

o 

A 

y 

< 

77 



y = arcsec x si y solo si sec y = x |x| > 1 

y = arccsc x si y solo si esc y = x M > 1 


0 < y < 77, 

77 77 


El termino “arcsen x” se lee “el arco seno de x" o algunas veces “el angulo cuyo seno es x”. 
Una notation altemativa de la funcion inversa del seno es “sen 1 x”. ■ 


EXPLORACION 


La funcion inversa de la secante En la definition anterior, la funcion inversa de la 
secante se ha definido restringiendo el dominio de la funcion secante a los intervalos 


0 , 


77 


u 


77 

2 ’ 


La mayorfa de los libros coincide en la restriction elegida, pero 


algunos discrepan. (i Que' otros dominios podrfan adoptarse? Explicar el razonamiento 
graficamente. La mayorfa de las calculadoras no dispone de la funcion inversa de la se- 
cante. ('.Como se puede evaluar la funcion inversa de la secante con la calculadora? 
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y 


y = arcsen x 



Dominio:[— 1, 1] 

Recorrido o rango: [— tt/ 2, ir/2] 


y 


y = arccsc x 



Dominio: (— oo, — 1] U [1, oo) 

Recorrido o rango: [— tt/2, 0) U (0, tt/2] 

Figura 5.29 


■ .MUM A1 evaluar funciones trigo- 
nometricas inversas es importante 
recordar que los angulos estdn medidos 
en radianes. ■ 


Las graficas de las seis funciones trigonometricas inversas se muestran en la figura 
5.29. 


y 


y 



Dominio: [— 1, 1] 
Recorrido o rango: [0, tt] 



Dominio: (— oo, oo) 

Recorrido o rango: ( - tt/2, tt/2) 


y 



y = arccot x 

- - TT - 


7T\ 


2 


-2 -1 

1 2 



X 


X 


Dominio: (— oo, — 1] U [1, oo) Dominio: (— oo, oo) 

Recorrido o rango: [0, 7 r/ 2) U (77/ 2, 77] Recorrido 0 rango: (0, tt) 


EJEMPLO I Evaluacion de las funciones trigonometricas inversas 


Evaluar cada una de las funciones. 

a) arcsen^ - 2^ ft) arccos 0 c) arctan V3 

Solucion 


d) arcsen(0.3) 


a) Por definicion, y = arcsen (—5) implica que sen y = — 5. En el intervalo [—tt/2, tt/2] 
el valor correcto de y es — tt/ 6 . 


arcsen 


H-f 


b) Por definicion y = arccos 0 implica que cos y = 0. En el intervalo [0, tt] se tiene 

y = tt/2. 


arccos 0 = 


TT 


c) Por definicion, y = arctan V3 implica que tan y = v'3 . En el intervalo {—tt/2, tt/2), 
se tiene y = tt/3. 

nr TT 

arctan v3 = — 

d ) A1 utilizar la calculadora en modo radianes se obtiene 


arcsen (0.3) ~ 0.305. 


SECCION 5.6 Funciones trigonometricas inversas: derivacion 


375 



Las funciones inversas tienen las propiedades 
f(.f-'(x)) =x y f-\f(x)) = x 

Cuando se aplican estas relaciones a las funciones trigonometricas inversas, debe tenerse 
en cuenta que las funciones trigonometricas tienen inversas solo en dominios restringidos. 
Para valores de x fuera de esos dominios, esas dos propiedades no son validas. Por ejemplo, 
arcsen (sen 7 r) es 0, no 7 r. 


PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 

Si — 1 < x < 1 y — 7 t/ 2 < y < 7 t/ 2, entonces 
sen(arcsen x) = x y arcsen(sen y) = y. 

Si — 77/2 < y < 7 t/ 2, entonces 

tan(arctan x) = x y arctan(tan y) = y. 

Si |;r| s 1 y 0 ^ y < 7r/2 o 77/2 < y < 7r, entonces 
sec(arcsec x) = x y arcsec(sec y) = y. 

Propiedades analogas son validas para otras funciones trigonometricas inversas. 


EJEMPLO 2 Resolucion de una ecuacion 



y = arcsen x 

Figura 5.30 


arctan(2x — 3) = — 

77 

tan[arctan(2x — 3)] = tan — 

2x - 3 = 1 
x = 2 


Ecuacion original. 

Tomar tangentes en ambos lados. 

tan(arctan jc) = x. 

Despejar x. 


Algunos problemas de calculo requieren la evaluacion de expresiones del tipo 
cos(arcsen x), como se muestra en el ejemplo 3. 

EJEMPLO 3 Uso de triangulos rectangulos 

a) Dado y = arcsen x, donde 0 < y < 7r/2, encontrar cos y. 

b) Dado y = arcsec(v / 5/2), encontrar tan y. 

Solucion 



7 ! 

y = arcsec— 

Figura 5.31 


a) Como y = arcsen x, se sabe que sen y = x. Esta relacion entre x y y puede representarse 
en un triangulo rectangulo, como se muestra en la figura 5.30. 

cosy = cos(arcsenx) = a . ^ = Vl — x 2 

hip. 

(Este resultado es tambien valido para — 7r/2 < y < 0.) 

b ) A1 utilizar el triangulo rectangulo mostrado en la figura 5.31 se obtiene 


tany = tan 



op. _ 1 
adj. 2 
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No hay acuerdo universal 
sobre la definicion de arcsec x (o de 
arccsc x) para valores negativos de x. 
Cuando se definio aquf el recorrido o 
rango de arco secante, se eligio preser- 
var la identidad recfproca. 

1 

arcsec x = arccos — . 

x 

Por ejemplo, para evaluar arcsec (—2), 
se puede escribir 

arcsec( — 2) = arccos) — 0.5) ~ 2.09. 

Una de las consecuencias de la 
definicion de la inversa de la funcion 
secante dada en este texto es que su 
grafica tiene pendiente positiva en todo 
valor de x de su dominio. (Ver la figura 
5.29.) Elio se refleja en el signo de 
valor absolute en la formula de la 
derivada de arcsec x. ■ 


Derivadas de las funciones trigonometricas inversas 

En la section 5. 1 se vio que la derivada de la funcion trascendente f(x) = In x es la funcion 
algebraica f'(x) = 1/x. A continuation se vera que las derivadas de las funciones trigono- 
metricas inversas son tambien algebraicas (aunque las funciones trigonometricas inversas 
son trascendentes). 

El proximo teorema presenta las derivadas de las seis funciones trigonometricas inversas. 
En el apendice A se presentan las demostraciones para arcsen u y arccos u, y el resto se deja 
como ejercicio (ver el ejercicio 104). Notar que las derivadas de arccos w, arccot u y arccsc 
u son las negativas de la derivada de arcsen u, arctan it y arcsec u, respectivamente. 


TEOREMA 5.16 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 

Si u es una funcion derivable de x. 



— i [arcsen u] = 
dx 

u' 

— [arccos u] = 
dx 

— u ' 

Vl — u 2 

J\ — u 2 

— [arctan u] = 
dx 

u' 

— [arccot u] = 
dx 

— u ' 

1 + u 2 

1 + u 2 

— [arcsec u] = 
dx 

u' 

— [arccsc u ] = 
dx 

— u ' 

|m| Vm 2 — l 

|m| x/m 2 — 1 


TECNOLOGIA Si la herramienta 
de graficacion no tiene la funcion arco 
secante, se puede obtener la grafica 
usando 

fix) = arcsec x = arccos — . 

x 


EJEMPLO 4 Derivation de funciones trigonometricas inversas 


\ d r , n 2 2 

a) - [arcsen (2x)] - ^ _ = - 7f _ 

h) |[™™(3b]-- n ^r = r ^ ? 


( 1 / 2 ) 


r" 1/2 


1 


1 


Vl — X 

le 2 * 


2^/x^/l — x 2^Jx — x 2 
2e lx 2 


c ) — f arcsen ^/x \ = 
dx 

d) £ [arcsec e-[ - ( ^ , 

El signo de valor absoluto no es necesario, porque e 2x > 0. 

EJEMPLO 5 Una derivada que puede ser simplificada 


y = arcsen x 


+ x^/T 


y' = + X ^j(-2x)(l - X 2 ) 1/2 + J\ - X 2 

= 1 x2 ac rv~r~ v 2 

yr^ 2 v 

= V i - x 2 + Vi - x 2 
= 2>/l " x 2 


m En el ejemplo 5, se aprecia una de las ventajas de las funciones trigonometricas inversas: 
pueden utilizarse para integral' funciones algebraicas comunes. Por ejemplo, del resultado mostrado 
en el ejemplo se desprende que 


— x 2 dx = — (arcsen x + xVl — x 2 ). 
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y = (arctan x ) 2 2 



-1 -- 


La grafica de y = (arctan x) 2 tiene una 
asintota horizontal a y— tt 2 /4 

Figura 5.32 



No esta dibujado a escala 


La camara debe estar a 2.236 pies de la 
pared para maximizar el angulo [3 

Figura 5.33 


EJEMPLO 6 Analisis de la grafica de una funcion trigonometrica 
inversa 

Analizar la grafica de y = (arctan x) 2 . 

Solucion De la derivada 

y ' = 2 (arctan x) 

_ 2 arctan x 
1 + x 2 

se puede observar que el unico punto crftico es x = 0. Por el criterio de la primera derivada, 
este valor corresponde a un mfnirno relativo. De la segunda derivada se obtiene 

(1 + x 2 )^— p — 2 ^ — (2 arctan x)(2x) 

y " = (1 + .x 2 ) 2 

_ 2(1 — 2.x arctan .x) 

(1 + x 2 ) 2 

se concluye que los puntos de inflexion se presentan donde 2x arctan x = 1 . A1 utilizar el 
metodo de Newton, esos puntos son x ~ ±0.765. Por ultimo, como 

jj-2 

lfm (arctan x) 2 = — 

4 

se concluye que la grafica tiene a y = 7r 2 /4 como asmtota horizontal. La figura 5.32 muestra 
la grafica. 


1 + x 2 


EJEMPLO 7 Obtener un angulo maximo 

Un fotografo esta fotografiando un cuadro de 4 pies de altura colgado en una pared de una 
galena de arte. La lente de la camara esta a 1 pie bajo el extremo inferior del cuadro como 
se muestra en la figura 5.33. i A que distancia de la pared debe colocarse la camara para 
conseguir que el angulo subtendido por la lente de la camara sea maximo? 

Solucion En la figura 5.33, sea (i el angulo que se desea maximizar 
(3 = 0 — a 

x 

= arccot — — arccot x 
A1 derivar se obtiene 


d(3 = -1/5 -1 

dx 1 + (x 2 /25) 1 + x 2 

= + — 1 — 

25 + x 2 1 + x 2 

4(5 — x 2 ) 

(25 + x 2 )(l + x 2 )’ 


como d[3/ dx = 0 cuando x = V5, se puede concluir por el criterio de la primera derivada 
que esta distancia hace maximizar el angulo /3. Asf pues, la distancia es x ~ 2.236 pies y el 
angulo maximo es (3 ~ 0.7297 radianes ~ 41.81°. 
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Galileo Galilei (1564-1642) 


La vision de la ciencia de Galileo diferia 
de la aceptada perspectiva aristotelica 
de que la Naturaleza tiene magnitudes 
susceptibles de description, tales como 
"fluidez”o“potencialidad”. El quiso 
describir el mundo fisico en terminos de 
cantidacles inedibles, como el tiempo, la 
distancia, la fuerza y la masa. 


Resumen de las reglas basicas de derivacion 

A principios del siglo xvn, Europa se vio inmersa en una era cientffica representada por 
grandes pensadores como Descartes, Galileo, Huygens, Newton y Kepler. Estos hombres 
crefan en una naturaleza gobernada por leyes basicas, expresables en gran parte en terminos 
matematicos. Una de las publicaciones mas influyentes de la epoca — el Dialogo soprai die 
massimi sistemi del mondo de Galileo Galilei — se ha convertido en una descripcion clasica 
del pensamiento cientffico moderno. 

Conforme las matematicas se han ido desarrollando en los siglos posteriores, se ha visto 
que unas cuantas funciones elementales son suficientes para modelar la mayorfa* de los 
fenomenos de la ffsica, la qufmica, la biologia, la ingenierfa, la econorma y otros campos. 
Una funcion elemental es una funcion de la lista siguiente o una que puede obtenerse con 
estas mediante sumas, productos, cocientes o composiciones. 


Funciones algebraicas 


Funciones trascendentes 


Funciones polinomiales 
Funciones racionales 
Funciones con radicales 


Funciones logantmicas 
Funciones exponenciales 
Funciones trigonometricas 
Funciones trigonometricas inversas 


Con las reglas de derivacion introducidas hasta ahora en el texto es posible derivar cualquier 
funcion elemental. Por conveniencia, se resumen esas reglas a continuacion. 


Reglas basicas de derivacion de funciones elementales 


1. —\_cu\ = cu' 
dx 


2. -j-[u ± v] = u' ± v' 
dx 


4 -l 


VU — uv 


5. -He] = o 
dx 


7. -f[x] = 1 
dx 


8. ~r\\ u W = rr(wO> u=f= 0 

(XX IX 


10. —[e u ] = e u u' 
dx 




13. — [senn] = (cos u)u' 
dx 


14. —[cosh] = — (sen u)u' 
dx 


16. — [cot h] = —(esc 2 u)u' 
dx 


17. —[sec h] = (sec u tan u)u' 
dx 


i o dL- r i w 

19. - [arcsennj = 


dx 




20. - [arccos u\ = 


dx 




22. -7-[arccot h] = - — — r 
dx 1 + H 


d r n u' 

23. — [arcsec u\ = — — 

dx | u | v u 2 — 1 


3. 

6 . 

9. 

12 . 

15. 

18. 

21 . 

24. 


d 

dx 

d_ 

dx 

d 

dx 

d_ 

dx 

d_ 

dx 

d 

dx 

d_ 

dx 

d_ 

dx 


[hv] = uv' + vh' 

[«»] = nu"~ l u' 

[In u] = ~ 
u 

[a"] = (In a ) a u u ' 

[tan u ] = (sec 2 u) u ' 

[esc h] = — (esc h cot m) m ' 
[arctan m] = — ^ — r 

1 + H Z 

[arccsc u] = = 

\U v U — 1 


* Algunas funciones importantes usadas en ingenieria y ciencias (como las funciones de Bessel y la 
funcion gamma) no son funciones elementales. 
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Ejercicios 


Analisis numerico y grafico En los ejercicios 1 y 2, a) usar una 
herramienta de graficacion para completar la tabla, b) representar 
a mano los puntos de la tabla y la funcion, c ) usar una herramien- 
ta de graficacion para representar la funcion y comparar con el 
dibujo del apartado b) y d ) hallar las intersecciones con los ejes y 
las simetrlas de la grafica. 


X 

-l 

-0.8 

-0.6 

-0.4 

-0.2 

0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1 

y 













1. y = arcsen x 2. y = arccos x 

En los ejercicios 3 y 4, determinar las coordenadas faltantes de 
los puntos sobre la grafica de la funcion. 




En los ejercicios 5 a 12, evaluar la expresion sin usar calculadora. 


5. 

arcsen \ 

6. 

arcsen 0 

7. 

l 

arccos 5 

8. 

arccos 1 

9. 

arctan^ 

3 

10. 

arccot(— 75) 

11. 

arccsc(— 72) 

12. 

arcsec(— s/2) 


En los ejercicios 13 a 16, usar la calculadora para aproximar el 
valor. Redondear la respuesta a dos decimales. 

13. arccos( — 0 . 8 ) 14. arcsen(— 0 . 39 ) 

15. arcsec 1.269 16. arctan( — 5) 

En los ejercicios 17 a 20, evaluar la expresion sin usar calculadora. 
(Sugerencia: Ver el ejercicio 3.) 

17. a) sen 

b ) sec 
19. a) cot 

b ) esc 


arctan - 


: arcsen - 


arcsen — 


arctan — — 
12 


18. a) tan^arccos 
b) cos[ arcsen 
20 . a) sec 
b ) tan 


arctan — 


72 

2 

5 

13 

3 

5 


En los ejercicios 21 a 26, usar la figura para escribir la expresion 
en forma algebraica dada y = arccos x, donde 0 < y < tt/2. 


21. 

cos y 

22. 

sen y 

23. 

tan y 

24. 

cot y 

25. 

sec y 

26. 

esc y 



En los ejercicios 27 a 34, escribir la expresion en la forma alge- 
braica. [Sugerencia: Trazar un triangulo rectangulo, como se 
demostro en el ejemplo 3.] 


27. 

cos(arcsen 2x) 

28. 

sec(arctan Ax) 

29. 

sen(arcsec x) 

30. 

cos(arccot x) 

31. 

( X \ 
tanl arcsec — 1 

32. 

sec[arcsen(x — 

33. 

( x \ 
csc^ arctan 

34. 

( x ~ 
cos arcsen 

V r 


I En los ejercicios 35 y 36, a) utilizar una herramienta de graficacion 
para representar / y g en la misma pantalla para verificar si son 
iguales, b) usar algebra para verificar que f y g son iguales y c) 
identificar las aslntotas horizontales de las graficas. 


35. f(x) = sen(arctan 2x), 

36. f{x) = tan ^ arccos 


g(x) 

g(x) 


2x 

VTTtf 

74 - .V 2 


x 


En los ejercicios 37 a 40, despejar x. 

37. arcsen(3x — n) = \ 38. arctan(2x — 5 ) = — 1 

39. arcsen J2x = arccos 7* 40. arccos x — arcsec x 


En los ejercicios 41 y 42, verificar cada identidad. 

41. a) arccscx = arcsen—, x a 1 

x 

1 7 r 

b) arctan x + arctan — = — , x > 0 
x 2 

42. a) arcsen(— x) = — arcsen.r, \x\ £ 1 

b ) arccos(— x) = tt — arccos x, |jc| £ 1 


En los ejercicios 43 a 62, hallar la derivada de la funcion. 


43. f(x) = 2 arcsen (x — 1) 
x 

45. g{x) = 3 arccos - 

47. f(x) = arctan e x 

, , arcsen 3x 
49. g(x) = 

51. h(t) = sen (arccos t) 


44. fit) ~ arcsen t 2 
46. fix) — arcsec 2x 

48. fix) = arctan 7x 

50. h (x) = x 2 arctan 5x 

52. fix) = arcsen x + arccos x 
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53. 

54. 

55. 

56. 

57. 


58. 


59. 

60. 
61. 

62. 


y = 2x arccos x — 2*Jl — x 2 
y = ln(t 2 + 4) — — arctan — 

1/1 , x + 1 

y = — — In r + arctan x 

' 2 \2 x - l 


y = 


xV4 — x 2 + 4 arcsen| — 


y = x arcsen x + v/l — x 2 


y = x arctan 2x — — ln(l + 4x 2 ) 

0 x xj 16 — a 2 

y = o arcsen — 

* 4 2 

y = 25 arcsen^ — x^/25 — x 2 


y = arctan x + 


1 + x 2 

1 


y = arctan -- 2 ( x 2 + 4 ) 


En los ejercicios 63 a 68, encontrar una ecuacion de la recta tan- 
gente a la grafica de la funcion en un punto dado. 

' 1 7 t\ 


63. y — 2 arcsen x. 


2’ 3 


1 / V5 3tt 

64. y = — arccos x, I — — , - 


65. y = arctan — , 


66. y = arcsec 4x, 


67. y = 4xarccos(x — 1), (1, 2 tt) 

^1 Tt’ 1 

\2’ 4/ 


68. y = 3x arcsen x, ~ 


>/2 7T 
4 ’ 4 


IftVl Aproximacion lineal y cuadratica En los ejercicios 69 a 72, usar un 
sistema algebraico por computadora para hallar la aproximacion 
lineal l\(x) =/(«) + f'(a)(x — a) y la aproximacion cuadratica 
P 2 (x) = f(a) + f'(a)(x — a) + ' 2 f"(a)(x — a) 2 de la funcion / en 
x = a. Dibujar la grafica de la funcion y sus aproximaciones lineal 
y cuadratica. 

69. f(x) = arctan x, a = 0 70. /(x) = arccos x, a = 0 

71. /(x) = arcsen x, a 72. /(x) = arctan x, a = 1 


Derivacion impUcita En los ejercicios 81 a 84, encontrar la 
ecuacion de la recta tangente a la grafica de la ecuacion en el 
punto dado. 

81. x 2 + x arctan y = y — 1, l — 1 j 

82. arctan(xy) = arcsen(x + y), (0, 0) 

83. arcsen x + arcsen y = 

84. arctan (x + y) = y 2 + “, (1,0) 


(##) 


Desarrollo de conceptos 


85. Explicar por que los dominios de las funciones trigonome- 
tricas estan restringidos cuando se calcula la funcion trigo- 
nometrica inversa. 

86. Explicar por que tan tt = 0 no implica que arctan 0 = n. 

87. Explicar como dibujar y = arccot x en una herramienta de 
graficacion que no tiene la funcion arco cotangente. 

88. ^Son las derivadas de las funciones trigonometricas inversas 
algebraicas o trascendentales? Mencionar las derivadas de 
las funciones trigonometricas inversas. 

^1 89. a ) Usar una herramienta de graficacion para evaluar arcsen 
(arcsen 0.5) y arcsen (arcsen 1). 

b) Sea fix) = arcsen(arcsen x). Hallar el valor de x en el in- 
tervalo -1 < x £ 1 tal que/(x) es un numero real. 


Para discusion 


90. El punto 0 J esta en la grafica de y = cos x. 0, — j 

se encuentra en la grafica de y = arccos x? Si no es asl, ^,esto 
contradice la definicion de la funcion inversa? 


fVerdadero o falso? En los ejercicios 91 a 96, determinar si la 
expresion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o dar 
un ejemplo que lo demuestre. 


En los ejercicios 73 a 76, encontrar los extremos relativos de la 
funcion. 

73. fix) = arcsec x — x 

74. f(x) = arcsen x — 2x 

75. fix) = arctan x — arctan(x — 4) 

76. hix) = arcsen x — 2 arctan x 

En los ejercicios 77 a 80, analizar y bosquejar una grafica de la 
funcion. Identificar algun extremo relativo, puntos de inflexion, 
y asintotas. Usar una herramienta de graficacion para verificar 
sus resultados. 

IT 

77. fix) = arcsen(x — 1) 78. fix) — arctan x + — 

x 

79. fix) = arcsec 2x 80. fix) = arccos — 


91. Dado que cos ( — yj = — se tiene que arccos ~ — ~ 

n, tt _ J2 

92. arcsen — = „ . 

4 2 

93. La pendiente de la grafica de la funcion tangente inversa es 
positiva para todo x. 

94. El dominio de y = arcsen x es [ 0 , 77]. 

95. — [arctanftan x)] = 1 para todo x en su dominio. 
dx 

96. arcsen 2 x + arccos 2 x = 1. 

97. Razon de cambio angular Un aeroplano vuela a una altitud 
de 5 millas hacia un punto directamente sobre un observador. 
Considerar By x como se muestra en la figura siguiente. 
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a) Escribir 8 como una funcion de x. 

b) La velocidad del aeroplano es 400 millas por hora. Encon- 
trar dd/dt cuando jc = 10 millas y cuando x = 3 millas. 

98. Redactor Repetir el ejercicio 97 si la altitud del aeroplano es 
3 millas y describir como la altitud afecta la razon de cambio 
de 8. 

99. Ritmo o velocidad de cambio angular En un experimento 
sobre cafda libre, se deja caer un objeto desde una altura de 256 
pies. Una camara situada en el suelo y distante 500 pies del punto 
de impacto, toma imagenes de la cafda (ver la figura). 

a) Hallar la funcion position que describe la altura del objeto 
en cada instante t, suponer que se deja caer en t = 0. ^En 
que momento el objeto llega al suelo? 

b) Calcular la razon de cambio del angulo de elevation de la 
camara cuando t = 1 y t = 2. 


J 

x' 1 

✓ ' I 

„ ' " |256 pies 

*' i 

JH w 

HI HHH H " 

No esta dibujado a escala 

Figura para 99 

100. Razon de cambio angular Una camara de television a nivel del 
suelo graba el despegue vertical de un cohete desde un punto a 
800 metros del punto de lanzamiento. Sea 8 el angulo de eleva- 
tion del cohete y s la distancia entre la camara y el cohete (ver 
la figura). Expresar 8 como funcion de s durante el ascenso del 
cohete. Diferenciar el resultado para hallar d8/dt en terminos de 
s y de ds/dt. 

101. Maximization de un angulo Una cartelera de 85 pies de dis- 
tancia de separation es perpendicular a un camino recto y esta 
a 40 pies del camino (ver la figura). Encontrar el punto sobre el 
camino en el cual el angulo 8 subtendido por la carretera es un 
maximo. 


I 


Xd " 

800 m 

No esta dibujado a escala 

Figura para 100 




102. Velocidad angular Un carro patrulla esta estacionado a 50 
pies de un almacen grande (ver la figura). La luz giratoria en la 
parte superior del carro gira a una razon de 30 revoluciones por 
minuto. Escribir 8 como una funcion de x. (,Que tan lejos esta 
el rayo de luz moviendose a lo largo de la pared cuando el rayo 
hace un angulo de 8 = 45° con la lfnea perpendicular desde la 
luz hasta la pared? 

x + y 


103. a) Demostrar que arctan x + arctan y = arctan 
xy # 1. 


1 — xy 


b) Usar la formula del apartado a) para probar que 

1 1 7T 

arctan — + arctan — = — . 

2 3 4 


1 [" «]=, 


104. Verificar las siguientes formulas de derivacion. 

a) 

b) — [arccot u\ = v 

dx 1 + ii- 

d r , u' 

c) — Larcsec wj = . 0 

dx |u| Jir — 1 

d) -j- [arccsc u] = 

105. Existencia de una inversa Determinar los valores de k para 
los que la funcion f(x) = kx + sen x tiene funcion inversa. 

106. Parapensar Usar una herramienta de graficacion para repre- 
sentar f(x) = sen x y g(x) = arcsen (sen x). 

a) (,Por que la grafica de g no es la recta y = xl 

b ) Hallar los extremos de g. 

107. a) Representar la funcion /( x) = arccos x + arcsen x sobre el 

intervalo [ — 1, 1], 

b) Describir la grafica de f. 

c ) Comprobar el resultado del apartado b ) analfticamente. 

x 


108. Comprobar que arcsen x = arctan 




J\ — x 


\x\ < 1. 


109. Calcular el valor de c en el intervalo [0, 4] sobre el eje x que 
maximiza el angulo 8. 


y 




Figura para 110 


110. Encontrar PR tal que 0 £ PR — ~iy m Z 8 sea un maximo. 

111. Algunos textos de calculo definen la inversa de la funcion secante 
usando el dominio [0, tt/2) u [it, 3 it/ 2). 

a) Hacer un boceto de la grafica y = arcsec x usando este 
rango. 

b) Mostrar que y ' = — z 

ry.r — 1 


Figura para 101 


Figura para 102 
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CAPITULO 5 Funciones logarftmica, exponencial y otras funciones trascendentes 


Funciones trigonometricas inversas: integracion 


■ Integrar funciones cuyas primitivas o antiderivadas contienen funciones trigonometricas 
inversas. 

■ Integrar funciones completando un cuadrado. 

■ Resumir las reglas basicas de integracion de funciones elementales. 

Integrates que contienen funciones trigonometricas inversas 

Las derivadas de las seis funciones trigonometricas inversas se agrupan en tres pares. En 
cada par, la derivada de una es la negativa de la otra. Por ejemplo, 

d r i 1 

— arc sen x\ = — , 
dx 1 Tte^T 2 

Cuando se hace una lista de las antiderivadas o primitivas que corresponden a cada una de 
las funciones trigonometricas inversas, es suficiente citar una de cada par. Es conveniente 
usar arcsen x como primitiva de 1 / J\ — x 2 , en lugar de — arccos x. El siguiente teorema 
da una formula para la primitiva de cada una de las tres parejas. La demostracion de estas 
reglas de integracion se deja como ejercicio (ver ejercicios 87 a 89). 


PARA MAYOR INFORMACI ON 
En el articulo “A Direct Proof of the 
Integral Formula for Arctangent”, 
de Arnold J. Insel, en The College 
Mathematics Journal, se puede 
encontrar una detallada demostracion 
de la parte 2 del teorema 5.17. 


TEOREMA 5.17 INTEGRALES QUE INVOLUCRAN FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 
INVERSAS 

Sea u una funcion derivable de x, y sea a > 0. 

i f du u * 

o = arcsen + C 

J 7 a~ - u 2 a J 

t, f du 1 |m| 

‘ rn = arcsec + C 

J «7w — a 2 a a 

du 1 u 

9 9 = arctan + C 

a + u a a 



EJEMPLO I Integrates con funciones trigonometricas inversas 


a) 

b ) 


c) 


V4 


dx x 

= = arcsen— + C 


dx 


3 dx 


2 + 9x 2 3 J (72 ) 2 + (3x) 2 


1 3x 

arctan — r= + C 


dx 


372 72 

2 dx 


74.V 2 — 9 J 2x7(2x) 2 — 3 2 


1 l 2x l X. r 

= — arcsec — — V C 


u = 3x, a = 


u = lx, a = 3 


Las integrales del ejemplo 1 son aplicaciones a simple vista de las formulas de integra- 
cion. Desafortunadamente, no es lo frecuente. Las formulas de integracion que involucran 
funciones trigonometricas inversas pueden aparecer de muy diversas formas. 



SECCION 5.7 Funciones trigonometricas inversas: integracion 


383 


CONFUSION 
TECNOLOGICA Integrales 
como la del ejemplo 2 son faciles 
con ayuda de programas de inte- 
gracion simbolica en computadora. 
No obstante, al usarlos hay que 
recordar que pueden no ser capaces 
de encontrar una primitiva debido 
a dos razones. En primer lugar, 
algunas funciones elementales 
tienen primitivas no elementales. En 
segundo lugar, todos esos progra- 
mas tienen limitaciones, asf que 
puede darse una funcion para cuya 
integracion no esta preparado el pro- 
grama. Recordar, asimismo, que las 
primitivas o antiderivadas que invo- 
lucran funciones trigonometricas o 
logarftmicas se pueden expresar de 
maneras muy diversas. Por ejemplo, 
al utilizar uno de esos programas 
para la integral del ejemplo 2 se 
obtiene 


f 


dx 

Je 2x - 1 


Demostrar que esta antiderivada 
es equivalente a la obtenida en el 
ejemplo 2. 


EJEMPLO 2 Integracion por sustitucion 


Encontrar 


dx 


Ve 2 * 


1 


Solucion Tal como esta, la integral no se ajusta a ninguna de las tres formulas para las 
funciones trigonometricas inversas. Pero haciendo la sustitucion de u = e x , se obtiene 

, . , , , du du 

u = e x l > du = e A ax > dx — — = — . 

e A u 

Con esta sustitucion, ya se puede integrar como sigue: 


dx 


J~e 


dx 


V(e A ) 2 - 1 

du/u 
Ju- — 1 
du 


Escribir e 2 * como (e*) 2 . 


Sustituir. 


u^/u 1 


1 


= arctan J e 2x — 1 + C. 


= arcsec — + C 
= arcsec e x + C 


Reescribir para que se ajuste a la regia arcsec. 

Aplicar la regia arcsec. 

Sustitucion regresiva. 


EJEMPLO 3 Reescribir como suma de dos cocientes 


Hallar | 7 = dx. 

V4 - x 2 


Solucion Esta integral tampoco parece ajustarse a las formulas. Sin embargo, desdoblando 
el integrando en dos partes, la primera es integrable por la regia de la potencia y la segunda 
da una funcion seno inversa. 


x + 2 
JA - x 1 


dx = 


V4 — x : 


: dx + 


74^- 


: dx 


= — — (4 — x 2 ) '/ 2 (— 2x) dx + 2 


(4 - x 2 ' 

1/2 


x-) 1 / 2 ' 


7T 


: dX 


+ 2 arcsen + C 


V4 — x 2 + 2 arcsen — + C 


Completar el cuadrado 

Cuando hay funciones cuadraticas en el integrando, completar el cuadrado ayuda a resolver la 
integral. Por ejemplo, la expresion cuadratica x 2 + bx + c puede escribirse como diferencia 
de dos cuadrados al sumar y restar (b/2) 2 . 


x 2 + bx + c = x 2 + bx + 




+ c 




+ c 
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Funciones logarftmica, exponencial y otras funciones trascendentes 


EJEMPLO 4 Completar el cuadrado 


Encontrar 

Solucion 

muestra. 


f dx 

J x 2 — 4x + 7' 

Se puede escribir el denominador como la suma de dos cuadrados como se 

4x + 7 = (x 2 — 4x + 4) — 4 + 7 
= (x — 2) 2 + 3 = u 2 + a 2 


En esta forma de cuadrados completados, al tomar u = x — 2y a = V3. 


dx 


,2 _ 


4x + 7 


dx 1 x — 2 

— , = — ^ arctan — -==- + C 

(x - 2) 2 + 3 73 73 


Si el coeficiente dominante no es 1, conviene sacarlo como factor comun del cuadrado. 
Por ejemplo, se puede completar el cuadrado en la expresion 2x 2 — 8x + 10 factorizando 
primero. 

2x 2 - 8x + 10 = 2(x 2 - 4x + 5) 

= 2(x 2 - 4x + 4 - 4 + 5) 

= 2[(x - 2) 2 4- 1] 


y 



El area de la grafica en la region delimitada 
por la grafica de f, el eje x, 

3 9 , c 

x = j, y x = 4 es ir /6 

Figura 5.34 


TECNOLOGIA Ante integra- 
tes como la del ejemplo 5 siempre 
queda el recurso de una solucion 
numerica. Asf, aplicando la regia de 
Simpson (con n = 12) a la integral 
de este ejemplo, se obtiene 




dx « 0.523599. 


Este valor difiere del valor exacto 
de la integral ( tt/6 ~ 0.5235988) en 
menos de una millonesima. 


Para completar el cuadrado cuando el coeficiente de x 2 es negativo, el mismo proceso de 
factorizacion sirve. Por ejemplo, se puede completar el cuadrado en la expresion 3x — x 2 
como se muestra. 

3x — x 2 = — (x 2 — 3x) 


= -[x 2 - 3x + (§) 2 - (!) 2 ] 

= (I ) 2 - (x - l ) 2 


EJEMPLO 5 Completar el cuadrado (coeficiente dominante negativo) 

:ular el i 
fix) = 


Calcular el area de la region delimitada por la grafica de 

1 


73x — x 2 

el eje x, y las rectas x = I y x = f . 

Solucion En la figura 5.34 se ve que el area esta dada por 


Area = 


9/4 


1 


: dx. 


73x — x 2 

Al utilizar la expresion con el cuadrado completo antes obtenido, se puede integrar como sigue: 

T9/4 , f 9/4 


dx 


3/2 


73x — x 2 


dx 


3/2 7 (3/2) 2 - [x - (3/2)? 
x - (3/2)' 


= arc sen - 


3/2 


9/4 

3/2 


1 


= arc sen — — arcsenO 


6 

0.524 
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Repaso a las reglas basicas de integracion 

Ya se ha terminado la introduccion a las reglas basicas de integracion. Si se quiere llegar a 
un uso eficaz de tales formulas, es conveniente practicarlas hasta que se consiga aprenderlas 
de memoria. 


Reglas basicas de integracion (a > 0) 


1. kf(u ) du = k I f(u ) du 


3. \ du = u + C 


. du 

5. — = In U + C 


7. | a 1 ' du = ( - — Ja u + C 


9. cos u du = sen u + C 


11. cot u du = lnlsen u\ + C 


13. J esc udu = — In | esc m 4- cotu| + C 


15. esc 2 u du = — cot u + C 


17. esc u cot u du = —esc u + C 


„ „ , du 1 u 

19. | — ; ~ = — arctan 4- C 

a + u a a 


2. [/(w) ± g(u ) ] du = f{u) du ± g{u) du 


4. u" du = + C, n ± — 1 

n + 1 


6. e u du = e“ + C 


8. sen u du = — cos u + C 


10. tan u du = —In I cos u\ + C 


12. sec u du = In I sec u + tan u I + C 


14. sec 2 u du = tan u + C 


16. sec u tan u du = sec u + C 


18. 


du u 

= arcsen — b C 


V a 2 — u 


20 . 


du 1 u 

= — arcsec b C 


— — 

u 2 — a 2 ci a 


Se aprende mucho acerca de la naturaleza de la integracion comparando esta lista con 
la de las reglas de derivacion dadas en la seccion anterior. Se dispone ya de suficientes 
reglas de derivacion para derivar cualquier funcion elemental. Sin embargo, la situacion en 
la integracion no es la misma. 

Las reglas recogidas en la lista de arriba son esencialmente las que se han podido de- 
ducir de las reglas de derivacion. Hasta ahora, no se han desarrollado reglas para integrar 
un producto o un cociente general, o la funcion logaritmo natural o las funciones trigono- 
metricas inversas. Lo que es mas importante, ninguna de las reglas de la lista es aplicable 
si no se logra dar el du apropiado correspondiente a la u de la formula. La cuestion es que 
se necesita trabajar mas sobre tecnicas de integracion, lo cual se hara en el capitulo 8. Los 
dos ejemplos siguientes dan una idea mas clara de lo que se puede y de lo que no se puede 
hacer con las tecnicas disponibles hasta este momento. 
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Funciones logarftmica, exponencial y otras funciones trascendentes 


EJEMPLO 6 Comparacion de problemas de integracion 

De las siguientes integrales encontrar tantas como sea posible, al utilizar las formulas y 
tecnicas estudiadas hasta ahora en este texto. 


= Vx 2 - 1 + C 

c) No se pueden integrar con las tecnicas estudiadas. (Verificar esta conclusion revisando 
las formulas de la lista.) 

EJEMPLO 7 Comparacion de problemas de integracion 

Hallar tantas de las integrales siguientes como sea posible mediante las tecnicas y formulas 
estudiadas hasta ahora en este texto. 



Solucion 


a) Se puede encontrar la integral (se emplea la regia del arco secante). 



= arcsec be + C 


b) Se puede encontrar la integral (se emplea la regia de la potencia). 



a) 



Solucion 


a ) Se puede calcular la integral (se emplea la regia para el logaritmo). 



= In In* + C 


b) Se puede calcular la integral (se emplea la regia de la potencia). 



c) No se puede integrar con las tecnicas estudiadas. 


Observar que en los ejemplos 6 y 7 son precisamente las funciones mas simples las que no 
se pueden integrar todavfa. ■ 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 24, hallar la integral. 


1. 

3. 

5. 

7. 

9. 

11 . 

13. 


dx 


79^ 


2 . 


dx 


dx 


V 1 - 4x 2 


4. I . 12 „ „ dx 


dx 


6 . 


16 + x 2 

1 

x74.x 2 - 1 

1 „ 
yi - (x+ D 2 ] t 4 + i6 


1 + 9x 2 

1 

4 + (x — 3) 2 


dx 


dt 


~ t A 
t 


dt 


t 4 + 25 


dt 


10 

12 . 


J xV? 


4 - 4 
1 


: dx 


x7l — (lnx) 2 


dx 


4 + e 4 


: dx 


14. f -J- 

J 3 + (x 


- 2 ) : 


dx 


15 

17, 

19 


725 — tan 2 


'/ 

• }£ l 

' 17T7r= 


-dx 


dx 


; dx 


16- SSnX , dx 

J 1 + COS“X 

!»• K “ j dx 

3 


20 . 


/.St* 21 {7^=* 


27x(l + x) 
4x + 3 

2 


dx 


Vl — x‘ 


23. 


* + 5 dx 24. I *~ 2 dx 


79 - (x - 3) 2 ‘ J (x + l) 2 + 4 

En los ejercicios 25 a 38, evaluar la integral. 


7l - 9x 2 


27, 


29. 


31. 


33. 


•1 

rJ 3/2 j 

’Jo 1 + 


dx 


1/2 7l - x : 


dx 


dx 


26. 


28. 


30. 


dx 


0 74 - x 2 


6 


73 9 + x- 
0 


dx 


-75 1 + 22 

4 


dx 


25 + (x - 3) 2 


dx 32, 


. r * 

J ! xvl6x 


a 2 — 5 


e* 


1 + e - 


- dx 


35. I , S6n 7 dx 


1 + COS 2 X 


34. 


36. 


7T^ 


dx 


- dx 


it/2 

37. \ ' Jl ^Xdx 38, 

Jo Tnsf 


7t/2 


1 + sen 2 x 


dx 


'- 1/72 


r 

2 Jo v I V 2 


dx 


En los ejercicios 39 a 50, calcular o evaluar la integral (comple- 
tando el cuadrado cuando sea necesario). 


f 


dx 


l 


dx 


_2 x 2 + 4x + 13 


41. 

43. 

45. 

47. 

49. 


/ 


2x 


x 2 + 6x + 13 
1 


dx 


/ 

r 


7-x 2 - 4x 
x + 2 

J —x 1 — 4x 
2x - 3 
74x - x 2 


dx 

dx 

dx 


x 4 + 2x 2 + 2 


- dx 


42. 

44. 

46. 

48. 

50. 


/ 


2x - 5 
x 2 + 2x + 2 ’ 
2 

7-x 2 + 4x 
x - 1 


dx 


dx 


f 7x 2 — 2x 

/ ‘ 




(* — 1)>A 2 — 2x 

JC 


dx 


79 + 8x 2 - X 4 


dx 


En los ejercicios 51 a 54, hallar o evaluar la integral mediante 
sustitucion especilicada. 


51. J Je‘ - 3 dt 
u = 7e f — 3 

r 


53 . 


dx 


7x(l + x) 

M = n/x 


52. 


54. 


r 7x - 2 

J x+ 1 


dx 


= 7x — 2 

dx 


0 273 — x7x + 1 
u = 7x + 1 


Desarrollo de conceptos 


En los ejercicios 55 a 57, determinar cuales de las integrales 
pueden hallarse usando las reglas basicas estudiadas hasta 
ahora en el texto. 


55. a) 


h rTs* w /ttS* c) h 


1 


7i - 


- dX 


56. a) Je x *dx b ) Jxe* 2 dx c ) J—^e 1/lx dx 

57. a) J Jx — 1 dx b ) J x7x — 1 dx c) j ^ ^ dx 

58. Determinar que valor aproxima mejor el area de la region 
entre el eje x y la funcion. 


/M = 


1 


TT^" 


en el intervalo [—0.5, 0.5]. (Basar la eleccion en un dibujo 
de la region, no en calculos.) 

a) 4 b ) -3 c) 1 d) 2 e) 3 

59. Decidir si se puede calcular la integral 

2 dx 

TTT 7 !: 

al utilizar las formulas y tecnicas estudiadas. Explicar el 
razonamiento. 


39. 


40. 
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Para discusion 


60. Determinar cual de las integrales puede encontrarse usando 
las formulas de integracion basicas que se han estudiado 
hasta ahora en el texto. 

fl) jrh dx b) f i l x * dx c) ji +^ dx 


Ecuacion diferencial En los ejercicios 61 y 62, usar la ecuacion 
diferencial y las condiciones especificadas para encontrary. 


61. ^ = 62. dy = 1 

dx v/4 - .v 2 dx 4 + x 2 

y(0) = 7 t y(2) = 77 

Campos de pendientes En los ejercicios 63 a 66 se dan una ecua- 
cion diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Dibujar 
dos soluciones aproximadas de la ecuacion diferencial sobre el 
campo de pendientes, una de las cuales pase por el punto especifi- 
cado. b ) Usar la integracion para encontrar la solucion particular 
de la ecuacion diferencial y usar una herramienta de graficacion 
para representar la solucion. Comparar los resultados con los 
dibujos del apartado a). 


63. 


dy _ 3 

dx 1 + x 2 ' 


(0, 0) 



2 

9 + x 2 ' 


(0, 2) 


65. 


y 


y 


5/- 

;-/ //'- — ■ — • — 

/ /- 



-—////- 

-'✓'•// / 

/ /- 

--"/// / 

/ /- 

-! / /'■ — 

1 ////■'--- 

'-///'■ — 

' / ///- — 

-/ ///-—- 



1 \ lilt 




H / /" 5 

^/// / 

/ ///- — 

— — --////- 

-/ ///^ 

— — ■ — ■''// / 1 

/ ///^- — 

— — / /- 

-////•"-' 

— — *"// / / 

! 

— - — ^// / 1- 

-////- — — 

'^/// / 

/ — 

— 5/-j 

-!//'- — ■ 


dx xjx4 — 4’ 



X 



iftVt Campo de pendientes En los ejercicios 67 a 70, usar un sistema 
algebraico por computadora para graficar el campo de pendientes 
de la ecuacion diferencial y representar la solucion que satisface 
la condition inicial. 


67. 

69 . 


dy = 10 

dx xV-v- - 1 ’ 
dy __ 2y 

dx J\e - x 1 ' 


y(3) = 0 68. 
y(0) = 2 70. 


dy 

dx 

dy 

dx 


1 

12 + x 2 ’ 


1 + X 2 ’ 


y(4) = 2 
v(o) = 4 


Area En los ejercicios 71 a 76, encontrar el area de la region. 



75. 


y 



3 cos x 
1 + sen 2 x 



y 



y 



En los ejercicios 77 y 78, a) verificar la formula de integracion, 
despues b) usar esta para encontrar el area de la region. 

I arctan x , . 1 . arctan x „ 

77. x — dx = In x - - ln(l + x 2 ) + C 

J x- 2 x 



78 . 


! 


(arcsen x) 2 dx 
= x(arcsenx) 2 


2x + 2 j\ - x 2 arcsen x + C 



SECCION 5.7 Funciones trigonometricas inversas: integracion 


389 


79. a) Dibujar la region representada por 


80. 


b) 

c ) 

a) 

b) 

c ) 


arc sen x dx. 


Usar la funcion de integracion de una herramienta de gra- 
ficacion para aproximar el area. 

Encontrar analfticamente el area exacta. 


Mostrar que 


L'r 


+ x 2 


; dx — 7 7. 


81. 


Investigation Considerar la funcion Fix) = — 


t 2 + 1 


82. Considerar la integral 


1 

J 6x — . 


: dx. 


iVerdadero o falso? En los ejercicios 83 a 86, determinar 
expresion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que ( 
un ejemplo que lo demuestre. 


83. 

84. 

85. 


dx 


1 3x 

r --, , = — arcsec — + C 

3W9a~ - 16 4 4 

dx 1 x 

2^T^ = 25 arCtan 25 + C 


dx 




= — arccos — + C 
2 


86 . Una forma de hallar 
arcoseno. 


2e 2 


87. 


88 . J ; 


du u 

/ , ^ = arcsen~ + C 

Vo u a 

du 1 u 

— x = — arctan — I - C 

a + u- a a 


89. 


90. 


Estimar el numero 77 usando la regia de Simpson (con 
n = 6) y la integral en el apartado a). 

Estimar el numero 77 usando la capacidad de integracion 
de una herramienta de graficacion. 


- dt. 


a) Escribir una breve interpretacion geometrica de F(x) con 

2 

relacion a la funcion f(x) = - — - . Empleando la expli- 

cacion, estimar el valor de x donde F es maxima. 

b) Efectuar la integracion para hallar una forma alternativa de 
F(x). Usar el calculo para localizar el valor de x que hace 
a F maxima y comparar los resultados con lo estimado en 
el apartado a). 


a) Hallar la integral completando el cuadrado en el radicando. 
ti) Hallarla al sustituir u = ~Jx. 

c) Las primitivas o antiderivadas obtenidas en a ) y b) parecen 
muy diferentes. Usar una herramienta de graficacion para 
representar cada primitiva en la misma pantalla y determi- 
nar la relacion entre ellas. Determinar sus dominios. 


si la 
dar 


s dx es mediante la regia del 


f 


du 

u^/ir — a 2 


= - arcsec - 


+ C 


Integration numerica a) Escribir una integral que represente 
el area de la region, b) Despues usar la regia de los trapecios 
con n = 8 para estimar el area de la region, c) Explicar como 
se pueden usar los resultados de los apartados a) y b) para 
estimar 77 . 



Verification de las reglas de integration En los ejercicios 87 a 89, 
verificar cada regia por diferenciacion. Sea a > 0. 


91. Movimiento vertical Un objeto es lanzado desde el suelo 
hacia arriba con velocidad inicial de 500 pies por segundo. En 
este ejercicio, el objetivo es analizar el movimiento mientras 
asciende. 


a) 


b) 


c ) 


Despreciando la resistencia al aire, expresar la velocidad 
en funcion del tiempo. Representar esta funcion en la he- 
rramienta de graficacion. 

Usando los resultados del apartado a) encontrar la funcion 
posicion y determinar la altura maxima alcanzada por el 
objeto. 

Si la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la 
velocidad, la ecuacion obtenida es 




+ kv 2 ) 


donde —32 pies/s 2 en la aceleracion de la gravedad y k 
una constante. Hallar la velocidad en funcion del tiempo 
al resolver la ecuacion. 




d) 


e) 


dv 

32 + kv 2 

Usar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion velocidad v(f) del apartado c) si k = 0.001. Usar 
la grafica para estimar el instante f 0 en el que el objeto 
alcanza la maxima altura. 

Usar la funcion integracion de la herramienta de graficacion 
para aproximar el valor de 


f 


v(t) dt 


f) 


donde v(t) y t son los obtenidos en el apartado d). Esta es 
la aproximacion de la maxima altura del objeto. 

Explicar la diferencia entre los resultados de los apartados 
b ) y e). 


PARA MAYOR INFORMACION Para mas informacion sobre este 
topico, ver el artfculo "What Goes Up Must Come Down; Will Air 
Resistance Make It Return Sooner, or Later?”, de John Lekner, en 
Mathematics Magazine. 


92. Representar yj = 
Demostrar que 


,, y 7 = arctan x, y y, = x sobre [0, 10]. 

1 + x 

X 


1 + .r 


< arctan x < x para x > 0. 
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Funciones hiperbolicas 



Johann Heinrich Lambert 
(1728-1777) 

La primera persona que publico un 
estudio acerca de las funciones hiper- 
bolicas fue Johann Heinrich Lambert, 
un matematico germano-suizo y colega 
de Euler. 


■ Desarrollar las propiedades de las funciones hiperbolicas. 

■ Derivar e integrar funciones hiperbolicas. 

■ Desarrollar las propiedades de las funciones hiperbolicas inversas. 

■ Derivar e integrar funciones que contienen funciones hiperbolicas inversas. 


Funciones hiperbolicas 

En esta seccion se vera brevemente una clase especial de funciones exponenciales llamadas 
funciones hiperbolicas. El nombre d e. funciones hiperbolicas proviene de la comparacion 
entre el area de una region semicircular, como se muestra en la figura 5.35, con el area de 
una region bajo una hiperbola, como se muestra en la figura 5.36. La integral que da el area 
del semicirculo emplea una funcion trigonometrica (circular) inversa: 


Vl ~ x 2 dx = — 


r>/ 1 — x 2 + arcsenx 




La integral que da el area de la region hiperbolica emplea una funcion hiperbolica in- 
versa: 


>/l + x 2 dx = — 


rVl + x 2 + senh 


-.I 

. -l 


2.296. 


Esta es solo una de las muchas analogfas existentes entre las funciones hiperbolicas y las 
trigonometricas. 


y 


2 — 

y=s/\ - x 2 


X 


Circulo: x 2 + y 2 — 1 

Figura 5.35 


y 



Hiperbola: - x 2 + y 2 = 1 

Figura 5.36 



PARA MAYOR INFORMACION Para 
mas informacion sobre el desarrollo de 
funciones hiperbolicas, ver el articu- 
lo “An Introduction to Hyperbolic 
Functions in Elementary Calculus”, 
de Jerome Rosenthal en Mathematics 
Teacher. 


DEFINICION DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS 


senh x = 

1 

1 

cschx = 

1 

2 

senhx ’ 

cosh x = 

e x + e~ x 

sech x = 

1 

2 

cosh x 

tanh x = 

senhx 

cothx = 

1 

cosh x 

tanh x ’ 


senh x se lee “seno hiperbolico de x”, cosh x se lee “coseno hiperbolico de x”, etcetera. ■ 
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La figura 5.37 muestra las graficas de las seis funciones hiperbolicas, asf como sus 
dominios y recorridos o rangos. Notese que la grafica de senh x se puede obtener al sumar 
la coordenada y que corresponde a las funciones exponenciales f(x) = i e' : y g(x) = —5 e~ x . 
De manera semejante, la grafica de cosh x puede ser obtenida al sumar la coordenada y que 
corresponde a las funciones exponenciales fix) = \e*y h(x) = \e~ x . 


y 





Dominio: (—00, 00) 
Recorrido 0 rango: (-00, 00) 


Dominio: (—00, 00) 
Recorrido 0 rango: [ 1 , 00) 


Dominio: (—00, 00) 
Recorrido 0 rango: (— 1 , 1 ) 


y 



Dominio: (—00, 0 ) U ( 0 , 00) 
Recorrido 0 rango: (-00, 0 ) U ( 0 , 00) 

Figura 5.37 


y 



Dominio: (—00, 00) 
Recorrido 0 rango: ( 0 , 1 ] 


y 



Dominio: ( — 00, 0 ) U ( 0 , 00) 

Recorrido 0 rango: ( — 00, — 1 ) u ( 1 , 00) 


Muchas identidades trigonometricas tienen sus correspondientes identidades hiperbo- 
licas. Por ejemplo, 


cosh 2 x — senh 2 x 


f e x + e" 


2 ! 
+ 2 + 

4 


2 ) 

■ 2x - 2 + e _2x 
4 



PARA MAYOR INFORMACI ON Para 
entender geometricamente la relacion 
entre las funciones hiperbolica y expo- 
nential, ver el artlculo “A Short Proof. 
Linking the Hyperbolic and Exponen- 
tial Functions”, de Michael J. Seery en 
The AMATYC Review. 


2 senhx cosh x 



e x + e 

2 J 


e 2x _ £ -2 x 


2 


= senh2x. 
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Funciones logarftmica, exponencial y otras funciones trascendentes 


Identidades hiperbolicas 


cosh 2 x — senh 2 x = 1 

senh(^ + y) = senhx coshy + coshxsenhy 

tanh 2 x 4- sech 2 x = 1 

senh(x — y) = senhx coshy — coshxsenhy 

coth 2 x — csch 2 x = 1 

cosh(x + y) = cosh x coshy + senhxsenhy 
cosh(x — y) = cosh x cosh y — senh x senh y 

, , — 1 4- cosh 2x 

senrr x = 

, , 1 + cosh 2x 

cosh z x — 

senh2x = 2 senhx cosh x 

cosh 2x = cosh 2 x + senh 2 x 


Derivacion e integracion de funciones hiperbolicas 

Debido a que las funciones hiperbolicas se expresan en terminos de e x y e~ x , es facil obtener 
reglas de derivacion para sus derivadas. El siguiente teorema presenta estas derivadas con 
las reglas de integracion correspondientes. 


TEOREMA 5.18 DERIVADAS E INTEGRALES DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS 

Sea u una funcion derivable de x. 


— [senh u\ = (cosh u)u' 
dx 

cosh u du = senhw + C 

— [cosh u] = (senh u)u' 
dx 

senhw du = cosh u + C 

— [tanh u] = (sech 2 u)u' 
dx 

sech 2 u du = tanh u + C 

— [coth u\ = — (csch 2 u)u ' 
dx J 

csch 2 u du = — coth u + C 

— [sech u] = — (sech u tanh u)u ' 
dx 

sech u tanh u du = — sech u + C 

— [csch u\ = — (csch u coth u)u ' 
dx J 

csch u coth u du = — csch u + C 


C DEMOSTRACION ) 


— [senhx] 
dx 


— [tanhx] 
ax 


d e x — e~ x 
dx 2 
e x + e~ x 

= cosh x 


d senhx 
dx L cosh x_ 

cosh x(cosh x) — senhx(senhx) 
cosh 2 x 

1 

cosh 2 x 
sech 2 x 


En los ejercicios 122 a 124, se pide la demostracion de algunas de las reglas de derivacion. 
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fix) — (x — 1 ) cosh x — senh x 


y 



/"( 0) < 0, entonces (0,-1) es un maximo 
relativo. /''(I) > 0, para (1, -senh 1) es un 
minimo relativo 

Figura 5.38 


y 


y = a cosh ^ 



-b b 


Catenaria 

Figura 5.39 


EJEMPLO I Derivacion de funciones hiperbolicas 


a) 
c ) 


-7- [senh(x 2 — 3)] = 2x cosh(x 2 — 3) b) - 7- [ln(cosh x)] = Sen ^ X 
ax ax cosh x 

d r 

— [ x senhx — cosh xj = x cosh x + senh x — senh x = x cosh x 
dx 


tanh x 


EJEMPLO 2 Localization de los extremos relativos 

Localizar los extremos relativos de f(x) = (x — 1 ) cosh x — senh x. 

Solucion Se comienza por igualar a cero la derivada de /. 

f'(x) = (x — 1) senh x + cosh x — cosh x = 0 

(x — 1) senh x = 0 

Asf pues, los puntos cnticos son x = 1 y x = 0. Con el criterio de la segunda derivada es facil 
comprobar que el punto (0, — 1 ) da un maximo relativo y el punto ( 1 , — senh 1 ) da un mmirno 
relativo, como muestra la figura 5.38. Confirmar este resultado graficamente usando una 
herramienta de graficacion. Si no se dispone de las funciones hiperbolicas en la herramienta 
de graficacion, se pueden utilizar funciones exponenciales como a continuation. 

/(x) = (x - l)Q)(e* + e~ x ) - \(e x - e~ x ) 

= \{xe x + xe~ x — e x — e~ x — e x + e~ x ) 

= \{xe x + xe~ x — 2e x ) 

Cuando un cable flexible uniforme, como un cable telefonico, esta suspendido entre 
dos puntos, adopta la forma de una catenaria, que se estudia en el ejemplo 3. 


EJEMPLO 3 Cables colgantes 

Los cables de un tendido electrico estan suspendidos entre dos torres, formando la catenaria 
que se muestra en la figura 5.39. La ecuacion de la catenaria es 

X 

y = a cosh — . 

a 

La distancia entre las dos torres es 2b. Calcular la pendiente de la catenaria en el punto de 
sujecion del cable en la tone de la derecha. 

Solucion Derivando se obtiene 

y' = a(-) senh- = senh — . 

\aj a a 

En el punto ( b , a cosh (b/a)), la pendiente (desde la izquierda) viene dada por m 



PARA MAYOR INFORMACION En el ejemplo 3, el cable es una curva catenaria entre dos soportes 
de la misma altura. Para aprender acerca de la forma del cable sostenido entre dos soportes de dife- 
rente altura, ver el artfculo “Reexamining the Catenary”, de Paul Celia en The College Mathematics 
Journal. 
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EJEMPLO 4 Integration de una funcion hiperbolica 


Calcular cosh 2x senh 2 2x dx. 


Solucion 


I cosh 


2x senh 2 2x dx = — I (senh 2x) 2 (2 cosh 2x) dx 


u = senh2jt 


(senh 2x) 3 


3 

senh 3 2x 


C 


C 


Funciones hiperbolicas inversas 

A diferencia de las funciones trigonometricas, las funciones hiperbolicas no son periodicas. 
De hecho, volviendo a la figura 5.37 se ve que cuatro de las seis funciones hiperbolicas son 
inyectivas (el seno, la tangente, la cosecante y la cotangente hiperbolicos). Asf, se puede 
aplicar el teorema 5.7, el cual afirma que esas cuatro funciones tienen funciones inversas. 
Las otras dos (las funciones coseno y secante hiperbolicas) son inyectivas si se restringe su 
dominio a los numeros reales positivos, y es en este dominio restringido donde tienen funcion 
inversa. Debido a que las funciones hiperbolicas se definen en terminos de las funciones 
exponenciales, no es de extranar que las funciones hiperbolicas inversas puedan expresarse 
en terminos de funciones logarftmicas, como se muestra en el teorema 5.19. 


TEOREMA 5.19 FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS 

Funcion 

Dominio 

senh -1 x = ln(;t + ^Jx 2 + 1 j 

(—co, oo) 

cosh“ 1 x = ln(.r + V x 2 — 1 ) 

[1, oo) 

, , 1 1 + X 

tanh 1 x = „ In , 

2 1 — x 

(-1,1) 

, , 1 X + 1 

coth 1 x = „ In 

2 x 1 

(— oo, — 1) U (1, oo) 

i + yi - x 2 
seen = In 

X 

(0, 1] 

csch~'jc — InC + 

\x \x\ ) 

(— oo, 0) U (0, oo) 


C DEMOSTRACION ) La demostracion de este teorema es una aplicacion directa de las propie- 
dades de las funciones exponencial y logarftmica. Por ejemplo, si 

e x — e~ x 
f(x) = senhx = 

y 

g(jt) = ln(x 4- V x 1 + l) 


se puede ver que f(g(x)) = x y g(f(x)) = x, lo cual implica que g es la funcion inversa 
de f. 
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2 



Grafica de la funcion tangente hiperbolica 
y la funcion tangente hiperbolica inversa 

Figura 5.40 


TECNOLOGIA Se puede utilizar una herramienta de graficacion para veriftcar gra- 
ficamente los resultados del teorema 5 . 19 . Por ejemplo, dibujando las graftcas de las 
funciones siguientes. 


y 3 = tanhx 
e* — e~ x 
yi ~ e* + e _ * 
y 3 = tanh -1 x 

1 1 + x 

Va = In 


Tangente hiperbolica. 

Definicion de la tangente hiperbolica. 
Tangente hiperbolica inversa. 

Definicion de la tangente hiperbolica inversa. 


Los resultados se muestran en la figura 5 . 40 . En ella se aprecia que y 1 ! = y 2 y y. = y 4 . 
Tambien se puede ver que la grafica de y 1 es el reflejo de la de y 3 en la recta y = x. 


Las graficas de las funciones hiperbolicas inversas se muestran en la figura 5 . 41 . 



Dontinio: (— oo, oo) Dominio: [ 1 , oo) 

Recorrido o rango: (—00,00) Recorrido 0 rango: [ 0 , 00) 


Dominio: (— 1 , 1 ) 

Recorrido 0 rango: (—00, 00) 



Dominio: (—00, 0 ) U ( 0 , 00) Dominio: ( 0 , 1 ] 

Recorrido 0 rango: ( - 00, 0 ) U ( 0 , 00) Recorrido 0 rango: [ 0 , 00) 

Figura 5.41 


Dominio: (-00, — 1 ) u ( 1 , 00) 
Recorrido 0 rango: (-00, 0 ) U ( 0 , 00) 


La secante hiperbolica inversa se puede utilizar para definir la curva llamada tractriz o 
curva de persecution, que se analiza en el ejemplo 5 . 
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Funciones logarftmica, exponencial y otras funciones trascendentes 


EJEMPLO 5 Tractriz 


.V 



Una persona tiene que caminar 4 1 .27 pies 
para acercar el bote a 5 pies del muelle 

Figura 5.42 


Una persona sostiene una cuerda que esta atada a un bote, como se muestra en la figura 
5.42. Mientras la persona camina por el muelle, el bote recorre una tractriz, dada por la 
ecuacion 

y = a sech -1 — — V a 2 — x 2 
a 

donde a es la longitud de la cuerda. Si a = 20 pies, calcular la distancia que la persona debe 
caminar para llevar el bote a 5 pies del muelle. 

Solucion En la figura 5.42, notar que la distancia recorrida por la persona se da por 
y x = y + V20 2 — x 2 = ^20 sech -1 ^ — V20 2 — + V20 2 — x 2 

= 20 sech -1 * . 


Cuando x = 5, esta distancia es 


>’, = 20 sech -1 ^ = 20 In 1 + V | /4 U/4) ~ 

= 201n(4 + 715) 

~ 41.27 pies. 


Derivacion e integracion de funciones hiperbolicas inversas 

Las derivadas de las funciones hiperbolicas inversas, que recuerdan las de las funciones 
trigonometricas inversas, se enumeran en el teorema 5.20, junto con las correspondientes 
formulas de integracion (en forma logarftmica). Se puede comprobar cada una de ellas al 
aplicar las definiciones logarftmicas de las funciones hiperbolicas inversas. (Ver los ejer- 
cicios 119 a 121.) 


TEOREMA 5.20 DERIVACION E INTEGRACION DE FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS 


Sea u una funcion derivable de x. 


^-[senh 1 u] = 
dx 

u' 

-7- [cosh 
dx 

Vm 2 + 1 

^-[tanh -1 u] = 
dx 

u' 

-7-[coth - 

dx 

1 — u 2 

-7- [sech -1 u] = 
dx 

— u' 

-7"[csch - 

dx 

wVl — U 2 


du 


Vi?” 


■ u 2 
— u' 


I Vl + u 2 


Vm 2 ± a‘ 


= In [u + V« 2 ± a 2 ) + C 


du 




a + u 


a — u 


a — u 

du ^ , 

— / 7 7 = — In 

«V a ± u a 


+ C 


1 a + V<? 4 


+ C 
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EJEMPLO 6 Mas sobre la tractriz 

Para la tractriz del ejemplo 5, mostrar que el bote apunta siempre hacia la persona que tira 
de el. 


Solucion En un punto (x, y ) de la tractriz, la pendiente de la grafica marca la direccion 
del bote, como se muestra en la figura 5.42. 


-7- 20 sech 1 -7- — V20 2 — x 2 
ax 20 



1 

(x/ 20 ) V 1 - (x/ 20) 2 


— 20 2 ^ x 

x>/ 20 2 — x 2 V 20 2 — x 2 
720 2 - x 2 

X 




Sin embargo, en la figura 5.42 se puede ver que la pendiente del segmento de recta que une 
el punto ( 0 , y,) con el punto (x, y) es tambien 


V20 2 - x 2 

m = . 

x 

Asi pues, el bote apunta hacia la persona en todo momento. (Por esta razon se llama curva 
de persecution.) 


EJEMPLO 7 Integracion usando funciones hiperbolicas inversas 


Calcular 


dx 


xV 4 — 9 x 2 
Solucion Sea a = 2 y u = 3 x. 


dx 


3 dx 


V 4 — 9 x 2 J ( 3 x)V 4 — 9 x 2 


12 + V 4 - 9 x 2 

“i ln N + c 


du 

iVci 2 ~ 11 2 


1 a + Ja 2 - u 2 

— In + C 


EJEMPLO 8 Integracion usando funciones hiperbolicas inversas 


Calcular 



Solucion Sea a = V5 y u = 2x. 


dx 


2 dx 


5 — 4x 2 2) (V5) 2 - (2x) 2 


2\2V5 


In 


4V5 


In 


V 5 + 2 x 
V 5 - 2 x 
x /5 + 2 x 
V 5 - 2 x 


+ C 


+ C 


du 

z ,2 _ ,,2 


2 a 


In 


a + u 


+ C 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, evaluar la funcion. Si el valor no es un En los ejercicios 39 y 40, demostrar que la funcion satisface la 
numero racional, dar la respuesta con tres decimales. ecuacion diferencial. 


1. 

a) 

senh 3 

2. 

a) 

cosh 0 


b ) 

tanh(— 2) 


b ) 

sech 1 

3. 

a) 

csch(ln 2) 

4. 

a) 

senh - 1 


b) 

coth(ln 5) 


b ) 

tanh - 1 

5. 

a) 

cosh -1 2 

6. 

a) 

csch -1 


b) 

sech -1 1 


b) 

coth -1 


En los ejercicios 7 a 16, verificar la identidad. 

7. e? = senh x + cosh x 8. e 2 * = senh 2x + cosh 2x 

9. tanh 2 x + sech 2 x = 1 10. coth 2 x — csch 2 x = 1 


Funcion Ecuacion diferencial 

39. y = a senh x y — y ' = 0 

40. y = a cosh x y" — y = 0 

Aproximaciones lineal y cuadrdtica En los ejercicios 41 y 42, 
osar un sistema algebraico por computadora para encontrar 
la aproximacion lineal. Pfa) = f(a ) + ,f'(a)(x — a) y la aproxi- 
niacion cuadratica P 2 (x) = f(a) + f'(a)(x — a) + kf"(a)(x — a) 2 
de la funcion / en x = a. Usar una herramienta de graficacion 
para representar la funcion y las aproximaciones lineal y cua- 
dratica. 


11 . 

13. 

14. 

15. 

16. 


cosh 2 x 


1 + cosh 2x 
2 


12 . 


senh 2 x 


— 1 + cosh 2x 
2 


senh(x + y) = senhx cosh y + cosh x senhy 
senh 2x = 2 senh x cosh x 
senh 3x = 3 senh x + 4 senh 3 x 

JC H - v x — V 

cosh x + cosh v = 2 cosh 1 — cosh 1 

J 11 


41. /( x) = tanhx, a = 0 42. f(x) = coshx, a = 0 

Catenarias En los ejercicios 43 y 44, se proporciona un modelo 
de cables de alta tension suspendidos entre dos torres. a) Repre- 
sentar graficamente el modelo, b ) calcular la altura del cable en 
los puntos de sujecion y en el punto medio entre las torres y c) 
encontrar la pendiente del modelo en el punto donde el cable esta 
sujeto a la torre de la derecha. 


En los ejercicios 17 y 18, usar el valor de la funcion hiperbolica 
dada para hallar los valores de las otras funciones hiperbolicas 
en x. 


3 1 

17. senhx = - 18. tanhx = — 

2 2 

En los ejercicios 19 a 30, encontrar la derivada de la funcion. 


19. 

fix) 

= senh 3x 

20. 

fix) — cosh(x — 2) 

21. 

y = 

sech(5x 2 ) 

22. 

y = tanh (3x 2 - 1) 

23. 

fix ) 

= ln(senh x) 

24. 

gix) = ln(coshx) 

25. 

y = 

ln ( tanh f) 

26. 

y = x cosh x — senh x 

27. 

h{x) 

= - senh 2x — — 
4 2 

28. 

hit) = t — coth t 

29. 

fit ) 

= arctan(senh t ) 

30. 

g(x) = sech 2 3x 


En los ejercicios 31 a 34, encontrar la ecuacion de la recta tangente 
a la grafica de la funcion en el punto dado. 

31. y — senh(l — x 2 ), (1, 0) 32. y = x coshj: , (1, 1) 

33. y — (coshx — senhx) 2 , (0, 1) 34. y = e sa±x , (0, 1) 


43. y = 10 + 15 cosh— . - 15 < x < 15 


44. y = 18 + 25 cosh — . -25 < x < 25 


En los ejercicios 45 a 58, hallar la integral. 

45. J cosh 2x dx 46. 

47. J senh(l — 2x) dx 48. 

/ C 


51. 


49. | cosh 2 (x — l)senh(x — 1 ) dx 50. 

cosh x 


senh x 


dx 


/' 


53. | x csch 2 — dx 


55. 

57. 


csch( 1 /x) coth( 1 /x) 


dx 




dx 


52. 

54. 

56. 

58. 


/ 

f 

It 

f 

f 


sech 2 ( — x) dx 
cosh ~Jx 


•Jx 
senh x 


dx 


- dx 


+ senh 2 x 
sech 2 (2x — 1) dx 

sech 3 x tanh x dx 
cosh x 


J 9 — senh 2 x 
2 


dx 


xj\ + 4x 2 


dx 


En los ejercicios 59 a 64, evaluar la integral. 


En los ejercicios 35 a 38, hallar los extremos relativos de la fun- 
cion. Usar una herramienta de graficacion para confirmar los 
resultados. 

35. fix) = sen x senh x — cos x cosh x, -4Sx£4 

36. fix ) = x senh(x — 1) — cosh(x — 1) 

37. gix) = x sech x 38. h(x) = 2 tanh x — x 


59. 

61. 


63. 


tanh x dx 


'o 



f^ /4 

Jo yi - 4x 2 


dx 


60. 

cosh 2 x dx 


Jo 

62. 

r 1 

} 0 V25-x^ X 


Tin 2 

64. 

2e~ x cosh x dx 


Jo 



SECCION 5.8 


Funciones hiperbolicas 
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En los ejercicios 65 a 74, calcular la derivada de la funcion. 


65. 

y = 

cosh '(3x) 

66. 

y = tanh 1 ^ 
7 2 

67. 

y = 

tanh -1 -Jx 

68. 

/(x) = coth -1 (x 2 ) 

69. 

y = 

senh _1 (tan x) 

70. 

y = tanh” '(sen 2x) 


71. y = (csch” 1 x) 2 

72. y = sech _1 (cos 2x), 0 < x < tt/A 

73. y = 2x senlr'^x) — J 1 + 4x 2 

74. y = x tanh” 1 x + lnVl — x 2 


Desarrollo de conceptos 


75. Discutir en que son similares las funciones hiperbolicas y 
las funciones trigonometricas. 

76. Dibujar la grafica de cada una de las funciones hiperbolicas. 
Despues identificar el dominio y el recorrido o rango de cada 
funcion. 

77. ^Cual de las formulas de derivadas hiperbolicas diflere de 
sus contrapartes trigonometricas por un signo menos? 


Para discusion 


78. ^Que funcion hiperbolica toma solo valores positivos? ^Que 
funciones hiperbolicas se incrementan en sus dominios? 


Unities En los ejercicios 79 a 86, encontrar los limites. 


79. 

lim senh x 

x — >oo 

80. 

lim 

x — > — CO 

senh x 

81. 

lim tanhx 

x — >oo 

82. 

lim 

x—¥ — oo 

tanh x 

83. 

lim sechx 

x — >co 

84. 

lim 

x — > — oo 

csch x 

85. 

, , senhx 
lim 

x — >0 JC 

86. 

lim cothx 

x— >0“ 


En los ejercicios 87 a 96, calcular la integral indefinida usando las 
formulas del teorema 5.20. 


87 

89. 

91. 

93. 

95. 




- 9x 2 

1 


dx 


J 1 + c 2 < 


dx 


1 


JxJ\ + X 
-1 


dx 


Ax - x 2 

1 


dx 


1 - 4x - 2x 2 


dx 


88 . 

90. 

92. 

94. 

96. 


1 

2xJ\ — 4x 2 
x 

9 - x 4 
J~x 


dx 


dx 


+ x ; 


: dx 


dx 


(x + 2 )Jx- + 4x + 8 
dx 


(x + l)V2.v 2 + 4x + 8 


En los ejercicios 97 a 100, evaluar la integral usando las formulas 
del teorema 5.20. 


97. 


Vx^A 


dx 


98. 


1 


i xjA + x 2 


dx 


99. 



dx 


100 . 


o V25x 2 


+ 1 


: dx 


En los ejercicios 101 a 104, resolver la ecuacion diferencial. 


101 . ^ = 1 

dx 780 + 8x - 16x 2 


102 . 


103. 


1 


dy = 

dx (x - l)V-4x 2 + 8x - 1 


dy 


x 3 - 2 lx 


dx 5 + 4x 


104. 


dy 

dx 


1 - 2x 
4x - x 2 


Area En los ejercicios 105 a 108, encontrar el area de la region. 



En los ejercicios 109 y 110, evaluar la integral en terminos de 
a ) logaritmos naturales y b ) funciones hiperbolicas inversas. 


m 1 


dx 

Vx^TT 


r i/2 

110 . 

J- 1/2 


dx 


111. Reacciones qmmicas Las sustancias quimicas A y B se com- 
binan en razon de 3 a 1 para format' un compuesto. La cantidad x 
de compuesto producida hasta el instante t es proporcional a las 
cantidades que quedan sin transformar de A y B en la disolucion. 
Asi pues, si se mezclan 3 kilogramos de A con 2 kilogramos de 
B. se tiene 



— (x 2 - 12x + 32). 

16 


Un kilogramo del compuesto se ha formado en 10 minutos. 
Calcular la cantidad formada en 20 minutos y resolver la 
ecuacion 


3 k _ f dx 

16 J x 2 — 12x + 32 
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112. Movimiento vertical Un objeto es arrojado desde una altura 
de 400 pies. 


a) 

b) 

c ) 


Expresar la velocidad del objeto en funcion del tiempo 
(despreciando la resistencia al aire sobre el objeto). 
Utilizando el resultado del apartado a) encontrar la funcion 
position. 

Si la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la 
velocidad, entonces dv/dt = — 32 + kv 2 , donde —32 pies/s 2 
es la aceleracion de la gravedad y k es una constante. Mos- 
trar que la velocidad v es la funcion del tiempo 


v(0 = 



h( 732 k t) 


al efectuar la siguiente integration y simplificando el 
resultado: 


f 


dv 

(32 - kv 2 ) 


/ 


d) 


e ) 


J) 


Usando el resultado del apartado c) calcular lfm v(t) e 
interpretarlo. 

Integrar la funcion velocidad del apartado c) y hallar la 
position .s del objeto en funcion de t. Usar una herramien- 
ta de graficacion para representar la funcion position 
k = 0.01 y la funcion position del apartado b) en la misma 
pantalla. Estimar el tiempo adicional requerido para que el 
objeto alcance el suelo, cuando se tiene en cuenta la resis- 
tencia al aire. 

Describir que sucederia si se aumenta el valor de k. A con- 
tinuation, comprobar la afirmacion con un valor particular 
de k. 


Tractriz En los ejercicios 113 y 114, usar la ecuacion de la tractriz 

y = a sech -1 J a 1 — x 2 , a > 0. 

a 

113. Encontrar dy/dx. 


114. Sea L la recta tangente a la tractriz en el punto P. Si L corta al 
eje y en el punto Q, probar que la distancia entre P y Q es a. 

115. Demostrar que tanh -1 x = ^ ln^ | — 1 < x < 1. 

116. Demostrar que senh -1 t = ln(t + Jf- +1 ). 

117. Demostrar que arctan (senh x ) = arcsenjtanh x). 

, , „ „ „ , „ ^ f b xt , 2 senh bx 

118. Sean x > 0 y b > 0. Demostrar que e dt = . 

J-b x 

En los ejercicios 119 a 124, verificar la formula de derivation. 


119. i-[ sech -ij r ] = — J= 120. 
dx L jcTT^v 5 

121. -7-[senh _1 x] = — , 122. 

dx L TTTT 

123. — [coth.r] = — csch 2 jc 
dx 

124. — [sech x] — — sech ,v tanh x 
dx 


— [cosh 1 x] 
dx 

—r [cosh x] = 
dx 


1 

senh x 


Preparacion del examen Putnam 


125. Desde el vertice (0, c) de la catenaria y = c cosh (x/c), se 
dibuja una recta L perpendicular a la tangente de la catenaria 
en el punto P. Demostrar que la longitud de L intersecada 
por los ejes es igual a la ordenada y del punto P. 

126. Aprobar o rechazar que existe al menos una recta normal a 
la grafica de y = cosh x en un punto (a, cosh a) y tambien 
normal a la grafica de y = senh x en un punto (c, senh c). 
[En un punto de la grafica, una recta normal es la perpendi- 
cular a la recta tangente al punto. Tambien, x = (e‘ + e ~ x )/ 2 
y senh* = ( e x — e~ x )/2.] 

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Competi- 
tion. ©The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 


PR0YECT0 DE TRABAJ0 


Arco de San Luis 



El arco de entrada a San Luis, Missouri, fue disenada utilizando la 
funcion coseno hiperbolico. La ecuacion utilizada para la construc- 
tion del arco es 

y = 693.8597 - 68.7672 cosh 0.0100333X, 

-299.2239 < .* < 299.2239 

donde x y y se miden en pies. Las secciones del arco son triangulos 
equilateros, y ( x , y) describe la trayectoria de los centres de masas de 
esos triangulos. Para cada valor de x, el area del triangulo de la section 
transversal es A = 125. 1406 cosh 0.0100333*. ( Fuente : Owner’s Ma- 
nual for the Gateway Arch, Saint Louis, MO, de William Thayer ) 

a) lA que altura sobre el suelo esta el centre del triangulo mas alto? 
(Al nivel del suelo es y = 0.) 

b ) ^,Cual es la altura del arco? ( Sugerencia : En un triangulo equi- 
latero, A = \/3 c 2 , donde c es la mitad de la base del triangulo 
y el centre de masa del triangulo esta situado a dos tercios de la 
altura del triangulo.) 

c) (,Que anchura tiene el arco en su base? 






Ejercicios de repaso 
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Ejercicios de repaso 


En los ejercicios 1 y 2, esbozar a mano la grafica de la funcion. 
Identificar sus aslntotas. 

1. fix) = ln x — 3 2. /( x) = ln(x + 3) 

En los ejercicios 3 y 4, usar las propiedades de los logaritmos para 
desarrollar la funcion logaritmica. 


r /3 r 7r/4 / \ 

23. I sec OdO 24. J tan^— — x j ^ x 

^ En los ejercicios 25 a 30, a) hallar la inversa de /, b) usar una 
herramienta de graficacion para representar / y/ -1 en una mis- 
ma pantalla, c) comprobar que / -1 (/(x)) = x y /(/ -1 (x)) = x y 
d) establecer los dominios y rangos de/y 


3 ‘ ln ~\/ ^2 + | 4 - HU 2 + OU - i)] 

En los ejercicios 5 y 6, escribir la expresion como el logaritmo de 
una unica cantidad. 

5. ln 3 + | ln(4 — x 2 ) — Inx 

6. 3[ln x — 2 ln(x 2 + 1)] + 2 In 5 


En los ejercicios 7 y 8, despejar x. 

7. ln Jx + 1 =2 8. Inx + ln(x — 3) = 0 

En los ejercicios 9 a 14, hallar la derivada de la funcion. 

9. g(x) = ln J2x 10. Ii(x) = ln — — ^ 

11 . fix) = xj\nx 12 . fix) = ln[x(x 2 — 2) 2 / 3 ] 

13. y = jx [a + to — a ln(a + bxf\ 

b- 

1 b a + bx 

14. y = + ^ ln 


En los ejercicios 15 y 16, encontrar la ecuacion de la recta tangente 
a la grafica de la funcion en el punto dado. 


15. 


y = M2 + x ) + jhx 


16. y 


ln 


1 + x 
x 


y 



y 



25. 

fix) -- 

1 0 

= 2^-3 

26. 

fix) 

= 5x - 7 

27. 

fix) = 

= Jx + 1 

28. 

fix) 

= x 3 + 2 

29. 

fix) -- 

= JxJf 

30. 

fix) 

= x 2 - 5, x > 0 


En los ejercicios 31 a 34, verificar que / tiene una inversa. Entonces 
usar la funcion / del niimero real dado a para encontrar (/ -1 )'(a). 
(Sugerencia: Usar el teorema 5.9.) 

31. f{x ) = x 3 + 2, a = — 1 32. fix) = xjx — 3, a = 4 

33. fix) = tan x, — — < x £ -7, a = 

4 4 3 

34. fix) = cos x, 0 < x < 7r, a = 0 

1 En los ejercicios 35 y 36, a) hallar la funcion inversa de/, b ) usar 
una herramienta de graficacion para representar / y / -I en una 
misma pantalla, c) comprobar que/ -1 (/ (x)) = x y / (/ -1 (x)) = x 
y rf) establecer los dominios y rangos de/y / -1 . 


35. /(x) = ln^x 

p\ 

II 

Hi 

1 

X 

En los ejercicios 37 y 38, dibujar sin ayuda de una herramienta 
de graficacion la grafica de la funcion. 

37. y = e~ x/2 

38. y = e~ %2 

En los ejercicios 39 a 44, 

encontrar la derivada de la funcion. 

39. git ) = tV 

40. g(x) = ln 

5W 1 + e x 

41. y = Je 2x + e -2 * 

42. hj) = e~ zl l 2 

43. g(x) = — x 
e* 

44. y = 3e -3 /' 


En los ejercicios 45 y 46, encontrar una ecuacion de la recta tan- 
gente a la grafica de la funcion en el punto dado. 

45. fix) = ln(e - * 2 ), (2,-4) 46. /(6) = |e-„ 2e , (o, 


En los ejercicios 47 y 48, hallar dy/dx por derivacion impllcita. 


En los ejercicios 17 a 24, hallar o evaluar la integral. 


• / tx - 2 ^ 18 ‘ j/-l dX 

20 . f^dx 


17 


19. | -r^—dx 


f 


1 + COS X 
'4 , 


2x + 1 


dx 


x 

ln x 


dx 


47. ylnx + y 2 = 0 48. cosx 2 = xe y 

En los ejercicios 49 a 56, encontrar o evaluar la integral. 


49. f xe 3x2 dx 

Jo 

’ e 4x - e 2 * + 1 


50. 


- dx 


1/2 


J ! 


e* 


dx 


f 


e 2x + e -2x 


dx 


21 . 


2x 


22 . 


51. 


52. 
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53. 



55. 



54. 


56. 


/ 

I 


2 e 2 * 

e 2 * + 1 


dx 

dx 


57. Demostrar que y = e*(a cos 3 x + b sen 3x) satisface la ecuacion 
diferencial y" — 2y’ + 10y = 0. 

'' V- 58. Depreciation El valor V de un artfculo despues de t anos es 
comparado por V = 9000e~ 0 ' 61 , 0 £ t < 5. 

a) Usar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion. 

b) Encontrar la razon de cambio de V respecto de t cuando 
t= 1 y t = 4. 

c) Usar una herramienta de graficacion para representar las 
lfneas tangentes a la funcion cuando t = 1 y t = 4. 

En los ejercicios 59 y 60, calcular el area de la region limitada por 
las graficas de las ecuaciones. 

59. y = xe~ xl , y = Q, x = Q, x = 4 

60. y = 2e~ x , y = 0, x = 0, x = 2 

En los ejercicios 61 a 64, dibujar a mano la grafica de la fun- 
cion. 

61. y = 3 X / 2 62. y = 6(2 ~ x2 ) 

63. y = log 2 (x — 1) 64. y = log 4 x 2 

En los ejercicios 65 a 70, encontrar la derivada de la funcion. 

65. f(x) = 3 x ~ 1 66. fix) = (4e) z 

67. y = x 2x+ 1 68. y = x{4~ x ) 

69. g(x) = log 3 Vl ~ x 70. h(x) = log 5 X _ 


En los ejercicios 71 y 72, encontrar la integral indefinida. 


71. 




72. 



dt 


73. Ritmo o velocidad de ascenso El tiempo t (en minutos) que 
tarda un avion pequeno en subir a una altitud de h pies es 


t 


50 log 10 


18 000 
18 000 - h 


donde 18 000 pies es el tope de altitud alcanzable por el avion. 



Determinar el dominio de la funcion apropiada al contexto 
del problema. 

Usar una herramienta de graficacion para la funcion tiempo 
e identificar las asmtotas. 


c) Encontrar el instante en el que la altitud crece a mayor ritmo 
o velocidad. 


74. Interes compuesto 

a) iQue capital hay que invertir continuamente a 5% de interes 
compuesto para que, al cabo de 15 anos, el balance final 
sea $10 000? 

b) Un deposito a una tasa de r% de interes compuesto continuo 
duplica su valor en 10 anos. Calcular r. 


En los ejercicios 75 y 76, representar la grafica de la funcion. 

75. f(x) = 2 arctan (x + 3) 76. h(x) = — 3 arcsen 2x 

En los ejercicios 77 y 78, evaluar la expresion sin usar una calcu- 
ladora. ( Sugerencia : Dibujar un triangulo rectangulo.) 

77. a) sen(arcsen |) 78. a) tan(arccot 2) 

b ) cos(arcsen j) b) cos(arcsec V5 ) 

En los ejercicios 79 a 84, encontrar la derivada de la funcion. 

79. y = tan(arcsenx) 80. y = arctan(x 2 — 1) 

81. y = x arcsec x 82. y = \ arctan e 7 * 

83. y — x(arcsenx) 2 — 2x + 2>/l — x 2 arcsenx 

84. y — Jxf — 4 — 2 arcsec 2 < x < 4 


En los ejercicios 85 a 90, encontrar la integral indefinida. 


85. 

87. 

89. 


1 


e 2 * + e _2 * 
x 


dx 


arctan(v/2) 
4 + x 2 


dx 


dx 


86 . 

88 . 

90. 


1 


dx 


3 + 25x 2 

1 

16 + x 2 
arcsen 2x 
J\ - 4x 2 


dx 


dx 


En los ejercicios 91 y 92, encontrar el area de la region. 


4 - x 

9L ^ = 7^1? 


92. y = 


16 + x 2 



93. Movimiento armonico Un peso de masa m esta sujeto al extre- 
mo de un resorte que oscila con movimiento armonico simple. 
Segun la ley de Hooke, se puede determinar que 



donde A es el desplazamiento maximo, t el tiempo y k una 
constante. Evpresar y en funcion de t, teniendo que y = 0 
cuando t = 0. 


En los ejercicios 94 y 95, encontrar la derivada de la funcion. 
94. y = 2x — cosh Jx 95. y = xtanh -1 2x 

En los ejercicios 96 y 97, encontrar la integral indefinida. 


96. / 


Jx A — 1 


dx 


97. / 


x 2 sech 2 x 3 dx 
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Solucion de problemas 


1. Encontrar el valor de a que maximiza el angulo 6 mostrado en 
la figura. ^Cual es el valor aproximado de este angulo? 



2 . Recordar que la grafica de una funcion y = f(x) es simetrica 
respecto al origen si ( x , y) es un punto de la grafica, (— x, —y) 
lo es tambien. La grafica de la funcion y = f(x) es simetrica 
respecto al punto (a, b) siempre que (a — x, b — y) es un punto 
de la grafica, (a + x, b + y) lo es tambien, como se muestra en 
la figura. 

y 

(a + x, b + y) 

(a, b ) 

-x,b-y) 

► X 



a) Trazar la grafica de y = sen x en el intervalo [0, 2 tt] . Escribir 
un parrafo breve explicando como la simetrfa de la grafica 
respecto al punto (0, 7r) permite concluir que 

sen x dx = 0. 
o 

b) Trazar la grafica de v = sen x + 2 en el intervalo [0, 2 t t], 
Usar la simetrfa de la grafica respecto al punto (t r, 2) para 
evaluar la integral 


(sen.x + 2) dx. 


c) Trazar la grafica de y = arccos x en el intervalo [ — 1, 1], 
Usar la simetrfa de la grafica para evaluar la integral 


arccos x dx 


3 . 


d) 

a ) 

b) 

c) 


Evaluar la integral 


•7J-/2 


1 + (tanx)^ 


dx. 


Usar una herramienta de graficacion para representar 


/(*) = 


ln(x + 1) 


sobre el intervalo [—1, 1], 


Usar la grafica para estimar lfm /(x). 

x — >0 


Usar la definition de derivada para justificar la respuesta 
del apartado b). 


4 . Sea /(x) = sen (In x). 

a) Determinar el dominio de la funcion f. 

b) Encontrar dos valores de x que satisfagan f(x) = 1. 

c) Encontrar dos valores de x que satisfagan f(x) = — 1 . 

d ) ^Cual es el recorrido o rango de la funcion /? 

e) Calcular /'(x) y usar el calculo para encontrar el valor 
maximo de/en el intervalo [1, 10]. 

fj 31 /) Usar una herramienta de graficacion para representar / en 
la pantalla [0, 5] X [— 2, 2] y estimar lfm /(x), si es que 

x— »0 + 

existe. 


g) 


Determinar lfm f(x) analfticamente, si es que existe. 

x— »0 + 


5 . 


6 . 


Graficar la funcion exponencial y = a x para a = 0.5, 1.2 y 2.0. 
^,Cual de estas curvas interseca la recta v = x? Determinar todos 
los valores positivos de a para los cuales la curva y = a x hace 
intersection con la recta y — x. 

a) Sea P{ cos t, sen f) un punto sobre el cfrculo unitario 
x 2 + y 2 = 1 en el primer cuadrante (ver la figura). Mostrar 
que t es igual a dos veces el area del sector circular sombrea- 
do AOP. 



b ) Sea Rfcosh t, senh f) un punto sobre la hiperbola unitaria 
x 2 — y 2 = 1 en el primer cuadrante (ver la figura). Mostrar 
que t es igual a dos veces el area de la region sombreada 
AOP. Empezar por mostrar que el area AOP esta dada por 
la formula 

'cosh t 

Vx 2 — 1 dx. 


1 


A(t) = — cosh t senh t — 



7. Aplicar el teorema del valor medio a la funcion j\x) = In x sobre 
el intervalo cerrado [l, e], Encontrar el valor de c en el intervalo 
abierto (1, e) tal que 


fie) = 


fie) ~/(l) 
e — 1 


In x n 


8. Mostrar que /(x) = — : — es una funcion decreciente para 
x > e y n > 0. X 


x 
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CAPITULO 5 Funciones logarftmica, exponencial y otras funciones trascendentes 


9. Considerar las tres regiones A, By C determinadas por la grafica 13. Usar integracion por sustitucion para encontrar el area bajo la 
de f(x) = arcsen x, como se muestra en la figura. curva 


y 



a) 

b) 


c ) 


Calcular las areas de las regiones Ay B. 

Usar la respuesta del apartado a) para evaluar la integral 

fj 2/2 

arcsen x dx. 

J 1/2 

Usar la respuesta del apartado a) para evaluar la integral 


1 

^ Sx + x 

entre x = 1 y x = 4. 

14. Usar la integracion por sustitucion para encontrar el area bajo 
la curva 

_ 1 

sen 2 x + 4 cos 2 x 

entre x = 0 y x = tt/4. 

ft" 15. a) Usar una herramienta de graficacion para comparar la 
grafica de la funcion y — e x con las graficas de cada una 
de las funciones dadas. 

0 yi = 1 + fr 

, x X 2 

») = 1 + JT + 


I, 


In x dx. 


x xr x 3 

in) y 3 = 1 + yy + y, + J, 


d) Usar la respuesta del apartado a) para evaluar la integral 




arctan x dx. 


10. Sea L la recta tangente de la grafica de la funcion y = In x en el 
punto (a, b). Demostrar que la distancia entre bye siempre es 
igual a uno. 





11. Sea L la lrnea tangente de la grafica de la funcion y = e x en el 
punto (a, b). Demostrar que la distancia entre aye siempre es 
igual a uno. 

12. La funcion gudermanniana de x es gd(x) = arctan(senh x) 

a) Graficar gd usando una herramienta de graficacion. 

b) Mostrar que gd es una funcion impar. 

c) Mostrar que gd es monotona y, por tanto, tiene una in- 
versa. 

d) Encontrar el punto de inflexion de gd. 

e) Verificar que gd(x) = arcsen(tanh x). 

f x ^ 

f) Verificar que gd(x) = : — . 

Jo cos h 1 


b) Identificar el patron de las funciones polinomiales sucesi- 
vas en el apartado a), extender el patron un termino mas 
y comparar la grafica de la funcion polinomial resultante 
con la grafica de y = e x . 

c ) iQue implica este patron? 

Una hipoteca de una casa por $120 000 por 35 anos a un 9|% 
tiene un pago mensual de $985.93. Parte de este pago mensual 
va al interes sobre el balance no pagado y el resto del pago se 
utiliza para reducir el capital principal. La cantidad que va para 
el interes es 


u = M — 




12 1 


y la cantidad que va directamente hacia la reduction del capital 
principal es 


v = 




12/ 


En esas formulas P es la cantidad de la hipoteca, r la tasa de 

interes, M el pago mensual y t el tiempo en anos. 

a) Usar una herramienta de graficacion para representar cada 
funcion en la misma pantalla. (La pantalla debe mostrar 
los 35 anos de pagos de la hipoteca.) 

b) En los primeros anos, ^a que corresponde la mayor parte 
de la mensualidad? Estimar el momento en que se dedican 
cantidades iguales a los intereses y a la amortization. 

c) Usar las graficas del apartado a) para formular una conje- 
tura acerca de la relation entre las pendientes de las rectas 
tangentes de las dos curvas para un valor especffico de t. 
Proporcionar un argumento analftico para verificar la con- 
jetura. Encontrar u'( 15) y v'( 1 5). 

d) Repetir los apartados a) y b) para un plazo de 20 anos 
(M = $1 1 18.56). (,Que se puede concluir? 



Ecuaciones 

diferenciales 


En este capftulo se estudiara una de las 
mas importantes aplicaciones del calculo: 
las ecuaciones diferenciales. El lector 
aprendera varios metodos para resolver 
diferentes tipos de ecuaciones diferencia- 
les, como las homogeneas, las lineales de 
primer orden y las de Bernoulli. Posterior- 
mente aplicara esas reglas para resolver 
ecuaciones diferenciales en problemas 
de aplicacion. 

En este capftulo, se aprendera: 

■ Como generar un campo de 
pendientes de una ecuacion 
diferencial y encontrar una solucion 
particular. (6.1) 

■ Como usar una funcion exponencial 
para modelos de crecimiento y 
decrecimiento. (6.2) 

■ Como usar el metodo de separacion 
de variables para resolver ecuaciones 
diferenciales. (6.3) 

■ Como resolver ecuaciones 
diferenciales lineales de primer 
orden y la ecuacion diferencial de 
Bernoulli. (6.4) 



Dr. Dennis Kunkel/Getty Images 


Segun el tipo de bacteria, el tiempo que le toma duplicar su peso al 
cultivo puede variar mucho, desde varios minutos hasta varios dias. 
iComo se usaria una ecuacion diferencial para modelar la tasa de 
crecimiento del peso del cultivo de una bacteria? (Ver la seccion 6.3, 
ejercicio 84.) 
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Una funcion y = f(x) es una solucion de una ecuacion diferencial, si la ecuacion se satisface cuando y y sus derivadas 
se reemplazan por f(x) y sus derivadas. Una manera de resolver una ecuacion diferencial es mediante los campos de 
pendientes, los cuales muestran la forma de todas las soluciones de una ecuacion diferencial. (Ver la seccion 6.1.) 
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CAPITULO 6 Ecuaciones diferenciales 



Campos de pendientes y metodo de Euler 


■ Usar condiciones iniciales para encontrar soluciones particulares de ecuaciones diferen- 
ciales. 

■ Usar campos de pendientes para aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales. 

■ Usar el metodo de Euler para aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales. 


Soluciones general y particular 

En este texto se aprendera que los fenomenos ffsicos se pueden describir por medio de ecua- 
ciones diferenciales. Hay que recordar que una ecuacion diferencial en x y y es una ecuacion 
que incluye x,y y derivadas de y. En la seccion 6.2 se observara que los problemas acerca 
de la descomposicion radiactiva, el crecimiento poblacional y las leyes de enfriamiento de 
Newton se pueden formular en terminos de ecuaciones diferenciales. 

Una funcion y = fix) se denomina solucion de una ecuacion diferencial si la ecuacion 
se satisface cuando y y sus derivadas se reemplazan por/(x) y sus derivadas. Por ejemplo, la 
derivation y sustitucion demostraran que y = e~ 2x es una solucion de la ecuacion diferencial 
y' + 2y = 0. Esto demuestra que cada solucion de esta ecuacion diferencial es de la forma 

y = Ce Solucion general de y' + 2y = 0. 

donde C es cualquier numero real. La solucion se llama solucion general. Algunas ecua- 
ciones diferenciales tienen soluciones singulares que no se pueden escribir como casos 
especiales de la solucion general. Sin embargo, tales soluciones no se consideran en este 
texto. El orden de una ecuacion diferencial se determina por la derivada de mayor orden 
en la ecuacion. Como ejemplo, y' = 4 y es una ecuacion diferencial de primer orden. Las 
ecuaciones diferenciales lineales de primer orden se discutiran en la seccion 6.4. 

En la seccion 4.1, ejemplo 8, se observo que la ecuacion diferencial de segundo orden 
j"(f) = — 32 tiene la solution general 

s(t) = — 16 t 2 + (ft + C 2 Solucion general de s"(0 = —32. 

que contiene dos constantes arbitrarias. Se puede mostrar que una ecuacion diferencial de 
orden n tiene una solucion general con n constantes arbitrarias. 

EJEMPLO I Verification de soluciones 

Determinar si la funcion es una solucion de la ecuacion diferencial y" — y = 0. 
a) y = sen x b) y = 4e~ x c) y = Ce x 

Solucion 

a) Dado que y = sen x, y' = cos x, y y" = —sen x, se deduce que 

y" — y = —sen x — sen x = —2 sen x A 0. 

Asf, y = sen x no es una solucion. 

b ) Dado que y = 4e x , y' = — 4e A y y" = 4e~ x , se deduce que 

y" — y = 4e~ x — 4e~ x = 0. 

Asf, y = 4e~ x es una solucion. 

c) Dado que y = Ce x , y' = Ce x , y y" = Ce x , se deduce que 

y" — y = Ce x — Ce x = 0. 


Asf, y = Ce x e s una solucion para cualquier valor de C. 
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Solucion 



Curvas solucion para xy' + y = 0 

Figura 6.1 


Geometricamente, la solucion general de una ecuacion diferencial de primer orden repre- 
senta una familia de curvas conocidas como curvas solucion, una para cada valor asignado 
a la constante arbitraria. Por ejemplo, se puede verificar que cada funcion de la forma 

C 

Y = — Solucion general de xy + y = 0. 

X 

es una solucion de la ecuacion diferencial xy' + y = 0. La figura 6.1 muestra cuatro de las 
curvas solucion correspondientes a diferentes valores de C. 

Como se discutio en la seccion 4. 1 , las soluciones particulares de la ecuacion dife- 
rencial se obtienen de las condiciones iniciales que da el valor de la variable dependiente 
o una de sus derivadas para un valor particular de la variable independiente. El termino 
“condicion inicial” deriva del hecho de que, con frecuencia en problemas que involucran 
tiempo, el valor de la variable dependiente o una de sus derivadas es conocida en el tiempo 
inicial t = 0. Como ejemplo, la ecuacion diferencial de segundo orden s"(t) = — 32 tiene 
la solucion general 


s(t) — ~16 1~ + C| t + C, Solucion general de v" (/) = —32. 


podra tener las siguientes condiciones iniciales. 


j(0) — 80, ,s'(0) — 64 Condiciones iniciales. 


En este caso, las condiciones iniciales llevan a la solucion particular 


s(t) — — 16 1 2 + 64 1 + 80. Solucion particular. 


EJEMPLO 2 Encontrar una solucion particular 

Dada la ecuacion diferencial xy' — 3 y = 0, verificar quey = Cx 3 es una solucion, y encontrar 
la solucion particular determinada por la condicion inicial y = 2 cuando x = — 3. 

Solucion Se sabe que y = Cx 3 es una solucion dado que y' = 3Cx 2 y 

xy' — 3y = x(3Cx 2 ) — 3(Cx 3 ) 

= 0 . 

Ademas, la condicion inicial y = 2 cuando x = — 3 lleva a 

Solucion general. 

Sustituye la condicion inicial. 

Solucion para C. 

que la solucion particular es 

2x 3 

y = — . Solucion particular. 

27 

Verificar esta solucion al sustituir y y y' en la ecuacion diferencial original. 


y = Cx 3 
2= C(— 3) 3 

= C 

21 

y se puede concluir 


■JlilM Para determinar una solucion particular, el numero de condiciones iniciales debe corresponder 
al numero de constantes en la solucion general. ■ 
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CAPITULO 6 Ecuaciones diferenciales 


Campos de pendientes 

Resolver una ecuacion diferencial analfticamente puede ser dificil o casi imposible. Sin 
embargo, existe una aproximacion grafica que se puede usar para aprender mucho acerca de 
la solucion de una ecuacion diferencial. Considerar una ecuacion diferencial de la forma 

y' = Fix, y) Ecuacion diferencial. 

donde F(x, y) es alguna expresion en x y y. En cada punto (x, y) en el piano xy donde F esta 
definida la ecuacion diferencial determina la pendiente y' = Fix, y) de la solucion en ese 
punto. Si se dibuja una recta corta con pendiente F{x, y) en los puntos seleccionados (x, y) 
en el dominio de F, entonces esos segmentos forman un campo de pendientes o un campo 
de direcciones para la ecuacion diferencial y' = Fix, y). Cada segmento tiene la misma 
pendiente que la curva de solucion a traves de ese punto. Un campo de pendientes muestra 
la forma general de todas las soluciones y puede ser util en la obtencion de una perspectiva 
visual de las direcciones de las soluciones de una ecuacion diferencial. 

y 


2 — 
\ iN 


-2 -1 1 

Figura 6.2 


EJEMPLO 3 Representation grafica de un campo de pendientes 

Representar un campo de pendientes de la ecuacion diferencial y' = x — y para los puntos 

(-1, l), (0. l) y (l, l). 

Solucion La pendiente de la curva solucion en cualquier punto (x, y) es Fix, y) = x — y. 
t Asf, la pendiente en el punto ( — 1, 1) es y' = — 1 — 1 = —2, la pendiente en (0, 1) es y' = 
2 0 — 1 = — 1, y la pendiente en (1, 1) es y' = 1 — 1 = 0. Dibujar segmentos cortos en los 

tres puntos con sus respectivas pendientes, como se muestra en la figura 6.2. 


EJEMPLO 4 Identificar campos de pendientes para ecuaciones 
3 diferenciales 


Asociar a cada campo vectorial su ecuacion diferencial. 
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Figura 6.3 


i) y' = x + _y 


ii) y' = x 


in) y' =y 


Solucion 

«) En la figura 6.3a se puede observar que la pendiente de cualquier punto a lo largo del 
eje y es 0. La unica ecuacion que satisface esta condicion es y' = x. Asf, la grafica 
corresponde con ii). 

b) En la figura 6.3 b se puede observar que la pendiente en el punto (1, — 1) es 0. La unica 
ecuacion que satisface esta condicion es y' = x + y. Asf, la grafica corresponde con i). 

c) En la figura 6.3c se puede observar que la pendiente de algun punto a lo largo del eje x es 
0. La unica ecuacion que satisface esta condicion es y' = y. Asf, la grafica corresponde 
con Hi). 
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Una curva solution de una ecuacion diferencial y' = Fix, y) es simplemente una curva 
en el piano xy cuya recta tangente en cada punto (x, y) tiene pendiente igual a Fix, y). Esto 
se ilustra en el ejemplo 5. 

EJEMPLO 5 Trazado de una solucion mediante un campo de pendientes 

Trazar un campo de pendientes para la ecuacion diferencial 
y' = 2x + y. 

Usar un campo de pendientes para representar graficamente la solucion que pasa por el 
punto (1, 1). 

Solucion Hacer una tabla que muestre las pendientes en varios puntos. La tabla siguiente 
es un pequeno ejemplo. Se deben calcular las pendientes de muchos puntos para obtener 
un campo de pendientes representativo. 


X 

-2 

-2 

-1 

-1 

0 

0 

1 

1 

2 

2 

y 

-1 

1 

-1 

1 

-1 

1 

-1 

1 

-1 

1 

y' = 2x + y 

-5 

-3 

-3 

-1 

-1 

1 

1 

3 

3 

5 


A continuacion, dibujar segmentos de rectas en los puntos con sus respectivas pendientes, 
como se muestra en la figura 6.4. 



y 



Campo de pendientes para y' =2 x + y 

Figura 6.4 


Solucion particular para/ = 2 x + y 
quepasaatravesde(l, 1) 

Figura 6.5 


Despues de dibujar el campo de pendientes, se comienza en el punto inicial ( 1 , 1 ) y se mueve 
a la derecha en direction del segmento. A continuacion, dibujar la curva solucion tal que 
esta se mueva paralela al segmento mas cercano. Hacer lo mismo para la izquierda de (1, 1). 
La solucion resultante se muestra en la figura 6.5. 


Del ejemplo 5, notar que el campo de pendientes muestra que mientras x aumenta, / lo 
hace hasta el infinito. 


■ :iiir» Dibujar un campo de pendientes a mano es tedioso. En la practica, los campos de pendientes 
usualmente se dibujan mediante un metodo grafico. ■ 
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CAPITULO 6 Ecuaciones diferenciales 


Metodo de Euler 


y 



El metodo de Euler es un metodo numerico para aproximar la solution particular de la 
ecuacion diferencial 

y' = F{x, y ) 

que pasa a traves del punto (x 0 , v 0 ). Con esta informacion se sabe que la grafica de esa so- 
lucion pasa a traves del punto (jc 0 , v (l ) y tiene una pendiente de F(x 0 , y 0 ) en ese punto. Esto 
da un “punto inicial” para aproximar la solucion. 

A partir del punto inicial, se sigue en la direction indicada por la pendiente. Mediante 
un pequeno paso h, se mueve a lo largo de la recta tangente hasta llegar al punto (q, y,), 
donde 

Xl =x 0 + h y q = y 0 + hF(x 0 , y 0 ) 

como se muestra en la figura 6.6. Si se considera (jc, , v , ) como un nuevo punto inicial, se 
puede repetir el proceso para obtener un segundo punto (jc 2 , y 2 ). Los valores de x t y y t son 
los siguientes. 


*i = *o + h Vi = y 0 + hF(x o, y 0 ) 

x 2 = x 3 + h y 2 = y ] + hF { X] , y,) 


*n = *n - 1 + k 


y n = y n - 1 + hF{x n _ i,y„-i) 


■ Se pueden obtener mejores aproximaciones de la solucion exacta si se escogen tamanos de 

paso cada vez mas pequenos. ■ 


EJEMPLO 6 Aproximar una solucion mediante el metodo de Euler 


y 



Usar el metodo de Euler para aproximar la solucion particular de la ecuacion diferencial 

y' = x ~ y 

que pasa a traves del punto (0, 1). Usar un paso de h = 0.1. 

Solucion Mediante h = 0. 1 , x 0 = 0, y 0 = 1 y F(x, y) = x — y, se tiene x n = 0, x, = 0. 1 . 
x 2 = 0.2, x 3 = 0.3,..., y 


=y 0 + hF(x 0 ,y 0 ) = 1 + (0.1 )(0 - 1) = 0.9 
y 2 = y, + hF( X]J y,) = 0.9 + (0.1)(0.1 - 0.9) = 0.82 
y 3 = y 2 + hF(x 2 ,y 2 ) = 0.82 + (0.1)(0.2 - 0.82) = 0.758. 

Las primeras diez aproximaciones se muestran en la tabla. Se pueden representar esos valores 
para obtener una grafica de la solucion aproximada, como se muestra en la figura 6.7. 


n 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

X„ 

0 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

1.0 

y n 

1 

0.900 

0.820 

0.758 

0.712 

0.681 

0.663 

0.657 

0.661 

0.675 

0.697 


■ Para la ecuacion diferencial aplicada en el ejemplo 6, se puede verificar que la solucion 

exacta es y = x — 1 + 2e~ x . La figura 6.7 compara esta solucion exacta con la solucion aproximada 
obtenida en el ejemplo 6. ■ 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 8, veriflcar la solucion de la ecuacion differencial. 


Solution 


1. y = Ce Ax 

2. y = e~ 2x 

3. x 2 + y 2 = Cy 

4. y 2 — 2 In y = x 2 

5. y = Cj sen x — C 2 cos x 

6. y = C 1 e _jr cosx + Cy - * sen x 

7. y = — cosxln|secx + tanx[ 

8. y = |(e“ 4A: + e 1 ) 


Ecuacion diferencial 
y'=4y 

3y' + 5y = -e -2 * 
y' = 2xy/(x 2 - y 2 ) 

dy _ xy 
dx ~ y 2 - 1 

y"+y = 0 

y" + 2y' + 2y = 0 
y" + y = tan x 
y" + 4v' = 2e x 


Solution 


9. y — sen x cos x — cos 2 x 


10. y = 2 X 2 — 2 cos x — 3 


Ecuacion diferencial 
y condition initial 

2y + y' = 2 sen(2x) — 1 
1 tt\ 


11. y = 4e 6jr 

12. y = e _cos * 


n j i ■ o 

y ' = x + 2 sen x 

y(o) = -5 

y ' = — 12xy 
y(0) = 4 
y ' = y sen x 

fl) - 1 


13. 

y = 

3 cos x 

14. 

y = 

2 sen x 

15. 

y = 

3 cos 2x 

16. 

y = 

3 sen 2x 

17. 

y = 

e -2 * 

18. 

y = 

5 In x 

19. 

y = 

cy 2 * + C 2 e~ 2x 

20. 

y = 

2>e 2x — 4 sen 2x 


En los ejercicios 29 a 32 se dan algunas de las curvas correspon- 
dientes a los diferentes valores de C en la solucion general de la 
ecuacion diferencial. Encontrar la solucion particular que pasa a 
traves del punto mostrado en la grafica. 


Solution 


29. 

30. 

31. 

32. 


y = Ce x I 2 
y(x 2 + y) = C 
y 2 = Cx 3 
2x 2 - y 2 = C 


Ecuacion diferencial 

2y ' + y = 0 

2xy + (x 2 + 2y)y ' = 0 

2xy' - 3y = 0 

yy' - 2x = 0 


En los ejercicios 9 a 12, veriflcar la solucion particular de la 
ecuacion diferencial. 






En los ejercicios 13 a 20, determinar si la funcion es una solucion 
de la ecuacion diferencial y <4> — 16y = 0. 


1 En los ejercicios 33 y 34, la solucion general de la ecuacion diferen- 
cial esta dada. Usar una herramienta de graflcacion para graficar 
las soluciones particulares para los valores dados de C. 


33. 4 yy' - x = 0 

4y 2 - x 2 = C 
C = 0, C = ±1,C = ±4 


34. yy' + x = 0 
x 2 + y 2 = C 
C = 0, C = 1, C = 4 


En los ejercicios 35 a 40, veriflcar que la solucion general satisface 
la ecuacion diferencial. Despues encontrar la solucion particular 
que satisface la condicion inicial. 


En los ejercicios 21 a 28, determinar si la funcion es una solucion 
de la ecuacion diferencial xy' —2 y = x 3 e x . 


35. 


y = Ce 

y' + 2y = 0 

y = 3 cuandox = 0 


36. 


3x 2 + 2y 2 = C 
3x + 2yy ' = 0 
y = 3 cuando x = 1 


21. 

<N 

X 

II 

22. 

y = x 3 

37. y 

= Cj sen 3x + C 2 cos 3x 

38. y = Cj + C 2 In x 

23. 

y = x 2 e* 

24. 

y = x 2 (2 + e x ) 

y 

" + 9y = 0 

xy" + y' = 0 

25. 

y = senx 

26. 

y = cosx 

y 

= 2 cuando x = 77/6 

y = 0 cuando x = 2 

27. 

y = lnx 

28. 

y = x 2 e* — 5x 2 

y 

' = 1 cuando x = tt /6 

y ' = 2 cuando x = 2 
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CAPfTULO 6 


Ecuaciones diferenciales 


39. y = C/x + C 2 x 3 

x 2 y" — 3xy' + 3y = 0 
y = 0 cuando x = 2 
y ' = 4 cuando x = 2 


40. y = e 2 */ 3 ^ + C 2 x) 
9y" - 1 2>- ' + 4y = 0 
y = 4 cuando x = 0 
y = 0 cuando x = 3 


En los ejercicios 41 a 52, encontrar la solucion general de la ecua- 
cion diferencial por integracion. 


41. 

dy = 
dx 

6x 2 

42. 

dy = 
dx 

2x 3 — 3x 

43. 

dy 

X 

44. 

dy 

e x 

dx 

1 + X 2 

dx 

4 + e x 

45. 

dy 

x — 2 

46. 

dy 

9 

dx 

X 

dx 


47. 

dy _ 
dx 
dy = 
dx 

sen 2x 

48. 

dy = 
dx 
dy _ 
dx 

tan 2 x 

49. 

xVx — 6 

50. 

2xV3 - . 

51. 

dy = 
dx 

X 2 

xe x 

52. 

dy = 
dx 

5e~ x ! 2 


Campos de pendientes En los ejercicios 53 a 56, se dan una 
ecuacion diferencial y su campo de pendientes. Determinar las 
pendientes (si es posible) en el campo de pendientes en los puntos 
dados en la tabla. 


X 

-4 

-2 

0 

2 

4 

8 

y 

2 

0 

4 

4 

6 

8 

dy/dx 
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dy _ 2x 
dx y 
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dy 

dx 


iry 
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En los ejercicios 57 a 60, ubicar la ecuacion diferencial con su 
respectivo campo de pendientes. [Los campos de pendientes se 
etiquetaron como a), b ), c) y d).\ 



c) y d) y 


-3, 

\ — — -"M 

\ 

\ — — 

NS. — 

II / / / 2^ 

II////- 

1 III//-’ 

II////- 

11////^ 

II////- 




NN- — /t 

NS- 

-3 - 

■"3 1 /////. 

3 III//. 

111 ///, 

II////- 

1 1 / / /-I - 

3 

2 


-y- = sen(2x) 
dx 

58. 

dy = 
dx 

1 

— COS X 
2 

f = e~ 2 * 

60. 

dy _ 

1 

dx 

dx 

X 


Campos de pendientes En los ejercicios 61 a 64, a) trazar la gra- 
fica del campo de pendientes para la ecuacion diferencial, b) usar 
el campo de pendientes para trazar la grafica de la funcion que 
pasa a traves del punto dado, y c) discutir la grafica de la solucion 
cuando x — >ccyx— > — oo. Usar una herramienta de graficacion 
para verificar los resultados. 


61. y ' = 3 — x, (4,2) 

62. y’ = \x 2 ~\x, (1,1) 

63. y' = y — 4x, (2,2) 

64. y' = y + xy, (0,-4) 


65. Campo de pendientes Usar el campo de pendientes para la 
ecuacion diferencialy' = 1/x, dondex > 0, para representar 
la grafica de la solucion que satisface cada condition inicial. 
Entonces realizar una conjetura acerca del comportamiento 
de una solucion particular dey' = 1/x cuando x — > oo. 



a) (1,0) 


b ) ( 2 ,- 1 ) 
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66. Campo de pendientes Usar el campo de pendientes para 
la ecuacion diferencial y' = 1 /y, dondey > 0, para esbozar la 
grafica de la solucion que satisface cada condicion inicial. 
Entonces realizar una conjetura acerca del comportamien- 
to de una solucion particular de y ' = 1 /y cuando x — > oo. 


y 




X 

0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1 

y(x) 

(exacta) 







y(x) 

(h = 0.2) 







y(x) 

(/; = 0.1) 








Tabla para 79 a 81 


'/////- 


////// 


///////////// 

H I 1 1 1 h 

- 3 - 2-1 12 3 


x 


a) (0,1) 


b) (1,1) 


G9 Campos de pendientes En los ejercicios 67 a 72, usar un sistema 
algebraico por computadora para a) trazar la graflca del campo 
de pendientes para la ecuacion diferencial y b) trazar la graflca de 
la solucion que satisface la condicion inicial especificada. 

67. ~ = 0.25y, v(0) = 4 
dx 

68. ~r — 4 — y, y(0) = 6 
dx 

69. = 0.02y(10 - v), y(0) = 2 
dx 

70. "f = 0.2 jc( 2 - y), y(0) = 9 
ax 

71. ^ = 0.4y(3 - x), y(0) = 1 



Ecuacion 

Condicion 

Solucion 


diferencial 

inicial 

exacta 

79. 

ii 

Vi 

(0, 3) 

y = 3e x 

80. 

dy 2x 
dx y 

(0, 2) 

y = Jlx 2 + 4 

81. 

d y , n 

— = y + cosiJt) 

dx 

(0, 0) 

y = ^(senx — i 


82. Comparar los valores de las aproximaciones en los ejercicios 
79 a 81 con los valores dados por la solucion exacta. ^Como 
cambia el error cuando se incrementa hi 
■ 83. Temperatura En el tiempo t = 0 minutos, la temperatura de un 
objeto es 140°F. La temperatura del objeto cambia en un ritmo 
o velocidad dado por la ecuacion diferencial 


dy 

dt 


-\{y - 72). 


a) Usar una herramienta de graficacion y el metodo de Euler 
para aproximar las soluciones de esta ecuacion diferencial 
en t = 1, 2 y 3. Usar un tamano de paso de h = 0. 1. 


72. 


dy 

dx 




y(0) = 2 


b) Comparar los resultados con la solucion exacta 
y = 72 + 68 e-'/ 2 . 


Metodo de Euler En los ejercicios 73 a 78, usar el metodo de 
Euler para hacer una tabla de valores para la solucion aproximada 
de la ecuacion diferencial con un valor inicial especifico. Usar n 
pasos de tamano h. 

73. y' = jc + y, y(0) = 2, n — 10, h = 0.1 

74. y' = x + y, y(0) = 2, n = 20, h = 0.05 

75. y' — 3x — 2y, y(0) = 3, n = 10, h = 0.05 

76. y'= 0.5v(3 - y), y(0) = 1, n = 5, h = 0.4 

77. y' = e xy , y(0) =1, n = 10, h = 0.1 

78. y' = cosx + senv, y(0) = 5, n = 10, h = 0.1 

En los ejercicios 79 a 81, completar la tabla mediante la solucion 
exacta de la ecuacion diferencial y dos aproximaciones obtenidas 
mediante el metodo de Euler para aproximar la solucion particular 
de la ecuacion diferencial. Usar h = 0.2 y h = 0.1 y calcular cada 
aproximacion con cuatro decimates. 


c) Repetir los incisos a) y b) con un tamano de paso de 
h = 0.05. Comparar los resultados. 


Para discusion 


84. La grafica muestra una solucion de una de las siguientes 

ecuaciones diferenciales. Determinar la ecuacion correcta. 
Explicar su razonamiento. 

a)y' = xy J 

, 4x 

} - v = 7 / 

c) y' = — 4xy / 

d) y' = 4 — xy / 

; 

► X 



414 


CAPITULO 6 Ecuaciones diferenciales 


Desarrollo de conceptos 


85. Describir la diferencia entre una solucion general de una 
ecuacion diferencial y una solucion particular. 

86. Explicar como interpretar un campo de pendientes. 

87. Describir como usar el metodo de Euler para aproximar la 
solucion particular de una ecuacion diferencial. 

88. Se sabe que y = Ce kx es una solucion de la ecuacion di- 
ferencial y' = 0.07y. ^Es posible determinar C o k con la 
information dada? Si es posible, encontrar sus valores. 


fVerdadero o falso? En los ejercicios 89 a 92, determinar si los 
enunciados son verdaderos o falsos. Si son falsos, explicar por que 
o dar un ejemplo que lo demuestre. 

89. Si y = fix) es una solution de una ecuacion diferencial de primer 
orden, entonces y = fix ) + C es tambien una solucion. 

90. La solucion general de una ecuacion diferencial es y — 
—4.9x 2 + Cpc + C 2 . Para encontrar la solucion particular se 
deben tener dos condiciones iniciales. 

91. Los campos de pendientes representan las soluciones generales 
de ecuaciones diferenciales. 

92. Un campo de pendientes muestra que la pendiente en el punto 
(1, 1) es 6. Este campo de pendientes representa la familia de 
soluciones para la ecuacion diferencial y' = 4x + 2y. 

93. Error y metodo de Euler La solucion exacta de la ecuacion 
diferencial 


donde y(0) = 4, es y = 4e 2x . 

a) U sar una herramienta de graficacion para completar la tabla, 
donde y es el valor exacto de la solucion, y 1 es la solucion 
aproximada que se tiene mediante el metodo de Euler con 
h = 0. 1 , y 2 es la solucion aproximada obtenida mediante 
el metodo de Euler con h = 0.2, e Y es el error absoluto 
|y — yj, e 2 es el error absoluto jy — y 2 j, y r es la relation 
eje 2 . 


X 

0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1 

y 







j’r 







y 2 







e i 







e 2 







r 








b) r,Que se puede concluir acerca de la razon r a medida que 
cambia h ? 

c) Predecir el error absoluto cuando h = 0.05. 


94. Error y metodo de Euler Repetir el ejercicio 93 cuya solucion 
exacta de la ecuacion diferencial 



donde y(0) = 1 , es y = x — 1 + 2e x . 

95. Circuitos electricos El diagrama muestra un circuito electrico 
simple que consiste de una fuente de potencia, un resistor y un 
inductor. 


R 



Un modelo de la corriente /, en amperes (A), en un tiempo t, esta 
dado por la ecuacion diferencial de primer orden 

Lj r + RI = E{t) 

donde E{t) es el voltaje (V ) producido por la fuente de potencia, 
R es la resistencia, en ohms (£2), y L es la inductancia, en henrys 
(H). Suponer que el circuito electrico consiste de una fuente de 
potencia de 24 V, un resistor de 12 Q y un inductor de 4 H. 

a ) Trazar la grafica para el campo de pendientes de la ecuacion 
diferencial. 

b) ^Cual es el valor limitante de la corriente? Explicar. 

96. Para pensar Se sabe que y = e kt es una solucion de la ecuacion 
diferencial y" — 16v = 0. Encontrar los valores de k. 

97. Para pensar Se sabe que y — A sen cot e s una solucion de la 
ecuacion diferencial y" + 16y = 0. Encontrar los valores de ( 0 . 


Preparacion del examen Putnam 


98. Sea /una funcion de valor real dos veces derivable que sa- 
tisfaga 

fix ) + fix) = -xgix)f'ix) 

donde g(x) > 0 para todo x real. Probar que |/(x)| esta aco- 
tada. 

99. Probar si la familia de curvas integrales de la ecuacion dife- 
rencial 

+ P(x)y = q(x), P( x ) ’ ?(■*) * 0 

es cortada por la recta x = k, las tangentes de los puntos de 
intersection son concurrentes. 

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putman Prize 
Competition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos 
reservados. 
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6.2 


■ Usar la separation de variables para resolver una ecuacion diferencial simple. 

■ Usar funciones exponeneiales para modelar el crecimiento y decrecimiento en pro- 
blemas de aplicacion. 


Ecuaciones diferenciales: crecimiento y decrecimiento 


Ecuaciones diferenciales 

En la seccion anterior se aprendio a analizar de manera visual las soluciones de ecuaciones 
diferenciales mediante los campos de pendientes, y la solucion aproximada de forma numeri- 
ca mediante el metodo de Euler. Analfticamente, se aprendio a resolver solo dos tipos de 
ecuaciones diferenciales, las de las formas y' = fix) y y" = fix). En esta seccion, se aprendera 
a resolver un tipo mas general de ecuaciones diferenciales. La estrategia es reescribir la ecuacion 
de manera tal que cada variable ocurre solo en un lado de la ecuacion. La estrategia se deno- 
mina separation de variables. (Se estudiara esa estrategia mas a detalle en la seccion 6.3.) 


EJEMPLO I Resolver una ecuacion diferencial 


*m>J - l 'Uivdl' ll . fc Sepuedeusarderiva- 
cion implfcita para verificar la solucion 
en el ejemplo 1. 


EXPLORACION 

En el ejemplo 1, la solucion general 
de la ecuacion diferencial es 

y 2 - lx 2 = C. 

Usar una herramienta de grafica- 
cion para graficar varias soluciones 
particulares, estas se dan por 
C = ±2, C = ±1 y C = 0. Describir 
las soluciones graficamente. ^Es 
verdadero o falso el enunciado de 
cada solucion? 

La pendiente de la grdfica en el 
punto (x, y) es igual a dos veces 
la razon de xyy. 

Explicar el razonamiento. ^Estan 
todas las curvas para las cuales este 
enunciado es verdadero representa- 
das por la solucion general? 


2x 

y 

yy' = 2x 


y 


yy' dx = \ 2x dx 


y dy = | 2x dx 

ip 2 = x 2 + Cj 
- 2x 2 = C 


Escribir la ecuacion original. 
Multiplicar ambos miembros por y. 
Integrar con respecto a x. 

dy = y' dx. 

Aplicar la regia de la potencia. 
Reescribir, sea C = 2C V 


Asf, la solucion general esta dada por y 2 — 2x 2 = C. 


Cuando se integran ambos miembros de la ecuacion en el ejemplo 1, no se necesita 
agregar una constante de integracion a ambos miembros de la ecuacion. Si se hace, se ob- 
tendra el mismo resultado que en el ejemplo 1. 



h 2 + C 2 = x 2 + C 3 

\y 2 = x 2 + (C 3 - C 2 ) 

\y 2 = x 2 + C 1 

En la practica, mas personas prefieren usar la notacion de Leibniz y las diferenciales 
cuando se aplica separacion de variables. La solucion del ejemplo 1 se muestra abajo por 
medio de esta notacion. 


dy 

dx 

ydy 



y 2 - 2x 2 


2x 


y 

2x dx 


2x dx 


x 2 + C\ 
C 
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CAPfTULO 6 


Ecuaciones diferenciales 


Modelos de crecimiento y decrecimiento 

En muchas aplicaciones, el ritmo o velocidad de cambio de una variable y es proporcional 
al valor de y. Si y es una funcion del tiempo t, la proporcion se puede escribir como se 
muestra. 


Razon de 

cambio de y es proporcional a y. 



La solucion general de esta ecuacion diferencial se proporciona en el siguiente teorema. 


TEOREMA 6.1 MODELO DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO EXPONENCIAL 

Si y es una funcion derivable de t tal que y > 0 y y' = ky, para alguna constante k, 
entonces 

y = Ce kt 

C es el valor inicial de y, y k es la constante de proporcionalidad. El crecimiento 
exponencial se produce cuando k > 0, y el decrecimiento cuando k < 0. 


Demostracion 


y 



/ = 

ky 

Escribir la ecuacion original. 

II 

VI ^ 

k 

r 

Separar variables. 

y -d t = 

I k dt 

r 

Integrar con respecto a t. 

l dy = 

1 k dt 

dy = y' dt. 

In y = 

kt + C 1 

Encontrar la antiderivada de cada miembro. 

y = 

e kt e c i 

Despejar y. 

y = 

Ce kt 

Sea C = e Cl . 


Asf, todas las soluciones de y ' = ky son de la forma y= Ce kt . Diferenciar la funcion y = Ce kJ 
con respecto a t, y verificar que y' = ky. 


EJEMPLO 2 Uso de un modelo de crecimiento exponencial 


Si la razon de cambio de y es proporcional a La razon de cambio de y es proporcional a y. Cuando t = 0, y = 2. Cuando t = 2, y = 4. 

y, entonces sigue un modelo exponencial ^Cual es el valor de y cuando t = 3? 

Figura 6.8 

Solucion Dado que y' = ky, se sabe que v y t se relacionan con la ecuacion y = Ce kt . Al 
aplicar las condiciones iniciales se encuentran los valores de las constantes C y k. 


Mediante propie- 
dades logarltmicas, notar que el valor 
de k en el ejemplo 2 puede tambien 
escribirse como In (v/2). Asf, el modelo 
se convierte en y = 2e (ln ' 2) ', el cual se 
puede reescribir como y = 2(V2) . 


2 = 

Ce° 


C = 

2 

Cuando t = 0, y = 

4 = 

2e lk 


k = 

^ In 2 » 0.3466 

Cuando t = 2, y = 


Asf, el modelo es y ~ 2e 0M66 '. Cuando t = 3, el valor de v es 2e a3466(3) ~ 5.657. (Ver la figura 
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El modelo de decrecimiento 
exponencial en el ejemplo 3 se pudo 
escribir como y = lO^)'/ 24100 . Este mo- 
delo es mas facil de derivar, pero para 
algunas aplicaciones no es conveniente 
usarlo. ■ 


TECNOLOGIA La mayoria de las herramientas de graficacion tiene funciones para 
ajustar curvas que se pueden usar para encontrar modelos que representen los datos. Usar la 
funcion de regresion exponencial y la information del ejemplo 2 para encontrar un modelo 
para los datos. ^Como se podrfa comparar el modelo obtenido con el modelo dado? 


El decrecimiento radiactivo se mide en terminos de la vida media que es el numero 
de anos requeridos para reducir la muestra radiactiva a la mitad. La tasa de desintegracion 
es proporcional a la cantidad presente. Las vidas medias de algunos isotopos radiactivos 
comunes muestran: 


Uranio ( 238 U) 
Plutonio ( 239 Pu) 
Carbono ( 14 C) 
Radio ( 226 Ra) 
Einstenio ( 254 Es) 
Nobelio ( 257 No) 


4 470 000 000 anos 

24 100 anos 

5 715 anos 
1 599 anos 
276 anos 

25 segundos 


EJEMPLO 3 Desintegracion radiactiva 

Suponer que 10 gramos del isotopo 239 Pu se liberaron en el accidente nuclear de Chernobyl. 
■ Cuanto tiempo tomara a los 10 gramos disminuir a 1 gramo? 

Solucion Considerar que y representa la masa (en gramos) del plutonio. Dado que la tasa 
de desintegracion es proporcional a y, se sabe que 

y = Ce kt 

donde t es el tiempo en anos. Para encontrar los valores de las constantes C y k, aplicar las 
condiciones iniciales. Con base en que y = 10 cuando t = 0, se puede escribir 

10 = Ce m = Ce° 


lo cual implica que C = 10. Luego, con base en el hecho de que la vida media de 239 Pu es 
de 24 100 anos se puede tener y = 10/2 = 5 cuando t = 24 100, se puede escribir 

10 e *(24 too) 

g 24 100 * 

k 
k. 

Asf, el modelo es 

y = 1 Oe~ 0 ' 000028761 '. Modelo de vida media. 

Para encontrar el tiempo en que 10 gramos decrecen a 1 gramo, se puede despejar para 1 
en la ecuacion 

\ = 10g-0.000028761f 

La solucion es aproximadamente 80 059 anos. 

Del ejemplo 3, notar que en un crecimiento o decrecimiento exponencial es facil obte- 
ner el valor de C cuando se da el valor de y para t = 0. El siguiente ejemplo demuestra un 
procedimiento para resolver C y k cuando no se conoce el valor de y en t = 0. 


5 = 
1 _ 
2 ~~ 

_J_1 1 = 
24 100 2 

0.000028761 = 
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CAPfTULO 6 


Ecuaciones diferenciales 


EJEMPLO 4 Crecimiento de poblacion 


Suponer que una poblacion experimental de moscas se incrementa conforme a la ley de 
crecimiento exponencial. Habia 100 moscas antes del segundo dia del experimento y 300 
moscas despues del cuarto dia. ^Cuantas moscas, aproximadamente, habia en la poblacion 
original? 


Solucion Sea y = Ce kt el numero de moscas al momenta f, donde t se mide en dias. Notar 
que y es continua donde el numero de moscas es discreto. Dado que y = 100 cuando t = 2 
y y = 300 cuando t = 4, se puede escribir 

100 = Ce 2k y 300 = Ce 4k 

Por la primera ecuacion, se sabe que C = I00e~ 2k . Al sustituir este valor en la segunda 
ecuacion, se obtiene lo siguiente. 


300 = lOOe^e 4 * 
300 = lOOe 2 ^ 

In 3 = 2k 


y 



Tiempo (en dfas) 


Figura 6.9 


2 ln3 = k 
0.5493 ~ k 

Asi, el modelo de crecimiento exponencial es 
y = Ce 0M 93; . 

Para resolver C, reaplicar la condicion y = 100 cuando t = 2 y obtener 

100 = Ce a5493 < 2 > 

C = I00e ~ 1 0986 = 33. 

Asi, la poblacion original (cuando t = 0) consistia en aproximadamente y = C = 33 moscas, 
como se muestra en la figura 6.9. 


EJEMPLO 5 Ventas decrecientes 

Cuatro meses despues de que se detuviera la publicidad, una compania fabricante notifi- 
ca que sus ventas han caido de 100000 unidades por mes a 80 000. Si las ventas siguen 
un patron de decrecimiento exponencial, ( 'C]iie unidades habra despues de los siguientes 
dos meses? 


y 



Solucion Usar el modelo de decrecimiento exponencial y = Ce kt , donde t se mide 
en meses. De la condicion inicial (t = 0), se sabe que C = 100000. Ademas, dado que 
y = 80 000 cuando t = 4, se tiene 

80 000 = 100 000e 4,: 

0.8 = e 4 * 
ln(0.8) = 4k 
-0.0558 » k. 

Asi, despues de 2 meses mas (t = 6), se puede especular que la tasa de ventas mensuales 
sera 

y ~ 100 000e“° ° 558 ( 6 > 

~ 71 500 unidades. 


Figura 6.10 


Ver la figura 6.10. 
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En los ejemplos 2 al 5, en realidad no se tuvo que resolver la ecuacion diferencial 

y' = ky. 

(Esto se hizo una vez en la prueba del teorema 6. 1 .) El siguiente ejemplo ilustra un problema 
cuya solucion involucra la tecnica de separacion de variables. El ejemplo concierne a la ley 
de enfriamiento de Newton, la cual establece que la razon de cambio en la temperatura de 
un objeto es proporcional a la diferencia entre la temperatura del objeto y la temperatura 
del medio circundante. 


EJEMPLO 6 Ley de enfriamiento de Newton 

Sea y la temperatura (en °F) de un objeto en una habitation cuya temperatura se conserva 
constante a 60°. Si la temperatura del objeto baja de 100° a 90° en 10 minutos, ^cuanto 
tiempo se requerira para bajar la temperatura a 80° ? 


y 



Figura 6.11 


Solucion Por la ley de enfriamiento de Newton, se sabe que la razon de cambio en y es 
proporcional a la diferencia entre y y 60. Esto se puede escribir como 

y'=k(y- 60), 80<y<100. 


Para resolver esta ecuacion diferencial, usar la separacion de variables, como se muestra. 
dy 


dt 


= k{y — 60) 


Ecuacion diferencial. 



k dt 


Separar variables. 



ln|y — 60 1 = kt + C l 


Integrar cada miembro. 


Encontrar la antiderivada o primitiva de cada miembro. 


Dado que y > 60, |v — 60| = y — 60, se pueden omitir los signos del valor absoluto. Mediante 
notation exponencial, se tiene 


y — 60 = e k,+Cl i N y = 60 + Ce kt . C = e c < 

Mediante y = 100 cuando t = 0, se obtiene 100 = 60 + Ce k<0) = 60 + C, lo cual implica 
que C = 40. Dado que y = 90 cuando t = 10, 

90 = 60 + 40e i(10) 

30 = 40e loi 

k= jo In | = -0.02877. 

Asf, el modelo es 

y = 60 + 40e~ 002877 ' Modelo de enfriamiento. 

y finalmente, cuando y = 80, se obtiene 

80 = 60 + 40e~ 002877 ' 

20 = 40 e -° 02877 ' 

1 _ _-0.02877r 

2 e 

In \ = - 0.02877 1 
t ~ 24.09 minutos. 

Asf, se requeriran alrededor de 14.09 minutos mas para enfriar el objeto a una temperatura 
de 80° (ver la figura 6.11). 
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CAPITULO 6 Ecuaciones diferenciales 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 10, resolver la ecuacion diferencial. 


1. 

dy 

— — x + 3 
dx 

2. 

dy 

dx 

= 6 — x 

3. 

d y x. x 

Tx~ y + 3 

4. 

dy 

dx 

= 6 -y 

5. 

. 5x 

y = 7 

6. 

y ’ 

II 

7. 

II 

V 

8. 

y'- 

= x(l + y) 

9. 

(1 + x 2 )y' — 2xy = 0 

10. 

xy 

+ y'= lOOx 


En los ejercicios 11 a 14, escribir y resolver la ecuacion diferencial 
que modela el enunciado verbal. 


11. La razon de cambio de Q con respecto a t es inversamente pro- 
porcional al cuadrado de t. 

12. La razon de cambio de P con respecto a t es proporcional a 
25 - t. 

13. La razon de cambio de N con respecto a 5 es proporcional a 
500 - 5 . 

14. La razon de cambio de y con respecto a x varfa juntamente con 
xyL-y. 


^ V- Campos de pendientes En los ejercicios 15 y 16, una ecuacion 
diferencial, un punto y un campo de pendientes son dados, a) 
Trazar la grafica de dos soluciones aproximadas de la ecuacion 
diferencial sobre el campo de pendientes, uno de los cuales pasa 
a traves del punto dado, b) Usar la integracion para encontrar la 
solucion particular de la ecuacion diferencial y usar una herra- 
mienta de graficacion para representar la solucion. Comparar el 
resultado con la grafica en el apartado a). 


15 ‘ ^ = ^ ~ ^ 

y 




y 


i l i i i \ 4- 

-/////I II 

II 1 III W' 

■///// l ll 

i m \ i \ \ 

-//////ii 

i \ i \ \ \ \ \ ■ 

■//ill I I I 

\ \ \ \ \ \ \ \- 

-/ / / / I I I i 

\ \ \ \ \ \ \ N ■ 

■ y / / I l 1 1 1 

\ \ \ \ \ \ w- 

-y // 1 I I 1 1 


y / / / / / ! 

_4 / / 

ill ii//'- 

4 


1 1 1 1 1 l / y ■ 

■N \ \ \ \ \ \ \ 

l l 1 l 1 l i y- 

-\ \ \ \ V \ \ \ 

1 l l l 1 l l / ■ 

■ \ \ \ \ l \ \ 1 

II//////- 

-\ \ \ \ \ \ 1 l 

III III//- 

• \ \ \ 1 \ 11 1 

. -4 - 

-\ \ \ 1 1 1 1 1 


^ En los ejercicios 17 a 20, encontrar la funcion y = fit) que pasa a 
traves del punto (0, 10) con la primera derivada dada. Usar una 
herramienta de graficacion para representar la solucion. 


dy 

dt 2 
dy 1 
dt ~ ~2 y 


18 . *=- \j, 

dt 4 


dy 3 

Tt = 4 y 


En los ejercicios 21 a 24, escribir y resolver la ecuacion diferencial 
que modele el enunciado verbal. Evaluar la solucion en los valores 
especificos de la variable independiente. 

21. La razon de cambio de y es proporcional a y. Cuando x = 0, 
y = 6 y cuando x = 4, y = 15. ^Cual es el valor de y cuando 
x — 8? 

22. La razon de cambio de N es proporcional a N. Cuando t = 0, 
N = 250 y cuando t = 1 , N = 400. ^Cual es el valor de N 
cuando t = 4? 

23. La razon de cambio de V es proporcional a V. Cuando t = 0, 

V = 20 000, y cuando t = 4, V = 12 500. /.Cual es el valor de 

V cuando t = 6? 

24. La razon de cambio de P es proporcional a P. Cuando t = 0, 
P = 5 000, y cuando t = 1, P = 4 750. ^Cual es el valor de P 
cuando t = 5? 


En los ejercicios 25 a 28, encontrar la funcion exponencial 
y = Ce kl que pase a traves de los dos puntos dados. 



Desarrollo de conceptos 


29. Describir que representan los valores de C y k en el modelo 
de crecimiento y decrecimiento exponencial, y = Ce kt . 

30. Proporcionar una ecuacion diferencial que modele el creci- 
miento y decrecimiento exponencial. 


En los ejercicios 31 y 32, determinar los cuadrantes en los cuales 
la solucion de la ecuacion diferencial es una funcion creciente. 
Explicar. (No resolver la ecuacion diferencial.) 


31. ^ = 1 

dx 


xy 


32. ^ = —Y 2 


dx 




20 . 
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Desintegracion radiactiva En los ejercicios 33 a 40, completar la 
tabla de los isotopos radiactivos. 



Isotopo 

Semivida o 
vida media 
(en anos) 

Cantidad 

inicial 

Cantidad 
despues de 
1 000 anos 

Cantidad 
despues de 
10 000 anos 

33. 

226 Ra 

1 599 

20 g 



34. 

22S Ra 

1 599 


1.5 g 


35. 

22S Ra 

1 599 



0.1 g 

36. 

14 C 

5 715 



3g 

37. 

14 C 

5 715 

5 g 



38. 

14 c 

5715 


1.6 g 








39. 

239 Pu 

24 100 


2.1 g 


40. 

239 Pu 

24 100 



0.4 g 


41. Desintegracion radiactiva El radio radiactivo tiene una semi- 
vida o vida media de aproximadamente 1 599 anos. ^Que porcen- 
taje de una cantidad dada permanece despues de 100 anos? 

42. La prueba del carbono 14 La prueba del carbono 14 supone 
que el contenido de dioxido de carbono sobre la Tierra hoy 
tiene el mismo contenido radiactivo que el de hace siglos. Si 
esto es cierto, la cantidad de 14 C absorbido por un arbol que 
crecio hace varios siglos debe tener la misma cantidad de 14 C 
absorbida por un arbol que crece hoy. Una pieza de carbon 
viejo contiene solo 15% de la cantidad de carbono de una pieza 
de carbon actual. ^Hace cuanto tiempo fue quemado el arbol 
para formar la pieza antigua de leno? (La vida media del 14 C es 
5 715 anos.) 

Interes compuesto En los ejercicios 43 a 48, completar la tabla para 
una cuenta de ahorros en la que se tiene un interes continuo. 


Poblacion En los ejercicios 57 a 61, se dan la poblacion (en mi- 
llones) de un pais en 2007 y la razon de cambio continua anual 
especulada k de la poblacion. ( Fuente : U.S. Census Bureau, In- 
ternational Data Base.) 

a) Encontrar el modelo de crecimiento exponencial P = Ce k ‘ de 
la poblacion con t — 0 correspondiente a 2000. 

b) Usar el modelo para predecir la poblacion del pais en 2015. 

c) Discutir la relacion entre el signo de k y el cambio en la po- 
blacion para el pais. 



Pals 

Poblacion de 2007 

k 

57. 

Letonia 

2.3 

-0.006 

58. 

Egipto 

80.3 

0.017 

59. 

Paraguay 

6.7 

0.024 

60. 

Hungrfa 

10.0 

-0.003 

61. 

Uganda 

30.3 

+ 0.036 


Para discusion 


62. a) Suponiendo un incremento en la poblacion de insectos 
en un numero constante cada mes, explicar por que el 
numero de insectos puede ser representado por funcion 
lineal. 

b) Suponiendo un incremento en la poblacion de insectos 
en un porcentaje constante cada mes, explicar por que el 
numero de insectos puede ser representado por funcion 
exponencial. 


63. Modelo matematico Sea uncultivo con una cantidad inicialde 
cien bacterias y N el numero de bacterias que se cuentan cada 
hora durante 5 horas. Los resultados se muestran en la tabla, 
donde t es el tiempo en horas. 



Inversion 

Tasa 


inicial 

anual 

43. 

$4 000 

6% 

44. 

$18 000 

5\% 

45. 

$750 


46. 

$12 500 


47. 

$500 


48. 

$2 000 



Tiempo Cantidad 

para despues 

duplicar de 10 anos 


-j 3 - 

7 4 anos 
5 anos 

SI 292.85 
$5 436.56 


Interes compuesto En los ejercicios 49 a 52, encontrar el capital 
principal P que debe invertirse a una tasa r, a un interes mensual 
compuesto, tal que $1 000 000 garanticen la jubilacion en t anos. 

49. r = 7j%, f = 20 50. r = 6%, t = 40 

51. r = 8%, f = 35 52. r = 9%, f = 25 


Interes compuesto En los ejercicios 53 a 56, encontrar el tiempo 
necesario para que $1 000 se dupliquen si se invierten a una tasa 
de r compuesta a) anual, b) mensual, c) diaria y d) continua. 

53. r = 7% 54. r = 6% 

55. r = 8.5% 56. r = 5.5% 


t 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

N 

100 

126 

151 

198 

243 

297 


a) Usar la funcion de regresion de una herramienta de grafica- 
cion para encontrar un modelo exponencial para los datos. 

b) Usar el modelo para estimar el tiempo requerido para que 
la poblacion se cuadriplique. 

64. Crecimiento de bacterias El numero de bacterias en un cultivo 
se incremento de acuerdo con la ley de crecimiento exponencial. 
Despues de 2 horas se tienen 125 bacterias en el cultivo y 350 
bacterias despues de 4 horas. 

a) Encontrar la poblacion inicial. 

b) Escribir un modelo de crecimiento exponencial de la po- 
blacion bacteriana. Sea t el tiempo en horas. 

c) Usar el modelo para determinar el numero de bacterias 
despues de 8 horas. 

d) ^Despues de cuantas horas la cantidad de bacterias sera de 
25000? 

65. Curva de aprendizaje El gerente de una fabrica ha calculado 
que un trabajador puede producir mas de 30 unidades en un dia. 
La curva de aprendizaje del numero N de unidades producidas 
por dia despues de que un nuevo empleado haya trabajado 
t dias es N = 30(1 — e kl ). Despues de 20 dias en el trabajo, un 
trabajador produce 19 unidades. 
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a) Encontrar la curva de aprendizaje de este trabajador. 

b) ^Cuantos dfas pasarfan antes de que este trabajador pro- 
duzca 25 unidades por dfa? 

66. Curva de aprendizaje Si en el ejercicio 65 el gerente requiere 
que un nuevo empleado produzca al menos 20 unidades por 
dfa despues de 30 dfas en el trabajo, encontrar a) la curva de 
aprendizaje que describe este requisito nrinimo y b) los dfas 
necesarios antes de que un trabajador produzca, como mfnimo, 
25 unidades por dfa. 

67. Analisis de datos La tabla muestra la poblacion P (en millones) 
de Estados Unidos desde 1960 hasta 2000. ( Fuente : U.S. Census 
Bureau ) 


Ano 

1960 

1970 

1980 

1990 

2000 

Poblacion, P 

181 

205 

228 

250 

282 


a) Usar los datos de 1960 y 1970 para encontrar un modelo 
exponencial P l para los datos. Considerar t = 0 en 1960. 

b) Usar una herramienta de graficacion para representar un 
modelo exponencial P , para los datos. Considerar t = 0 en 
1960. 

c) Usar una herramienta de graficacion para trazar los datos 
y los modelos P x y P 1 en la misma pantalla. Comparar el 
dato real con las predicciones. ^Que modelo se ajusta mejor 
a los datos? 

d) Estimar cuando la poblacion sera de 320 millones. 

1 68. Analisis de datos La tabla muestra los ingresos netos y las 
cantidades requeridas para satisfacer la deuda nacional (fondos de 
garantfa de los intereses adecuados por la Tesorerfa) de Estados 
Unidos desde 2001 hasta 2010. Los anos de 2007 a 2010 son 
estimados y las cantidades monetarias se dan en miles de millones 
de dolares. ( Fuente : U.S. Office of Management and Budget) 


Ano 

2001 

2002 

2003 

2004 

2005 

Ingresos 

1 991.4 

1 853.4 

1 782.5 

1 880.3 

2 153.9 

Intereses 

359.5 

332.5 

318.1 

321.7 

352.3 


Ano 

2006 

2007 

2008 

2009 

2010 

Ingresos 

2 407.3 

2 540.1 

2 662.5 

2 798.3 

2 954.7 

Intereses 

405.9 

433.0 

469.9 

498.0 

523.2 


a) Usar la capacidad de regresion de una herramienta de gra- 
ficacion para encontrar un modelo exponencial R para los 
ingresos y un modelo cuartico I para la cantidad necesaria 
para satisfacer la deuda. Considerar t como el tiempo en 
anos, con t = 1 que corresponde a 2001. 

b) Usar una herramienta de graficacion para trazar los puntos 
correspondientes a los ingresos, y trazar el correspondiente 
modelo. Con base en el modelo, ^,cual es la tasa de creci- 
miento continuo de los ingresos? 

c) Usar una herramienta de graficacion para representar los 
puntos que corresponden a la cantidad necesaria para sa- 
tisfacer la deuda, y trazar el modelo cuartico. 

d) Encontrar una funcion P(i) que aproxime el porcentaje de 
los ingresos necesarios para satisfacer la deuda nacional. 
Usar una herramienta de graficacion para representar esta 
funcion. 


69. 


70. 


Intensidad del sonido El nivel del sonido (i (en decibeles), 
con una intensidad de I es yS(/) = 10 log 10 j donde I 0 es una 

intensidad de 10 -16 watts por centfmetro cuadrado, que corres- 
ponde a la intensidad del sonido mas debil que se puede escuchar. 
Determinar j8(/) para 

a) I = 10~ 14 watts por centfmetro cuadrado (susurro) 

b) 1 = 10~ 9 watts por centfmetro cuadrado (esquina de calle 
ruidosa) 

c) 1 = 10“ 6 ' 5 watts por centfmetro cuadrado (golpe de martillo) 

d) I = 10~ 4 watts por centfmetro cuadrado (umbral de dolor) 

Nivel de ruido Con la instalacion de materiales de aislamiento 
sonoro, el nivel de ruido en un auditorio se redujo de 93 a 80 deci- 
beles. Usar la funcion exponencial del ejercicio 69 para encontrar 
el porcentaje de decrecimiento en el nivel de intensidad del ruido 
como un resultado de la instalacion de esos materiales. 


71. Silvicultura El valor de un terreno de arboles maderables es 
V{t) = 100 OOOe 08 '" donde t es el tiempo en anos, con t = 0 
correspondiente a 2008. Si el dinero gana intereses continua- 
mente de 10%, el actual valor del bosque maderero en cualquier 
tiempo t es A(t) = V(t)e~ 010 '. Encontrar el ano en el cual el 
bosque se talara para maximizar la presente funcion valor. 

72. Intensidad del terremoto En la escala de Richter, la magnitud 
R de un terremoto de intensidad I es 


R = 


In / — In Io 
inTo 


donde I 0 es la intensidad minima usada como comparacion. 
Suponer que /„ = 1. 

a) Encontrar la intensidad del terremoto de San Francisco en 
1906 (R = 8.3). 

b) Encontrar el factor para el cual la intensidad aumente si la 
medida en la escala Richter es el doble. 

c) Encontrar dR/dl. 

73. Ley de enfriamiento de Newton Cuando unobjetoseextrae del 
homo y se coloca en un entorno con una temperatura constante de 
80° F, la temperatura en el centra es 1 500° F. Una hora despues 
de extraerlo, la temperatura del centra es 1 120° F. Encontrar la 
temperatura del centra 5 horas despues de extraer el objeto del 
homo. 

74. Ley de enfriamiento de Newton Un contenedor de lfquido 
caliente se coloca en un congelador que se mantiene a una tem- 
peratura constante de 20° F. La temperatura inicial del lfquido 
es 160° F. Despues de 5 minutos, la temperatura del lfquido es 
60° F. ^Cuanto tiempo se necesitara para que su temperatura 
disminuya a 30° F? 


I Verdadero o fatso! En los ejercicios 75 a 78, determinar si el 
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por que o 
proporcionar un ejemplo que lo demuestre. 

75. En el crecimiento exponencial, la tasa de crecimiento es cons- 
tante. 

76. En el crecimiento lineal, la tasa de crecimiento es constante. 

77. Si los precios aumentan a una tasa de 0.5% mensual, entonces 
estos aumentan a una tasa de 6% por ano. 

78. El modelo exponencial de la ecuacion diferencial de crecimiento 
es dy/dx — ky, donde k es una constante. 
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Q Separacion de variables y la ecuacion logfstica 

■ Reconocer y resolver las ecuaciones diferenciales que se pueden resolver mediante sepa- 
ration de variables. 

■ Reconocer y resolver ecuaciones diferenciales homogeneas. 

■ Usar ecuaciones diferenciales para modelar y resolver problemas de aplicacion. 

■ Resolver y analizar las ecuaciones diferenciales logisticas. 


Separacion de variables 

Considerar una ecuacion diferencial que pueda escribirse de la forma 

M(x) + N(y ) — = 0 
dx 

donde M es una funcion continua solo de x v /V es una funcion continua solo de y. Como se 
observo en la section anterior, para este tipo de ecuacion, todos los terminos x se pueden 
agrupar con dx y todos los de y con dy, y se puede obtener una solution por integration. 
Tales ecuaciones se dice que son separables, y el procedimiento de solution se denomina 
separacion de variables. Abajo se muestran algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales 
que son separables. 


Ecuacion diferencial original 

x 2 + 3y^ = 0 
dx 

(senx)y' = cos x 
xy' 
e y + 1 


= 2 


Reescrita con variables separables 
3 y dy = — x 2 dx 
dy = cot x dx 
dy = — dx 

ey + l 1 X 


EJEMPLO I Separacion de variables 

Encontrar la solution general de (x 2 + 4)— = xy . 

dx 

Solution Para iniciar, observar que y = 0 es una solution. Para encontrar otras soluciones, 
suponer que yl= 0 y separar las variables como se muestra. 


(x 2 + 4) dy 
dy 

y 


xy dx 


+ 4 


dx 


Ahora, integrar para obtener 


Forma diferencial. 


Separar variables. 


■ MUM Asegurarse de verificar las 
soluciones de este capitulo. En el 
ejemplo 1, se debe verificar la solution 
y = Cjx 1 + 4 por derivation y 
sustitucion en la ecuacion original. 

(» i + 4)£ = «, 

(V ^i-=j 1 4CV^4) 
Cxjx 2 + 4 = Cxjx 2 + 4 
Asf, la solution concuerda. ■ 



ln|y| = |ln(x 2 + 4) + C l 

ln|y| = lnV* 2 + 4 + C, 
|y| = e c '^Jx 2 + 4 
y = ±e c '^Jx 2 + 4. 


Integrar. 


Dado que y = 0 es tambien una solution, se puede escribir la solution general como 

y = C>/ X 2 + 4. Solution general (C = ± e c i) 
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En algunos casos, no es factible escribir la solucion general en la forma expli'cita 
V = fix). El siguiente ejemplo ilustra tal situation. La derivation impllcita se puede usar 
para verificar esta solucion. 


PARA MAYOR INFORMACION Para EJEMPLO 2 Encontrar una solucion particular 

un ejemplo (de ingenierfa) de una ecua- 

cion diferencial que es separable, ver el Dada la condicion inicial y(0) = 1 , encontrar la solucion particular de la ecuacion 
artfculo “Designing a Rose Cutter”, de 

J. S. Hartzleren The College Mathema- xy dx + e x ( y 2 — 1) dy = 0. 

tics Journal. 

Solucion Notar que y = 0 es una solucion de la ecuacion diferencial, pero esta solucion 
no satisface la condicion inicial. Asf, se puede suponer que y A 0. Para separar variables, se 
debe despejar el primer termino de y y el segundo termino de e x \ Asf, se debe multiplicar 
por e x2 /y y obtener lo siguiente. 


xy dx + e x2 {y 2 — 1) dy 
e~ x \y 2 - 1) dy 





xy dx 
— xe x ~ dx 

V 2 + C 
2 


De la condicion inicial y(0) = 1 , se tiene J — 0 = — 5 + C, lo cual implica que C = 1 . Asf, 
la solucion particular tiene la forma impllcita 


^2 In M = ~ 2 e * 

y 2 - In y 2 + e x2 = 2. 


4- 1 


Se puede verificar esto derivando y reescribiendo para obtener la ecuacion original. 


EJEMPLO 3 Encontrar la curva de una solucion particular 

Encontrar la ecuacion de la curva que pasa a traves del punto (1, 3) y tiene pendiente de 
y/x 2 en cualquier punto (x, y). 


y 



Solucion Dado que la pendiente de la curva esta dada por y/x 2 , se tiene 

dy y 
dx x 2 

con la condicion inicial y(l) = 3. Separando las variables e integrandolas se tiene 



ln bl = “ + c i 

y = + = Ce~ l/x . 

Dado que y = 3 cuando x = 1, se concluye que 3 = Ce~ l y C = 3e. Asf, la ecuacion de la 
curva especificada es 

y = (3e)e~ 1,x = 3e (jf_1)/j: , x > 0. 

Ya que la solucion no se define en x = 0 y la condicion inicial se da en x = 1, x esta res- 
tringida a valores positivos. Ver la figura 6.12. 
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Ecuaciones diferenciales homogeneas 

■ .’Inf La notation /(x, y ) se uso para 
denotar una funcion de dos variables de 
la misma forma como/(x) denota una 
funcion de una variable. Se estudiaran 
funciones de dos variables a detalle en 
el capltulo 13. ■ 

EJEMPLO 4 Verificar funciones homogeneas 

a) fix, y) = x 2 y — 4x 3 + 3 xy 2 es una funcion homogenea de grado 3 dado que 

f{tx, ty) = ( tx) 2 (ty ) — 4 (tx) 3 + 3(fx)(?_y) 2 
= t\x 2 y) - t\ 4x 3 ) + f 3 (3xy 2 ) 

= f 3 (x 2 y — 4x 3 + 3xy 2 ) 

= t 3 f(x, y). 

b ) fix, y) = xe xly + y sen (y/x) es una funcion homogenea de grado 1 dado que 

f{tx, ty) = txe ,x ! ty + ty sen f- 

= t\ xe x / y + y sen - 
\ x 

= tf(x, y). 

c ) f(x, y) = x + y 2 no es una funcion homogenea dado que 

f(tx, ty) = tx + t 2 y 2 = t(x + ty 2 ) =/= t"{x + y 2 ). 

d) fix, y) = x/y es una funcion homogenea de grado 0 dado que 


Algunas ecuaciones diferenciales que no son separables en x y y se pueden separar por un 
cambio de variables. Este es el caso de ecuaciones diferenciales de la forma y ' = fix, y), donde 
/es una funcion homogenea. La funcion dada por fix, y) es homogenea de grado n si 

f{tX, ty) = t n f{x, y) Funcion homogenea de grado n. 

donde n es un numero real. 


f{tx, ty) = f=t< 
ty y 


DEFINICION DE ECUACION DIFERENCIAL HOMOGENEA 


Una ecuacion diferencial homogenea es una ecuacion de la forma 

Mix, y) dx + Nix, y) dy = 0 

donde My N son funciones homogeneas del mismo grado. 


EJEMPLO 5 Prueba para ecuaciones diferenciales homogeneas 

a) ix 2 + xy) dx + y 2 dy = 0 es homogenea de grado 2. 

b) x 3 dx = y 3 dy es homogenea de grado 3. 

c) (x 2 + 1) dx + y 2 dy = 0 no es una ecuacion diferencial homogenea. 
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CAPfTULO 6 


Ecuaciones diferenciales 


immuurn* La sustitucion 
V = vx llevara a una ecuacion diferen- 
cial que es separable con respecto a 
las variables x y v. Se debe escribir su 
solucion final, sin embargo, en terminos 
de x y v. 


y 



\ 

C = 4 


-1 -- 

(x 2 + 2y 2 ) 3 = Cx 2 

Solucion general de 
(i 2 — y 2 ) dx + 3 xy dy = 0 

Figura 6.13 


Para resolver una ecuacion diferencial homogenea por el metodo de separation de 
variables, usar el siguiente teorema de cambio de variables. 


TEOREMA 6.2 CAMBIO DE VARIABLES PARA ECUACIONES HOMOGENEAS 

Si Mix, y) dx + Nix, y) dy = 0 es homogenea, entonces se puede transformar en una 
ecuacion diferencial cuyas variables son separables por la sustitucion 

y = vx 

donde v es una funcion derivable de x. 


EJEMPLO 6 Resolver una ecuacion diferencial homogenea 

Encontrar la solucion general de 

(x 2 — y 2 ) dx + 3xy dy = 0. 


Solucion Dado que (x 2 — v 2 ) y 3xv son homogeneas de grado 2, usar y = vx para obtener 
dy = x dv + v dx. Entonces, por sustitucion, se tiene 

dy 

f '> 

(jc 2 — v 2 x 2 ) dx 4- 3x(vx)(x dv + v dx) = 0 
(x 2 + 2v 2 x 2 ) dx + 3x 3 v dv = 0 
x 2 {\ + 2 v 2 )dx + x 2 (3vx) dv = 0. 

A1 dividir entre x 2 y separar variables, se produce 


(1 + 2 v 2 )dx = —3 vx dv 



lnlxl 


4 ln|x| 
In x 4 


-fln(l + 2v 2 ) + C, 

— 3 In ( 1 + 2v 2 ) + ln| C| 
ln| C( 1 + 2v 2 ) - 3 1 
C(1 + 2v 2 ) -3 . 


A1 sustituir por v se produce la siguiente solucion general. 


x 4 = C 


1 + 21 - 


1-3 


1 + 


2y 


2\3 


X 4 = C 


(x 2 + 2y 2 ) 3 = Cx 2 


Solucion general. 


Se puede verificar esto al derivar y reescribir para obtener la ecuacion original. 


TECNOLOGIA Si se tiene acceso a una herramienta de graficacion, representar varias 
soluciones para el ejemplo 6. La figura 6.13 muestra las graficas de 

(x 2 + 2y 2 ) 3 = Cx 2 
para C = 1, 2, 3 y 4. 


© franzfoto.com/Alamy 
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Aplicaciones 

EJEMPLO 7 Poblacion salvaje 

La razon de cambio del numero de coyotes N(t) en una poblacion es directamente pro- 
portional a 650 — N(t), donde t es el tiempo en afios. Cuando t = 0, la poblacion es 
300, y cuando t = 2, la poblacion se incremento a 500. Encontrar la poblacion cuando 
t = 3. 



Solution Dado que el ritmo o velocidad de cambio de la poblacion es proporcional a 
650 — N(t), se puede escribir la siguiente ecuacion diferencial. 


— = £(650 - N) 

Se puede resolver esta ecuacion diferencial por separation de variables. 


dN = £(650 — N ) dt 


dN 

650 - N 


k dt 


— In 1 650 — N\ = kt + Cj 
In 1 650 - N\ = -kt - C, 
650 - N = e~ kt ~ c ' 

N = 650 — Ce~ k < 


Forma diferencial. 
Variables separables. 
Integrar. 

Suponer N < 650. 
Solucion general. 


Si se usa N = 300 cuando t = 0, se puede concluir que C = 350, lo cual produce 


N = 650 — SSOe-*'. 


Entonces, mediante el valor de N = 500 cuando t = 2, se deduce que 

500 = 650 - 350tr 2i : > e~ 2k = f £ = 0.4236. 

Asi, el modelo para la poblacion de coyotes es 

N = 650 — 350e -0 ' 4236 '. Modelo para la poblacion. 

Cuando t = 3, se puede aproximar la poblacion a 


N = 650 — 350e-°- 4236(3) « 552 coyotes. 


En la figura 6.14 se muestra el modelo de poblacion. Note que N = 650 es la asintota hori- 
zontal de la grafica y es la capacidad de carga del modelo. Es posible aprender mas acerca 
de la capacidad de carga despues en esta section. 


N 



Figura 6.14 
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CAPITULO 6 Ecuaciones diferenciales 


y 



Cada recta y = Kx es una trayectoria orto- 
gonal de la familia de circunferencias 

Figura 6.15 


Familia 


Familia dada: ortogonal: 

xy = C y y 2 — x 2 = K 



Trayectorias ortogonales 

Figura 6.16 


Un problema comun en electrostatica, termodinamica e hidrodinamica involucra encontrar 
una familia de curvas, cada una de las cuales es ortogonal a todos los miembros de una familia 
de curvas dada. Por ejemplo, la figura 6.15 muestra una familia de circunferencias 

X 2 + y 2 = C Familia de circunferencias. 


cada una de las cuales interseca las rectas en la familia 

y = Kx Familia de rectas. 

en angulos rectos. Esas dos familias de curvas se dice que son mutuamente ortogonales, 
y cada curva en una de las familias se denomina como una trayectoria ortogonal de la 
otra familia. En electrostatica, las lfneas de fuerzas son ortogonales a las curvas equipoten- 
ciales. En termodinamica, el flujo de calor que atraviesa una superficie plana es ortogonal 
a las curvas isotermicas. En hidrodinamica, las lfneas de flujo (corriente) son trayectorias 
ortogonales a las curvas de potencial de velocidad. 


EJEMPLO 8 Trayectorias ortogonales 

Describir las trayectorias ortogonales para la familia de curvas dada por 
C 


para C A 0. Trazar la grafica para varios miembros de cada familia. 


Solucion Primero, resolver la ecuacion dada para C y escribir xy = C. Entonces, por 
derivacion implfcita con respecto a x, se obtiene la ecuacion diferencial 


xy' + V 



0 

-y 


Ecuacion diferencial. 


dy = _i. 

dx x 


Pendiente de familia dada. 


Dado que y' representa la pendiente de la familia de curvas dada en (x, y), se deduce que la 
familia ortogonal tiene la pendiente recfproca negativa x/y. Asf, 


dy _ x 
dx y 


Pendiente de familia ortogonal. 


Ahora se puede encontrar la familia ortogonal por separacion de variables e integrando. 



r 

2 


2 


+ C x 


y 2 — x 2 = K 


Los centros estan en el origen y los ejes transversales son verticales para K > 0 y horizon- 
tales para K < 0. Si K = 0, las trayectorias ortogonales son las lfneas y = ±x. Si K ¥= 0, las 
trayectorias ortogonales son hiperbolas. Varias trayectorias se muestran en la figura 6.16. 
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Notar que, como f — > °<=, y — > L 

Figura 6.17 


E XPLORACION 

Usar una herramienta de graficacion 
para investigar los efectos de los va- 
lores de L, by k sobre la grafica de 
L 

y ~ 1 + be~ kr 

Incluir algunos ejemplos para justi- 
ficar los resultados. 


Ecuacion diferencial logfstica 

En la section 6.2, el modelo de crecimiento exponential se deriva del hecho de que la ra- 
zon de cambio de una variable y es proporcional al valor de y. Se observo que la ecuacion 
diferencial dy/ dt = ky tiene la solution general y = Ce kl . El crecimiento exponential es 
ilimitado, pero cuando describe una poblacion, con frecuencia existe algun 1 unite superior L 
mas alia del cual no puede haber crecimiento. El lfmite superior L se denomina capacidad 
lfmite o de soporte, la cual es la maxima poblacion y(t) que se puede sostener o soportar a 
medida que se incrementa el tiempo t. Un modelo que con regularidad se usa para este tipo 
de crecimiento es la ecuacion diferencial logistica 



Ecuacion diferencial logistica. 


donde ky L son constantes positivas. Una poblacion que satisface esta ecuacion no crece 
sin lfmite, pero se aproxima a la capacidad lfmite o de soporte L al aumentar t. 

De la ecuacion se puede observar que si y esta entre 0 y la capacidad lfmite o de so- 
porte L, entonces dy/ dt > 0, y la poblacion se incrementa. Si y es mayor que L, entonces 
dy/dt < 0, y la poblacion decrece. La grafica de la funcion y se denomina curva logistica , 
como se muestra en la figura 6.17. 


EJEMPLO 9 Obtencion de la solucion 

dy 

Resolver la ecuacion diferencial logfstica ^ — 
Solucion Empezar por separar variables. 


general 



dy 

dt 


y(i - y/L) dy 


J y(i ~ y/L) dy 



ln|y | — ln|L — y| 


y 

L-y 

y 

L-y 

y 



I 


kdt 


J ^ 

kt + C 
— kt — C 


Escribir la ecuacion diferencial. 

Variables separables. 

Integrar cada miembro. 

Reescribir el primer miembro mediante 
fracciones parciales. 

Encontrar la antiderivada de cada miembro. 
Multiplicar cada miembro por -1 y simplificar. 


e kt c — e c e kt Tomar exponenciales en cada miembro. 
be~ kt Sea ±e~ c = b. 


Al resolver esta ecuacion para y se produce y 


L 

1 + be~ kt 


Del ejemplo 9, se puede concluir que todas las soluciones de la ecuacion diferencial logfstica 
son de la forma 

L 

y = 


1 + be kt 
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CAPfTULO 6 


Ecuaciones diferenciales 


EJEMPLO 10 Solucion de una ecuacion diferencial logistica 

Una comision estatal libera 40 alces en una zona de refugio. Despues de 5 anos, la poblacion 
de alces es de 104. La comision cree que la zona no puede soportar mas de 4000 alces. La 
tasa de crecimiento de la poblacion de alces p es 

f = 4-4O0o)' * 5 4 000 

donde t es el numero de anos. 

a) Escribir un modelo para la poblacion de alces en terminos de t. 

b) Representar el campo de pendientes de la ecuacion diferencial y la solucion que pasa 
a traves del punto (0, 40). 

c ) Usar el modelo para estimar la poblacion de alces despues de 15 anos. 

d) Encontrar el limite del modelo cuando f — » go. 

Solucion 

a) Se sabe que L = 4 000. Asi, la solucion de la ecuacion diferencial es de la forma 

= 4 000 

P ~ 1 + be~ kr 


EXPLORACION 

Explicar que sucede si p(0) = L. 


5 000 



T 

T 

T 

TT 
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T 
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f / / / / 
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Campo de pendientes para 
dp 


4000 


Y la solucion que pasa a traves de (0, 40) 

Figura 6.18 


Dado que p( 0) = 40, se puede resolver para b como se muestra. 
4 000 


40 = 


40 = 


1 + be 
4 000 


1 + b 


b = 99 


Entonces, dado que p = 104 cuando t = 5, se puede resolver para k. 
4 000 


104 = 


CZ> k ~ 0.194 


80 


1 + 99e~ k(s) 

4 000 

Asi, un modelo para la poblacion de alces esta dada por P ~ ^ - \- 99^ o.mr 

b) Utilizando una herramienta de graficacion, se puede representar el campo de pen- 
dientes de 

y la solucion pasa a traves de (0, 40), como se muestra en la figura 6.18. 

c) Para estimar la poblacion de alces despues de 15 anos, sustituir 15 para t en el mo- 
delo. 


4 000 

P ~ 1 + 99c 0-194(15) 

4 000 


1 + 99e 


- 2.91 


626 


Sustituir 15 para t. 
Simplificar. 


4 000 


d) Como t se incrementa sin saltos, el denominador de j _|_ 99^-0.194/ se cierra a 1. 
4 000 


Asi, lim 


/-> 00 1 + 99e 


- 0 . 194 / 


= 4 000. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 14, encontrar la solution general de la ecua- 
cion diferencial. 


1. 

dy _ x 

2. 

dy _ 3x 2 

dx y 

dx y 2 

3. 

x 2 + 5y J = 0 
dx 

4. 

dy x 2 — 3 
dx ~ 6y 2 

5. 

yr — 0.75r 
ds 

6. 

A i = 0.75s 
ds 

7. 

(2 + x)y' = 3y 

8. 

xy' = y 

9. 

yy’ — 4 sen x 

10. 

yy' = — 8 cos(rrx) 

11. 

Vi - 4x 2 y' = x 

12. 

Jx 2 — 16y' = llx 

13. 

y lnx — xy' = 0 

14. 

12yy' — le x = 0 


35. fix, y) = 2 In xy 36. f(x , y) = tan(x + y) 

37. f(x, y) = 2 In - 38. f(x, y) — tan - 

y x 


En los ejercicios 39 a 44, resolver la ecuacion diferencial homo- 
genea. 


39. = 


y = 


2x 


41. / = ^ 

x + y 


, xy 

43. y =^7 


40. 

42. 

44. 


y' 

y' 

y' 


x 3 + y 3 
xy 2 

x 2 + y 2 
2xy 

2x + 3y 
x 


En los ejercicios 15 a 24, encontrar la solution particular que 
satisface la condition initial. 


En los ejercicios 45 a 48, encontrar la solution particular que 
satisface la condition inicial. 



Ecuacion diferencial 

Condicion inicial 

15. 

yy' — 2e x = 0 

y(o) = 3 

16. 

Jlx + Jyy' = 0 

y(l) = 9 

17. 

y(x + 1) + y' = 0 

y(— 2) = i 

18. 

2xy' - lnx 2 = 0 

y(D = 2 

19. 

y(l + x 2 )y' — x(l + y 2 ) = 0 

y(o) = 73 

20. 

yj\ - x 2 y' - xVl - y 2 = 0 

y(o) = i 

21. 

du 0 

— = uv sen v z 
dv 

«(0) = 1 

22. 

dr 

ds 

r(0) = 0 

23. 

dP — kP dt — 0 

Pi o) = P 0 

24. 

dT + kiT - 70) dt = 0 

r(o) = mo 


45. 


46. 


47. 

48. 


Ecuacion diferencial 
xdy — (2xe~ y t x + y) dx = 0 
— y 2 dx + x(x + y) dy = 0 

fx sec - + y j dx — x dy = 0 
(2x 2 + y 2 ) dx + xy dy = 0 


Condicion inicial 
y(l) = 0 

y(i) = i 

y(l) = 0 

y(i) = o 


Campos de pendientes En los ejercicios 49 a 52, representar al- 
gunas soluciones de la ecuacion diferencial sobre el campo de pen- 
dientes y entonces encontrar la solution general analiticamente. 



50. 


dy _ x 
dx y 


En los ejercicios 25 a 28, encontrar una ecuacion para las graficas 
que pasen por los puntos y tengan la pendiente dada. 


25. (0,2), /=; 


26. 


( 1 , 1 ), 


9x 

16 y 


21 ■ (9 ’ 1} ’ y ' = 2x 


28. (8, 2), y' = ^ 

3x 


En los ejercicios 29 y 30, encontrar todas las funciones / que tienen 
la propiedad indicada. 


29. La tangente de la grafica de/en el punto (x, y) en intersection 
con el eje x en (x + 2, 0). 

30. Todas las tangentes de la grafica de / que pasan a traves del 
origen. 

En los ejercicios 31 a 38, determinar si la funcion es homogenea 
y, si lo es, determinar su grado. 


31. f(x, y) = x 3 — 4 xy 2 + y 3 32. f(x, y) = x 3 + 3x 2 y 2 — 2y 2 


33. fix, y) = 


x 2 y 2 




34. fix, y) = 


xy 


yv 2 + y 2 


y y 
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CAPITULO 6 Ecuaciones diferenciales 


Metodo de Euler En los ejercicios 53 a 56, a) usar el metodo de 
Euler con un tamano de paso de h = 0.1 para aproximar la solucion 
particular del problema de valor inicial en un valor de x dado, b ) 
encontrar analiticamente la solucion exacta de la ecuacion differen- 
cial y c) comparar las soluciones en los valores de x dados. 

Ecuacion diferencial 


61. 


62. 


63. 


53. 


54. 


55. 


56. 


dy , 
Tx=~ 6xy 

j' V + 6xv 2 = 0 

dx 

dy _ lx + 12 
dx ~ 3y 2 - 4 

I - + « 


La razon de cambio de y con respecto aies proporcional al 
producto de y y la diferencia entre y y 4. 

La razon de cambio de y con respecto ares proporcional a y 1 . 

Ganancia de peso Un becerro que pesa 60 libras al nacer 
gana peso a razon de dw/dt = k{ 1 200 — w), donde w es el 


Condition inicial 

Valor x 

peso en libras y t es el tiempo en anos. Resolver la ecuacion 
diferencial. 

(0, 5) 

X = 1 

a) 

Usar un sistema algebraico por computadora para resolver 
la ecuacion diferencial para k — 0.8, 0.9 y 1. Representar 

(0, 3) 

Jt = 1 

b) 

las tres soluciones. 

Si el animal se vende cuando su peso alcanza 800 libras. 

(1,2) 

x = 2 


encontrar el tiempo de venta de cada uno de los modelos 
en el apartado a). 

(1,0) 

x = 1.5 

c ) 

,?,Cual es el peso maximo del animal para cada uno de los 
modelos? 


57. Desintegracion radiactiva La tasa de descomposicion de 
radio radiactivo es proporcional a la cantidad presente en 
cualquier tiempo. La semivida o vida media de radio radiactivo 
es de 1 599 anos. ^Que cantidad permanecera despues de 50 
anos? 

58. Reaction quimica En una reaction qulmica, un compuesto se 
transforma en otro a una tasa proporcional a la cantidad no 
cambiada. Si inicialmente existen 40 gramos del compuesto ori- 
ginal, y permanecen 35 gramos despues de 1 hora, ^cuando se 
transformara 75% del compuesto? 


Campos de pendientes En los ejercicios 59 a 62, a) escribir una 
ecuacion diferencial para el enunciado, b) cor responder la ecuacion 
diferencial con un posible campo de pendientes, y c) verificar los 
resultados mediante una herramienta de graficacion para trazar 
un campo de pendientes de la ecuacion diferencial. [Los campos 
de pendientes se marcaron con a), b ), c) y d).\ 


a) y b) y 




c) y d) y 




59. La razon de cambio de y con respecto ares proporcional a la 
diferencia entre y y 4. 

60. La razon de cambio de y con respecto ares proporcional a la 
diferencia entre x y 4. 


64. Ganancia de peso Un becerro que pesa w 0 libras al nacer gana 
peso a razon de dw/ dt = I 200 — w. donde w es el peso en libras 
y t es el tiempo en anos. Resolver la ecuacion diferencial. 

fl* En los ejercicios 65 a 70, encontrar las trayectorias ortogonales 
de la familia. Usar una herramienta de graficacion para obtener 
varios miembros de cada familia. 


65. 

X 2 

+ 

ii 

n 

66. 

x 2 - 2 y 2 

67. 

X 2 

= Cy 

68. 

y 2 = 2 Cx 

69. 

y 2 

= Cx 3 

70. 

II 

s 


En los ejercicios 71 a 74, senalar la ecuacion logistica con su grafica. 
[Las graficas se marcan con a), b), c ) y d).\ 


a) 



b) 



c) 



71. 

73. 


y = 


12 


1 + e 

12 


1 + xe 


l„-x 


d) 



72. y = 

74. y = 


12 


1 + 3e~ x 
12 

1 + e -2 * 
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En los ejercicios 75 y 76, la ecuacion logistica modela el crecimiento 
de una poblacion. Usar la ecuacion para a) encontrar el valor de 
k, b) encontrar la capacidad limite o de soporte, c ) encontrar la 
poblacion inicial, d) determinar cuando la poblacion alcanzara 
50% de su capacidad limite o de soporte y e ) escribir una ecuacion 
diferencial logistica que tiene la solucion P(t). 


75. P(t) 


2 100 

1 + 29e~ 015 ' 


76. P(t) 


5 000 

1 + 39e -0 ' 2 ' 


«KiV~t En los ejercicios 77 y 78, la ecuacion diferencial logistica modela la 
tasa de crecimiento de una poblacion. Usar la ecuacion diferencial 
para a) encontrar el valor de k, b) encontrar la capacidad de sopor- 
te, c) usar un sistema algebraico por computadora para trazar la 
grafica de un campo de pendientes y d ) determinar el valor de P en 
el cual la tasa del crecimiento de poblacion es el mas alto. 

dP ( P \ dP 

77. -T- = 3P 1 - — 78. - = 0.1P- 0.0004P 2 

dt \ 100/ dt 


En los ejercicios 79 a 82, encontrar la ecuacion logistica que sa- 
tisface la condicion inicial. 


79. 

80. 
81. 
82. 


Ecuacion diferencial logistica 




dt 


36 




dy 

dt 

dy 

dt 


4y 

5 


150 


dy _ 3y y 1 
~dt~ 20 _ 1 600 


Condicion inicial 
(0, 4) 

(0, 7) 

(0, 8) 

(0, 15) 


83. Especies en peligro Una organization de conservation libera 
25 panteras de Florida en una zona de refugio. Despues de 2 
anos, hay 39 panteras en la zona. El refugio tiene una capacidad 
limite o de soporte de 200 panteras. 

a) Escribir una ecuacion logistica que modele la poblacion de 
las panteras en el refugio. 

b) Encontrar la poblacion despues de 5 anos. 

c) i Cuando la poblacion sera de 100 panteras? 

d) Escribir una ecuacion diferencial logistica que modele la 
tasa de crecimiento de la poblacion de las panteras. Enton- 
ces repetir el apartado b) mediante el metodo de Euler con 
un tamano de paso de h = 1 . Comparar la aproximacion 
con las respuestas exactas. 

e) /En que tiempo la poblacion de las panteras crecera mas 
rapidamente? Explicar. 

84. Crecimiento de bacterias En el tiempo / = 0, un cultivo 
bacteriano pesa 1 gramo. Dos horas despues, el cultivo pesa 4 
gramos. El peso maximo del cultivo es de 20 gramos. 

a) Escribir una ecuacion logistica que modele el peso del 
cultivo bacteriano. 

b) Encontrar el peso del cultivo despues de 5 horas. 

c) /.Cuando el peso del cultivo sera de 18 gramos? 


d) Escribir una ecuacion diferencial logistica que modele la 
razon de crecimiento del peso del cultivo. Entonces repetir 
el inciso b ) mediante el metodo de Euler con un tamano de 
paso d eh = 1 . Comparar la aproximacion con los resultados 
exactos. 

e) /En que tiempo se incrementara el peso mas rapidamente? 
Explicar. 


Desarrollo de conceptos 


85. Describir como reconocer y resolver ecuaciones diferenciales 
que se pueden resolver por separacion de variables. 

86. Establecer la prueba para determinar si una ecuacion dife- 
rencial es homogenea. Dar un ejemplo. 

87. Describir la relation entre dos familias de curvas que son 
mutuamente ortogonales. 


Para discusion 


88. Suponer que el crecimiento de una poblacion esta mode- 
lada por una ecuacion logistica. Conforme la poblacion se 
incrementa, su razon de crecimiento decrece. /Ocurre esto 
en situaciones reales, como en poblaciones de animales 
o humanos? 


89. Demostrar que si y = — — , entonces — = ky{\ - y ) . 

1 + be dt 

90. Navegacion Un bote de navegacion, que parte del reposo, 
acelera ( dv/dt ) a una tasa proporcional a la diferencia entre las 
velocidades del viento y el bote. Se ignora la resistencia del 
aire. 

a) El viento sopla a 20 nudos, y despues de media hora el bote 
se mueve a 10 nudos. Escribir la velocidad v como funcion 
del tiempo t. 

b) Usar el resultado del inciso a) para escribir la distancia que 
se desplazo el bote como funcion del tiempo. 

Verdadero o falso? En los ejercicios 91 a 94, determinar si el 
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por que o dar 
un contraejemplo. 

91. La funcion y = 0 es siempre una solucion de una ecuacion 
diferencial que puede resolverse por separacion de variables. 

92. La ecuacion diferencial y 1 = xy — 2y + x — 2 se puede escribir 
en forma de variables separadas. 

93. La funcion /(x, y) = x 2 — 4xy + 6y 2 + 1 es homogenea. 

94. Las familias x 2 + y 1 = 2Cy y x 2 + y 2 = 2 Kx son mutuamente 
ortogonales. 


Preparacion del examen Putnam 


95. En un error de calculo muy comun, se cree que la regia del 
producto para derivadas dice que (fg)’ =fg'. Si f(x) = e“ 2 , 
determinar, con prueba, si existe un intervalo abierto (a, b ) y 
una funcion distinta de cero g definida en (a, b) tal que esta 
regia erronea del producto sea verdadera para x en (a, b). 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putman Prize Competition. 

© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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CAPITULO 6 Ecuaciones diferenciales 



Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden 


■ Resolver una ecuacion diferencial lineal de primer orden. 

■ Usar ecuaciones diferenciales lineales para resolver problemas de aplicacion. 

■ Resolver una ecuacion diferencial de Bernoulli. 


Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden 

En esta seccion se estudiara como resolver una clase muy importante de ecuaciones dife- 
renciales de primer orden: las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden. 


DEFINICION DE ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN 

Una ecuacion diferencial lineal de primer orden es una ecuacion de la forma 

^ + P(x)y = Q{x) 
ax 

donde P y Q son funciones continuas de x. Se dice que esta ecuacion diferencial lineal 
de primer orden es de la forma normal. 

■ anri» Es util ver por que el factor in- 
tegrante ayuda a resolver una ecuacion 
diferencial lineal de la forma 
y' + P(x)y = Q(x). Cuando ambos 
miembros de la ecuacion se multiplican 
por el factor integrante u(x ) = e !PV>dx , 
el primer miembro se convierte en la 
derivada de un producto. 

y ' e fp(x)dx + p^ ye fp(x)dx = Q( x ) e IHx)d* 

^ yp S P(x) f/.vj ^ j g J P{ x ) dx 

A1 integrar ambos miembros de la 
segunda ecuacion y dividir entre u( x) 
se produce la solucion general. ■ 

Solucion Para esta ecuacion, P(x) = 1 y Q(x) = e x . Asf, el factor integrante es 


Para resolver una ecuacion diferencial lineal, hay que escribirla en forma normal para 
identificar las funciones P(x) y Q(x). Despues integrar P(x) y formar la expresion 

ll(x) = e^ P ^ dx Factor integrante. 

el cual se denomina factor integrante. La solucion general de la ecuacion es 


y = | Q{x)u{x) dx. 


Solucion general. 


EJEMPLO I Solucion de una ecuacion diferencial lineal 

Encontrar la solucion general de 

y' + y = e x . 


u(x) = Factor integrante. 

= e Sdx 
= e x . 

Esto implica que la solucion general es 


y = ~TT Q(x)u(x) dx 
u(x) 


= — e x (e x ) dx 
e x 




1 

2 


+ Ce~ x . 


Solucion general. 
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Anna Johnson Pell Wheeler 
(1883-1966) 

Anna Johnson Pell Wheeler obtuvo su 
maestrla en la Universidad de Iowa con su 
tesis La extension de la teoria de Galois a 
ecuaciones diferenciales en 1904. Influida 
por David Hilbert, trabajo en ecuaciones 
diferenciales mientras estudiaba espacios 
lineales inbnitos. 


TEOREMA 6.3 SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN 
Un factor integrante para la ecuacion diferencial lineal de primer orden 

>■' + P{x)y = Q(x ) 

es u(x ) = e IP(x,dx . La solucion de la ecuacion diferencial es 

y e fP(x)dx — I Q(xj e JP(x)dx dx + C. 


Mas que memorizar la formula del teorema 6.3, basta con recordar que al multi- 
plicar por el factor integrante e !P(x)dx , se convierte el miembro izquierdo de la ecuacion diferencial en 
la derivada del producto ye IP(x,dx . 


EJEMPLO 2 Solucion de una ecuacion diferencial 
lineal de primer orden 


Encontrar la solucion de 
xy' — 2y = x 2 . 

Solucion La forma normal de la ecuacion dada es 

y' + P(x)y = Q(x) 



Asf, P( x) = — 'll x, y se tiene 


Forma normal. 


y 



P(x) dx = 


e JP(x)dx — 



— In x 2 
e~ lnx2 


1 


e lnx 2 


Factor integrante. 


Asf, al multiplicar cada miembro de la forma normal por I /x 2 se llega a 


x A 

d_ 

dx 


v3 


X 

1 

X 



= In \x\ + C 

X 

y = x 2 (ln | X | + C). Solucion general. 

En la figura 6.19 se muestran varias curvas solucion (para C = —2, — 1, 0, 1, 2, 3 y 4) . 
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CAPfTULO 6 


Ecuaciones diferenciales 



EJEMPLO 3 Solucion de una ecuacion diferencial lineal 
de primer orden 

Encontrar la solucion general de y' — y tan t = 1, — tt/2 <t< tt/2. 

Solucion La ecuacion ya esta en la forma normal y' + P(t)y = Q(t). Asf, P(t) = — tan t, y 
P(t ) dt = — 

Como — 7t/2 < t < tt/2, se pueden dejar los signos de valor absoluto y concluir que el 
factor integrante es 

e JP(t)dt — gin (cost) _ cos f Factor integrante. 

Asf, al multiplicar y' — y tan t = 1 por cos t se obtiene 

y cos t = 
y cos t = 

y = 

Varias curvas solucion se muestran en la figura 6.20. 

Aplicaciones 

Un tipo de problema que se puede describir en terminos de una ecuacion diferencial involucra 
mezclas qufmicas, como se ilustra en el siguiente ejemplo. 


cos t 


cos t dt 

sen t + C 
tan t + C sec t. 


Solucion general. 


I 


tan t dt = In I cos 1 1 


EJEMPLO 4 Un problema de mezcla 


4 gal/min 



Figura 6.21 


Un tanque contiene 50 galones de una disolucion compuesta por 90% agua y 10% alcohol. 
Una segunda disolucion que contiene 50% agua y 50% alcohol se agrega al tanque a una 
tasa de 4 galones por minuto. Conforme se anade la segunda, el tanque empieza a drenar 
a una tasa de 5 galones por minuto, como se muestra en la figura 6.21 . Si se supone que la 
disolucion en el tanque se agita constantemente, ^cuanto alcohol permanecera en el tanque 
despues de 10 minutos? 


Solucion Sea y el numero de galones de alcohol en el tanque en cualquier instante t. Se 
sabe que y = 5 cuando t = 0. Dado que el numero de galones en el tanque en cualquier 
tiempo es 50 — t, y que el tanque pierde 5 galones por minuto, se debe perder [5/(50 — f)]y 
galones de alcohol por minuto. Ademas, ya que el tanque gana 2 galones de alcohol por 
minuto, el ritmo o velocidad de cambio de alcohol en el tanque esta dada por 


dy 

dt 


= 2 


50 - t 


• f + 


50 - t 


ly = 2. 


Para resolver esta ecuacion lineal, sea P(t) = 5/(50 — t) y se obtiene 




-5 In 150 - 1 1 


Ya que t < 50, se puede eliminar el signo del valor absoluto y concluir que 


gfP(t)dt — g — 5 1n(50 — t) 


1 

(50 - i ) s 
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Asf, la solucion general es 


y 


(50 - t) 5 

y 


■ dt = 


1 


(50 - t ) s 2(50 - f) 4 

5 °— ^ + C(50 - t) 5 . 


+ C 


Dado que y = 5 cuando 1 = 0, se tiene 


5 = y + C(50) 5 l=> 


20 

50 5 


= C 


lo cual significa que la solucion particular es 


y 


50 - t 


20 ' 


50 - A 5 
50 


Por ultimo, cuando t = 10, la cantidad de alcohol en el tanque es 
'50 - 10V 


5° - 10 

y = — o 2 o 


50 


13.45 gal 


lo cual representa una solucion que contiene 33.6% de alcohol. 


Hasta ahora en problemas relacionados con la cafda de un cuerpo se ha despreciado 
la resistencia del aire. El siguiente ejemplo incluye este factor. En el ejemplo, la resistencia 
del aire sobre el objeto que cae se supone proporcional a su velocidad v. Si g es la constante 
gravitacional, la fuerza descendente F sobre el objeto que cae de masa m se da por medio de 
la diferencia mg — kv. Pero, por la segunda ley de movimiento de Newton, se sabe que 

F = ma = midv/dt ) a = aceleracion. 


lo cual lleva a la siguiente ecuacion diferencial. 


dv , 

m — = mg — kv 
dt 


^ dv k 

O ~T + -V = g 

dt m 


EJEMPLO S Un objeto que cae con resistencia al aire 

Un objeto de masa m cae desde un helicoptero. Encontrar su velocidad en funcion del tiempo 
t, si se supone que la resistencia del aire es proporcional a la velocidad del objeto. 


Solucion La velocidad v satisface la ecuacion 


dv kv _ 

dt m g 


g = constante gravitacional. 
k = constante de proporcionalidad. 


Si b = k/ m, se pueden separar variables para obtener 


Observar en el ejemplo 5 que 
la velocidad se aproxima al limite mg/k 
como resultado de la resistencia al aire. 
Para problemas de objetos que caen 
y en los que la resistencia al aire es 
despreciada, la velocidad se incrementa 
sin limite. ■ 


dv = (g — bv) dt 



— — In |g — bv\ = t + C\ 

\n\g — bv\ = —bt— bC 1 

g — bv = Ce~ bt . C = e~ bc ‘ 


Dado que el objeto cayo, v = 0 cuando t = 0; asf g 


-bv = ~g + ge 


-bt 


o 


V = 


8 ~ ge bt 


C, y se deduce que 
'HI (1 _ g-kt/my 


b 
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Un circuito electrico simple consta de una corriente electrica I (en amperes), una resis- 
tencia R (en ohms), una inductancia L (en henrys), y una fuerza electromotriz E constante 
(en volts), como se muestra en la figura 6.22. Con base en la segunda ley de Kirchhoff, si el 
interruptor S se cierra cuando t = 0, la fuerza electromotriz aplicada (voltaje) es igual a la 
suma de la cafda de voltaje en el resto del circuito. De hecho, esto significa que la corriente 
I satisface la ecuacion diferencial 



+ RI 


E. 


Figura 6.22 EJEMPLO 6 Un problema de circuitos electricos 

Encontrar la corriente I como funcion del tiempo t (en segundos), dado que I satisface la 
ecuacion diferencial 

L(dl/dt) + RI = sen 2 1, 

donde Ry L son constantes diferentes de cero. 


Solution En forma normal, la ecuacion lineal dada es 


dl R 1 

— H 1 = — sen 2 1. 

dt L L 


Sea P(t) = R/L, tal que y i p 0r e j teorema 6.3, 


l e (R/L)t = | e (R/L)t sen 2 f dt 


1 


4L 2 + R 2 

Asf, la solution general es 
/ = e -(R/L)l 1 


e W L )'(R sen 2 1 — 2 L cos 2 1) + C. 


- e ( R /Qt(ji sen 2 1 — 2 L cos 2 1) + C 


1 = 


1 


4L 2 + R 2 


4 L 2 + R 2 
(R sen 2 1 — 2 L cos 2 1) + Ce~^ R ^ L ^‘. 


TEC NOLOG I A La integral del ejemplo 6 se encontro mediante un software de 
algebra simbolica. Si se tiene acceso a Maple, Mathematica, o TI-89, tratar de usarlo 
para integrar 


1 

L 


e {R/L)t sen 2 f dt. 


En el capitulo 8 se estudiara como integrar funciones de ese tipo mediante integration 
por partes. 


Ecuacion de Bernoulli 

La tambien conocida ecuacion no lineal que reduce a una lineal con una apropiada sustitucion, 
es la ecuacion de Bernoulli, llamada asf por James Bernoulli (1654-1705). 


y' + P{x)y = Q(x)y 


Ecuacion de Bernoulli. 
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Esta ecuacion es lineal si n = 0, y tiene variables separadas si n = 1 . Asi, en el siguiente 
desarrollo se supone que n A 0 y n A 1. A1 multiplicar por y~ n y (1 — n) se obtiene 

y~ n y' + P(x)y 1 ~ n = Q(x) 

(1 — n)y~" y' + (1 — n)P(x)y l ~ n = (1 — n)Q(x) 

~T~ [y 1 n ] + (1 - n)P{x)y'- n = (1 - n)Q(x) 
dx 

la cual es una ecuacion lineal en la variable y 1 Considerar que z = y 1 ”" produce la ecua- 
cion lineal 

^ + (1 - n)P{x)z = (l-n)j3(Jt). 
dx 

Por ultimo, mediante el teorema 6.3, la solution general de la ecuacion de Bernoulli es 
y i- ne f( = J(l~ n)Q(x)e J0 n)P(x)dx dx + C. 


EJEMPLO 7 Solucion de una ecuacion de Bernoulli 

Encontrar la solucion de y ’ + xy = xe~^y~ 3 . 

Solucion Para esta ecuacion de Bernoulli, sea n = — 3, y usar la sustitucion 


Z — y 4 Sea z = y 1 " = y' < 3) . 

z’ = 4 y 3 y'. Derivar. 

A1 multiplicar la ecuacion original por 4y 3 se produce 


/ I — r 2 —3 

y + xy = xe J 
4y 3 y' + 4xy 4 = 4xe~ x2 
z' + 4 xz = 4xe~* 1 . 


Escribir la ecuacion original. 
Multiplicar cada miembro por 4 y 3 . 
Ecuacion lineal: z r + P{x)z — Q(x). 


Esta ecuacion es lineal en z. Mediante P(x) = 4x se produce 
P(x) dx = 4 x dx 


= 2x 2 


lo cual implica que e 2 * 2 es un factor integrante. A1 multiplicar la ecuacion lineal por este 
factor se produce 


z' + 4 xz = 4xe 
z'e 2x1 + 4 xze 2 ^ = 4xe ^ 

f [ze 2 *'] = 4xe * 2 
dx 

ze 2 * 2 = J 4xe^ dx 

ze 2 *- = 2e x ~ + C 

z = 2e~ x2 + Ce- 2 * 2 . 


Ecuacion lineal. 

Multiplicar por el factor integrante. 

Escribir el miembro izquierdo como una derivada. 

Integrar cada miembro. 

Dividir cada miembro entre e 2x \ 


Por ultimo, al sustituir z = y 4 , la solucion general es 

y 4 = 2e~ x2 + Ce~ 2x2 . 


Solucion general. 
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Ejercicios 


Hasta aqui se han estudiado varios tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden. 
De estas, el caso de las variables separables es usualmente el mas simple, y la solucion por 
factor integrante es ordinariamente usada solo como ultimo recurso. 


Resumen de ecuaciones diferenciales de primer orden 

Metodo 

Forma de ecuacion 

1. Variables separables: 

M(x) dx + N(y) dy = 0 

2. Homogeneas: 

Mix, y) dx + N{x, y) dy = 0, donde My N son 
homogeneas de n-esimo grado 

3. Lineal: 

>■' + P{x)y = Qix) 

4. Ecuacion de Bernoulli: 

>■' + P(x)y = Q(x)y" 


En los ejercicios 1 a 4, determinar si la ecuacion diferencial es 
lineal. Explicar las razones. 


1. x 3 y' + xy = e x + 1 

2. 2xy — v ' In x = y 

3. y' ~ y sen x = xy 2 

4. = 5x 

y 

En los ejercicios 5 a 14, resolver la ecuacion diferencial lineal de 
primer orden. 

5 . (4 = 6* + 2 

dx \xj 

6 - !+(!>= 3 *- 5 

1 

Vi 

II 

ON 

8. y' + 2xy = lOx 

9. iy + 1) cos j cdx - dy = 0 

10. (y — 1) sen x dx — dy = 0 

11. (x - l)y' + y = x 2 - 1 

12. y' + 3v = e 3x 

13. y ' — 3x 2 y = e* 3 

14. y' + y tan x = sec x 

Campos de pendientes En los ejercicios 15 y 16, a) representar 
manualmente una solucion grafica aproximada de la ecuacion 
diferencial que satisface la condicion inicial sobre el campo de 
pendientes, b ) encontrar la solucion particular que satisface la 
condicion inicial y c) usar una herramienta de graficacion para 
representar la solucion particular. Comparar la grafica con la 
realizada manualmente en el inciso a). 

dy 

15. C~ = e x -y 
dx 

16. y ' + = sen x 2 

(0, 1) 

(Jtt, 0) 


y y 




\ 

5- 

- \ 

/ 

1 1 

/ 

/ 

/ 4- 

- \ \ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ - 

- \ 

1 

1 1 

/ 

/ 

/ / - 

- \ \ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ J 

r ' 

1 

1 1 



/ 

" / - 

- \ \ 
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^ / 
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/ 
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En los ejercicios 17 a 24, encontrar la solucion particular de la 
ecuacion diferencial que satisface las condiciones de frontera 
iniciales especificadas. 


Ecuacion diferencial 

17. y'cos 2 x + y — 1 = 0 

18. x'y' + 2y = e 1/x2 

19. y ' + y tan x = sec x + cos x 

20. y ' + y sec x = sec x 

a - ^' + (‘>-° 

22. y'+ (2x - l)y = 0 

23. x dy = (x + y + 2) dx 

24. 2xy' - y = x 3 - x 


Condition Umite 
o de frontera 

>’(0) = 5 
y(l) = e 

y( 0 ) = 1 

y(0) = 4 

y(2) = 2 

y(l) = 2 
y(l) = 10 
y(4) = 2 


25. Crecimiento de poblacion Cuando se predice el crecimiento de 
una poblacion, los demografos deben considerar tasa de natalidad 
y mortalidad (mortandad) asi como el cambio neto causado por 
la diferencia entre las tasas de inmigracion y emigracion. Sea P 
la poblacion en un tiempo t y N el incremento neto por unidad de 
tiempo resultante de la diferencia entre inmigracion y emigracion. 
Asi, la tasa de crecimiento de la poblacion esta dada por 

dP 

— = kP + N, N es constante. 
dt 

Resolver esta ecuacion diferencial para encontrar P como fun- 
cion del tiempo si en t = 0 el tamano de la poblacion es P Q . 

26. Aumento de inversion Una gran corporation inicia en t = 0 
para invertir parte de sus ingresos continuamente a una razon 
de P dolares por ano, en un fondo para una futura expansion 
corporativa. Suponer que el fondo gana r por ciento de interes 
compuesto continuo por ano. Asi, la tasa de crecimiento de la 
cantidad A en el fondo esta dada por 


dA 

— = r A + 
dt 


P 


Figura para 15 


Figura para 16 


donde A = 0 cuando t = 0. Resolver esta ecuacion diferencial 
para A como funcion de t. 
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SECCION 


6.4 


Aumento de inversion En los ejercicios 27 y 28, use el resultado 
del ejercicio 26. 

27. Encontrar A para los siguientes casos. 

a) P = $275 000, r — 8% y t = 10 anos 

b ) P = $550 000, r = 5.9% y t = 25 anos 

28. Encontrar t si la corporation necesita $1 000 000 y se pueden 
invertir $125 000 por ano en un fondo que gana 8% de interes 
compuesto en forma continua. 

29. Alimentacion intravenosa La glucosa se agrega por via intra- 
venosa al flujo sangumeo a una tasa de q unidades por minuto, 
y el cuerpo elimina glucosa del flujo sangumeo a una tasa pro- 
porcional a la cantidad presente. Suponer que Q(t) es la cantidad 
de glucosa en el flujo sangumeo en un tiempo t. 

a) Determinar la ecuacion diferencial que describe la razon 
de cambio de glucosa en el flujo sangumeo con respecto 
al tiempo. 

b) Resolver la ecuacion diferencial del inciso a) y considerar 
Q = Q 0 cuando t = 0. 

c) Encontrar el llmite de Q(t) cuando t — > oo. 

30. Curva de aprendizaje El gerente de una empresa ha encontrado 
que el numero maximo de unidades que un trabajador puede 
producir en un dfa es 75. La tasa de incremento en el numero N 
de unidades producido con respecto al tiempo t en dfas por un 
nuevo empleado es proporcional a 75 — N. 

a) Determinar la ecuacion diferencial que describe la razon 
de cambio con respecto al tiempo. 

b ) Resolver la ecuacion diferencial del inciso a). 

c) Encontrar la solucion particular para un nuevo empleado 
que produce 20 unidades en el primer dfa y 35 unidades 
en el dfa 20. 

Mezcla En los ejercicios 31 a 35, considerar un tanque que en el 
tiempo t = 0 contiene v 0 galones de una disolucion de la cual, por 
peso, q 0 libras es disolucion concentrada. Otra disolucion que 
contiene q l libras del concentrado por galon fluye dentro del 
tanque a una tasa de r 1 galones por minuto. La disolucion en 
el tanque se conserva bien mezclada y esta concentrada a una tasa 
de /•, galones por minuto. 


34. Repetir el ejercicio 33, si se supone que la disolucion entera del 
tanque contiene 0.04 libras de concentrado por galon. 

35. Un tanque de 200 galones esta lleno a la mitad de agua desti- 
lada. En el tiempo t — 0, una solucion que contiene 0.5 libras 
de concentrado por galon entra al tanque a razon de 5 galones 
por minuto, y la mezcla bien agitada es eliminada a una tasa de 
3 galones por minuto. 

a) ^En que tiempo se llenara el tanque? 

b ) En el tiempo en que el tanque se llena, ^cuantas libras de 
concentrado contendra? 

c) Repetir los incisos a) y b), suponiendo que la solucion 
entrante al tanque contiene una libra de concentrado por 
galon. 


Para discusion 


36. Suponiendo que la expresion u(x ) es un factor integrante para 
y' + P{x)y = Q(x), ^cual de las siguientes expresiones es 
igual a u'(x)">. Verificar su respuesta. 

a) P{x) u(x) 

b ) P'(x) u(x) 

c) Q(x) u(x) 

d) Q'(x) u{x) 


Objeto que cae En los ejercicios 37 y 38, considerar un objeto 
de ocho libras que cae desde una altura de 5 000 pies, donde la 
resistencia al aire es proporcional a la velocidad. 

37. Escribir la velocidad en funcion del tiempo si su velocidad des- 
pues de 5 segundos es, aproximadamente, 101 pies por segundo. 
^Cual es el valor limitante de la funcion velocidad? 

38. Usar el resultado del ejercicio 37 para escribir la position del 
objeto como funcion del tiempo. Aproximar la velocidad del ob- 
jeto cuando este alcance el suelo. 

Circuitos electricos En los ejercicios 39 y 40, usar la ecuacion 
diferencial para circuitos electricos dada por 


31. Si Q es la cantidad de concentrado en la disolucion en cualquier 
tiempo f, demostrar que 



+ RI = E. 


dQ + r 2 Q 
dt v 0 + (r, - r 2 )t 


<h r v 


En esta ecuacion, I es la corriente, R es la resistencia, L es la in- 
ductancia y E es la fuerza electromotriz (voltaje). 


32. Si Q es la cantidad de concentration en la disolucion en cualquier 
tiempo t, escribir la ecuacion diferencial para la razon de cambio 
de Q respecto de t si r t = r 2 = r. 

33. Un tanque de 200 galones se llena con una disolucion que con- 
tiene 25 libras de concentration. Al iniciar en el tiempo t = 0, 
se anade agua destilada en el tanque a una tasa de 10 galones 
por minuto, y la disolucion mezclada se elimina con la misma 
tasa. 

a) Encontrar la cantidad de concentration Q en la disolucion 
como funcion de t. 

b) Encontrar el tiempo en el cual la cantidad de concentration 
en el tanque alcanza 15 libras. 

c) Encontrar la cantidad de concentration en la disolucion 
cuando t — » oo. 


39. Resolver la ecuacion diferencial dado un voltaje constante E . 

40. Usar el resultado del ejercicio 39 para encontrar la ecuacion 
para la corriente si 1(0) = 0 , £ = 120 volts, R = 600 ohms y 
L = 4 henrys. ^.Cuando alcanzara la corriente 90% de su valor 
limitante? 


Desarrollo de conceptos 


41. Se da la forma normal de una ecuacion diferencial lineal de 
primer orden. ^Cual es su factor integrante? 

42. Se da la forma normal de la ecuacion de Bernoulli. Describir 
como esta se reduce a una ecuacion lineal. 




442 


CAPITULO 6 Ecuaciones diferenciales 


En los ejercicios 43 a 46, marcar la ecuacion diferencial con su 
respectiva solucion. 

Ecuacion diferencial Solucion 


43. y ' — 2x = 0 

44. y' - 2 y = 0 

45. y' ~ 2xy = 0 

46. y ' ~ 2xy = x 


a) y = Ce x2 

b) y = — \ + Ce x2 

c) y = x 2 + C 

d) y = Ce 2x 


Ecuacion diferencial 

57. ^ + (cot.x)y = 2 
ax 

58. + 2xy = xv 2 
dx 

En los ejercicios 59 a 70, 
metodo apropiado. 


Puntos 

(1,1), (3,-1) 

(0, 3), (0, 1) 

resolver la ecuacion diferencial por el 


En los ejercicios 47-54, resolver la ecuacion diferencial de Ber- 
noulli. 

47. y ' + 3x 2 y = x 2 y 3 

48. y ' + xy = xy ~ 1 

49. y'+(Ay = xf 

5°, y'+(^jy = Xs/y 

51. xy' + y = xy 3 

52. y’-y = yi 

53. y' — y — e x <fy 

54. yy' — 2y 2 = e x 

Campo de pendientes En los ejercicios 55 a 58, a) usar una he- 
rramienta de graficacion para representar el campo de pendientes 
para la ecuacion diferencial, b ) encontrar la solucion particular 
de la ecuacion diferencial que pasa a traves de los puntos dados y 
c) usar una herramienta de graficacion para representar la solu- 
cion particular sobre el campo de pendientes. 


dy e 2x+y 
dx e x ~ y 
dy _ x — 3 
dx y(y + 4) 

dy 

61. y cos x — cos x + — = 0 

dx 

62. y'= 2xJ\ - v 2 

63. (3y 2 + 4xy) dx + (2xy + x 2 )dy = 0 

64. (x + y) dx — xdy = 0 

65. (2y — e'j dx + x dy = 0 

66. (y 2 + xy) dx — x 2 dy = 0 

67. (jc 2 y 4 — 1) dx + x 3 y 3 dy = 0 

68. y dx + (3jc + 4y) dy = 0 

69. 3(y — 4 jc 2 ) dx + x dy = 0 

70. x dx + (y + e v )(x 2 + 1) dy = 0 

Verdadero o falso? En los ejercicios 71 y 72, determinar si el 

enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por que, o dar 

un contraejemplo. 


Ecuacion diferencial Puntos 

55. ~ -y = x 2 (—2.4), (2,8) 

dx x 

56 ‘ ^ + 4x3y = * 3 (°> 2), (°- “I) 


71. y' + xVy = x 2 es una ecuacion diferencial lineal de primer 
orden. 

72. y' + xy = e x y es una ecuacion diferencial lineal de primer 
orden. 


PR0YECT0 DE TRABAJO 


Perdida de peso 

El peso de una persona depende tanto del numero de calorfas consu- 
midas como de la energfa utilizada. Ademas, la cantidad de energfa 
usada depende del peso de una persona; la cantidad media de ener- 
gfa usada por una persona es 17.5 calorfas por libra por dfa. Asf, entre 
mayor peso pierde una persona, es menor la energfa que una perso- 
na usa (se supone que la persona mantiene un nivel de actividad 
constante). Para calcular el peso perdido se puede usar la siguiente 
ecuacion 

dw\ = 

dt ) ~ 3 500 3 500 H ' 

donde w es el peso de la persona (en libras), t es el tiempo en dfas, y 
C es el consumo diario de calorfas, que es constante. 


a) Encontrar la solucion general de la ecuacion diferencial. 

b) Considerar una persona que pesa 180 libras e inicia una dieta 
de 2 500 calorfas por dfa. ^Cuanto tiempo tardara la persona en 
perder 1 0 libras? ^Cuanto tiempo le tomara a la persona en perder 
35 libras? 

c) Usar una herramienta de graficacion para presentar la solucion. 
^Cual es el peso lfmite de la persona? 

d) Repetir los incisos b) y c) para una persona que pesa 200 libras 
cuando inicio la dieta. 

PARA MAYOR INFORMACION Para una mej or inf ormacion sobre 
el modelo de perdida de peso, ver el artfculo “Un modelo lineal de 
dieta”, por Arthur C. Segal en The College Mathematics Journal. 
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Ejercicios de repaso 


1. Determinar si la funcion y = x 3 es una solution de la ecuacion 
diferencial 2 xy' + 4y = IOjc 3 . 

2. Determinar si la funcion y = 2 sen 2* es una solution de la 
ecuacion diferencial y'" — 8y = 0. 


En los ejercicios 3 a 10, usar integration para encontrar una 
solution general de la ecuacion diferencial. 


3. ^ = 4*2 + 7 
dx 

c dy 

5. — = cos 2x 
ax 

7. d f = xjx - 5 
dx 

9. ^ = e 2 ~* 
dx 


4. ^ = 3X 3 - Sx 
dx 

, dy 

6. — = 2 sen x 
dx 

8. -p- = 2xjx — 7 
dx 

10 . ^ 

dx 


Campos de pendientes En los ejercicios 11 y 12, una ecuacion 
diferencial y su campo de pendientes son dados. Determinar las 
pendientes (si es posible) en el campo de pendientes en los puntos 
dados en la tabla. 


X 

-4 

-2 

0 

2 

4 

8 

y 

2 

0 

4 

4 

6 

8 

dy\dx 








11 . 



y 


12 . 


dy 

— = x sen 
dx 
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/ / / / - 

■ \ \ \ \ \ \ \ \ 

III/- 
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Campos de pendientes En los ejercicios 13 a 18, a) trazar la gra- 
flca del campo de pendientes dado por la ecuacion diferencial y 
b) usar el campo de pendientes para graflcar la solution que pasa 
a traves del punto dado. Utilizar una herramienta de graflcacion 
para verificar el resultado. 



Ecuacion diferencial 

Punto 

13. 

Vi 

II 

u> 

1 

V 

(2,1) 

14. 

y' = 2x 2 — x 

(0, 2) 

15. 

, 1 2 1 
■ V = 4* - 3 X 

(0, 3) 

16. 

y' — y + 4x 

(-1.D 

17. 

S-S + 4 

(0, 1) 

18. 


(o, -2) 


En los ejercicios 19 a 24, resolver la ecuacion diferencial. 


19. 

& = »-x 

20. 

dy 


dx 


dx 

21. 

1 

22. 

dy 

dx 

23. 

(2 + x)y ' — xy = 0 

24. 

xy 1 


= y + 8 

= 10^ 

- (x + l)y = 0 


En los ejercicios 25 a 28, encontrar la funcion exponencialy = Ce kl 
que pasa a traves de los dos puntos. 



29. Presion del aire Bajo condiciones ideales, la presion del aire 
decrece continuamente en relation con la altura sobre el nivel 
del mar a una tasa proportional a la presion a esa altura. El 
barometro marca 30 pulgadas al nivel del mar y 15 pulgadas a 
18 000 pies. Encontrar la presion barometrica a 35 000 pies. 

30. Desintegracion radiactiva El radio radiactivo tiene una vida 
media de aproximadamente 1 599 anos. La cantidad inicial es 
15 gramos. ^Que cantidad permanece despues de 750 anos? 

31. Ventas Las ventas S (en miles de unidades) de un nuevo pro- 
ducto despues de que ha estado en el mercado por t anos esta 
dada por 

S = Ce k/ ‘. 


a) Encontrar S como una funcion de t si se han vendido 5 000 
unidades despues de 1 ano y el punto de saturation del 
mercado es 30 000 unidades (es decir, lfm S = 30). 

t — »oo 

. b ) ^Cuantas unidades se han vendido despues de 5 anos? 
c) Usar una herramienta de graflcacion para presentar esta 
funcion de ventas. 

32. Ventas Las ventas S (en miles de unidades) de un nuevo pro- 
ducto despues de que ha estado en el mercado durante t anos 
estan dadas por 

S = 25(1 - e k ') 

a) Encontrar S como funcion de t si se han vendido 4 000 
unidades despues de 1 ano. 

b) ^Cuantas unidades saturaran este mercado? 

^ c) ^Cuantas unidades se habran vendido despues de 5 anos? 
r"P d) Usar una herramienta de graflcacion para presentar esta 
funcion de ventas. 

33. Crecimiento de poblacion Una poblacion crece continuamente 
a una tasa de 1.85%. ^Cuanto tiempo tardara la poblacion en 
duplicarse? 
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CAPITULO 6 Ecuaciones diferenciales 


34. Ahorro de gasolina Un automovil recorre 28 millas por galon 
de gasolina a velocidades superiores a 50 millas por hora. A 
mas de 50 millas por hora, el numero de millas por galones cae 
a una tasa de 12 % por cada 10 millas por hora. 

a) s es la velocidad y y es el numero de millas por galon. 
Encontrar y como funcion de s mediante la solucion de la 
ecuacion diferencial 

- 7 - = — 0.012y, s > 50. 
as 

b ) Usar la funcion del apartado a ) para completar la tabla. 


Velocidad 

50 

55 

60 

65 

70 

Millas por galon 







En los ejercicios 35 a 40, resolver la ecuacion diferencial. 


dy 

x 5 + 7 

36. 

dy 

c -2 * 

dx 

X 

dx 

1 + e” 2 * 

y’ ~ 

16 xy = 0 

38. 

y' 

— e y sen x = 0 

dy 

x 2 + y 2 

40. 

dy 

3(x + y) 

dx 

2xy 

dx 

X 


41. Verificar que la solucion general y = Cft + Cpd satisface la 
ecuacion diferencial x 2 y" — 3xy' + 3y = 0. Entonces, encontrar 
la solucion particular que satisface la condicion inicial y = 0 y 
y' = 4 cuando x = 2. 

42. Movimiento vertical Un objeto que cae se encuentra con la 
resistencia al aire que es proporcional a su velocidad. La acele- 
racion debida a la gravedad es —9.8 metros por segundo al 
cuadrado. El cambio neto en la velocidad es dv/dt = kv — 9.8. 

a ) Encontrar la velocidad del objeto como funcion del tiempo 
si la velocidad inicial es v 0 . 

b ) Usar el resultado del apartado a) para encontrar el llmite 
de la velocidad cuando t se aproxima al infinito. 

c) Integrar la funcion velocidad que se encontro en el inciso 
a) para encontrar la posicion v. 


Campos de pendientes En los ejercicios 43 y 44, trazar la grafica 
de algunas funciones de la ecuacion diferencial sobre el campo de 
pendientes y encontrar la solucion general de forma analftica. 


43. 


dy _ 4x 
dx y 


44. 
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En los ejercicios 45 y 46, usar la ecuacion logistica para calcular el 
crecimiento de una poblacion. Usar la ecuacion para a) encontrar 
el valor de k, b) encontrar la capacidad liniite o de soporte, c) 
calcular la poblacion inicial, d) determinar cuando la poblacion 
alcanzara 50% de su capacidad 1 unite o de soporte y e) escribir la 
ecuacion diferencial logistica que tiene la solucion Pit). 


45. P(t) 


5 250 

1 + 34e -0 - 55 ' 


46. P{t) 


4 800 

1 + 14 e -0.15» 


En los ejercicios 47 y 48, encontrar la ecuacion logistica que sa- 
tisfaga la condicion inicial. 

Ecuacion diferencial logistica Condicion inicial 


47. 

48. 


dy 

dt 

dy 

dt 


= y 1 - 


80 


= 1.76y 1 - 


(0, 8) 

(0, 3) 


49. Medio ambiente Un departamento de conservacion libera 1 200 
truchas de rfo en un lago. Se estima que la capacidad limite o de 
soporte del lago para las especies es 20400. Despues del primer 
ano, existen 2000 truchas en el lago. 

a) Escribir la ecuacion logistica que calcula el numero de 
truchas en el lago. 

b) Encontrar el numero de truchas en el lago despues de 8 anos. 

c) ^Cuando el numero de truchas en el lago sera de 10000? 

50. Medio ambiente Escribir la ecuacion diferencial logistica que 
calcula la tasa de crecimiento de la poblacion de las truchas en 
el ejercicio 49. Entonces repetir el inciso b) mediante el metodo 
de Euler con un tamano de paso de /; = 1 . Comparar la aproxi- 
macion con la respuesta exacta. 


En los ejercicios 51 a 
de primer orden. 

51. / - y = 10 
53. 4y' = e x ! A + y 


60, resolver la ecuacion diferencial lineal 


52. 

54. 


e x y' + 4e x y = 1 
dy 5y _ 1 

dx x 2 x 2 


55. (x — 2)y ' + y = 1 

56. (x + 3)y ' + 2 y = 2(x + 3 ) 2 

57. (3v + sen 2x) dx — dy = 0 

58. dy = ( y tan x + 2e x ) dx 


59. y' + 5y = e 5x 


60. xy' — ay = bx 4 


En los ejercicios 61 a 64, resolver la ecuacion diferencial de Bernoulli. 

[ Sugerencia : f xe~ x dx = (— x — l)e~ x ] 


61. 

y' + y = xy 2 [ 

62. 

y' + 2xy = xy 2 

63. 

/ + ( 


\xj x z 

64. 

4 

+ 

v: 

II 

4^ 


En los ejercicios 65 a 68, escribir un ejemplo de la ecuacion dife- 
rencial dada. A continuation resolver la ecuacion. 


65. Ecuacion diferencial homogenea. 

66. Ecuacion diferencial logistica. 

67. Ecuacion diferencial lineal de primer orden. 

68 . Ecuacion diferencial de Bernoulli. 


Solucion de problemas 
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Solucion 


1. La ecuacion diferencial 


de problemas 


dy 

dt 


ky 1+e 


donde k y s son constantes positivas, se denomina como la 

ecuacion del dia final. 

a) Resolver la ecuacion del dla final 

dy = 1.01 

dt y 

dado que v(0) = 1 . Encontrar el tiempo T en el cual 


11m y (t) = oo. 

t—>T~ 

b) Resolver la ecuacion del dla final 


dy 

dt 


= V +e 


dado que y(0) = y 0 . Explicar por que esta ecuacion se 
denomina ecuacion del dla final. 

2. Un termometro se lleva desde una habitacion a 72° F hacia el 
exterior, donde la temperatura es 20° F. La lectura cae a 48° F 
despues de 1 minuto. Determinar la lectura del termometro des- 
pues de 5 minutos. 

3. Considerar que 5 representa las ventas de un nuevo producto 
(en miles de unidades), L es el nivel maximo de ventas (en 
miles de unidades) y t el tiempo (en meses). La razon de cambio 
de S con respecto a t varla al mismo tiempo que el producto 5 y 
L- S. 

a) Escribir la ecuacion diferencial para el modelo de ventas 
si L = 100, 5=10 cuando t = 0 y 5 = 20 cuando 1=1. 
Verificar que 


5 = 


1 + Ce~ kr 


b ) 


c) 


d) 


^En que tiempo se incrementa mas rapidamente el creci- 
miento en ventas? 

Usar una herramienta de graficacion para representar la 
funcion de ventas. 

Representar graficamente la solucion del inciso a) sobre el 
campo de pendiente mostrado en la figura de abajo. 


S 


140- 

r \ \ \ \ 

120- 

= V X X X 

100- 

- - - - - 

80- 

- / / / / 

60 n 

“-//// 

40- 

“-//// 

20- 
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e) Si el nivel maximo de ventas estimado es correcto, usar el 
campo de pendientes para describir la forma de las curvas 
solucion para ventas si, en algun periodo, las ventas exceden 
a L. 


4. Otro modelo que se puede usar para representar el crecimiento 
de la poblacion es la ecuacion de Gompertz, la cual es la so- 
lucion de la ecuacion diferencial 



5. 


donde k es una constante y L es la capacidad llmite o de soporte. 

a) Resolver la ecuacion diferencial. 

b) Utilizar una herramienta de graficacion para presentar el 
campo de pendientes para la ecuacion diferencial cuando 
k = 0.05 y L = 1 000. 

c) Describir el comportamiento de la grafica cuando t — > <*>. 

d) Trazar la grafica de la ecuacion diferencial que se encontro 
en el apartado a) para L— 5 000, y 0 = 500 y k = 0.02. De- 
terminar la concavidad de la grafica y como se compara con 
la solucion general de la ecuacion diferencial loglstica. 

Demostrar que la ecuacion loglstica y = L/(l + be~ kl ) se puede 

escribir como 


y = 2 L 


1 + tanh( —k\ t 



^Que se puede concluir acerca de la grafica de la ecuacion 
loglstica? 

6. Aunque es verdad para algunas funciones/y g, un error comun 
en el calculo es creer que la regia del producto en derivadas es 

(fg)' =f'g'. 

a) Dado g(x ) = x, encontrar/tal que (fg)' = f'g'. 

b ) Dada una funcion arbitraria g, encontrar una funcion /tal 
que (fg)' =f'g'. 

c) Describir que pasa si g(x) = e x . 

7. La ley de Torricelli establece que el agua fluira desde una 
abertura en la parte inferior del tanque con la misma velocidad 
que alcanzarla al caer desde la superficie del agua a la abertura. 
Una de las formas de la ecuacion de Torricelli es 

A (h) ^ = ~gh 

donde h es la altura del agua en el tanque, k es el area de la 
abertura de la parte inferior del tanque, A(h) es el area de 
la seccion transversal a la altura h, y g es la aceleracion debida 
a la gravedad (g ~ 32 pies/s 2 ). Un tanque de agua hemisferico 
tiene un radio de 6 pies. Cuando el tanque esta lleno, una valvula 
circular con un radio de 1 pulgada se abre en la parte inferior, 
como se muestra en la figura. ^Cuanto tiempo es necesario para 
que el tanque se vacle completamente? 


- 6 pies - 



6 — h 
h 
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CAPITULO 6 Ecuaciones diferenciales 


8. El tanque cilmdrico de agua mostrado en la figura tiene una altura 
de 18 pies. Cuando el tanque esta lleno, una valvula circular se 
abre en la parte inferior del tanque. Despues de 30 minutos, la 
profundidad del agua es de 12 pies. 



a) ^Cuanto tiempo es necesario para que el tanque se vacfe 
completamente? 

b) ^Cual es la profundidad del agua en el tanque despues de 
1 hora? 

9. Suponer que el tanque del ejercicio 8 tiene una altura de 20 
pies, un radio de 8 pies, y la valvula circular tiene un radio de 
2 pulgadas. El tanque esta completamente lleno cuando la valvula 
esta abierta. ^Cuanto tiempo es necesario para que el tanque se 
vacfe completamente? 

10. En areas montanosas, la reception de la radio puede ser debil. 
Considerar una situacion donde una emisora de FM se localiza 
en el punto (-1, 1) detras de un monte representado por la 
grafica de 

y = x — x 1 

y el receptor de radio esta en el lado opuesto del monte. (Su- 
poner que el eje x representa el nivel de referenda en la base 
del monte.) 

a) ^,Cual es la posicion mas cercana de la radio (x, 0) respecto 
al monte para que no haya interferencias? 

b) Escribir la posicion de la radio mas cercana ( x , 0) con x 
representada como una funcion de h si la emisora se localiza 
a (—1, h). 

c) Usar una herramienta de graficacion para x en el inciso b ). 
Determinar la asfntota vertical de la funcion e interpretar 
el resultado. 

11. La biomasa es una medida de la cantidad de la materia viviente 
en un ecosistema. Suponer que la biomasa s(t) en un ecosistema 
dado se incrementa a una tasa aproximada de 3.5 toneladas por 
ano, y decrece, aproximadamente, 1.9% por ano. La situacion 
se puede calcular mediante la ecuacion diferencial 

ds 

— = 3.5 - 0.019s. 
dt 

a) Resolver la ecuacion diferencial. 

b) Usar una herramienta de graficacion para presentar el 
campo de pendientes de la ecuacion diferencial. (,Que se 
observa? 

c) Explicar que sucede cuando t — > oo. 


En los ejercicios 12 a 14, un investigador medico quiere determinar 
la concentracion C (en moles por litro) de un medicamento marca- 
dor inyectado en un fluido en movimiento. Resolver este problema 
al considerar un modelo de dilution de un compartimento simple 
(ver la figura). Suponer que el fluido esta siendo mezclado y que 
el volumen de este en el compartimento es constante. 


Marcador 

inyectado 



Figura para 12 a 14 

12. Si el marcador es inyectado instantaneamente en el tiempo t = 0, 
entonces la concentracion del fluido en el compartimento se 
empieza a diluir segun la ecuacion diferencial 

| — pjc, C = C 0 cuando t = 0. 

a) Resolver la ecuacion diferencial para encontrar la concen- 
tracion C como funcion de t. 

b ) Encontrar el lfmite de C cuando f — » oo. 

5 13. Usar la solution de la ecuacion diferencial en el ejercicio 12 
para encontrar la concentracion C como funcion del tiempo t y 
usar una herramienta de graficacion para presentar la funcion. 

a) V = 2 litros, R = 0.5 litros por minuto y C 0 = 0.6 moles 
por litro. 

b) V = 2 litros, R = 1 .5 litros por minuto y C 0 = 0.6 moles 
por litro. 

14. En los ejercicios 12 y 13, se supuso que habfa una inyeccion 
simple inicial del medicamento marcador dentro del compar- 
timento. Ahora considerar el caso en el cual el marcador es 
continuamente inyectado (iniciando en t = 0) a una tasa de Q 
moles por minuto. Si considera Q despreciable comparada con 
R , usar la ecuacion diferencial 

C, C = 0 cuando t = 0. 

dt V \Vj 

a) Resolver esta ecuacion diferencial para encontrar la con- 
centracion C como funcion del tiempo t. 

b) Encontrar el lfmite de C cuando t — > oo. 



Aplicaciones 
de la integral 


La integral tiene una amplia variedad de 
aplicaciones. Para cada una de las apli- 
caciones presentadas en este capftulo, se 
comenzara con una formula conocida, tal 
como el area de una region rectangular, el 
volumen de un disco circular o el trabajo 
realizado por una fuerza constante. En- 
tonces el lector aprendera como el lfmite 
de una suma da lugar a nuevas formulas 
que involucran la integral. 

En este capftulo se aprendera: 

■ Como usar una integral definida para 
encontrar el area de una region 
acotada por dos curvas. (7.1) 

■ Como encontrar el volumen de un 
solido de revolucion por el metodo 
de los discos y el metodo de las 
capas. (7.2 y 7.3) 

■ Como encontrar la longitud de una 
curva y el area de una superficie de 
revolucion. (7.4) 

■ Como encontrar el trabajo realizado 
por una fuerza constante y una 
fuerza variable. (7.5) 

■ Como encontrar centros de masa y 
centroides. (7.6) 

■ Como encontrar la presion y la 
fuerza de un fluido. (7.7) 



Eddie Hironaka/Getty Images 


Un cable electrico se cuelga entre dos torres que estan a 200 pies 
de distancia. El cable tiene la forma de catenaria. iCual es la 
longitud del cable entre las dos torres? (Ver seccion 7.4, ejemplo 5.) 



El metodo de los discos es un metodo que se usa para encontrar el volumen de un solido. Este metodo requiere 
encontrar la suma de los volumenes de discos representatives para aproximar el volumen del solido. Cuando se 
incrementa el numero de discos, la aproximacion tiende a ser mas exacta. En la seccion 7.2 se usaran los limites 
para escribir el volumen exacto del solido como una integral definida. 
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CAPITULO 7 Aplicaciones de la integral 



Area de una region entre dos curvas 


■ Encontrar el area de una region entre dos curvas usando integracion. 

■ Encontrar el area de una region entre curvas que se intersecan usando integracion. 

■ Describir la integracion como un proceso de acumulacion. 



Area de una region entre dos curvas 

A partir de unas modificaciones se puede extender la aplicacion de las integrales deftnidas 
para el area de una region bajo una curva al area de una region entre dos curvas. Considerar 
dos funciones/y g que son continuas en el intervalo [a, b]. Si, como en la figura 7.1, las 
graftcas de /'y g estan sobre el eje x y la grafica de g debajo de la grafica de/, se puede 
interpretar geometricamente el area de la region entre las graftcas como el area de la region 
bajo la grafica de g sustraida del area de la region bajo la grafica / como se muestra en la 
figura 7.2. 



Rectangulo representativo 
Altura:/(x.)-g(x ; ) 



Figura 7.2 

Para verificar que el resultado mostrado en la figura 7.2 es razonable, se puede dividir 
el intervalo [a, b] entre n subintervalos, cada uno de anchura Ax. Entonces, como se muestra 
en la figura 7.3, se traza un rectangulo representativo de anchura Ax y altura/(x-) — g(x,), 
donde x,- es un punto del t-esimo subintervalo. El area de este rectangulo representativo es 

A A ; = (altura)(anchura) = [/(x ; ) — g(x ; )] Ax. 

Por adicion de las areas de los n rectangulos y tomando el limite cuando 1 1 A| | — » 0 (« — » oo), 
se obtiene 



x. 


Porque/y g son continuas en [a, b],f— g tambien es continua en [ a , b] y el limite existe. 
Asi que, el area de la region dada es 

Area = lim j? [/(x ; ) - g(x,-)] Ax 

n — >°o 


= [fix) - g(x)] dx. 
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y 



g(x) = -x 

Region comprendida por la grafica de /, la 
grafica de g, x = 0 y x = 1 

Figura 7.5 


AREA DE UNA REGION ENTRE DOS CURVAS 

Si/y g son continuas en [a, b] y g(x) </(x) para todo x en [a, b ], entonces el area de 
la region acotada por las graficas defy g y las rectas verticales x = a v x = b es 

A = l if(x) ~ #(*)] dx. 


En la figura 7.1, las graficas de/y g se muestran sobre el eje x. Esto, sin embargo, no 
es necesario. El mismo integrando [fix) — g(x)] puede usarse con tal de que/y g sean con- 
tinuas y g(x) — fix) para todo x en el intervalo [a, b], Este resultado se resume en la figura 
7.4. Observar en la figura 7.4 que la altura de un rectangulo representative es/(x) — g(x) 
con respecto de la posicion relativa del eje x. 




Se usan los rectangulos representatives a lo largo de este capitulo en varias aplicaciones 
de la integral. Un rectangulo vertical (de anchura Ax) implica la integral con respecto a x, 
mientras que un rectangulo horizontal (de anchura Ay) implica la integral con respecto a y. 

EJEMPLO I Encontrar el area de una region entre dos curvas 

Encontrar el area de la region acotada por las graficas de y = x 2 + 2, y = — x, x = 0 y 
x = 1. 

Solucion Scan g(x) = — xy/(x) = x 2 + 2. Entonces g(x) < fix) para todoxen [0, 1], como 
se muestra en la figura 7.5. Asi, el area del rectangulo representative es 

AA = [/(x) - g(x)] Ax 

= [(x 2 + 2) — ( — x)] Ax 

y el area de la region es 

A = f [fix) - g(x)] dx = f [(x 2 + 2) - (-x)] dx 

Ja JO 

1 
0 


17 

6 


x- ’ x - ‘ 

— — h — + 2x 
3 2 


450 


CAPfTULO 7 Aplicaciones de la integral 


Area de una region entre curvas que se intersecan 

En el ejemplo 1 , las graficas de/(x) = x 2 + 2 y g(x) = — x no se intersecan, y los valores de 
ay b se dan explicitamente. Un problema mas comun involucra el area de una region com- 
prendida entre dos graficas que se intersecan donde los valores de ay b deben calcularse. 


EJEMPLO 2 Region determinada por dos graficas 
33 que se intersecan 


y 



Region comprendida por la grafica de/y la 
grafica de g 

Figura 7.6 


Encontrar el area de la region comprendida entre las graficas de fix) = 2 — x 2 y g(x) = x. 

Solution En la figura 7.6 se observa que las graficas de/y g tienen dos puntos de inter- 
section. Para encontrar las coordenadas x de estos puntos, se hace f(x) y g(x) iguales y se 
resuelve para x. 


2 — x 2 = x 
—x 2 — x + 2 = 0 
— (x + 2)(x — 1) = 0 


Igualar f(x) con g(x). 
Escribir en forma general. 
Factorizar. 

Despejar para x. 


Asf, a = — 2 y b = 1. Porque g(x) < f(x) para todo x en el intervalo [—2, 1], el rectangulo 
representative tiene un area de 

AA = [f{x) - g(x)] Ax 
= [(2 — x 2 ) — x ] Ax 

y el area de la region es 


A = 


[(2 — x 2 ) — x] dx = 


-2 


X 3 X 2 
b 2x 

3 2 * 


-2 


EJEMPLO 3 Region determinada por dos graficas que se intersecan 



El seno y coseno de las curvas se intersecan infinitas veces, acotando regiones de areas 
iguales, como se muestra en la figura 7.7. Encontrar el area de una de estas regiones. 

Solucion 

COS X Igualar fix) a g(x). 

1 Dividir cada lado por el coseno de x. 

1 Identidad trigonometrica. 

77 577 _ _ __ 

— O , 0 < X < 2 77 Despejar para x. 

4 4 

Asi, a = 77/4 y b = 577/4. Porque sen x > cos x para todo x en el intervalo [ 77 / 4 , 577/4], el 
area de la region es 


sen v = 
senx _ 
cos x 
tan v = 

x = 



r 5 77/4 


577-/4 

Una de las regiones acotada por las graficas 

A = [sen x — cos x] dx = 

— cos x — senx 


de las funciones del seno y coseno 

Jtt/4 


77-/4 

Figura 7.7 

= 2V2. 
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Si dos curvas se intersecan en mas de dos puntos, entonces para encontrar el area de la 
region comprendida entre las curvas, se deben encontrar todos los puntos de interseccion 
y veriftcar en cada uno de los intervalos determinados por esos puntos, cual de las graftcas 
esta encima de la otra. 


EJEMPLO 4 Curvas que se intersecan en mas de dos puntos 

Encontrar el area de la region comprendida entre las graftcas de fix) = 3x 3 — x 2 — lOx y 
g{x) = —x 2 + 2x. 


g(x) s/W fix) < g( x) 



Sobre [ — 2, 0], g(x) < f(x), y sobre 
[ 0 , 2 \,f{x) < g(x) 

Figura 7.8 


Solution Empezar igualando/(x) y g(x) y resolviendo para x. Asf se obtienen las coorde- 
nadas de x en cada punto de interseccion de las dos graftcas. 


3x 3 — x 2 — lOx = — x 2 + 2x 
3x 3 - 12x = 0 
3x(x — 2)(x + 2) = 0 

x = — 2, 0, 2 


Igualar f(x) a g(x). 
Escribir en forma general. 
Factorizar. 

Despejar para x. 


Asf, las dos graftcas se cortan cuando x = —2, 0 y 2. En la figura 7.8 se observa que 
g(x) < fix) en el intervalo [—2, 0]. Sin embargo, las dos graftcas cambian en el origen, 
y /(x) < g(x) en el intervalo [0, 2]. Asf, se necesitan dos integrales, una para el intervalo 
[— 2, 0] y otra para el intervalo [0, 2]. 


A = 


0 r 2 

[fix) - g(x)] dx + [g(x) - fix)] dx 


-2 

0 


(3x 3 — 12x) dx + (— 3x 3 + 12x) dx 

-2 Jo 


3x 4 


— 6x 2 


J -2 


-3x 4 


6x 2 


2 

JO 


= -(12 - 24) + (-12 + 24) = 24 


■ MUM En el ejemplo 4 se observa que se obtiene un resultado incorrecto si se integra de —2 a 2. 
Tal integral produce 

J ifi x ) ~ g( x )] dx = J (3x 3 — 12x) dx = 0. 

Si la grafica de una funcion de y es una frontera de una region, es a menudo conveniente 
usar rectangulos representatives horizontales y encontrar el area integrando en la variable 
y. En general, para determinar el area entre dos curvas, se usan 


A = | [(curva de arriba) — (curva de abajo)] dx 

v / 

en la variable x 

A = | [(curva derecha) — (curva izquierda)] dy 


en la variable y 


Rectangulos verticales. 


Rectangulos horizontales. 


donde (xj, y [) y (x 2 , yf) son los puntos adyacentes de interseccion de las dos curvas implicadas 
o puntos sobre las rectas de la frontera especiftcadas. 
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Aplicaciones de la integral 


EJEMPLO 5 Rectangulos representatives horizontales 

Encontrar el area de la region acotada por las graficas de jc = 3 — y 2 y x = y + 1. 
Solucion Considerar 

*(y) = 3 - y 2 y f(y) = y+l. 

Estas dos curvas se intersecan cuando y = —2 y y = 1, como se muestra en la figura 7.9. 
Porque/(y) < g(y) en este intervalo, se tiene 

AA = [g(v) - /(y)] Ay = [(3 - y 2 ) - (y + 1)] Ay. 

Asi, el area es 

A = J 2 [0 - y 2 ) - (y + 1 )]dy 

r l 


= J 2 (~y 2 -y + 2)d y 



9 

2 ' 



Rectangulos horizontales (integracion 
conrespectoay) 

Figura 7.9 


y = X — 1 

y 



Rectangulos verticales (integracion con 
respecto a x) 

Figura 7.10 


En el ejemplo 5 se observa que integrando con respecto ay se necesita solo una integral. 
Si se integran con respecto a x, se necesitarfan dos integrates porque la frontera superior 
habrfa cambiado en x = 2, como se muestra en la figura 7.10. 


A = 


[(x — 1) + V3 — x] dx + I (x/3 — x + x/3 — x) dx 


[x — 1 + (3 — x) 1 / 2 ] dx + 2 (3 — x) 1 / 2 dx 


x 2 (3 — x) 3 / 2 

2 ~ * J/2 


2 

(3 -x) 3 / 2 ] 3 

A. 

-1 

3/2 J 2 

-T 

j - 2(0) + 2 


9 

2 
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La integracion como un proceso de acumulacion 

En esta seccion, la formula de la integral para el area entre dos curvas se desarrollo usando 
un rectangulo como el elemento representative. Para cada nueva aplicacion en las secciones 
restantes de este capftulo, se construira un elemento representativo apropiado a partir de las 
formulas previas al calculo que ya se conocen. Cada formula de la integracion se obtendra 
sumando o acumulando estos elementos representatives. 


Formula conocida K Elemento Nueva formula 

previa al calculo representativo de integracion 

Por ejemplo, en esta seccion la formula del area se desarrolla como sigue. 


A = (altura)(ancho) AA — [/(x) — g(x)] Ax tZ^> A = f [/(x) — g(x)] dx 


EJEMPLO 6 Descripcion de la integracion como un proceso 
de acumulacion 


Encontrar el area de la region acotada por la grafica de y = 4 — x 2 y el eje x. Describir la 
integracion como un proceso de acumulacion. 

Solucion El area de la region esta dada por 

A = J (4 — x 2 ) dx. 


Se piensa en la integracion como una acumulacion de las areas de los rectangulos formados 
al ir desplazando los rectangulos representativos de x = — 2 a x = 2, como se muestra en 
la figura 7.11. 






Figura 7.11 
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CAPfTULO 7 Aplicaciones de la integral 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, formular la integral definida que da el 
area de la region. 


1. yj = x 2 — 6x 

y 2 = o 


2. yj = x 2 + 2x + 1 
y 2 = 2x + 5 



3. = x 2 — 4x + 3 

y 2 = — x 2 + 2x + 3 


4. y t = x 2 

y 2 = ** 






5. yj = 3(x 3 - x) 
y 2 = 0 


6. = (x - l) 3 

y 2 = x- 1 




En los ejercicios 7 a 14, el integrando de la integral definida es una 
diferencia de dos funciones. Dibujar la grafica de cada funcion y 
sombrear la region cuya area esta representada por la integral. 


7. 


9. 

11 

13. 


•I 


(x + 1) — — dx 
2 


4( 2 -V3) _ £ 


ir /3 

(2 — sec x) dx 

— 7t/3 

1 

[(2 - y) - y 2 ] dy 

-2 


8 . 


dx 

f 3 

( X 3 \ X 

10. 

— x — - 


J2 

L\ 3 / 3j 


[(2 — x 2 ) — x 2 ] dx 


dx 


12 . 

14 


tt/4 


tt/A 


(sec 2 x — cos x) dx 


• [ [ 2 ^y ~ y) d y 

Jo 


Para pensar En los ejercicios 15 y 16, determinar que valor se 
aproxima mejor al area de la region acotada por las graficas de 
/ y g. (Hacer la selection con base en un dibujo de la region sin 
haber hecho algun calculo.) 

15. f{x) = x + 1, g(x) = (x - l) 2 

a) -2 b) 2 c) 10 d) 4 e) 8 

16. fix) = 2 — 4 Jc, g(x) = 2 — sfx 

a) 1 b) 6 c) -3 d) 3 e) 4 


En los ejercicios 17 y 18, encontrar el area de la region integrando 
a) con respecto ax y b) con respecto ay. c) comparar sus resultados. 
^Cual metodo es mas simple? En general, este metodo siempre sera 
mas sencillo en uno que en otro. ( 'Por que si o por que no? 


17. x = 4 - y 2 
x = y -2 


18. y = x 2 
y = 6 — x 



En los ejercicios 19 a 36, trazar la region acotada por las graficas 
de las funciones algebraicas y encontrar el area de la region. 


19. 

y = 

X 2 

- 1, y = -X + 2, x 

= 0, x = 1 

20. 

y = 

- 

x 3 + 3, y = x, x = - 

- 1, x = 1 

21. 

y = 

1 

2-* 

3 + 2, y = x + 1, x 

(N 

II 

* 

o' 

II 

22. 

y = 

- 

|x(x — 8), y = 10 - 

■ \x, x = 2, 

23. 

fix) 

= 

x 2 - 4x, gix) = 0 


24. 

fix) 

= 

-x 2 + 4x + 1, gix) 

1 = X + 1 

25. 

fix) 

= 

x 2 + 2x, gix) = x + 

2 

26. 

fix) 

= 

—x 2 + 2 x + 1 , gix) 

= \x + 1 

27. 

y = 

X, 

y = 2 — x, y = 0 


28. 

y = 

1/ 

> 

II 

O 

X 

II 

x = 5 

29. 

fix) 

= 

Jx. + 3, g(x) = \x ■ 

+- 3 

30. 

fix) 

= 

Jfx - 1, gix) = x - 

- 1 

31. 

fiy) 

= 

y 2 > gW = y + 2 


32. 

fiy) 

= 

y(2 - y), g(y) = - 

y 

33. 

fiy) 

= 

y 2 + i, giy) = o. 

y = - i. y 

34. 

fiy) 

= 

sW 

0, y = 3 

35. 

fix) 

= 

10 

— , x = 0, y = 2, 3 

; = 10 

36. 

gix) 

= 

4 

2 — x’ r ‘ 4 ' “■ 

= 0 
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91 En los ejercicios 37 a 46, a ) usar una herramienta de graficacion 
para representar la region comprendida por las graficas de las 
ecuaciones, b) encontrar el area de la region y c) usar las capa- 
cidades de integracion de una herramienta de graficacion para 
verificar los resultados. 


37 . 

f(x) 

= x(x 2 — 3x + 3), g(x) = 

= x 2 

38. 

fix) 

= x 3 — 2 x + 1, gix) = ■ 

1 

j? 

II 

39. 

y = 

x 2 - 4x + 3, y = 3 + 4x - x 2 

40. 

y = 

* 

1 

11 

5? 


41. 

fix) 

= x 4 — 4x 2 , g(xj = x 2 - 

■ 4 

42. 

fix) 

= x 4 — 4x 2 , g(x) = x 3 - 

- 4x 

43. 

fix) 

= 1/(1 + x 2 ), g(x) = \x 

2 

44. 

fix) 

= 6x/(x 2 +1), y = 0, ( 

3 < x < 3 

45. 

y = 

7l + x 3 , y = \x + 2 , ; 

K = 0 

46. 

y = 

/ 4 “ x 

X-/ , y = 0, x = 

V 4 + X 7 

4 


En los ejercicios 47 a 52, trazar la region acotada por las graficas 
de las funciones, y encontrar el area de la region. 


47. 

fix) = 

= COS X, g(x) 

= 

2 — cos 

x, 0 < 

x < 

277 

48. 

fix) = 

= sen x, gix) 

= 

cos 2x, 

7 T 

< 

2 “ 

x < 

77 

6 

49. 

fix) = 

= 2 senx, g(. 

r): 

= tan x. 

IT 

< 

3 “ 

x < 

77 

3 

50. 

fix) = 

77X 

= sec — — tan - 
4 

7 TX 

T' 

. gix) = 

(72- 

4)x 

+ 4, 

51. 

fix) = 

= xe - * 2 , y = 

0 , 

VI 

O 

< 1 



52. 

fix) = 

= 3 X , gix) = 

2x 

+ 1 





En los ejercicios 61 a 64, encontrar la funcion de acumulacion F. 
Entonces evaluar F en cada valor de la variable independiente y 
graficamente mostrar el area dada por cada valor de F. 


61. 

W - j 

r x 

(7 + l) dt 

0 

a) Fi 0) 

b) Fi 2) 

c) 76) 

62. 

FW - J 

(h 2 + 2 ) dt 

0 

a) Fi 0) 

b ) Fi 4) 

c) 76) 

63. 

F(a) = 

r ne dt> 
l^cos -J dd 

a) Fi- 1) 

b ) 70) 


64. 

FW - j 

ry 

4e x / 2 dx 

a) 7-1) 

b) Fi 0) 

c) 74) 


En los ejercicios 65 a 68, usar la integracion para encontrar el 
area de la figura que tiene los vertices dados. 

65. (2, - 3), (4, 6), (6, 1) 66. (0, 0), (a, 0), (b, c) 

67. (0,2), (4,2), (0, -2), (-4, -2) 

68 . (0,0), (1,2), (3, -2), (1, -3) 

69. Integracion numerica Estimar el area de la superficie del 
green de golf usando a) la regia de los trapecios y b) la regia de 
Simpson. 



I En los ejercicios 53 a 56, a) usar una herramienta de graficacion 
para trazar la grafica de la region acotada por las graficas de las 
ecuaciones, b ) encontrar el area de la region y c) usar las funciones 
de integracion de la herramienta de graficacion para verificar los 
resultados. 

53. f{x) = 2 sen x + sen 2x, y = 0, 0 < x < tt 

54. f(x ) = 2 sen x + cos 2x, y = 0, 0 < x < tt 

55. f(x) = \e^ x , y = 0, 1 < x < 3 

56. y = 0, x = 5 

^ En los ejercicios 57 a 60, a) usar una herramienta de graficacion 
para trazar la region acotada por las graficas de las ecuaciones, 
b) explicar por que el area de la region es dificil de encontrar a 
mano y c) usar las funciones de integracion de la herramienta 
de graficacion para verificar los resultados con cuatro decimales 
significativos. 



y = 7x e x , y = 0, x = 0, x = 1 
y = x 2 , y = 4 cos x 
y = x 2 , y= 73 + x 


70. Integracion numerica Estimar el area de la superficie del 
derrame de petroleo usando a) la regia de los trapecios y b) la 
regia de Simpson. 



H En los ejercicios 71 y 72, evaluar la integral e interpretar esta 
como el area de la region. Despues usar una computadora para 
graficar la region. 


J -tr/A 

| sen 2x — cos 4x\ dx 
o 


72. 



2x| dx 


En los ejercicios 73 a 76, formular y evaluar la integral definida 
que da el area de la region acotada por la grafica de la funcion y 
la recta tangente para la grafica en el punto dado. 


73. 

75. 


fix) 

fix) 


1 



74. y = x 3 — 2x, (-1,1) 

76 ‘ ? = tt 4?’ ( 2’ 1 


58. 

59. 

60. 


x 2 + r 
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CAPfTULO 7 Aplicaciones de la integral 


Desarrollo de conceptos 


77. Las graficas y = x 4 — 2x 2 + lyy=l — x 2 se intersecan 
en tres puntos. Sin embargo, el area entre las curvas puede 
encontrarse por una sola integral. Explicar por que es asi, y 
escribir una integral para esta area. 

78. El area de la region acotada por las graficas de y = x 3 y y = x 
no puede encontrarse por una integral unica f L , (x 3 — x) dx. 
Explicar por que esto es asf. Usar la simetrra para escribir 
una sola integral que representa el area. 

79. Un graduado de la universidad tiene dos ofertas de trabajo. 
El sueldo de arranque para cada una es $32000 y despues 
de 8 anos de servicio cada una pagara $54000. El aumento 
del sueldo para cada oferta se muestra en la figura. Dar un 
punto de vista estrictamente monetario de que oferta es mejor. 
Explicar. 



Ano Ano 


Figura para 79 Figura para 80 

80. Una legislatura estatal esta debatiendo dos propuestas para 
eliminar el deficit del presupuesto anual para el ano 2010. La 
tasa de disminucion del deficit para cada propuesta se muestra 
en la figura. Desde el punto de vista de minimizar el deficit 
estatal acumulativo ^cual es la mejor propuesta? Explicar. 

81. Se prueban dos coches en una pista recta con velocidades Vj 
y v 2 (en metros por segundo). Considerar lo siguiente. 

r 5 r 10 

J 0 [Vi(f) - V 2 0)] dt = 10 J u [vj(f) - vM dt = 30 

c 30 _ , 

[vi(0 - v 2 (?)] dt= -5 
J 20 

a) Escribir una interpretacion verbal de cada integral. 

b) ^Es posible determinar la distancia entre los dos coches 
cuando ? = 5 segundos? ^Por que si? o ^.por que no? 

c) Suponiendo que ambos coches arrancan al mismo tiempo 
y lugar, ^que coche va por delante en f = 10 segundos? 
^Que tan adelante esta el coche? 

d) Suponiendo que el coche 1 tiene una velocidad Vi y esta 
al frente del coche 2 por 13 metros en ? = 20 segundos, 
^que tan adelante o atras esta el coche 1 cuando ? = 30 
segundos? 


Para discusion 


82. Sean fyg una funcion continua en [a, b] y g(x) £ f{x) 
para toda x en [a, b\. Escribir el area obtenida para 
fa Lf( x ) ~ g(x)] dx. ^La interpretacion del area de esta 
integral cambia cuando fix) S 0y g{x) S 0? 


En los ejercicios 83 y 84, encontrar b tal que la recta y = b divide 
la region intersecada por las graficas de las dos ecuaciones en dos 
regiones de area igual. 

83. y = 9 — x 2 , y = 0 84. y = 9 — |x|, y = 0 

En los ejercicios 85 y 86, encontrar a tal que la recta x = a divida 
la region intersecada por las graficas de las ecuaciones en dos 
regiones de area igual. 

85. y = x, y = 4, x = 0 86. y 2 = 4 — x, x = 0 

En los ejercicios 87 y 88, evaluar el limite y dibujar la grafica de 
la region cuya area se representa por el limite. 

n 

87. lim V (x, — x 2 ) Ax, donde x ; = i/n y Ax = 1 In 

||A|M>itl ' 

88. ^Km 2 (4 — x 2 )Ax, donde x, = — 2 + (4 i/n) y Ax = 4/n 

En los ejercicios 89 y 90, a) encontrar los dos puntos de inflexion de 
la grafica de /, b) determinar la ecuacion de la recta que interseca 
ambos puntos y c) calcular el area de las tres regiones acotada por 
la grafica de/y la recta. iQue se observa? 

89. /(x) = x 4 + 4x 3 + x + 7 90. /(x) = 2X 4 - 12x 2 + 3x — 1 

Ingresos En los ejercicios 91 y 92 se dan dos modelos R t y R 2 
para el ingreso (en miles de millones de dolares por ano) para una 
corporation grande. El modelo /?, da los ingresos anuales proyec- 
tados de 2008 a 2013, con t = 8 que corresponden a 2008, y R 2 da 
los ingresos proyectados si hay una disminucion en la proporcion 
de crecimiento de ventas corporativas sobre el periodo. Aproxi- 
mar la reduction total en el ingreso si las ventas corporativas son 
realmente mas cercanas al ejemplo R 2 . 

91. R 1 = 7.21 + 0.58 1 92. R l = 7.21 + 0.26? + 0.02? 2 

R 2 = 7.21 + 0.45? R 2 = 7.21 + 0.1? + 0.01? 2 

93. Curva de Lorenz Los economistas usan la curva de Lorenz 
para ilustrar la distribution del ingreso en un pais. Una curva de 
Lorenz, y =/(x), representa la distribution del ingreso real en el 
pais. En este modelo, x representa el porcentaje de familias en 
el pais y y representa el porcentaje de ingreso total. El modelo 
y = x representa un pais en que cada familia tiene el mismo 
ingreso. El area entre estos dos modelos, donde 0 < x < 100, 
indica la “desigualdad del ingreso” de un pais. La tabla muestra 
el porcentaje de ingreso y para los porcentajes seleccionados de 
x familias en un pais. 


X 

10 

20 

30 

40 

50 

y 

3.35 

6.07 

9.17 

13.39 

19.45 


X 

60 

70 

80 

90 

y 

28.03 

39.77 

55.28 

75.12 


a) Usar una herramienta de graficacion para encontrar un 
modelo cuadratico para la curva de Lorenz. 

b) Trazar una grafica de los datos y del modelo. 
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c) Representar el modelo y = x. i,Como se compara este modelo 
con respecto al modelo a)? 

d) Usar las capacidades de la integration de una calculadora para 
aproximar la “desigualdad del ingreso”. 

94. Beneficios El departamento de contabilidad de una compafua 
informa que los beneficios durante el ultimo ano fiscal fueron 
de 15.9 millones de dolares. El departamento predice que los 
beneficios por crecimiento continuo durante los proximos 5 
anos generaran una tasa anual continua entre 3| y 5%. Estimar 
la diferencia acumulativa en los beneficios durante los 5 anos 
basados en el rango predicho de tasas de crecimiento. 

95. Area La region sombreada en la figura consiste en todos los 
puntos cuyas distancias del centra del cuadrado es menor que 
las distancias a los bordes del cuadrado. Encontrar el area de la 
region. 


y 



y 



96. Diseiio mecanico La superficie de una parte de una maquina es 
la region entre las graficas de y x = |x | y y 2 = 0.08x 2 + k (vease 
la figura). 

a) Encontrar k si la parabola es tangente a la graftca de y v 

b) Encontrar el area de la superficie de la parte de la maquina. 


Diseiio de construction Las secciones de concreto (hormigon) 
para un nuevo edificio tienen las dimensiones (en metros) y la 
forma mostrada en la figura. 

y 

i 

(-5.5, 0) 2 

2 jyj 

WP 

Hr 

- 1 T-r-i-f? 

)> = ^ V5 +x y = | V5 —x 

5 \6 
(5.5, 0) 


a) Encontrar el area de la cara adosada en el sistema de la 
coordenada rectangular. 

b) Encontrar el volumen de concreto en una de las secciones 
multiplicando el area obtenida en el apartado a ) por 2 
metros. 

c) Un metro cubico de concreto pesa 5 000 libras. Encontrar 
el peso de la section. 

98. Diseiio de construction Para disminuir el peso y ayudar en 
el proceso del endurecimiento, las secciones de concreto en el 
ejercicio 97 no son a menudo solidas. Rehacer el ejercicio 97 
haciendo orificios cilmdricos como los mostrados en la figura. 



Figura para 98 


Verdadero o falso? En los ejercicios 99 a 102, determinar si la 
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o dar 
un contraejemplo. 


99. Si el area de la region limitada por las graficas de/y g es 1, 
entonces el area de la region acotada por las graficas de h(x) = 
fix) + Cy k(x) = g{x) + C tambien es 1. 

[ b 

dx = A, entonces [g(x) - /(x)] dx = —A. 


100. Si f \_f{x) - g(x)] 


101. Si las graficas de f y g se intersecan a la mitad del camino entre 

rb 

x = a y x = b, entonces. [fix) — g(x)] dx = 0. 


102. La recta y = (l — 4/0.5 )x divide la region debajo de la curva 
fix) = x(l — x) para [0, 1] en dos regiones de igual area. 

103. Area Encontrar el area entre la grafica de y = sen x y el seg- 


mento de recta que une los puntos (0, 0) y 
muestra en la figura. 




como se 




104. 


Area Sea a > 0 y b > 0. Mostrar que el area de la elipse 

x y 

— 2 + ji = 1 es -7 Tab (ver la figura). 


Preparacion del examen Putnam 


105. La recta horizontal y = c in- 
terseca la curva y = 2x — 3x 3 
en el primer cuadrante como 
se muestra en la figura. En- 
contrar c para que las areas de 
las dos regiones sombreadas 
sean iguales. 


y 



Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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CAPITULO 7 Aplicaciones de la integral 



Volumen: el metodo de los discos 


■ Encontrar el volumen de un solido de revolucion usando el metodo de los discos. 

■ Encontrar el volumen de un solido de revolucion usando el metodo de las arandelas. 

■ Encontrar el volumen de un solido con las secciones transversales conocidas. 


Metodo de los discos 

Anteriormente se menciono que el area es una de las muchas aplicaciones de la integral 
definida. Otra aplicacion importante es su uso para encontrar el volumen de un solido tridi- 
mensional. En esta seccion se estudiara un tipo particular de un solido tridimensional cuyas 
secciones transversales son similares. Por lo comun se emplean solidos de revolucion en 
ingenierfa y manufactura. Algunos ejemplos son ejes, embudos, pildoras, botellas y pistones, 
como se muestra en la figura 7.12. 


Rectangulo 


w 


>R 


Eje de revolucion 


w 



Volumen de un disco: ttR 2 w 

Figura 7.13 



Solidos de revolucion 

Figura 7.12 


Si una region en el piano gira alrededor de una recta, el solido resultante es un solido 
de revolucion, y la recta se llama eje de revolucion. El solido mas simple es un cilindro 
circular recto o disco que se forma al girar un rectangulo en torno a uno de sus lados como 
se muestra en la figura 7.13. El volumen de tal disco es 

Volumen del disco = (area de disco)(anchura de disco) 

= 7 tR 2 W 

donde R es el radio del disco y w es la anchura. 

Para observar como usar el volumen de un disco para encontrar el volumen de un solido 
general de revolucion, considerar un solido de revolucion formado al girar la region plana 
en la figura 7.14 alrededor del eje indicado. Para determinar el volumen de este solido, 
considerar un rectangulo representative en la region plana. Cuando este rectangulo gira 
alrededor del eje de revolucion, genera un disco representative cuyo volumen es 

AV = ttR 2 Ax. 


Aproximando el volumen del solido por el de los n discos de anchura Ax y radio R(x) 
produce 


n 

Volumen del solido ~ ^ tt\R{x^\ 2 Ax 

i= 1 

= it'Z [tf(x,)] 2 Ax. 

i = 1 
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Rectangulo 




Eje de 
revolucion 


Disco 


Aproximacion 
por n discos 


Solido 
revolucion 


Metodo de los discos 

Figura 7.14 


Esta aproximacion parece mejor y aim mas cuando ||A|| — > 0 (n —> °°) . Asf, se puede definir 
el volumen del solido como 

n C b 

Volumen del disco = lim ttV I R(x,j ] 2 Ax = tt \R(x )\ 2 dx. 

I|A|| >0 ££ J a 

Esquematicamente, el metodo del disco es como sigue 


Formula Element o Nueva formula 

conocida representativo de integracion 



Solido de revolucion 

Volumen del disco AI , . | 

V = ttR 2 w \ AV= «] Al | ^ 

V= vj [R{x)] 2 dx 
Ja 


Una formula similar puede derivarse si el eje de revolucion es vertical. 


Metodo de los discos 


Para encontrar el volumen de un solido de revolucion con el metodo de los discos, 
usar una de las formulas siguientes, como se muestra en la figura 7.15. 

Eje de revolucion horizontal 

Eje de revolucion vertical 

Volumen = V = n rf [R(xj\ 2 dx 
Ja 

Volumen = V = ttJ LR(y)] 2 <7y 


■ MUM En la figura 7.15, observar 
que se puede determinar la variable 
de integration tomando un rectangulo 
representativo en la region plana 
“perpendicular” al eje de revolucion. 

Si la anchura del rectangulo es Ax, 
integrar con respecto a x, y si la 
anchura del rectangulo es Ay, integrar 
con respecto ay. ■ 


V -n J * [R(.v )] 2 dx 



Figura 7.15 
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CAPfTULO 7 Aplicaciones de la integral 


La aplicacion mas simple del metodo de los discos involucra una region plana acotada 
por la grafica de/y el eje x. Si el eje de revolucion es el eje x, el radio K(x) simplemente 
es fix). 


EJEMPLO I Uso del metodo de los discos 



Figura 7.16 


Encontrar el volumen del solido formado al girar la region acotada por la grafica de 
fix) = Vsenx 

y el eje x (0 < x < 77) alrededor del eje x. 


Solucion Del rectangulo representative en la grafica superior en la figura 7.16, se puede 
ver que el radio de este solido es 

R(x) = fix) 

= Vsenx. 


Asi, el volumen del solido de revolucion es 
V = ttI [/?(.*)] 2 dx = tt f (Vsenx) 2 dx 


77 sen x dx 

Jo 


= 77 


- COS X 


77(1 + 1 ) 

277. 


Aplicar el metodo de los discos. 
Simplificar. 

Integrar. 


y 




EJEMPLO 2 Eje de revolucion alrededor de una recta 
que no es un eje de coordenadas 


Encontrar el volumen del solido formado al girar la region acotada por 
f{x) =2- x 2 

y g(x) = 1 alrededor de la recta y = 1, como se muestra en la figura 7.17. 

Solucion Al igualar /(x) y g(x), se puede determinar que las dos graficas se intersecan 
cuando x = ± 1. Para encontrar el radio, restar g(x) de/(x). 

R{x) = fix) ~ g{x) 

= (2 - x 2 ) - 1 
= 1 - x 2 


Por ultimo, integrar entre — 1 y 1 para encontrar el volumen. 


V = 77 [R{x)] 2 dx = 77 - (1 — x 2 ) 2 dx 


Aplicar el metodo de los discos. 


(1 — 2x 2 + X 4 ) dx Simplificar. 


2x 3 


= 77 


+ 


Integrar. 


1677 

TV 


Figura 7.17 
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w 



L 

Eje de revolution 


Metodo de las arandelas (anillos) 

El metodo de los discos puede extenderse para cubrir solidos de revolucion huecos reem- 
plazando el disco con una arandela (anillos). La arandela se forma al girar un rectangulo 
alrededor del eje, como se muestra en la figura 7.18. Si r y R son los radios interiores y 
exteriores de la arandela y w es la anchura, el volumen esta dado por 

Volumen de la arandela = tt(K 2 — r 2 )w. 


Disco 



Solido de revolution 


Para ver como este concepto puede usarse para encontrar el volumen de un solido de 
revolucion, considerar una region acotada por un radio exterior R(x ) y un radio interior 
r(x), como se muestra en la figura 7.19. Si la region se gira alrededor de su eje de revolucion, 
el volumen del solido resultante esta dado por 


V = 7 rf ( [/?(x)] 2 - [r(x)] 2 ) dx. 


Metodo de las arandelas. 


Observar que la integral que contiene el radio interior representa el volumen del hueco y se 
resta de la integral que contiene el radio exterior. 


Figura 7.18 





Figura 7.19 


EJEMPLO 3 Uso del metodo de las arandelas (anillos) 

Encontrar el volumen del solido formado al girar la region acotada por las graficas de 
y = s/x y y = x 2 alrededor del eje x, como se muestra en la figura 7.20. 


y 

i 



Solido de 
revolucion 

Solido de revolucion 

Figura 7.20 


Solucion En la figura 7.20 se puede observar que los radios exteriores e interiores son: 

7?(x) = Vx Radio exterior. 

= j^2 Radio interior. 

Integrando entre 0 y 1 produce 



Aplicar el metodo de las arandelas. 


Simplificar. 


Integrar. 
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Generado por Mathematica 


Figura 7.22 


Aplicaciones de la integral 


Hasta ahora, en cada ejemplo el eje de revolucion ha sido horizontal y se integraba con 
respecto ax. En el proximo ejemplo, el eje de revolucion sera vertical y se integrara con respecto 
ay. En este ejemplo, se necesita efectuar dos integrales separadas para calcular el volumen. 

EJEMPLO 4 Integracion con respecto a y, con dos integrales 

Encontrar el volumen del solido formado al girar la region acotada por las graficas de 
y = x 2 + l,y = 0, x = 0yx = 1 alrededor del eje y, como se muestra en la figura 7.21 . 






Solucion Para la region mostrada en la figura 7.21, el radio exterior es R = 1. No hay, 
sin embargo, una formula unica que represente el radio interior. Cuando 0 < y < 1, r = 0, 
pero c uando 1 < y < 2, r es determinado por la ecuacion y = x 2 + 1 lo cual implica que 

r = Jy - 1 . 


r(y) = 


0, 0 < y < 1 

Jy — 1 , 1 < y < 2 


Con esta definicion del radio interior se utilizan dos integrales para encontrar el volumen. 
V = 77 |" (l 2 — 0 2 ) dy + 77 [l 2 — {Jy — 1 ) 2 ] dy Aplicar el metodo de las arandelas. 

Simplificar. 

Integrar. 


= 7 rj 1 dy + 77 1 (2 — y) dy 

-\ i 


= 77 


y 


+ 77 


2 y 


l 


= 77 + 77 4 — 2 — 2 + — = , 


377 


Observar que la primera integral 77 J 0 1 dy representa el volumen de un cilindro circular 
recto de radio 1 y altura 1 . Esta porcion del volumen podrfa ser determinada sin recurrir a 
la integracion. 


TECNOLOGIA Algunas herramientas de graficacion tienen la capacidad para generar 
(o tienen el software capaz de generar) un solido de revolucion. Si tiene acceso a tal he- 
rramienta, usarla para hacer la grafica de algunos de los solidos de revolucion descritos 
en esta seccion. Por ejemplo, el solido en el ejemplo 4 podrfa aparecer como el mostrado 
en la figura 7.22. 
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EJEMPLO 5 Diseno de manufactura 


Un fabricante taladra un orificio a traves del centro de una esfera de metal de 5 pulgadas de 
radio, como se muestra en la figura 7.23 a. El orificio tiene un radio de 3 pulgadas. ( ' Cual es 
el volumen del objeto de metal resultante? 


Solution Suponer el objeto generado por un segmento de la circunferencia cuya ecua- 
cion es x 2 + y 2 = 25, como se muestra en la figura 1.23b). Porque el radio del orificio es 
3 pulgadas, sea y = 3 resolver la ecuacion x 1 + y 1 = 25 para determinar que los lfmites 
de integra tion son x = ±4. Asi que, los radios interiores y exteriores son r(x) = 3 y 
R(x) = v/25 — x 2 y el volumen esta dado por 


V = 77 P ([/?(*)] 2 - [r(x)] 2 ) dx 


TT 


[(V25 — x 2 ) — (3) 2 ] dx 


it | (16 — x 2 ) dx 


I6x — 


— pulgadas cubicas. 


h) 


Figura 7.23 Solidos con secciones transversales conocidas 

Con el metodo de los discos, se puede encontrar el volumen de un solido teniendo una section 
transversal circular cuya area es A = ttR 2 . Este metodo puede generalizarse para los solidos 
cuyas secciones, que son arbitrarias, sean de area conocida. Algunas secciones transversales 
comunes son cuadrados, rectangulos, triangulos, semicfrculos y trapecios. 


Volumen de solidos con secciones transversales conocidas 

1. Para secciones transversales de area A[x) perpendiculares al eje x, 
rb 


Volumen = A(x) dx. 

Ja 


Ver figura 7.24a. 


2. Para secciones transversales de area A(y) perpendiculares al eje y, 

rd 

Volumen = A(y) dy. Ver figura 7.24i>. 


x = a 



a) Secciones transversales perpendiculares al eje x 

Figura 7.24 



b ) Secciones transversales perpendiculares al ejey 
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y = <?(*) 

2 A 

X 

Las secciones transversales son triangulos 
equilateros 


y 



Base triangular en el piano xy 
Figura 7.25 


Area = A(y ) 



EJEMPLO 6 Secciones transversales triangulares 


Encontrar el volumen del solido mostrado en la figura 7.25. La base del solido es la region 
acotada por las rectas 

fix) = 1 - g(x) = - 1 + |, y x = 0. 

Las secciones transversales perpendiculares al eje y son triangulos equilateros. 

Solucion La base y el area de cada seccion transversal triangular son: 


Base 


Area 

A(x) 




(base) 2 


(2 - x) 


2 


1 



Longitud de la base. 

Area de triangulo equilatero. 
Area de seccion transversal. 


Porque x varfa entre 0 a 2, el volumen del solido es 


V = f A(x) dx 


-~-(2 — x) 2 dx 
V3 f (2 — x) 3 ] 2 

~ 4 L 3 Jo 


hH . 

3 


EJEMPLO 7 Una aplicacion geometrica 

Demostrar que el volumen de una piramide con una base cuadrada es V = | hB, donde h es 
la altura de la piramide y B es el area de la base. 


Solucion Como se muestra en la figura 7.26, se puede cortar o intersecar la piramide con 
un piano de altura paralelo a la base a la altura y para formar una seccion transversal cuadrada 
cuyos lados son de longitud b'. Por semejanza de triangulos, se puede mostrar que 



o 


v = i {h ~ y) 


donde b es la longitud de los lados de la base de la piramide. Asf, 
A(y) = ib') 2 = j^(h- y) 2 . 


Integrando entre 0 y h se obtiene 


V= [ A(y) dy 
Jo 


b i\y~ yYdy 

(b 2 \\ (h - yY t 
\h 2 )V 3 Jo 

b 2 fh 3 \ 
h 2 \3 ) 



B = b 2 . 


Figura 7.26 
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Ejercicios 


En los ejercicios I a 6, formular y evaluar la integral que da 
el volumen del solido formado al girar la region alrededor del 
ejex. 



y 



6. y = 2, y = 
5 - 

ZfT: 

X 2 

4 -t 

9 


-3 -2 -1 

12 3 



En los ejercicios 11 a 14, encontrar el volumen del solido generado 
por la region acotada por las graficas de las ecuaciones al girar 
alrededor de las rectas dadas. 


11 . 


12 . 


13. 


14. 


y = V x , y = 0, x = 3 

a) el eje x 
c) la recta x = 3 

y = 2x 2 , y = 0, x = 2 


b) el eje y 
d) la recta x = 6 


a ) el eje y b) 

c) la recta y = 8 d) 

y = x 2 , y = 4x — x 2 
a) el eje x b) 

y = 6 — 2x — x 2 , y = x + 6 

a) el eje x b) 


el eje x 
la recta jc = 2 


la recta y = 6 


la recta y = 3 


En los ejercicios 15 a 18, encontrar el volumen del solido generado 
por la region acotada por las graficas de las ecuaciones al girar 
alrededor de la recta y = 4. 

15. y = x, y = 3, x — 0 16. y = \x 3 , y = 4, x = 0 

3 

17. y = y = 0, x = 0, x = 3 

18. y = sec x, y = 0, 0 < x < -j 


En los ejercicios 19 a 22, encontrar el volumen del solido generado 
por la region acotada por las graficas de las ecuaciones al girar 
En los ejercicios 7 a 10, formular y evaluar la integral que da alrededor de la recta x = 5 
el volumen del solido formado al girar la region alrededor del 


ejey. 


19. 

II 

* 

II 

p 

y — 4, x = 5 


8. y = Vl6 — x 2 

20. 

y = 5 - x, y = 

0, y = 4, x = 0 

7. y = x 2 

21. 

II 

II 

H 


y 

y 

22. 

xy = 5, y — 2, 

y = 5, x = 5 




En los ejercicios 23 a 30, encontrar el volumen del solido generado 
por la region acotada por las graficas de las ecuaciones al girar 
alrededor del eje x. 

23. y = 1 y = 0, X = 0, x = 4 

V X + 1 

24. y = x j9 - x 2 , y = 0 
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25. y = y ~ 0, x = 1, x = 3 


26. 

y = 

" X + 

r 

y = 

0, x = 

0, x = 

27. 

y = 

= e~ x . 

y 

= o, 

x = 0, 

X = 1 

28. 

y = 

= e x/2 . 

y 

= o, 

x = 0, 

x = 4 

29. 

y = 

= x 2 + 

l, 

y = 

1 

+ 

2x + 5, 

30. 

y = 

= v/x, 

y 

= - 

\x + 4, 

x = 0, 


En los ejercicios 31 y 32, encontrar el volumen del solido generado 
por la region acotada por las graficas de las ecuaciones al girar 
alrededor del ejey. 

31. y = 3(2 — x), y = 0, x = 0 

32. y = 9 — x 2 , y = 0, x = 2, x — 3 


En los ejercicios 33 a 36, encontrar el volumen del solido generado 
por la region acotada por las graficas de las ecuaciones al girar 
alrededor del eje x. Verificar los resultados usando las capacidades 
de integracion de una herramienta de graficacion. 

33. y — sen x, y = 0, x = 0, x = tt 

77 

34. y — cos 2x, y = 0, x = 0, x = — 

35. y = e x ~ l , y = 0, x = I , x = 2 

36. y = e*/ 2 + e - ^ 2 , y = 0, x = — 1, x = 2 

En los ejercicios 37 a 40, usar las capacidades de integracion de 
una herramienta de graficacion para aproximar el volumen del 
solido generado al girar la region acotada por las graficas de las 
ecuaciones alrededor de x. 


37. 

y = 

-x 2 

e x , 

y = o, 

x = 0, x = 2 

38. 

y = 

In x, 

y = 0, 

CO 

II 

H 

II 

39. 

y = 

2 arctan(0.2x). 

in 

II 

H 

O 

II 

H 

o' 

II 

40. 

y = 

V2x, 

2 

y = .x 



En los ejercicios 41 a 48, encontrar el volumen generado por el 
giro de la region sobre la recta especificada. 



41. R { sobre x = 0 
43. R 2 sobre y = 0 
45. R } sobre x = 0 
47. R 2 sobre x = 0 


42. R { sobre x = 1 
44. R , sobre y = 1 
46. R. sobre x = 1 
48. R 2 sobre x = 1 


Para pensar En los ejercicios 49 y 50, determinar que valor se 
aproxima mejor al volumen de un solido generado por el giro de 
una region acotada por las graficas de la ecuacion sobre el eje x 
(marcar su seleccion sobre la base de un esbozo de los solidos y 
no por el desempeno de cualquier calculo). 


49. 

y = e * 2 / 2 , y = 0, x = 0, x = 2 



a) 3 b) -5 c) 10 d) 7 

e) 20 

50. 

y = arctanx, y = 0, x = 0, x = 1 



a) 10 b) 4 c) 5 d) -6 

e) 15 


Desarrollo de conceptos 


En los ejercicios 51 y 52, la integral representa el volumen de 
un solido. Describir el solido. 

fir / 2 

51. 7 t sen 2 x dx 52. n r y 4 dy 

53. Una region acotada por la parabola y = 4x — x 2 y el eje x 
gira alrededor del eje x. Una segunda region acotada por la 
parabola y = 4 — x 2 y el eje x se gira alrededor del eje x. Sin 
integrar, ^como se comparan los volumenes de los solidos? 
Explicar. 

54. La region en la figura se gira alrededor del eje y recta indi- 
cada. Ordenar los volumenes de los solidos resultantes de 
menor a mayor. Explicar el razonamiento. 

a) eje x b) eje y c) x = 3 

y 


X 


55. Discutir la validez de los siguientes enunciados. 

a) Para un solido formado mediante el giro de la region 
bajo una grafica alrededor del eje x, las secciones trans- 
versales perpendiculares al eje x son discos circulares. 

b ) Para un solido formado mediante el giro de la region 
entre dos graficas alrededor del eje x, las secciones trans- 
versales perpendiculares al eje x son discos circulares. 



Para discusion 


56. Identificar la integral que representa el volumen del solido 
obtenido por rotacion del area entre y = f(x) y y = g(x), 
a £ x £ b, sobre el eje x. [Suponiendo que fix) £ g(x) a 0.] 



L fix) 


g(x)] 2 dx 



[g(x)f] dx 
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57. 

58. 

59. 

60. 

61. 


62. 



64. 


65. 


66 . 


Si la porcion de la recta y = ix que queda en el primer cuadran- 
te se gira alrededor del eje x, se genera un cono. Encontrar el 
volumen del cono que se extiende de x = 0 a x = 6. 

Usar el metodo de los discos para verificar que el volumen de 
un cono circular recto es Jtt r 2 h, donde r es el radio de la base 
y h es la altura. 

Usar el metodo de los discos para verificar que el volumen de 
una esfera es f -nr 3 . 

Una esfera de radio r es cortada por un piano situado h (h < r) 
unidades sobre el ecuador. Encontrar el volumen del solido (el 
segmento esferico) sobre el piano. 

Un cono de altura H con una base de radio r es cortado en un 
piano paralelo a la base y situado h unidades sobre ella. Encontrar 
el volumen del solido (el tronco de un cono) que queda debajo 
del piano. 

La region acotada por y = Vx, y = 0yx = 4se gira alrededor 
del eje x. 

a) Encontrar el valor de x en el intervalo [0, 4] que divide el 
solido en dos partes de volumen igual. 

b) Encontrar los valores de x en el intervalo [0, 4] que divide 
al solido en tres partes de volumen igual. 

El volumen de un tanque de combustible Un tanque en el ala 
de un avion de motor de reaccion tiene la forma de un solido de 
revolucion generado al girar la region acotada por la grafica 
y = \x 2 j2 — x y el eje x (0 £ x £ 2) alrededor del eje x, donde 
x y y son medidos en metros. Utilizar una calculadora para 
graficar la funcion y calcular el volumen del tanque. 

El volumen de un recipiente de vidrio Un recipiente de vidrio 
se modela al girar la grafica de 

_ [ Vo.lx 3 - 2.2x 2 + 10.9* + 22.2, 0 < * < 11.5 

- V ~~ [2.95, 11.5 < x £ 15 

alrededor del eje x donde x y y son medidos en centlmetros. 
Representar la funcion en la computadora y encontrar el volu- 
men del recipiente. 



Volumen nnnimo El arco de y — 4 — en el intervalo 
[0, 4] se gira alrededor de la recta y = b (ver la figura). 


a) Encontrar el volumen del solido resultante como una fun- 
cion de b. 

b) Representar la funcion en una calculadora para el apartado 
a), y usar la grafica para aproximar el valor de b que hace 
mi'nimo el volumen del solido. 

c) Usar calculo para encontrar el valor de b que hace mi'nimo 
el volumen del solido, y comparar el resultado con la res- 
puesta del apartado b). 



Figura para 67 


Figura para 68 



Modelo matemdtico A un dibujante se le pide determinar la 
cantidad de material requerida para producir una pieza de una 
maquina (vease la figura en la primera columna). Los diametros 
d de la pieza en los puntos x uniformemente espaciados se listan 
en la tabla. Las medidas estan dadas en centlmetros. 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

d 

4.2 

3.8 

4.2 

4.7 

5.2 

5.7 


X 

6 

7 

8 

9 

10 

d 

5.8 

5.4 

4.9 

4.4 

4.6 


Encontrar el volumen del solido generado si la mitad superior de 
la elipse 9X 2 + 25y 2 = 225 se gira sobre a) el eje x para formar un 
esferoide prolato (en forma de un balon de futbol americano), y 
b ) el eje y para formar un esferoide oblato (en forma de la mitad 
de un dulce). 


y y 



a) Usar estos datos con la regia de Simpson para aproximar 
el volumen de la pieza. 

b) Usar regresion en una calculadora para encontrar un polino- 
mio de cuarto grado a traves de los puntos que representan 
el radio del solido. Trazar los datos y el modelo. 

c) Usar una herramienta de graficacion para aproximar la 
integral definida que da el volumen de la pieza. Comparar 
el resultado con la respuesta del apartado a). 

69. Para pensar Emparejar cada integral con el solido cuyo vo- 
lumen representa, y dar las dimensiones de cada solido. 
a) Cilindro circular recto b) Elipsoide 
c) Esfera d) Cono circular recto e ) Toro 


Figura para 65a Figura para 65 b 

Profundidad del agua en un tanque Un tanque de agua es 
una esfera de 50 pies de radio. Determinar las profundidades 
del agua cuando el tanque se llena a un cuarto y tres cuartos de 
su capacidad total. ( Nota : Calcular la rafz con una herramienta 
de graficacion despues de evaluar la integral definida.) 


i) 

iii) 

v) 




— Jr 2 — x 2 )"] dx 
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70. El teorema de Cavalieri Demostrar que si la altura de dos 
solidos son iguales y todas las secciones del piano paralelas a 
sus bases y a distancias iguales de sus bases tienen areas iguales, 
entonces los solidos tienen el mismo volumen (ver la figura). 


PARA MAYOR INFORMACION Para mas informacion sobre 
este problema, ver el artfculo “Estimating the Volumes of Solid 
Figures with Curves Surfaces”, de Donald Cohen en Mathematics 
Teacher. 



Area de R { = area de R 2 


71. Encontrar el volumen del solido cuya base es acotada por las 
graficas de y = x + \yy = x 2 — 1, con las secciones transver- 
sales indicadas perpendiculares al eje x. 
a) Cuadrados b) Rectangulos de altura 1 



X 


72. Encontrar el volumen del solido cuya base es acotada por el 
clrculo x 2 + y 2 = 4 con las secciones transversales indicadas 
perpendiculares al eje x. 


a) Cuadrados b) Triangulos equilateros 



c) Semiclrculos 



d) Triangulos isosceles rectos 



73. Encontrar el volumen del solido de interseccion ( el solido cornun 
a ambos) de los cilindros circulares rectos de radio r cuyos ejes 
se encuentran en los angulos rectos (ver la figura). 



X 


Interseccion de dos cilindros Solido de interseccion 


74. La base de un solido es limitada por y = x 3 , y = 0 y x = 1. 
Encontrar el volumen del solido para cada una de las secciones 
transversales siguientes (perpendiculares al ejey): a) cuadrados, 
b ) semiclrculos, c) triangulos equilateros y d) semielipses cuyas 
alturas son dos veces las longitudes de sus bases. 

75. Un operador taladra un orificio a traves del centra de una esfera 
de metal de radio R. El orificio tiene un radio r. Encontrar el 
volumen del anillo resultante. 

76. Para la esfera de metal del ejercicio 75, sea R = 6. ^Que valor 
de r producira un anillo cuyo volumen es exactamente la mitad 
del volumen de la esfera? 

77. La region acotada por las graficas y = 8x/(9 + x 2 ), y = 0, x = 0 
y x = 5 se gira sobre el eje x. Usar una computadora y la regia de 
Simpson (con n = 10) para aproximar el volumen del solido. 

78. El solido mostrado en la figura tiene las secciones transversales 
acotadas por la grafica \x\ a + |y|° = 1. donde 1 < a < 2. 

a) Describir la seccion tranversal cuando a = 1 y a = 2. 

b) Describir un procedimiento para aproximar el volumen del 
solido. 



y 


X 

M 1 + M 1 = i \A a + M° = i H 2 +M 2 =i 


79. Dos pianos cortan un cilindro circular recto para formar una 
curia. Un piano es perpendicular al eje del cilindro y el segundo 
forma un angulo de 6 grados con el primero (ver la figura). 

a) Encontrar el volumen de la cuna si 0 = 45°. 

b) Encontrar el volumen de la cuna para un angulo 0 arbitra- 
rio. Asumiendo que el cilindro tiene la longitud suficiente, 
^como cambia el volumen de la cuna cuando 0 aumenta de 
0° a 90°? 



Figura para 79 Figura para 80 

80. a) Demostrar que el volumen del toro esta dado por la integral 

8 ttR Jr 2 — y 2 dy, donde R > r > 0. 

Jo 

b) Encontrar el volumen del toro. 
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Volumen: el metodo de las capas 


■ Encontrar el volumen de un solido de revolucion mediante el metodo de las capas. 

■ Comparar los usos del metodo de los discos y el metodo de las capas. 


h 



Eje de revolucion 


Figura 7.27 


Metodo de las capas 

En esta seccion se estudiara un metodo alternativo para encontrar el volumen de un solido 
de revolucion. Este metodo se llama el metodo de las capas porque usa capas cilfndricas. 
Una comparacion de las ventajas de los metodos de los discos y de las capas se da mas 
adelante en esta seccion. 

Para empezar, considerar un rectangulo representative como se muestra en la figura 
7.27, donde w es la anchura del rectangulo, h es la altura, v p es la distancia entre el eje de 
revolucion y el centro del rectangulo. Cuando este rectangulo gira alrededor de su eje de re- 
volucion, forma una capa cilindrica (o tubo) de espesor w. Para encontrar el volumen de 
esta capa, considerar dos cilindros. El radio del cilindro mas grande corresponde al radio 
exterior de la capa y el radio del cilindro mas pequeno corresponde al radio interno de la 
capa. Porque p es el radio medio de la capa, se sabe que el radio exterior es p + ( w/2 ) y el 
radio interno es p — (yv/2). 


P 



P 



Radio externo. 


Radio interno. 


As! que, el volumen de la capa es 

Volumen de la capa = (volumen del cilindro) — (volumen del hueco) 


= v\P + y) h 



= 2vphw 

= 2tt (radio medio)(altura)(espesor) 


p(y) ■ 


h(y) 


Esta formula se puede usar para encontrar el volumen de un solido de revolucion. 
Asumir que la region plana en la figura 7.28 gira alrededor de una recta para formar el 
solido indicado. Si se considera un rectangulo horizontal de anchura Ay, entonces, cuando 
la region plana gira alrededor de una recta paralela al eje x, el rectangulo genera una capa 


d 


representativa cuyo volumen es 

c ~ 


AV = 2Tr[p(y)h{y)] Ay. 

J - 


1_ 

Region plana 



Eje de 


revolucion 



Se puede aproximar el volumen del solido por n capas de espesor Ay, de altura h(y ,) y radio 
medio p(y,). 


Volumen del solido ~ 


'^2ir[p(y i )h(y l )]Ay = 2Tr'^[p(y i )h(y i )]Ay 
1=1 1=1 


Esta aproximacion parece mejorar al hacer ||A|| — > 0 (n — » oo). Asf, el volumen del solido es 


Volumen del solido 


ill™,, 27T % WaW.u)] A >' 


2tt [p{y)h{y)]dy. 


Figura 7.28 
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CAPfTULO 7 


Aplicaciones de la integral 


Metodo de las capas 


Para encontrar el volumen de un solido de revolucion con el metodo de las capas, 
usar alguna de las formulas siguientes, como se muestra en la figura 7.29. 

Eje de revolucion horizontal 

Eje de revolucion vertical 

f d 

Volumen = V = 2tt p(y)h(y) dy 

f h 

Volumen = V = 2tt p{x)h(x) dx 
Ja 


h(y) 



Eje de revolucion horizontal 

Figura 7.29 



Eje de revolucion vertical 


EJEMPLO I Uso del metodo de las capas para encontrar un volumen 

Encontrar el volumen del solido de revolucion formado al girar la region acotada por 
y = x — x 3 


y 



revolucion 


y el eje x (0 < x < 1) alrededor del eje y. 

Solucion Porque el eje de revolucion es vertical, usar un rectangulo representativo vertical, 
como se muestra en la figura 7.30. La anchura Ax indica que x es la variable de integra- 
cion. La distancia del centra del rectangulo al eje de revolucion es p(x) = x, y la altura del 
rectangulo es 

h(x) = x — x 3 . 

Porque x varfa de 0 a 1 , el volumen del solido es 

» dx = 2 77 ^ x(x - x 3 ) dx Aplicar d maodo de las capas . 


V= 2tt f p(x 


= 2tt 
= 27 T 
= 27 T 

_ 47 T 

~ 15 


(— x 4 + x 2 ) dx 



Simplificar. 


Integral*. 


Figura 7.30 
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y 



Eje de 
revolucion 


Figura 7.31 


V = n\ d c {R 2 -r 2 ) dy 





Eje de revolucion 
vertical 

Metodo del disco: El rectangulo representative 
es perpendicular al eje de revolucion 

Figura 7.32 


EJEMPLO 2 Uso del metodo de las capas para encontrar un volumen 

Encontrar el volumen del solido de revolucion formado al girar la region acotada por la 
grafica de 


y el eje y (0 < y < 1) alrededor del eje x. 


Solucion Porque el eje de revolucion es horizontal, usar un rectangulo representativo 
horizontal, como se muestra en la figura 7.31. La anchura Ay indica que y es la variable de 
integracion. La distancia del centra del rectangulo al eje de revolucion es p(y) = y, y la altura 
del rectangulo es h(y) = e~ yl . Porque y va de 0 a 1, el volumen del solido es 


■f 


V = 2tt I p(y)h(y) dy = 2tt | ye y dy 

i 


■f 


Aplicar el metodo de las capas. 


Integrar. 



= 1.986. 


Para apreciar la ventaja de usar el metodo de las capas en el ejemplo 2, resolver la ecuacion 
x = e _y2 para y. 

fl, 0 < x < 1/e 

\ In x, 1/e < x < 1 

Entonces usar esta ecuacion para encontrar el volumen del solido utilizando el metodo de los discos. 


Comparacion de los metodos de los discos y de las capas 

Los metodos de los discos y de las capas pueden distinguirse porque para usar el metodo 
de los discos, el rectangulo representativo siempre es perpendicular al eje de revolucion, 
y para el metodo de las capas, el rectangulo representativo siempre es paralelo al eje de 
revolucion, como se muestra en la figura 7.32. 


V=K \ b a (R 2 -r 2 ) dx 



Eje de revolucion 
horizontal 




Eje de revolucion 
vertical 


Eje de revolucion 
horizontal 


Metodo de las capas: El rectangulo representativo 
es paralelo al eje de revolucion 
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CAPfTULO 7 


Aplicaciones de la integral 


A menudo, es mas conveniente usar un metodo que el otro. El ejemplo siguiente ilustra 
un caso en que el metodo de las capas es preferible. 


EJEMPLO 3 Caso en que es preferible el metodo de las capas 

Encontrar el volumen del solido formado al girar la region acotada por las graficas de 


y 



revolution 

a) Metodo de los discos 


y 



revolution 

b ) Metodo de las capas 

Figura 7.33 


y = x 2 + 1, y = 0, x = 0 y x = 1 


alrededor del eje y. 

Solucion En el ejemplo 4 en la seccion precedente, se observo que el metodo de las arande- 
las requiere dos integrales para determinar el volumen de este solido. Ver la figura 7.33 a. 


V = it I (l 2 — 0 2 ) dy + tt I [l 2 — (Vy — l) 2 ] dy 


= 7 r 1 dy + tt (2 — y) dy 


o 

r -il 


+ 77 




77 + 77 ( 4 — 2^2 + — 


377 

2 


Aplicar el metodo de las arandelas 
o del anillo. 


Simplificar. 


Integrar. 


En la figura 7.33 b se puede observar que el metodo de las capas requiere solo una integral 


para encontrar el volumen. 


2tt 

rh 

p{x)h(x) dx 

a 

2tt 

f x(x 2 + 1 ) dx 


0 


2tt 

X 4 X 2 " 

~4 + 2 ~ 

1 

0 

2tt ( 

}) 


37 T 




2 


Aplicar el metodo de las capas o del 
anillo. 


Integral*. 


Si la region del ejemplo 3 se hiciese girar alrededor de la recta vertical x = 1 , < el solido 
de revolucion resultante habrfa tenido un volumen mayor o un volumen menor que el solido 
en el ejemplo 3? Sin integrar, se puede razonar que el solido resultante tendrfa un volumen 
menor porque “mas” de la region que gira quedarfa mas cercana al eje de revolucion. Para 
confirmar esto, se debe calcular la integral siguiente, la cual da el volumen del solido. 

V = 277 f (1 — x)(x 2 + 1) dx p(x) = 1 - x 

Jo 

PARA MAYOR INFORMACION Para aprender mas sobre los metodos de los discos y de las capas, 
ver el artfculo “The Disk and Shell Method” de Charles A. Cable en The American Mathematical 
Monthly. 
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8 pies 


EJEMPLO 4 Volumen de un ponton 

Un ponton se ha hecho en la forma mostrada en la figura 7.34. El ponton se disefla girando 
la grafica de 


Figura 7.34 



-4 < x < 4 


alrededor del eje x donde xy y son medidos en pies. Encontrar el volumen del ponton. 


y 



r(x) = 0 

3 - 

R(x ) = 1 - 

I 


Ax / 


~7p>,y 

-4 -3 -2 -1 

12 3 4 


a) Metodo de los discos 


16 


X 


y 



b) Metodo de las capas 

Figura 7.35 


Solucion Ver la figura 1.35a y usar 


V = n t 


= 77 


-4 


r 2 \2 


1 “ 7 V dx 

X 2 X 4 

~J + 256 

s a 4 


dx 


= v 
_ 647 T 

' TT 


* a. 
X ~ — + 


24 1 280 


13.4 pies cubicos 


Aplicai* el metodo de los discos. 
Simplificar. 

Integrar. 


Probar usando la figura 1.35b para formular la integral para el volumen mediante el metodo 
de las capas. ^La integral parece mas complicada? 


Para el metodo de las capas en el ejemplo 4, se tendrfa que resolver para x en terminos 
de y en la ecuacion 

y = i - (*7i6). 


A veces, despejarx es muy diffcil (o incluso imposible). En tales casos se debe usar un 
rectangulo vertical (de anchura Ax), haciendo as! la variable de integracion a x. La posicion 
(horizontal o vertical) del eje de revolucion determina el metodo a utilizar. Esto se muestra 
en el ejemplo 5. 


EJEMPLO S Caso en que es necesario el metodo de las capas 


Encontrar el volumen del solido formado al girar la region acotada por las graficas de y = 
x 3 +x + 1, y = 1, y x = 1 alrededor de la recta x = 2, como se muestra en la figura 7.36. 


y Eje de 



Solucion En la ecuacion y = x 3 + x + 1 , no se puede resolver facilmente para x en ter- 
minos de v. (Ver la seccion 3.8 en el metodo de Newton.) Por consiguiente, la variable de 
integracion debe ser x, y elegir un rectangulo representativo vertical. Porque el rectangulo 
es paralelo al eje de revolucion, usar el metodo de las capas y obtener 


r 

V = 2n t p(x)h{x) dx 


2tt (2 — x)(x 3 4- x + 1 — 1 ) dx 


277 (—x 4 + 2x 3 — x 2 + 2x) dx 

Jo 


2tt 


+ x 2 

5 2 3 


M-M-T 

2977 

15 


Aplicai* el metodo de 
las capas. 


Simplificar. 


Integrar. 


Figura 7.36 
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CAPfTULO 7 Aplicaciones de la integral 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 14, usar el metodo de las capas para formular 
y evaluar la integral que da el volumen del solido generado al girar 
la region plana alrededor del eje y. 



5. 

II 

* 

to 

V 

II 

O 

X 

II 

3 

6. 

Vi 

II 

Ho 

V 

II 

p 

V 

II 

6 

7. 

y = x 2 , y = 4x — x 2 


8. 

0 
II 

1 

II 


9. 

y — 4x — x 2 , x = 0, 

y = 4 

10. 

II 

V 

'sd 

II 

v, 

v 

m 

II 

0 

11. 

V 

II 

1 

to 

V 

II 

o 

x = 4 

12. 

y = —x 2 +1, y = 0 


13. 

y — . — e x / 2 , y - 

■Jlji 

: 0, x - 

14. 

{ sen x 

, x > 0 

y = \ x 

V 

II 

O 


1 , x = 0 


En los ejercicios 15 a 22, usar el metodo de las capas para formular 
y evaluar la integral que da el volumen del solido generado al girar 
la region plana alrededor del eje x. 


15. y = x 


16. y = 1 — x 


y 







En los ejercicios 23 a 26, usar el metodo de las capas para encontrar 
el volumen del solido generado al girar la region plana alrededor 
de la recta dada. 

23. y = 4x — x 2 , y — 0, alrededor de la recta x = 5 

24. y = > /x l y = 0, x — 4, alrededor de la recta x = 6 

25. y = x 2 , y = 4x — x 2 , alrededor de la recta x = 4 

26. y — x 2 , y = 4x — x 2 , alrededor de la recta x = 2 


En los ejercicios 27 y 28, decidir si es mas conveniente usar el 
metodo de los discos o el metodo de las capas para encontrar el 
volumen del solido de revolucion. Explicar el razonamiento. (No 
encontrar el volumen.) 



En los ejercicios 29 a 32, usar el metodo de los discos o el de las 
capas para encontrar el volumen del solido generado al girar la 
region acotada por las graficas de las ecuaciones alrededor de 
cada recta dada. 


29. y = JC 3 , y = 0, x = 2 

a) el eje x b) el eje y c) la recta x = 4 


x = 5 

c) la recta y =10 


4 


31. x 1 / 2 + v 1 / 2 = a 1 / 2 , x = 0, y = 0 

a) el eje x b) el eje y c ) la recta x — a 
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30. x 2 / 3 + y 2 / 3 — a 2 / 3 , a > 0 (hipocicloide) 
a) el eje x b ) el eje y 

En los ejercicios 33 a 36, a ) usar una herramienta de graficacion 
para hacer la grafica de la region plana limitada por las graficas 
de las ecuaciones, y b ) usar ealculadora para aproximar el volumen 
del solido generado al girar la region alrededor del ejey. 

33. x 4 / 3 + y 4 / 3 = 1, x = 0, y = 0, primer cuadrante 

34. y = Vl — x 3 , y = 0, x — 0 

35. y = .^(x — 2) 2 (x — 6) 2 , y = 0, x = 2, x = 6 

36 ‘ = ] + 2 e iA > y = 0, x=l, x = 3 


Desarrollo de conceptos ( continuacion ) 


En los ejercicios 41 y 42, dar un argumento geometrico que 

explique por que las integrales tienen valores iguales. 

41. 7 (x — 1 ) dx = 27 t J y[5 — (y 2 + 1)] dy 

42. 77 J [16 — (2 y) 2 \dy = 27 t J x^j dx 

43. Considerar un solido que se genera al girar una region plana 
alrededor del eje y. Describir la position de un rectangulo 
representativo al usar a) el metodo de las capas y b) el metodo 
de los discos para encontrar el volumen del solido. 


Para pensar En los ejercicios 37 y 38, determinar que valor 
se aproxima mejor al volumen del solido generado al girar la 
region limitada por las graficas de las ecuaciones alrededor del 
ejey. (Hacer la selection con base en un esquema del solido y sin 
realizar ningtin calculo.) 

37. y = 2e~ x , y = 0, x = 0, x = 2 

a) l b) -2 c) 4 d) 7.5 e) 15 

77 

38. y = tan x, y = 0, x = 0, x = — 

4 

a) 3.5 b) c) 8 d) 10 e) 1 


Desarrollo de conceptos 


39. La region en la figura esta girada alrededor de los ejes y las 
rectas indicadas. Ordenar los volumenes de los solidos resul- 
tantes desde el menor al mayor. Explicar el razonamiento. 
a) eje x b ) eje y c) x = 4 



40. a) Describir la figura generada por el giro del segmentotiB 
alrededor del eje y (ver figura). 

b ) Describir la figura generada por el giro del segmento BC 
alrededor del eje y. 

c) Suponer que la curva en la figura se puede describir 
como y = /(x) o x = g(y). Un solido es generado por 
el giro de la region comprendida por la curva, y = 0 y 
x = 0 alrededor del eje y . Crear integrales para encontrar 
el volumen de este solido usando el metodo de los discos 
y el metodo de las capas (no integrar). 


Para discusion 


44. Considerar la region plana acotada por las graficas y — k, 
y = 0, x = 0y x = b, donde k > 0 y b > 0. ^Cuales son las 
alturas y radios de los cilindros generados cuando esta region 
gira alrededor de a) el eje x y b) el eje y? 


45. Diseiio industrial Un solido se genera al girar la region acotada 
por y = |x 2 y y = 2 alrededor del eje y. Un hueco, centrado a 
lo largo del eje de revolution, se taladra a traves de este solido 
tal que se pierde un cuarto del volumen. Encontrar el diametro 
del hueco. 

46. Diseiio industrial Un solido se genera al girar la region aco- 
tada por y = V9 — x 2 y y = 0 alrededor del eje y. Un hueco, 
centrado a lo largo del eje de revolution, se taladra a traves de 
este solido tal que se pierde un tercio del volumen. Encontrar el 
diametro del hueco. 

47. Volumen de un toro Untoro se forma al girar la region acotada 
por la circunferencia x 2 + y 2 = 1 alrededor de la recta x = 2 
(ver la figura). Encontrar el volumen de este solido en “forma de 
rosquilla”. ( Sugerencia : La integral fij Vl ~ x 2 dx representa 
el area de un semitirculo.) 

y 


2 

48. Volumen de un toro Repetir el ejercicio 47 para un toro for- 
mado al girar la region limitada por x 2 + y 2 = r 2 alrededor de 
la recta x = R, donde r < R. 

En los ejercicios 49 a 52, la integral representa el volumen de un 
solido de revolution. Identificar a) la region plana que se gira y 
b) el eje de revolution. 

49. 277 f x 3 dx 50. 277 f v — y 3 ^ 2 dy 

Jo Jo ' 

51. 277 f (y + 2) V6 — y dy 52. 2tt [ (4 — x)e x dx 
Jo ' ' Jo 
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CAPITULO 7 Aplicaciones de la integral 


53. a) Usar la derivada para verificar que 

xsenxdx — sen* - *cosx + C. 


/ 


b) Usar el resultado del apartado a ) para encontrar el volumen 
del solido generado al girar cada region plana alrededor del 
eje y. 

0 y 




54. a) Usar la derivada para verificar que 

' x cos x dx = cos x + x sen x + C. 


b) Usar el resultado del inciso a) para encontrar el volumen 
del solido generado al girar cada region plana alrededor del 
eje y. ( Sugerencia : Empezar aproximando los puntos de 
intersection.) 

0 y 




55. Volumen de un casquete de una esfera Sea una esfera de radio r 
que se corta por un piano, formando un casquete esferico de altura 
h. Mostrar que el volumen de este segmento es \Trh 2 (ir — h). 

56. Volumen de un elipsoide Considerar el piano acotado por la 
region 

donde a > 0 y b > 0. Mostrar que el volumen del elipsoide for- 
mado cuando esta region se gira alrededor del eje y es f 7ra 2 Z>. 
^Cual es el volumen cuando la region esta girada alrededor del 
eje jc? 

57. Exploracion Considerar la region acotada por las graficas de 
y = ax" y = ab n y x = 0 (ver la figura). 



b) Encontrar Km /?,(n) y comparar el resultado con el area 

n — »oo 

del rectangulo circunscrito. 

c) Encontrar el volumen del solido de revolution formado al 
girar la region alrededor del eje y. Encontrar la razon R 2 (n) 
entre este volumen y el volumen del cilindro circular recto 
circunscrito. 

d) Encontrar 11m R 2 (n) y comparar el resultado con el volu- 

n — >oo 

men del cilindro circunscrito. 

e) Usar los resultados de los apartados b) y d) para hacer una 
conjetura sobre la forma de la grafica de y = ax n (0 <x<b) 
como n — > oo. 

58. Para pensar Emparejar cada integral con el solido cuyo vo- 
lumen representa, y dar las dimensiones de cada solido. 

c ) Esfera 


a) 

Cono circular recto 

b) 

Toro 

d) 

Cilindro circular recto 

e) 

Elipsoide 

0 

r 

2 i t hx dx 

ii) 

27T I hx ( ! 


Jo 


Jo \ 


fr 


f b 

Hi) 

2i t 2 xjr 1 — x 2 dx 

iv) 

27 t 2 ax 


Jo 

fr 


Jo 

V) 

2tt I ( R — x){2 Jr 1 — 

X 2 ) 

dx 


dx 


y 




59. El volumen de un cobertizo de almacenamiento Un cobertizo 
de almacenamiento tiene una base circular con diametro de 80 
pies (ver la figura). A partir del centro, su profundidad es medida 
cada 10 pies y registrada en la tabla. 


X 

0 

10 

20 

30 

40 

Altura 

50 

45 

40 

20 

0 


a) Usar la regia de Simpson para aproximar el volumen del 
cobertizo. 

b) Observar que la recta del tejado consiste en dos segmentos 
de la recta. Encontrar las ecuaciones de los segmentos de 
la recta y usar la integration para encontrar el volumen del 
cobertizo. 




Distancia desde el centro 

Figura para 59 


50 100 150 200 

Distancia desde el centro 

Figura para 60 


60. Modelo matematico Un estanque es aproximadamente circu- 
lar, con un diametro de 400 pies (ver la figura). Empezando en 
el centro, la profundidad del agua es medida cada 25 pies y 
registrada en la tabla. 


a) Encontrar la razon R x (n) entre el area de la region y el area 
del rectangulo circunscrito. 


X 

0 

25 

50 

75 

100 

125 

150 

175 

200 

Profundidad 

20 

19 

19 

17 

15 

14 

10 

6 

0 


SECCION 7.3 Volumen: el rnetodo de las capas 


All 


a) Usar la regia de Simpson para aproximar el volumen de 
agua en el estanque. 

b) Usar las capacidades de la regresion en una calculadora 
para encontrar un modelo cuadratico para las profundidades 
registradas en la tabla. Usar una herramienta de graficacion 
para trazar las profundidades y la grafica del modelo. 

c) Usar las capacidades de la integracion en una herramienta 
de graficacion y el modelo en el apartado b) para aproximar 
el volumen de agua en el estanque. 

d) Usar el resultado del apartado c) para aproximar el numero 
de galones de agua en el estanque si un pie cubico de agua 
es aproximadamente 7.48 galones. 

61. Sean V 1 y V 2 los volumenes de los solidos que resultan cuando la 
region plana limitada por y = 1/x, y — 0, x = i, y x = c (c > i) 
se gira alrededor del eje x y el eje y, respectivamente. Encontrar 
el valor de c para el cual = V 2 - 

62. La region acotada por y = r 2 — x 2 , y = 0 yr = 0 esta girada 
alrededor del eje y para formar un paraboloide. Un orificio, cen- 
trado a lo largo del eje de revolucion, esta taladrado alrededor 
de este solido. El orificio tiene un radio k,0<k<r. Encontrar 
el volumen del anillo resultante a) mediante integracion con 
respecto ary b) mediante integracion con respecto a y. 


63. Considerar la grafica y 2 = x(4 — x) 2 (ver la figura). Encontrar 
los volumenes de los solidos que se generan cuando la espira 
de esta grafica se gira alrededor a) del eje x, b ) del eje y y c) la 
recta x = 4. 




Figura para 63 


Figura para 64 


64. Considerar la grafica de y 2 = x 2 (x + 5) (ver la figura). Encontrar 
el volumen del solido que se genera cuando la espira de esta 
grafica se gira alrededor a) del eje x, b ) del eje y y c) la recta 
x = —5. 


PR0YECT0 DE TRABAJO 


Saturno 

La no esfericidad de Saturno Saturno es el menos esferico de los 
nueve planetas en nuestro sistema solar. Su radio ecuatorial es 60268 
kilometres y su radio polar es 54364 kilometres. El color acentuado 
en la fotografta de Saturno se tomo por el Voyager 1 . En la fotografta, 
la no esfericidad de Saturno es claramente visible. 

a) Encontrar la razon entre los volumenes de la esfera y el elipsoide 
achatado mostrado abajo. 

b) Si un planeta esferico tuviera el mismo volumen que Saturno, 
£que radio tendrfa? 


Modelo de computadora 
de un “Saturno esferico” 
cuyo radio ecuatorial es 
igual que su radio polar. 
La ecuacion de la seccion 
transversal que atraviesa 
el polo es 

x 2 + y 2 = 60 268 2 . 





Modelo de computadora 
de un “Saturno achatado” 
cuyo radio ecuatorial es 
mayor que su radio polar. 
La ecuacion de la seccion 
transversal que atraviesa 
el polo es 

* 2 + y 2 =i 

60 268 2 54 364 2 
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CAPfrULO fi Afilicacifinefi fie fa inlefirafi 


Longitud de arco y superficies de revolucion 

■ Encontrar la longitud del arco de una curva suave. 

■ Encontrar el area de una superficie de revolucion. 



Christian Huygens (1629-1695) 

El matematic h landes Christian 
Huygens, invent r del rel j de pendul , 
y el matematic esc ces James Greg ry 
(163 -1675), c ntribuyer n decisivamente a 
res lverelpr blema de hallar la 1 ngitudde 
arc de una curva rectibcable. 


y 



y 



Longitud de arco 

fin efift fbccion ft fifian fitfi in fcfirafcfi Heffnifiafi fiara encfinfrar fitfi ftinfiittifie ti tie arcfi fie fitfi 
cfirvafifi fitfi areafi fie fififierficiefi fie revfifficionfifin afi fifificafififififin arcfi fifin ftfifi enffi fie 
fina cfirvafife afirfifiifi a fifir fiefifi enffififie recfii cfifiafiffinfiiffifiefi fifin fiafiafififir ft ffirfi fife 
fie fe fiififencia cfinficifia 

d = ^fk 2 — x fi fr + fiv, — y fl ff fi 

Una cfirva reetificable efi afifieffe fifie fiene fina ffinfiiffifi fie arcfi finiftfifie vera fifie fina 
cfinfiicion fiftficienfe fiara fifie fe firafica fie fina fifincion / fta recfificafife enfre fhfi/fnfififi 
ffefi/ffofifi efi fifie/' ft a cfinfinfia fififire fnfifcfifiDicfia fifincion fiene fierivafia cfinfinfia fififire 
fhfii>fififi fifi firafica en efiinfervaffi fi/fi/jfi efi fina curva suavefi 

Cftnfiifierar fina fifincion y =/fefifefififie fiene fierivafia cfinfinfia en efiinfervaffi fhfifofifi 
fie fifiefie afirfifiifi ar fe firafica fie /fifir n ftfifi enffififie recfe cfifififi fifinffifi ferfi inafefi fifin 
fieferfi inafififi fifir fe fiarficion 

a = x fl < x fi < x 2 < A A A < x n = b 

cfifi fi ft fi fiefifra en ft fififira fiffifififiea Ax ; = x, — x,_ fi fi Av, = yi — y t _ fl fift fifiefie afirfifiifi ar 
fe ffinfiiffifi fie fe firafica fifir 


* « 2 VV ; - x,-_ fi ) 2 + (y t - y;_ fl ) 2 

* = fi 


= j? V(Ax,.) 2 + (Av,) 2 

/ = fi 



fifife afirfifiifi acion fiarece fer fi effir afifiacer ||A|| — > fi fi; — > ccfifiAfiffift ffinfiiffifi fie fe 
firafica efi 


s = 


fifi 




(Ax,)fi 


Pfirfifie /'fit'fiefiifife fiara ffififix en fie, _ (jfir^fifiefifefirefi a fie vaffir fi efiifi fiaranfifia fe efiififencia 
fie c, en fir, _ fl fix,fifefififie 


fix,) ~ f{x i _ B ) = f(c i )(x l - x f _ fi ) 


AX; 




Pfirfifie f efi cfinfinfia en fnfibfifift fiene fifie /fi+fif'ftrfiff fitfi fiien efi cfinfinfia fifi fifir cfinfiifi 
fifiienfe infefirafifefien fnfi&fiffi fifie ifi fifica fifie 


= fifi V Vfi + [/'(c/)] 2 (Ax ; ) 
fl /" fl 

= I Vfi + [/'(x)] 2 dx 


Figura 7.37 


fifinfie s efiffefi afia fe longitud del arco fie /enfre a fi bfi 



fifiCCfDfi fiffi Lfinffiffifi fie arcfi fi ffifierficiefifie revfifiicion 
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PARA MAYOR INFORMACI ON 

Para ver cofi fi fa ffinfiiffifi fie arcfi 
fifiefie fer fifiafia fiara fiefinir fkfififinfi 
cifinefifrififinfifi efricafifiver efiarficfiffi 
‘'Triftfinfifi efrfi fiefifiirefiCafcfiffifififi fifi 
fiicefierfia” fiefi vefifiieverfieffien fififi 
UMAP Modules fi 


y 



/fkfifi mx fi b 


Lai ngituddearc delagrafica/ 
de (x,, y x ) a (x 2 , y 2 ) es igual que 
la formula estandar de la distancia 

Figura 7.38 


DEFINICION DE LONGITUD DE ARCO 


flea ft ffincion fiafia fifir y = /fir fifi lie refirefenfe fina efirva fifiave en efiinfervaffi lirfi/rfti 
La longitud de arco fie/enfre a fi b efi 


s = 



+ \f'(x)\ 1 dx fi 


ffifi i fiirfi en fififi a ra fina efirva fifiave fiafia fifir x = gfiyfiftfe longitud de arco fie g enfie 
c fi d efi 


J = Vfi + [g'{y)Ydyfi 


Pfirfifie fi fiefinicion fie ffinfiiffifi fie arcfi fifiefie afificarfc a fina fifincion fineaffiefifififiifife 
efifi firfifiar fifie efife nfieva fiefinicion fe efirrefififtnfie efin fa fiirfi fife efiffinfiar fie fe fiififencia 
fiara fe ffinfiiffifi fie fin fefifi enffi fie ft reefefifi fiffi fe fi fiefiffa en efiefefi fiffi fifi 


EJEMPLO I Longitud de un segmento de recta 

finefinffar fe ffinfiiffifi fie arcfi fie fr fl fiy fl fia fe 2 fiy 2 fien fe firafica fie /fiefi = mx + /; fie fill fi fe 
fi fiefiffa en fe fififira fiffififi 


Solucion Pfirfifie 


m = f'(x) 


y 2 ~ y fi 

*2 ” *fl 


fe fiene fifie 


= I Vfi + [/tc)] 2 dx 



fi + 


yi ~ yii 


dx 


{x 2 - x fi ) 2 + (y 2 - y fl ) 2 


(x 2 - x fi ) 2 


(x) 


(* 2 - x fi ) 2 + (y2 - yq ) 2 

V (x 2 ~ * fl ) 2 

V(x 2 - x fl ) 2 + (v 2 - y fi ) 2 


(x 2 ~ Xfi) 


fiorfi lift fiara ffinfiiffifi fie arefifi 


firfefirar fi fifi fifificarfi 


fifie efife fiorfi fife fiara fe fiififencia enfie fififi fifinffifien efififtnfifi 


TECNOLOGIA LafiinfEftrafefifiefinifiafififie refirefenfen fe ffinfiiffifi fie arcfi a fi enfififi 
fifin fi fifi fiificifEfifie evaffiarfifin efife feccion fe firefenfen efefi fiffifififin efifirofiifi fi cafiffi 
ffiffificfin fefi fficnicafi fie infefiracion fi afi avanfiafiafifife fififiran enfr enfer ffifi firfififefi afi 
fie ffinfiiffifi fie arcfi fi afi fiiffcifEfififinffefenffifirecfirfiar fifie fiefi fire fe fifiefie fifiar fin 
firfifirafi a fie infefiracion nfifi eriefi fiara afirfifiifi ar fina ffinfiiffifi fie arcfifiPfir efefi fiffifi 
fifiar efireefirfifi fie integracion numerica fie fina cafefifefifira fiara afirfifiifi ar fefiffinfiiffifiefi 
fie arcfi en ffifi efefi fiffifi 2 fi fifi 
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CAPfTULO fi Afificacifinefifie ft infefirafi 


y 



L ngituddearc delagraficadey en 

[i, 2] 

Figura 7.39 


EJEMPLO 2 Calculo de la longitud de arco 

fincfinfrar ft ffiiifiiffifi fie arcfi fiefi 
x fl fi 
fi + 2x 

en efiinfervaffi fi|fi2fificfifi fi fe fi fiefifra en fii fififira fiffififi 


Solucion Ufianfifi 

dy _ fix 2 fi _ fi / 2 fi 
dx fi 2x 2 2 \ x 2 

fe fiene fina ffiiifiiffifi fie arcfi fie 




fiorfi fife fie ffinfiiffifi fie arcfifi 


fiifi fifificarfi 
fhfefirarfi 


EJEMPLO 3 Calculo de la longitud de arco 

fincfinfrar fa ffinfiiffifi fie arcfi fiefi fi' — fiff = x 2 en efiinfervaffi fifififififiefifi fi fe fi fiefifra en 
fa fififira fiffififi 



L ngituddearc delagraficadey 
en [0, ] 

Figura 7.40 


Solucion fifi fiefiar refififeienfifi fiara x en ffirfi infififie yfix = ± fy — fiffififi ffefiir efivaffir 
fififiifivfi fie x firfififice 

f = §(,-fi)* 2 fi 

fifiinffervaffix ffifififiefirrefififinfie afiinfervaffi y fifififififi fa ffinfiiffifi fie arcfi efi 
dx\ 2 , 

— dy fiorfi fife fiara ffinfiiffifi fie arcfifi 

dy 




_fi_ 

fifi 


(fiy - fi)^ 2 T 

fi/2 J fl 


fiifi fifificarfi 


fhfefirarfi 


= - fi^ 2 ) 

2ri 


» fiffifififi 


fifiCCfDfi fiffi Lfinffiffifi fie arcfi fi ffifierficiefifie revfifiicion 
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EJEMPLO 4 Calculo de la longitud de arco 



y fi fhfcfifiA-fi 


L ngituddearc delagraficade^en 

[ 0 ,?] 

Figura 7.41 


fincftnfrar ft ffinfiiffifi fie arcfi fie y = fhfrfifixfifie x = fi fiara x = v/fi cfifi fi fe fi fieftfa en 
ft fififira fiffififi 


Solucion Ufianfifi 


dy fien x 

— = = -fan x 

dx cfifix 


fe fiene fina ffinfiiffifi fie arcfi fie 



77"/ fi 


Vfi + fen 2 x dx 


7r/fi 


Vfec 2 x dx 


ir/fi 


fee x dx 


fh I fee x 4- fen . 


■7r/fi 


fiorfi fife fiara ffinfiiffifi fie arefifi 


fifienfifiafi frififinfifi efricafi 
fiifi fifificaifi 


fhfefirarfi 


= fh(V2 + fi) - fiifi 

* fiffifififi 


EJEMPLO 5 Longitud de un cable 


y 



Cafenariafi x 
y fi fififi efififi 


Un cafife efeefriefi efieffia enfre fififi ffirrefififie efiffin a 2fifi fiiefifie fiififenciaficfifi fi fe fi fieftfa 
en fe fififira fiffi2fifificafife fiifi a ft fifirfi a fie fina cafenaria efifia ecfiacion efi 

y = fifi(gVfififi + = fififi efififi fi 

fififi 

fineftnffar fe ffinfiiffifi fie arcfi fieficafife enfre fefi fififi ffirrefifi 


£ 

Solucion Pfirfifie y' = — (e x ! fm — e“- t / fififi )fififiefie efcrifiir 
(/) 2 = - 2 + e- x / m ) 


Figura 7.42 


fi + (yf = + 2 + g-Vfifi) = 




Pfir cfinfiififiienfefife ffinfiiffifi fie arcfi fieficafife efi 


S = I v^fi + (U) 2 dx = — I (g-r/fififl + g jr/fififi) dx fiorfi fife fiara ffinfiiffifi fie arefifi 
2J- fififi 


= fifi 


0 x/ fififi jt/fififi 


fhfefirarfi 


= fififi (e 2 / fi — e 2 / fi ) 

~ 2fifi fiiefifi 
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CAPfTULO fi 


Afificacifinefifie ft infefirafi 


Area de una superficie de revolucion 

fin fefi feccifinefi fifE fi fiffifife infefiracion fifie fifiafia fiara cafrfifer efivftffifi en fie fin fiofififi 
fie revfifficionfifie efiffifiiara fin firficefiifi ienffi fiara encfinfrar efiarea fie ftna fififierficie fie 
revftfficionfi 


DEFINICION DE SUPERFICIE DE REVOLUCION 

fii ft firafica fie ftna fifincion cftnfinfia fiira afiefiefifir fie ftna recfefife fififierficie refififfenfe 
efifina superficie de revolucionfi 




fife fie 
revfifficion 


fifiarea fie fina fififierficie fie revfifficion fe fieriva fie fa forfi fife fiara efiarea fie fe fififierfi 
ficie feferafifie fin frftncfi fie fin cftnfi refifinfifi recffifiCfinfiifierar efifefifi enffi fie fe recfe en 
fe fififira fiffififififinfie Lefife ffinfiiffifi fiefifiefifi enffi fie fe recfefir fl efiefirafiifi en efiefifrefi fi 
ifififiierfifi fiefifiefifi enffi fie fe recfefifi r 2 efiefirafiifi en efiefifrefi fi fierecfifi fiefifiefifi enffi fie 
fe recfefiCfianfifi efifefifi enffi fie fe recfe fiira affefiefifir fie fifi efe fie revfifficionfififirfi a fin 
fffincfi fie fin cftnfi refifinfifi recffificftn 

S 2 7T r L Area fafLrafificlilrlincliii 

n e 


fifin efiefercicifi fi2fifie fiifie verificar fe ffirfi fife fiara 5ffi 

fifififiner fifie fe firafica fie fina fifincion /fifiene fina fierivafia cfinfinfia en effinfervaffi 
fnfi/jfifififie fe fiira affefiefifir fiefiefe x fiara fifirfi ar fina fififierficie fie revfifficionficfifi fi fe 
fi fiefiffa en fe fififira fiffifififiea A fina fiarficion fie fnfi/jfificfin fififiinfervaffifi fie ancfifira Ajr,fi 
finffincefi efifefifi enffi fie fe recfe fie ffinfiiffifi 


A L t = VAx; 2 + Ay? 

fienera fin frftncfi fie fin cfinfififiea r, efirafiifi fi efiifi fie efife frfincftfiPfir efifefirefi a fiefivaffir 
inferfi efiifififin fifinffi cl t efiifife fen efi/fefiifi fi fififiinfervaffifi fefififie r, = /ft/,fifififiarea fie fe 
fififierficie feferafiAN, fiefifrfincfi efi 

AN; = 27 rr f A Z, 

= 2Trf{d)jAx? + Ay? 

= 2 irf(di )^/ fi + Ax.fi 




Figura 7.44 


fifiCCfDfi fiffi Lfinffiffifi fie arcfi fi ffifierficiefifie revfifiicion 
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y 



y 



Figura 7.45 


Pfir efifefirefi a fiefivaffir fi efiifififin fifinffi c, efiifift en fk, _ gfi^fifafififie 


/'(c,) 


/(•*/) - f{Xj- fi) 



Afii'fi AS i = 2^/fii i fi^/fi+fi/'fr i .filf A^fifi efiarea fie fa fififierficie ffifefi fifiefie afirfifiifi arffe 
fifir 


5 - 2tt + [/WA^fi 

i = fi 

Pfiefie fi fififrarfe ftfie efifffi ife fiefifi iefi firfi fie fa fierecfia cfifi fi ||A|| — > fi fn — » oofiefi 
S = 2tt f /(x)Vfi + \_f\xj\ 2 dx& 


De fina fi anera fiifi ifarfifii fa firafica fie/fie fiira afrefiefifir fiefiefe yfienffincefiS efi 


S = 2tt f xV fi + [/'(x)] 2 dx fi 


fin afi fiafiforfi fifafi fiara Sfife fifiefien cftnfifierar fiifi firfifificffifi 277 /fkfifi 2 t7x cfifi fi fa cirfi 
cfinferencia fieficfrcfiffi frafiafia fifir fin fifinffi fkfiyfien fa firafica fie/afifiirar afrefiefifir fiefi 
eft x fi y fifififira fiffififififin fin cafifi efirafiifi efi r = /fkfififi en efififrfi cafifi efirafiifi efi r = xfi 
fifi fi afifiaffififanfifi r afirfifiiafiafi enfefife fifiefie fienerafifiar fa ffirfi fife fiara efiarea fie fa 
fififierficie fiara cfifirir cualquier eft fifiri fifin fafi fi verficafifie revfifficionficfifi fi fe infiica en 
fa fiefinicion fiififiienfefi 


DEFINICION DEL AREA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION 


flea y = /fkficfin fierivafia cfinfinfia en efiinfervaffi ffififtfififi fiarea A fie fa fififierficie fie refi 
vfifficion fifirfi afia afifiirar fa firafica fie /afrefiefifir fie fin eft fifirififinfafifi verficafiefi 

S = 277 f r (x) \/fi + \f'{x)~\ 2 dx y efi fma fifincion fie. vfi 


fifinfie rfkfiefifa fiififancia enfre fa firafica fie/fi efieft fie revfifficionfifii x = gfivfien efi 
inftrvaffi fi fif/ftienffincefi efiarea fie fa fififierficie efi 
rd 


S = 2tt 


r(y) Vfi + [g\y)Ydy 


x efi fina fifincion fie ;yfi 


fifinfie rfk'fi efi fa fiififancia enfre fa firafica fie g fi efieft fie revfifficionfi 


Lafiforfi fifafi en efifn fiefinicion a vecefiffe efrrifien cfifi fi 


S = 277 r(x) ds 


y efi fina fifincion fie xfi 


fi 



x efi fina fifincion fie yfi 


fifinfie ds = Vfi + [/'(x)] 2 dx fi ds = Vfi + [g'(.v)] 2 /vfirefifiecfivafi enfefi 
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CAPfTULO fi Afificacifinefifie ft infefirafi 


EJEMPLO 6 Area de una superficie de revolucion 

fincfinfrar efiarea fie ft fififierficie ffirfi afia afifiirar ft firafica fie 
fix) = x R 

en efiinfervaffi ffifififi afifiirar afrefiefifir fiefiefe xficfifi fi fie fi fiefifra en ft fififira fifEfifi 



Solution La fiififtmcia enfre eficffc x fi fii firafica fie/efi rfkfi = /' fiviiii fi fifirfific/'fefi = fiVfi 
efiarea fie fii fififierficie efi 

S = 2tt\ r(x) Vfi + [ f'(x)Y dx fiorfi fi fii fiefiarea fie fin a flifierficiefi 


= 27 tJ x fi Vfi + (fix 2 ) 2 dx 


2tt 

fifi. 

77 

fifi 


^ (fifi.r fl )(fi + fk fi )^ 2 dx 

fi 

(fi + 

fi/2 J fl 


= - fi) 


« fiffifififi 


fiifi fifificarfi 
friftfirarfl 


Figura 7.46 


EJEMPLO 7 Area de una superficie de revolucion 

fincfinfrar efiarea fie fe fififierficie ffirfi afia afifiirar fe firafica fie 
fix) = x 2 

en efiinfervaffi [ fiii v 2 ] afrefiefifir fiefiefe vficfifi fi fb fi fiefifra en fe fififira fiffififi 



Figura 7.47 


Solution fin efife cafififife fiififencia enfre fe firafica fie/fi efiefe y efi rfivfi = xfiUfiinfifi 
/'fefi= 2.vfifE fifiefie fieferfi inar fifie efiarea fie fe fififierficie efi 

rb 


S = 277 1 r(x)Vfi + \f'{x)\ 2 dx 


75 

= 277 I x Vfi + (2x) 2 dx 

2 77 r 72 

= 2 — (fi + fk 2 )^ 2 (fir) dx 

f 1 Jfl 


77 

fi 

77 , 


(fi + fk 2 ) fl / 2 


fi /2 


75 

fi 


= -H(fi + fi)<V 2 - fi] 

h 

_ fifi 77 

fi 

~ fififfifififi 


fiorfi fife fiefiarea fie fina fiftfierficiefi 


fiifi fifificarfi 
friftfirarfl 


fifiCCfDfi fiffi Lfinfiiffifi fie arcfi fi fififierficiefifie revfiflficion 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 y 2, encontrar la distancia entre los puntos 
usando a) la formula de la distancia y b) la integracionfi 

1. ffififififi fifififififi 2. fififi2fifi fifififififi 


En los ejercicios 3 a 16, encontrar la longitud de arco de la grafica 
de la funcion en el intervalo indicadofi 




7. 

9. 


y = 
y = 


-* 2/3 
2 X ’ 


[ 1 , 8 ] 


fi 

ifi + i& fi m 


8 - + & ^ 
10 . y = |x 2 / fl + fifi [fifi2fi] 


11 . 

13. 

14. 

15. 

16. 


y = fh(fienx)fi 


77" ll7r 

fi fi ir 


12 . 


y = yie x + e J1 jfi [fifi2] 


y = & 


( e x + fi 


\e x — fi 


fi [fh 2fifii fi] 


x = §(y 2 + 2) fl / 2 fi fi < y < fi 
x = |v/y(v — fi)fi fi < y < fi 


y = fn(cfifixjfi 



19. y = — fi fi < x < fi 

20. y = — — fi fi < x < fi 

21. y = fienxfi fi < x < tt 

22. y = cfifixfi — < x < 

23. x = e~ y 6 fi < y < 2 

24. y = fnxfi fi < x < fi 

25. y = 2 arcfen xfi fi < x < fi 

26. x = x/fifi — y 2 fi fi < y < fi 

Aproximacion En los ejercicios 27 y 28, determinar que valor 
se aproxima mejor a la longitud de arco representada por la in- 
tegral. (Hacer la seleccion con base en un esquema del arco y no 
realizando cualquier calculo.) 



afi fi bfi — 2 c fi fi dfi — 

fi 


efi fi 


efi fi 


^ Aproximacion En los ejercicios 29 y 30, aproximar la longitud 
de arco de la grafica de la funcion en el intervalo [0, 4] de cuatro 
maneras. a ) Usar la formula de la distancia para encontrar la dis- 
tancia entre los puntos terminales del arco. b ) Usar la formula de 
la distancia para encontrar las longitudes de los cuatro segmentos 
de recta que conectan los puntos en el arco cuando x = 0, x = 1, 
x = 2, x = 3yx = 4. Encontrar la suma de las cuatro longitudes. 
c) Usar la regia de Simpson con n = 10 para aproximar la integral 
que de la longitud del arco indicada. d) Usar las capacidades de 
la integracion de una calculadora para aproximar la integral que 
de la longitud del arco indicadafi 


29. fix) = x fl 30. fix) = (x 2 - fi) 2 

31. Longitud de una catenaria Cafifefiefficfricfififififfienfiifififienfre 
fifififfirrefififirfi an fina cafenaria fi/er fiftfirafifi fifiefiifia fi efiianfe 
fe ecfiacion 

y = 20 cosh — 20 < x < 20 


En los ejercicios 17 a 26, a) representar la funcion, resaltando la 
parte indicada por el intervalo dado, b) encontrar una integral 
definida que represente la longitud de arco de la curva sobre el 
intervalo indicado y observar que la integral no puede evaluarse 
con las tecnicas estudiadas hasta ahora y c) usar las capacidades 
de la integracion en una calculadora para aproximar la longi- 
tud de arcofi 

17. y = fi — x 2 fi fi x 2 

18. y = x 2 + x — 2fi — 2 < x < fi 


fifinfie x fiy fie fi ifien en fi efrfififiLa fiefiaracion fie fifi ffirrefi efi 
fie fifi fi efrfifififincfinfrar fh ffinfiiffifi fieficafife fifififienfiifififi 



y 


fifi 
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CAPfTULO fi Afificacifinefifie ft infefirafi 


32. Area de un techo Un firanerfi fiene fififi fiiefi fie ferfifi fi fifi fie 
ancfifi fVer fe frfifirafifiUna feccion franfiverfiafifiefifefefifi efi fina 

39. 

y = 

6 2x’ 

cafenaria inverfifia y = fifi — fifife* 726 + e _j:72li fififincfinfrar efi 
nufi erfi fie fiiefi cfiafirafififi fie fecfifi en efifiranerfifi 

40. 

y = 

% 

y 

41. 

y = 


i 

42. 

y = 



- 1 < x < 1 
-2 < x < 2 


fififi fiiefi 



En los ejercicios 43 a 46, formular y evaluar la integral definida 
para el area de la superficie generada al girar la curva alrededor 
del ejeyfi 


43. y = + 2 


44. y = H — x 2 




33. Longitud del arco Gateway fi fiArcfi fie fi a fefi afi en fiffiLfifiififi 
fi ififififirififie fi fifiefe fifir 

y = fifififfifififi - fififfififiZ c fififi fiffififififififkfi 
— 2fififfi2fifi < x < 2fififi2fififi 

fifier ft feccion fiffifiPrfifiecffi fie fiafiafififiArcfi fiffiLfifiififfifinfi 
cfinfiar ft ffinfiiffifi fie efifk cfirva fVer ft fififirafifi 



y fi #Ffi 2 


— — fi — fi —2 2 fi fi fi 




Figura para 33 


Figura para 34 


34. Astroide fincfinfrar ft ffinfiiffifi ffifefifie ft firafica fiefiafifrfiifie 

x 276 + y m = fifi 

35. fincfinfrar fii ffinfiiffifi fie arcfi fiefifie fififififien fienfififi fifirarifi 
fiafife (2fiyS) a ffi ferfifi fieficfrcfiffi x 2 + y 2 = fifi 

36. fincfinfrar fe ffinfiiffifi fie arcfi fiefifie fi-fifififien fienfififi fifirarifi 
fiafife fififififia ffi ferfifi fieficfrcfiffi x 2 + y 2 = 2fififi fififfar fifie efi 
refififfiififi efi fin cfiarffi fie ft circfinfferencia fieficfrcfiffifi 


En los ejercicios 37 a 42, formular y evaluar la integral definida 
para el area de la superficie generada al girar la curva alrededor 
del eje xfi 



45. y = 1 — v. 0 < x < 2 46. y = 2x + 5, 1 < x < 4 

4 

^ En los ejercicios 47 y 48, usar las capacidades de la integracion 
de una herramienta de graficacion para aproximar el area de la 
superficie del solido de revolucionfi 



Funcion 

Interval o 

47. 

y = fen x 

fififiirfi 


fiira afrefiefifir fiefiefe x 


48. 

y = fin x 

fifificfi 


fiira afrefiefifir fiefiefe y 



Desarrollo de conceptos 


49. Definir fina cfirva recfificafifefi 

50. ^fi fie ffirfi fifii fie firecaffcfiffi fi efefi enffi refirefienfefivfi fie 
fifififian fiara fiefiarrfiffiir ft forfi fife fie infefiracion fiara fe 
ffinfiiffifi fie arcfifi 

51. ^fi fie fbrfi fife fie firecafbfiffi fi efefi enffi refirefienfefivfi fie 
fifififian fiara fiefiarrfiffiir fe forfi fife fie infefiracion fiara efi 
area fie fina fififierficie fie revfifficionfi 

52. La fififira fi fiefifra fefi firaficafi fie fefi fiftncifinefi/ fl fi/ 2 en efi 
infervaffi frffifofifiLa firafica fie cafia fina fe fiira afrefie fifir 
fiefiefe xfi^fi fie fififierficie fie revfifficion fiene efiarea fie fe 
fififierficie fi afifirfi fififificarfi 


y 




fifiCCfDfi fiffi 


Lftnfiiffifi fie arcfi fi fififierficiefifie revfifficion 
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53. Para pensar La fififira fi fiefifra fefi firaficafi fie fefi fifincifinefi 
y 1 — x, y 2 — \x^ 2 , y 3 = \x 2 fi y 4 = ^ x 5 / 2 fififire efiinfervafli 
fifififififi 


y 



afi fifienfificar fefififincifinefifi 

bfi Lififtir fiifi fifincifinefi cfin efifin fie increfi enfiir ft fifinfiiffifi 
fie arcfifi 

cfi fierificar fifi refififiefifii en efiafiarfefifi ifiafii fifiifi anfifi fe efiacfi 
fiffifi fie cafia ffinfiiffifi fie arcfi a fiefiffifiarefifiecifi afefifi 


Para discusion 


54. Para pensar fififificar fifir fifie fefifififiinfefirafefififin ififiafefifi 

1 + -^r dx = [ Jl + e 2x dx 

x 2 Jo 

Ufiar ft fiafiififiafi fie infefiracion fie ftna cfifi fififefifira fiara 
verificar fifie fefiinfefirafefififin ififiafefifi 


cfi Ufiar fefi cafiacifiafiefi fie refirefion fie fina fierrafi ienfe fie 
firaficacion fiara encfinfiar fin fi fifieffi cufiicfi fiara ffifififinffifi 
fefirfi fifinfie r = C/fEirfiflUfiar fina caftfifefifira fiara frafiar 
ffifififinffifi fi refirefenfer efifi fifie ffifi 
cffi Ufiar efifi fifieffi en efiafiarfefifi cfifi fefi cafiacifiafiefi fie fe 
infefiracion fie fina fierrafi ienfe fie firaficacion fiara afirfifiifi 
fi ar efivfiffifi en fi efiarea fifiera fie fe fififierficie fiefiferronfi 
Cfifi fiarar ffifirefififfefifificfin fefirefififiefifefien ffifi afiarfefififi 
afifi fofifi 

60. Modelado matematico La fififira fi fiefifra fin ferrenfi acfifefifi 
fife- fifificafi infififierfienfiicfifiu-efifi fin arrfifififiTfifiafifefifiififenfi 
ciafififin fi efiifiafien fiiefifi 



2 fifi fififf fififi 


afi Ufiar fefi cafiacifiafiefi fie fe refirefion fie fina fierrafi ienfe 
fie firaficacion fiara affififer fin fififinfifi ifi fie cfiarffi firafifi 
aficafi infi fiefiarrfifififi 

bfi Ufiar efifi fifieffi en efiafiarfefifi afifiara afirfifiifi ar efiarea fie 
fe firfifiiefiafi en acrefifi 

cfi Ufiar feficafiacifiafiefifie infefiracion fie fina fierrafi ienfe fie 
firaficacion fiara encfinfiar fe ffinfiiffifi fiefiarrfififi fifie fifi ifi 



55. Un cftnfi circfifer recffi efifienerafifi fifir efifiirfi fie fe refiion acfifi 
fefia fifir y = 3x/4, y = 3 fix = fi afiefiefifir fiefiefe yfifincfinfrar 
efiarea fie fe fififierficie feferafifieficftnfifi 

56. Un cfinfi circfifer fiirecffi fie fienera afifiirar fe refiion acfifefia fifir 
y — hx/ rfiy = h fi x = fi afiefiefifir fiefiefe yfifierificar fifie efiarea 
fie fe fififierficie feferafifieficfinfi efi 

S = 7 rr^/r 2 + h 2 fi 

57. fincfinfrar efiarea fie fe fifircion fie fina efifera fifirfi afia afifiirar fe 
firafica afrefiefifir fie y = Vfi — x 2 fifi < x < 2fiafrefiefifir fiefi 
efevfi 

58. fincfinfrar efiarea fie fe fifina fie fina efifera fifirfi afia afifiirar fe 
firafica afrefiefifir fie y = Jr 1 — x 2 fifi < x < cifiafre fie fife' fiefi 
efe vfiAfififi ir fifie a < cfi 

59. Modelado matematico La circfinferencia C fen fififfiafiafififie 
fin ferron efi fi efiifia a infervaffifi fie fiefi fififfiafiafi efi fiefianfifi 
en fifi fiafiefiLafi fi efiifiafi fe fi fiefifran en fe fefife fifinfie y efi fe 
fiififencia verficafien fififfiafiafi a fe fiafiefi 


y 

0 

3 

6 

9 

12 

15 

18 

c 

50 

65.5 

70 

66 

58 

51 

48 


afi Ufiar ffifi fiaffifi fiara afirfifiifi ar efivfiffifi en fiefi ferron fififi 
fi anfifi ffifi vfifufi enefifie ffifi fiifcfifi afirfifiifi anfefifi 
f?fi Ufiar ffifi fiaffifi fiara afirfifiifi ar efi area fie fe fififierficie 
eftfema feficffifienfifi fe fiafiefifiefifarron fififi anfifi fefiareafi 
fie fe fififierficie efiferna fiara afirfifiifi ar efifrfincfi fie cfinfifi 
afirfifiifi anfefifi 


fe firfifiiefiafifi 

61. flea R fe refiion acfifefia fifir y = fi/xfiefiefe xfix = fififi x = Mi 
fifinfie b > fififiea D efifiofififi fifirfi afifi cfianfifi R fe fiira afrefiefifir 
fiefiefe xfi 

afi fincfinfrar efivfiffifi en V fie Dfi 
fcfi fifcrifiir efiarea fie fe fififierficie S cfifi fi fina infefiraffi 
cfi fi fififrar fifie V fe acerca a fin fifi ife finiffi cfifi fi b — > oofi 
dfi Defi fififrar fifie S —> oo cfifi fi b — > oofi 

62. afi Dafifi fin fecffir circfifer cfin rafiifi L fi anfififfi cenfrafi 6 

fiveafe fe fififirafififi fififrar fifir fifie efiarea fiefifecffir efiffi 
fiafia fifir 

S = ^L 2 6»fi 

bfi Afifinir ffifi fifirfiefi fie fe recfe fiefifecffir en efiafiarfefifi afifi 
fin cfinfi circfifer recffi efi fifirfi afifi fiver fe fififirafifi efiarea 
fie fe fififierficie feferafifieficfinfi efi ififiafi fifie efiarea fiefi 
fecffirfifi fififrar fifie efiarea efi5 = 7rrLfififinfie r efiefirafiifi 
fie fe fiafe fieficfmfififSugerencia: La ffinfiiffifi fie arcfi fiefi 
fecffir efiififiafia fe circfinferencia fie fe fiafe fieficfinfiffi 


e 



Figura para 62a 


Figura para 62 b 
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cfi Ufkr efirefififfefifi fiefi afiarfefifi fifi fiara verificar fifie fa 
fbrfi fife fiara efiarea fie fe fififierficie feferafifiefifrfincfi fie 
fin cfinfi cfin fe afffira incfinafia L fi rafiififi r fl fi r 2 fi/er fe 
fififirafiefiS = irf r fi + r 2 fiLfifiVofa: fifife frirfi fife fifie fifiafi 
fia fiara fiefiarrfiffer fe infefirafifiara encfinfrar efiarea fie fe 
fififierficie fie fina fififierficie fie revfifficionffi 


66. Diseiio de bombillas Una fififi fiiffe fimafi enfefiffe fiiffena afi 
fiirar fe firafica fie v = \x x ^ 2 — x 3 ^ 2 , 0 < x < 5, afrefiefifir fiefi 
efe xfififinfie x fi y efiffin fi efiifiafien fiiefifi'er fififirafififincfinfiar 
efiarea fififierficiafifie fe fififi fiiffe fi fifiar efirefififfefifi fiara afirfifiifi 
fi ar fe canfifiafi fie vifirifi necefiaria fiara fiacer fe fififi fiiffefi 
fififififiner fifie efivifirifi fiene fin efifiefifir fie fiffififi fififfiafiafiffi 



63. Parapensar Cfinfiifierar fe ecfiacion — + = 1 . 

afi Ufiar fina cfifi fififefifira fiara firaficar fe ecfiacionfi 

fifi fifirfi fifer fe infefirafifiefinifia fiara encfinfrar fe ffinfiiffifi fie 
arcfi fie efia firafica en efiafiarfefifi afifi 
cfi Cfifi fiarar efiinfervaffi fie infefiracion en efiafiarfefifi fofifi 
efifififi inifi fiefiinfefeanfififi^fififififiifife evaffiar fe infefirafi 
fiefinifiafi^fififififiifife fifiar fe refife fie fiifi fififin fiara cafefifer 
fe infefirafifiefinifiafifififificarfififie afirenfiera a evaffiar efife 
fififi fie infefirafien fe fieccion fiffiffi 

64. Redaction Leer efiarficfiffi “Arc LenfiffifiArea anfi fiie Arcfiine 
fifincfifin” fie Anfirefi fi fifi fickeffien fe Mathematics Magazinefi 
finffincefieficrifiir fin fiarrafifi fifie efififififie cofi fi fe fifincion fiefi 
arcfifenfi fifiefie fiefinirfie en ffirfi infififie fina ffinfiiffifi fie arcfifi 

En los ejercicios 65 a 68, formular la integral deflnida para encon- 
trar la longitud de arco indicada o area superficial. Entonces usar 
la capacidad de integration de una computadora para aproximar 
la longitud de arco o area superficial. (Se aprendera a evaluar este 
tipo de integral en la section 8.8.) 

65. Longitud de persecution Un fififeffi fifie fififie fiarfe fiefifirifien 
fi fis fi fieve afiefe y fVer fififirafifiAfifi iffi fi fiefi fifififin fierfEfifiififir 
fiarfe fiefififinffi fifififififi fiefi fire fie fi fieve fiacia efifififeffi fifie w 
fififiefiLa vefficifiafi fiefifierfiefifiififir efi fififi vecefi fe fiefifififeffi ^ 
fifie fififiefiLa ecfiacion fie fe frafiecfftria efi 

y = i(jc 3 / 2 - 3* 1 / 2 + 2). 

^,fi fie fiififencia fia recfirrififi efifififeffi fifie fififie cfianfifi efiaffcafi 
nfiafififiDefi fififrar fifie efifierfEfifiififir fia viafefifi fififi vecefifi afi 


Astroide fincfinfrar efiarea fie fe fififierficie fifirfi afia afifiirar fe 
fife-cion en efifirifi er cfiafiranfe fie fe firafica fie _r 2/fi + y 2/fi = fifi 
fi < v £ li afrefiefifir fiefiefe yfi 

y y 1 fi If.rffi - .vfi? 


-fi 

X 

fi fi 

-fi 

Figura para 67 Figura para 68 

Cfinfiifierar fe firafica fie y 2 = irfifi — .vff fVer fe fififirafififincfinfiar 
efiarea fie fe fififierficie fifirfi afia cfianfifi fe arcafia fie efife firafica 
fie fiira afrefiefifir fiefiefe xfi 

El puente suspendido Un cafife fiara fin fifienfe fifififienfiififi 
fiene fe fifirfi a fie fina fiarafifife cfin fe ecfiacion y = Lr-fifiea 
h fiara refirefienfer fe afffira fieficafife fie fifi fifinffi fi afifiaffi a fifi 
fifinffi fi afi afifi fi fiea 2 w fiara refirefienfer fe ancfifira ffifefi 
fiefififienfe fiver fe fififirafififi fififi-ar fifir fifie fe ffinfiiffifi fieficafife 


f w j ; x 

C efife fiafia fifir C = 2 I Vl + (4h 2 /w 4 )x 2 dx. 
Jo 

y 






El puente suspendido fififi fifi fier firififiefifficafifiafifi en efi 
fi einfi Unififi e inafififirafifi en fifififififiene fina ancfifira firincifiafi 
fie afirfifiifi afiafi enfe fi fififi fi efrfififiCafia fina fie fifififfirrefifiene 
fina afffira fie afirfifiifi afiafi enfe fififi fi efrfififiUfiar efifefi fiifi enfi 
fiifinefifife infefirafien efiefercicifi fififi fi fefi cafiacifiafiefi fie fe 
infefiracion fie fina caftfiftfifira fiara afirfifiifi ar fe ffinfiiffifi fie fin 
cafife fiarafioficfi a ffi ferfifi fie fe ancfifira firincifiaffi 


feffififi 


y 




71. fiea C fe cfirva fiafia fifir /fkfi = cfififi x fiara fi < x ^ rfififinfie 
t > fi Defi fififrar fifie fe ffinfiiffifi fie arcfi fie C efi ififiafiafiarea 
acfifefia fifir C fi efiefe xfififienfificar fifia cfirva fififire efiinfervaffi 
fi < x £ t cfin efife firfifiiefiafifi 


Preparacion del examen Putnam 


72 . fincfinfrar fe ffinfiiffifi fie fe cfirva y 2 = X s fiefifirifien afififinffi 
fifinfie fefi fenfienfefi fifirfi an fin anfififfi fie fifi° cfin efiefe xfi 

fifife firfififefi a fifie firefiarafifi fifir efi Cfifi fi iffee fin ffie Pfifhafi Prifie Cfifi fiefififinfi 
© Tfie fi affiefi aficafiAfifificiafifin fifiAfi ericafiTfifififi ffifi fierecfififi refervafifififi 


Figura para 65 


Figura para 66 
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Trabajo 


■ Encontrar el trabajo realizado por una fuerza constante. 

■ Encontrar el trabajo realizado por una fuerza variable. 


Trabajo realizado por una fuerza constante 

El concepto de trabajo es importante para los cientfficos e ingenieros ya que determina la 
energfa necesaria para realizar varias tareas. Por ejemplo, es util saber la cantidad de trabajo 
realizado cuando una grua alza una viga de acero, cuando un resorte o muelle es comprimido, 
cuando un cohete se propulsa en el aire o cuando un camion transporta una carga. 

En general, el trabajo es realizado por una fuerza cuando desplaza un objeto. Si la 
fuerza aplicada al objeto es constante, entonces la definicion de trabajo es: 


DEFINICION DE TRABAJO REALIZADO POR UNA FUERZA CONSTANTE 


Si un objeto es desplazado una distancia D en la direccion de una fuerza constante 
aplicada F, entonces el trabajo W realizado por la fuerza se define como W = FD. 


Hay muchos tipos de fuerzas: centrffuga, electromotriz y gravitatoria, por nombrar solo 
algunas. Una fuerza puede pensarse como algo que empuja o atrae\ una fuerza cambia el 
estado de reposo o estado de movimiento de un cuerpo. Para las fuerzas gravitatorias en la 
Tierra, es comun usar unidades de medida que corresponden al peso de un objeto. 


EJEMPLO I Levantamiento de un objeto 


Determinar el trabajo realizado al levantar un objeto de 50 libras a 4 pies. 



2- 


4 

pies 

1 - 

501 

ibrasj 





El trabajo realizado al levantar un objeto 
de 50 libras a 4 pies es 200 libras-pies 

Figura 7.48 


Solucion La magnitud de la fuerza requerida F es el peso del objeto, como se muestra en 
la figura 7.48. Asf, el trabajo realizado al levantar el objeto 4 pies es 

W = FD Trabajo = (fuerza)(distancia). 

= 50(4) Fuerza = 50 libras, distancia = 4 pies. 

= 200 libras-pies. 

En el sistema de medida americano, el trabajo se expresa en libra-pie (lb-pie), pulgada- 
libra o pie-toneladas. En el sistema cegesimal centimetro-gramo-segundo (C-G-S), la unidad 
basica de fuerza es la dina: la fuerza requerida para producir una aceleracion de 1 centfmetro 
por segundo al cuadrado en una masa de 1 gramo. En este sistema, el trabajo se expresa en 
dina-centimetros (ergs) o newton-metros (joules), donde 1 joule = 10 7 ergs. 


EXPLORACION 

iCuanto trabajo ? En el ejemplo 1 son necesarias 200 libras-pies de trabajo para 
elevar 4 pies el objeto de 50 libras verticalmente del suelo. Suponer que una vez izado 
el objeto, sosteniendolo, se camina una distancia horizontal de 4 pies. ( ',Esto requerira 
200 libras-pies adicionales de trabajo? Explicar la respuesta. 
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F(x) 


Ax 

La magnitud de fuerza varia conforme 
cambia la posicion de un objeto (A.t) 

Figura 7.49 


Trabajo realizado por una fuerza variable 

En el ejemplo 1 , la fuerza aplicada era constante. Si se aplica una fuerza variable a un objeto, 
es necesario recurrir al calculo para determinar el trabajo realizado, porque la cantidad de 
fuerza cambia segun la posicion del objeto. Por ejemplo, la fuerza requerida para comprimir 
un resorte o muelle aumenta conforme el resorte es comprimido. 

Suponer que un objeto se mueve a lo largo de una recta dex = aax=& por una 
fuerza continuamente variante F(x). Sea A una partition que divide el intervalo [a, b] en n 
subintervalos determinados por 

a = x 0 < x l < x 2 < ■ • ■ < x n = b 

y sea Ax ; = x f — x i _ 1 . Para cada i, elegir c ; tal que x ; _j < c ; < x ; . Entonces en c, la fuerza 
esta dada por F(c ; ). Porque F es continua, se puede aproximar el trabajo realizado moviendo 
el objeto a traves del i-esimo subintervalo por el incremento 

A IF,. = F(c ; ) Ax ; 

como se muestra en la figura 7.49. Asf, el trabajo total realizado como los movimientos del 
objeto de a a b se aproximan por 

W = j?AW ; 

1=1 

= Jf(c ; )Ax,.. 

1=1 

Esta aproximacion parece ser mejor y mas aun cuando ||A|| — > 0 (n — > co). Asf, el trabajo 
realizado es 

n 

W = lfm V F(c;) Ax,- 
= I F(x) dx. 



Emilie de Breteul (1706-1749) 
Otra labor relevante de Emilie de Breteuil 
fue la traduccion de los Principios 
matematicos de la ftlosofia de la naturaleza 
de Newton al frances. Su traduccion y sus 
comentarios contribuyeron en gran medida 
a la aceptacion de las ideas cientificas de 
Newton en Europa. 


DEFINICION DEL TRABAJO REALIZADO POR UNA FUERZA VARIABLE 


Si un objeto es desplazado a lo largo de una recta por una fuerza continuamente variable 
F(x), entonces el trabajo W realizado por la fuerza cuando el objeto es desplazado 
de x = a hasta x = b es 


W = lfm V AW,- 
IIAHO ^ 

= I F{x) dx. 


En los ejemplos restantes en esta seccion se usan algunas leyes ffsicas muy conocidas. 
Los descubrimientos de muchas de estas leyes ocurrieron durante el mismo periodo en que 
se estaba desarrollando el calculo. Durante los siglos XVII y XVIII, habfa poca diferencia, 
de hecho, entre ffsicos y matematicos. Emilie de Breteuil, ffsica-matematica, realizo una 
importante sfntesis del trabajo de muchos otros cientfficos, incluso el de Newton, Leibniz, 
Huygens, Kepler y Descartes. Su texto Institutions fue utilizado durante muchos anos. 
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Las tres leyes de ffsica siguientes fueron desarrolladas por Robert Hooke (1635-1703), 
Isaac Newton (1642-1727) y Charles Coulomb (1736-1806). 


1. Ley de Hooke: La fuerza F requerida para comprimir o estirar un resorte o muelle (dentro 
de sus lfmites elasticos) es proporcional a la distancia d que el resorte es comprimido 
o estirado de su longitud original. Es decir, 

F = kd 


donde la constante de proporcionalidad k (constante del resorte) depende de la naturaleza 
especffica del resorte. 

2. Ley de Newton de gravitacion universal: La fuerza F de atraccion entre dos partfculas 
de masas m { y m 2 es proporcional al producto de las masas e inversamente proporcional 
al cuadrado de la distancia d entre las dos partfculas. Es decir, 


EXPLORACION 

El trabajo realizado al comprimir 
el resorte en el ejemplo 2 de x = 3 
pulgadas a x = 6 pulgadas es 3 375 
libras-pulgadas. ^Muestra que el 
trabajo realizado al comprimir el 
resorte de x = 0 pulgadas a x = 3 
pulgadas es mayor que, igual o 
menor que este? Explicar. 


F = 


k 


m l m 2 

~d^' 


Si 772, y 77i 2 estan dadas en gramos y d en centfmetros, F estara en dinas para un valor 
de k = 6.670 X 1 0 K centfmetros cubicos por gramo-segundo cuadrado. 

3. Ley de Coulomb: La fuerza F entre dos cargas q l y q 2 en un vacfo es proporcional al 
producto de las cargas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia d entre 
las dos cargas. Es decir, 



Si q l y q 2 estan dadas en unidades electrostaticas v d en centfmetros, F estara en dinas 
para un valor de k = 1 . 


EJEMPLO 2 Compresion de un resorte o muelle 


Una fuerza de 750 libras comprime un resorte 3 pulgadas de su longitud natural de 15 pul- 
gadas. Encontrar el trabajo realizado al comprimir el resorte 3 pulgadas adicionales. 


Solucion Por la ley de Hooke, la fuerza F(x) requerida para comprimir el resorte las uni- 
dades de x (de su longitud natural) es F(x) = kx. Usando los datos dados, se sigue que 
F{ 3)= 750 = (k)( 3) y asf k= 250 y F(x) = 250a, como se muestra en la ftgura 7.50. Para 
encontrar el incremento de trabajo, asumir que la fuerza requerida para comprimir el resor- 
te sobre un pequeno incremento Ax es casi constante. Asf que, el incremento de trabajo es 


AW = (fuerza)(incremento de distancia) = (25 Ox) Ax. 


Longitud natural (F = 0) 



Porque el resorte es comprimido de x = 3 a x = 6 pulgadas menos de su longitud natural, 
el trabajo requerido es 


Comprimido 3 pulgadas (F = 750) 



Figura 7.50 


W = F(x) dx = 250a: dx 


= 125a 2 


Formula para el trabajo. 


= 4 500 — 1 125 = 3 375 libras-pulgadas. 


J3 

Observar que no se integra deA = 0aA = 6 porque se determino el trabajo realizado al 
comprimir el resorte 3 pulgadas adicionales (no incluyendo las primeras 3 pulgadas). 
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Figura 7.51 


EJEMPLO 3 Puesta en orbita de un modulo espacial 


Un modulo espacial pesa 1 5 toneladas metricas en la superficie de la Tierra. ^Cuanto trabajo 
es necesario para propulsar el modulo a una altura de 800 millas sobre la Tierra, como se 
muestra en la figura 7.51? (Considerar 4 000 millas como el radio de la Tierra. Omitir el 
efecto de resistencia al aire o el peso del combustible.) 


Solucion Porque el peso de un cuerpo varfa inversamente al cuadrado de su distancia del 
centra de la Tierra, la fuerza F(x ) ejercida por la gravedad es 



C es la constante de proporcionalidad. 


Porque el modulo pesa 15 toneladas metricas en la superficie de la Tierra y el radio de la 
Tierra es aproximadamente 4 000 millas, se tiene 


15 = 


C 


(4 000) 
240 000 000 = C. 


2 


Asi que, el incremento de trabajo es 


AW = (fuerza)(incremento de distancia) 


240 000 000 


Ax. 


Por ultimo, porque el modulo se propulsa de x = 4 000 ax = 4 800 millas, el trabajo total 
realizado es 


W = 


F(x) dx = 
240 000 000 


240 000 000 


dx 


4 000 
4 800 


X J4 000 

50 000 + 60 000 


= 10 000 miles-toneladas 
~ 1.164 x 10 11 libras-pies. 


Formula para el trabajo. 


Integrar. 


En el sistema cegesimal C-G-S, usando un factor de conversion de 1 libra-pie ~ 1.35582 
joules, el trabajo realizado es 

W~ 1.578 x 10 11 joules. 


Las soluciones a los ejemplos 2 y 3 conforman el desarrollo de trabajo como la suma 
de incrementos en la forma 

AW = (fuerza)(incremento de distancia) = (F)( Ax). 

Otra manera de formular el incremento de trabajo es 

AW = (incremento de fuerza)(distancia) = (A F)(x). 


Esta segunda interpretacion de AW es util en problemas que involucran el movimiento de 
sustancias no rfgidas como los fluidos y cadenas. 
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y 



Figura 7.52 


EJEMPLO 4 Extraction de gasolina de un tanque de aceite 

Un tanque esferico de radio de 8 pies esta medio lleno de aceite que pesa 50 libras/pie 3 . 
Encontrar el trabajo requerido para extraer el aceite a traves de un orificio en la parte su- 
perior del tanque. 

Solution Considerar el aceite dividido en discos de espesor Av y radio x, como se muestra 
en la figura 7.52. Ya que el incremento de fuerza para cada disco esta dado por su peso, se 
tiene 

A F = peso 


= 50(7rx 2 Ay) libras. 

Para un cfrculo de radio 8 y centra en (0, 8), se tiene 

x 2 + (y - 8) 2 = 8 2 

x 2 = 16y — y 2 

y se puede escribir el incremento de fuerza como 

A F = 50(77x 2 Ay) 

= 507r(16y - y 2 ) Ay. 

En la figura 7.52, observar que un disco debe moverse y pies del fondo del tanque a una 
distancia de (16 — y) pies. Asl, el incremento de trabajo es 

AW = AF(16 - y) 

= 507r(16y — y 2 )Ay(16 — y) 

= 5077(256y — 32y 2 + y 3 ) Ay. 

Porque el tanque esta medio lleno, y va de 0 a 8, el trabajo requerido para vaciar el tanque 
es 


~ 589 782 libras-pies. 

Para estimar lo razonable del resultado en el ejemplo 4, considerar que el peso del 
aceite en el tanque es 





j (volumen)(densidad) 



~ 53 616.5 libras. 


A1 elevar el medio tanque de aceite 8 pies involucrana trabajo de 8(53 616.5) ~ 428932 
libras-pie. Porque el aceite realmente se eleva entre 8 y 16 pies, parece razonable que el 
trabajo realizado sea 589782 libras-pie. 
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EJEMPLO 5 Izamiento de una cadena 


Una cadena de 20 pies pesa 5 libras por pie esta extendida en el suelo. ^Cuanto trabajo se 
requiere para levantar un extremo de la cadena a una altura de 20 pies para que este total- 
mente extendida, como se muestra en la figura 7.53? 


Solucion Imaginar que la cadena es dividida en secciones pequenas, cada una de longitud 
Ay. Entonces el peso de cada seccion es el incremento de fuerza 


A F = (peso) 


5 libras 
pies 


(longitud) = 5 Ay. 


Porque una seccion comun (inicialmente en el suelo) se levanta a una altura de y, el incre- 
mento de trabajo es 


A VP = (incremento de fuerza) (distancia) = (5 Ay)y = 5y Ay. 


Trabajo requerido para izar un extremo de 
la cadena 

Figura 7.53 


Porque y va de 0 a 20, el trabajo total es 


[20 

W = I 5 y dy 



5(400) 

2 


1 000 puntos-pies 



En el proximo ejemplo se considerara un piston de radio r en un cilindro, como se 
muestra en la figura 7.54. Como el gas en el cilindro se expande, el piston se mueve y se 
realiza el trabajo. Si p representa la presion del gas (en libras/pie 3 ) contra la cabeza del 
piston y V representa el volumen del gas (en pie 3 ), el incremento de trabajo involucrado 
moviendo el piston Ax pies es 

A VP = (fuerza) (incremento de distancia) = F(Ax) = p(jrr 2 ) Ax = p AV. 


Asf, como el volumen del gas se expande de V 0 a Vj el trabajo realizado moviendo el piston 
Trabajo realizado por la expansion del gas es 

Figura 7.54 

VP = 

Asumiendo la presion del gas inversamente proporcional a su volumen, se tiene p = k/Vy 
la integral para el trabajo se vuelve 




EJEMPLO 6 Trabajo realizado por un gas que se expande 


Una cantidad de gas con un volumen inicial de 1 pie 3 y una presion de 500 libras por pie 2 
se expande a un volumen de 2 pies 3 . Encontrar el trabajo realizado por el gas. (Asumir que 
la presion es inversamente proporcional al volumen.) 

Solucion Porque p = k/Vy p = 500 cuando V = 1, se tiene k = 500. Asi que, el trabajo 
es 


VP = 



= 500 In | V\ 


~2 
_ 1 


~ 346.6 libras-pies. 
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Ejercicios 


Fuerza constante En los ejercicios 1 a 4, determinar el trabajo 
realizado por la fuerza constante. 


1. Se levanta un saco de azucar de 100 libras 20 pies. 

2. Una grua levanta un automovil electrico de 3 500 libras a 
4 pies. 

3. Se requiere una fuerza de 1 12 newtons para deslizar un bloque 
de cemento 8 metros en un proyecto de construccion. 

4. La locomotora de un tren de carga arrastra sus vagones con 
una fuerza constante de 9 toneladas a una distancia de media 
milla. 


Ley de Hooke En los ejercicios 5 a 12, usar la ley de Hooke 

para determinar la fuerza variable en el problema del resorte o 

muelle. 

5. Una fuerza de 5 libras comprime un resorte de 15 pulgadas un 
total de 3 pulgadas. ^Cuanto trabajo se realiza al comprimir el 
resorte 7 pulgadas? 

6. ^Cuanto trabajo se realiza comprimiendo el resorte en el ejer- 
cicio 5 de una longitud de 10 pulgadas a una longitud de 6 
pulgadas? 

7. Una fuerza de 250 newtons estira un resorte 30 centlmetros. 
^Cuanto trabajo se realiza al estirar el resorte de 20 centlmetros 
a 50 centlmetros? 

8. Una fuerza de 800 newtons estira un resorte 70 centlmetros en 
un dispositivo mecanico para tensar postes. Encontrar el trabajo 
realizado al estirar el resorte los 70 centlmetros requeridos. 

9. Una fuerza de 20 libras estira un resorte 9 pulgadas en una 
maquina de ejercicio. Encontrar el trabajo realizado estirando 
el resorte 1 pie de su posicion natural. 

10. Una puerta de garaje abre hacia arriba con dos resortes, o mue- 
lles, uno en cada lado de la puerta. Se requiere una fuerza de 
15 libras para estirar cada resorte 1 pie. Debido al sistema de la 
polea, los resortes se estiran solo la rnitad de lo que recorre 
la puerta. La puerta se mueve un total de 8 pies y los resortes 
estan en su longitud natural cuando la puerta esta abierta. En- 
contrar el trabajo realizado por el par de resortes. 

11. Se requieren dieciocho libras-pies de trabajo para estirar un 
resorte 4 pulgadas de su posicion natural. Encontrar el trabajo 
requerido para estirar el resorte 3 pulgadas adicionales. 

12. Se requieren 7 y media libras-pies de trabajo para comprimir 
un resorte 2 pulgadas de su longitud natural. Encontrar el 
trabajo requerido para comprimir el resorte media pulgada 
adicional. 

13. Propulsion Despreciando la resistencia al aire y el peso del 
propulsor, determinar el trabajo realizado propulsando un satelite 
de cinco toneladas a una altura de 

a) 100 millas sobre la Tierra. 

b) 300 millas sobre la Tierra. 

14. Propulsion Usar la information en el ejercicio 13 para expresar 
el trabajo W del sistema de propulsion como una funcion de la 
altura h del satelite sobre la Tierra. Encontrar el llmite (si existe) 
de W cuando h se acerca al infinito. 


15. Propulsion Despreciando la resistencia al aire y el peso del 
propulsor, determinar el trabajo realizado propulsando un satelite 
de 10 toneladas a una altura de 

a) 1 1 000 millas sobre la Tierra. 

b) 22 000 millas sobre la Tierra. 

16. Propulsion Un modulo lunar pesa 1 2 toneladas en la superficie 
de la Tierra. ^Cuanto trabajo se realiza al propulsar el modulo 
en la superficie de la Luna a una altura de 50 millas? Considerar 
que el radio de la Luna es 1 100 millas y su fuerza de gravedad 
es un sexto que el de la Tierra. 

17. Bombeo de agua Un tanque rectangular con base de 4 pies por 
5 pies y una altura de 4 pies esta lleno de agua (ver la figura). 
El agua pesa 62.4 libras por pie 3 . ^Cuanto trabajo se realiza 
bombeando el agua encima del borde de la parte superior para 
vaciar, a) la mitad del tanque, b) todo el tanque? 



18. Parapensar Explicar por que la respuesta en ei apartado b) del 
ejercicio 17 no es igual al doble de la respuesta del apartado a). 

19. Bombeo de agua Un tanque cilmdrico para agua de 4 metros 
de alto con un radio de 2 metros esta colocado de manera que 
su techo esta 1 metro debajo del nivel del suelo (ver la figura). 
^Cuanto trabajo se realiza para bombear un tanque lleno de 
agua hasta el nivel del suelo? (El agua pesa 9 800 newtons por 
metro 3 .) 



Figura para 19 Figura para 20 


20. Bombeo de agua Suponer que el tanque en el ejercicio 19 se 
localiza en una torre, tal que el fondo del tanque este 10 metros 
sobre el nivel de un arroyo (ver la figura). ^Cuanto trabajo se 
realiza llenando el tanque a la mitad a traves de un orificio en 
el fondo, usando el agua del arroyo? 

21. Bombeo de agua Un tanque abierto tiene la forma de un cono 
circular recto (ver la figura). El tanque es de 8 pies de diametro 
en su parte superior y 6 pies de altura. ^Cuanto trabajo se realiza 
vaciando el tanque bombeando el agua por arriba? 
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Figura para 21 Figura para 24 


22. Bombeo de agua Si el agua se bombea desde el fondo del 
tanque en el ejercicio 21, ^cuanto trabajo se realiza para llenar 
el tanque 

a) a una profundidad de 2 pies? 

b ) de una profundidad de 4 pies a una profundidad de 6 pies? 

23. Bombeo de agua Un tanque tiene la forma de la mitad superior 
de una esfera de 6 pies de radio. ^Cuanto trabajo se requiere para 
llenar el tanque de agua a traves de un orificio en la base si la 
fuente de agua esta en la base? 

24. Bombeo de combustible diesel Un tanque de combustible 
de un camion tiene las dimensiones (en pies) mostradas en la 
figura. Asumir que un motor esta aproximadamente 3 pies por 
encima del tanque de combustible y ese combustible de diesel 
pesa aproximadamente 53.1 libras por pie 3 . Encontrar el trabajo 
realizado por la bomba de combustible levantando un tanque 
lleno de combustible al nivel del motor. 

Bombeo de gasolina En los ejercicios 25 y 26, encontrar el tra- 
bajo realizado al bombear gasolina que pesa 42 libras por pie 3 . 
{Sugerencia: Evaluar una integral por una formula geometrica y 
la otra observando que el integrando es una funcion impar.) 

25. Un tanque de gasolina cilmdrico de 3 pies de diametro y 4 pies 
de largo se lleva en la parte de atras de un camion y se usa para 
alimentar los tractores. El eje del tanque es horizontal. ^Cuanto 
trabajo es necesario para bombear todo su contenido en un tractor 
si la abertura del deposito de este se encuentra 5 pies por encima 
del punto mas alto del deposito? 

26. La parte superior de un tanque de almacenamiento cilmdrico 
para gasolina en una estacion de servicio esta 4 pies por debajo 
del nivel del suelo. El eje del tanque es horizontal y su diametro 
y longitud son 5 y 12 pies, respectivamente. Encontrar el trabajo 
realizado al bombear su contenido a una altura de 3 pies sobre 
el nivel del suelo. 

Izado de una cadena En los ejercicios 27 a 30, considerar una 
cadena de 20 pies que pesa 3 libras por pie y que cuelga de un torno 
20 pies sobre el nivel del suelo. Encontrar el trabajo realizado por 
el torno al enrollar la cantidad cspecificada de cadena. 

27. Enrollar la cadena entera. 

28. Enrollar un tercio de la cadena. 

29. Ejecutar el torno hasta que el punto mas bajo de la cadena este 
a 10 pies del nivel del suelo. 

30. Enrollar la cadena entera con una carga de 500 libras atada a ella. 

Izando una cadena En los ejercicios 31 y 32, considerar una 
cadena colgante de 15 pies que pesa 3 libras por pie. Encontrar 
el trabajo realizado izando la cadena verticalmente a la position 
indicada. 


31. Tomar el punto mas bajo de la cadena y levantarlo a 15 pies 
del nivel, dejando la cadena doblada y colgando verticalmente 
todavla (ver la figura). 


y 



32. Repetir el ejercicio 3 1 que levanta el punto mas bajo de la cadena 
a 12 pies del nivel. 


Desarrollo de conceptos 


33. Enunciar la definition de trabajo hecho por una fuerza cons- 
tante. 

34. Enunciar la definition de trabajo hecho por una fuerza va- 
riable. 

35. ,?,Cual de los siguientes requiere mas trabajo? Explicar la razon. 

a) Una caja de libros de 60 libras es levantada 3 pies. 

b ) Una caja de libros de 60 libras es sostenida 3 pies en el 
aire por dos minutos. 


Para discusion 


36. Las graficas muestran la fuerza F t (en libras) requeridas para 
mover un objeto 9 pies a lo largo del eje x. Ordenar las funcio- 
nes de fuerza desde la que da menos trabajo a la que da mas 
trabajo, sin realizar algun calculo. Explicar el razonamiento. 

a) F b) f 



37. Verificar la respuesta para el ejercicio 36 calculando el trabajo 
para cada funcion de fuerza. 

38. Grua de demolicion Considerar una grua de demolition con 
una bola de 50 libras suspendida 40 pies de un cable que pesa 
2 libras por pie. 

a) Encontrar el trabajo requerido para enrollar 1 5 pies del aparato. 

b ) Encontrar el trabajo requerido para enrollar todos los 40 
pies del aparato. 
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Ley de Boyle En los ejercicios 39 y 40, encontrar el trabajo realiza- 
do por el gas para el volumen y presion dados. Asumir que la presion 
es inversamente proporcional al volumen. (Ver ejemplo 6.) 

39. Una cantidad de gas con un volumen inicial de 2 pies 3 y una 
presion de 1 000 libras por pie 2 se expande hasta ocupar un 
volumen de 3 pies 3 . 

40. Una cantidad de gas con un volumen inicial de 1 pie 3 y una 
presion de 2 500 libras por pie 2 se expande hasta ocupar un 
volumen de 3 pies 3 . 

41. Fuerza electrica Dos electrones se repelen con una fuer- 
za que es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia 
entre ellos. Un electron esta en reposo en el punto (2, 4). En- 
contrar el trabajo realizado para mover el segundo electron de 
(-2, 4) a (1,4). 

42. Modelo matematico El cilindro hidraulico de una aserradora 
tiene 4 pulgadas de diametro y un golpe de 2 pies. La bomba 
hidraulica crea una presion maxima de 2 000 libras por pulgada 2 . 
Por consiguiente, la fuerza maxima creada por el cilindro es 
2 000 (tt 2 2 ) = 8 OOOir libras. 

a ) Encontrar el trabajo realizado en una extension del cilindro 
dado que requiere la maxima fuerza. 

b) La fuerza ejercida para serrar una pieza de madera es varia- 
ble. Las medidas de la fuerza obtenidas cuando una pieza 
de madera es serrada se muestra en la tabla. La variable x 
mide la extension del cilindro en pies, y F es la fuerza en 
libras. Usar la regia de Simpson para aproximar el trabajo 
realizado para serrar la pieza de madera. 


PR0YECT0 DE TRABAJO 


Energfa de la marea 

Las plantas de produccion de energfa electrica a partir de la “energfa 
de marea”, tienen una presa que separa una bahfa del mar. La energfa 
electrica se produce por el flujo y reflujo del agua entre la bahfa y el 
mar. La cantidad de “energfa natural” producida depende del volumen 
de la bahfa y del tango de la marea, que es la distancia vertical entre 
las mareas alta y baja. (Algunas bahfas naturales tienen rangos de 
marea de mas de 15 pies; la Bahfa de Fundy en Nueva Escocia tiene 
un rango de marea de 53 pies.) 


y 



a) Considerar una bahfa con una base rectangular, como se muestra 
en la figura. La bahfa tiene un rango de marea de 25 pies, con 
marea baja que corresponde a y = 0. ^Cuanta agua contiene la 
bahfa cuando hay marea alta? 


X 

0 

1 

2 

1 

4 

5 

2 


3 

3 

3 

3 


Fix) 

0 

20 000 

22 000 

15 000 

10 000 

5 000 

0 


Tabla para 426 

c) Usar las capacidades de la regresion de una calculadora 
para encontrar un modelo polinomico de cuarto grado para 
los datos. Trazar los datos y representar el modelo. 

d) Usar el modelo en el apartado c) para aproximar la extension 
del cilindro cuando la fuerza es maxima. 

e) Usar el modelo en el apartado c) para aproximar el trabajo 
realizado serrando la pieza de madera. 

^ Prensa hidraulica En los ejercicios 43 a 46, usar las capacidades 
de la integration de una herramienta de graficacion para aproxi- 
mar el trabajo realizado por una prensa en un proceso industrial. 
Un modelo para la fuerza variable F (en libras) y la distancia x 
(en pies) del desplazamiento de la prensa. 



Fuerza 

Intervalo 

43. 

F[x) = 1 000 [1.8 - ln(x + 1)] 

0 < * < 5 

44. 

e* 2 — 1 
= 100 

0 < * < 4 

45. 

Fix) = 100*7125 - v 3 

0 < * < 5 

46. 

F)x) = 1 000 senh * 

0 < * < 2 


b) La cantidad de energfa producida durante el llenado (o el vaciado) 
de la bahfa es proporcional a la cantidad de trabajo requerido 
para llenar (o vaciar) la bahfa. ^Cuanto trabajo es necesario para 
llenar la bahfa con agua del mar? (Usar una densidad de agua de 
mar de 64 libras/pie 3 .) 



La Bahfa de Fundy en Nueva Escocia tiene un rango de marea extremo, 
como se manifiesta en las fotograffas muy contrastantes. 

PARA MAYOR INFORMACION Para mas informacion en torno 
al poder de la marea, vease el artfculo "LaRance: Six Years of Opera- 
ting a Tidal Power Plant in France”, de J. Cotillon en el Water Power 
Magazine. 
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Momentos, centros de masa y centroides 

■ Entender la definicion de masa. 

■ Encontrar el centro de masa en un sistema unidimensional. 

■ Encontrar el centro de masa en un sistema bidimensional. 

■ Localizar el centro de masa de una lamina plana. 

■ Usar el teorema de Pappus para encontrar el volumen de un solido de revolucion. 


Masa 

En esta seccion se estudiaran varias aplicaciones importantes de la integracion que se 
relacionan con la masa. La masa es una medida de la resistencia de un cuerpo al cambiar 
su estado de movimiento, y es independiente del sistema gravitatorio particular en que el 
cuerpo se encuentre. Sin embargo, porque tantas aplicaciones que involucran la masa ocurren 
en la superficie de la Tierra, la masa de un objeto a veces es identificada con su peso. Esto 
no es tecnicamente correcto. El peso es un tipo de fuerza y como tal es dependiente de la 
gravedad. La fuerza y la masa estan relacionadas por la ecuacion 

Fuerza = (masa)(aceleracion). 

La tabla lista algunas medidas de masa y fuerza, junto con sus factores de conversion. 


Sistema 
de medida 

Medida 
de masa 

Medida de fuerza 

Estados Unidos 

Slug 

Libra = (slug) (pies/s 2 ) 

Internacional 

Kilogramo 

Newton = (kilogramo)(m/s 2 ) 

C-G-S 

Gramo 

Dina = (gramo)(cm/s 2 ) 

Conversion: 

1 libra = 4.448 newtons 
1 newton = 0.2248 libras 
1 dina = 0.000002248 libras 
1 dina = 0.00001 newton 

1 slug = 14.59 kilogramos 
1 kilogramo = 0.06852 slug 
1 gramo = 0.00006852 slug 
1 pie = 0.3048 metro 


EJEMPLO I Masa en la superficie de laTierra 

Encontrar la masa (en slugs) de un objeto cuyo peso al nivel del mar es 1 libra. 
Solucion Usando 32 pies/s 2 como la aceleracion debida a la gravedad produce 


Masa = 


fuerza 

aceleracion 


1 libra 

32 pies/s 2 


= 0.03125 


libras 

pies/s 2 


= 0.03125 slug. 


Fuerza = (masa)(aceleracion). 


Porque muchas aplicaciones que involucran la masa ocurren en la superficie de la Tierra, 
esta cantidad de masa se llama libra masa. 




SECCION 7.6 Momentos, centres de masa y centroides 


499 



2 m ►+« 2 m 


El columpio se equilibra cuando los 
momentos a la derecha y a la izquierda son 
iguales 

Figura 7.55 


Centro de masa de un sistema unidimensional 

Ahora se consideraran dos tipos de momentos de una masa, el momento respecto a un 
punto y el momento respecto a una recta. Para deftnir estos dos momentos, se supone 
una situacion ideal en la cual una masa m se concentra en un punto. Si x es la distancia entre 
este punto masa y otro punto P, el momento de m sobre el punto P es 

Momento = mx 

y x es la longitud del brazo del momento. 

El concepto de momento puede demostrarse por un columpio, como se muestra en la 
figura 7.55. Un nino de masa de 20 kilogramos se sienta 2 metros a la izquierda del punto 
de apoyo P, y un nino mas grande de masa 30 kilogramos se sienta 2 metros a la derecha de 
P. Por experiencia, se sabe que el columpio empezara a girar en el sentido de las manecillas 
del reloj, y bajara al nino mas grande. Esta rotation ocurre porque el momento producido 
por el nino a la izquierda es menor al momento producido por el nino a la derecha. 

Momento del nino de la izquierda = (20)(2) = 40 kilogramos-metro 
Momento del nino de la derecha = (30)(2) = 60 kilogramos-metro 

Para equilibrar el columpio, los dos momentos deben ser iguales. Por ejemplo, si el nino 
mas grande se moviera a una position de f metros del apoyo, el columpio se equilibrarfa, 
porque cada nino producirfa un momento de 40 kilogramos-metros. 

Para generalizar esto, se puede introducir una recta de coordenadas con el origen en el 
punto de apoyo, como se muestra en la figura 7.56. Suponer algunas masas localizadas en 
el eje x. La medida de la tendencia de este sistema a girar sobre el origen es el momento 
respecto al origen, y se define como la suma n de productos mpq. 

M 0 = m 1 x l + m 2 x 2 + • ■ • + m n x n 





X 


Si m l Xj + m 2 x 2 H f m lt x„ = 0, el sistema esta en equilibrio 

Figura 7.56 


Si M 0 es 0, se dice que el sistema esta en equilibrio. 

Para un sistema que no esta en equilibrio, el centro de masa se define como el punto 
x en el que hay que colocar el punto de apoyo para lograr el equilibrio. Si el sistema fuera 
trasladado 3c unidades, cada coordenada x t se volverfa (x ; — 3c ), y porque el momento del 
sistema trasladado serfa 0, se tiene 

n n n 

^ m I (x l - x) = ^ m i x i ~ E W U = 0. 

1=1 i = 1 i = 1 

Despejando para x produce 

momento del sistema 
respecto del origen 
masa total del sistema 

!=1 

Si m l x 1 + m 2 x 2 H b m n x n = 0 el sistema esta en equilibrio. 
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Aplicaciones de la integral 


MOMENTOS Y CENTROS DE MASA: SISTEMA UNIDIMENSIONAL 

Sean las masas puntuales m l m 2 , . . . , m n localizada en x x , x 2 , ■ ■ ■ , x n . 

1. El momento respecto del origen es M 0 = m l x l + rn 2 x 2 + . . . + m n x n . 

— M 

2. El centro de masa es x = — 2 donde in = m, + m 2 + . . . + es la masa total 

m 12 n 

del sistema. 


EJEMPLO 2 Centro de masa de un sistema lineal 

Encontrar el centro de masa del sistema lineal mostrado en la ftgura 7.57. 


<To> 


+ 


+ 


-5 


-4 -3 

Figura 7.57 


-2 




-1 


rru 

4 


Solution El momento sobre el origen es 

M 0 = in |X, + m 2 x 2 + m 3 x 3 + m A x A 
= 10(— 5) + 15(0) + 5(4) + 10(7) 

= -50 + 0 4- 20 + 70 
= 40. 

Porque la masa total del sistema es m = 10 + 15 + 5+ 10 = 40, el centro de masa es 

_ = Mo = 40 = j 
m 40 

En el ejemplo 2, ^donde se debe localizar el apoyo para que las masas puntuales queden en 
equilibrio? ■ 

En lugar de definir el momento de una masa, se podrfa definir el momento de una 
fuerza. En este contexto, el centro de masa se llama el centro de gravedad. Suponer que 
un sistema de masas puntuales wq, m 2 , . . . , m n , se localizan en jq, x 2 , . . . , x n . Entonces, 
porque la fuerza = (masa)(aceleracion), la fuerza total del sistema es 

F = m\Ci + m 2 a + • ■ ■ + m n a 
= ma. 


El momento de torsion respecto al origen es 

T 0 = (m x a)x\ + ( m 2 a)x 2 + • ■ • + ( m n a)x n 
= M 0 a 


y el centro de gravedad es 


Zo _ M 0 a _ Mq 
F ma m 


As! que el centro de gravedad y el centro de masa tienen la misma localization. 
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Centro de masa de un sistema bidimensional 


y (x 2 , y 2 ) Se puede extender el concepto de momento a dos dimensiones considerando un sistema de 



”<$) 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

masas localizado en el piano xy en los puntos (x , , Vj), (x 2 , y 2 ), ■ ■ ■ , (x n , y n ) como se muestra en 
la figura 7.58. En lugar de definir un solo momento (con respecto al origen), dos momentos 
son definidos: uno con respecto al eje x y otro con respecto al eje y. 

1 

1 

1 

1 

/©A 

MOMENTOS Y CENTRO DE MASA: SISTEMA BIDIMENSIONAL 


Xy 

Sean las masas puntuales m v m 2 , . . . , m„, localizadas en (x v Vj), (x 2 , y 0 ), . . . , 

yJ- 

©V 

( \<y n ) 

(Wt) 


En un sistema bidimensional, hay un 
momento sobre el eje M , y un momento 

1. El momento respecto al e jey es M y = tn l x l + m 2 x 2 + . . . 4- m H x n . 

2. El momento respecto al eje x es M x = m l y l + myy 2 + . . . + m n y n . 

sobre el eje x, M x 

Figura 7.58 


3. El centro de masa (x,y) (o centro de gravedad) es 

M y M 

x = — y y = — 

m m 



donde m = m l + m 2 + ... + m n es la masa total del sistema. 


El momento de un sistema de masas en el piano puede tomarse respecto de cualquier 
recta horizontal o vertical. En general, el momento sobre una recta es la suma del producto 
de las masas y las distancias dirigidas de los puntos a la recta. 

Momento = m l (y 1 — b) + m 2 (y 2 ~ b) + ■ ■ ■ + m n (y n — b) Recta horizontal y = b. 
Momento = m l (x l — a) + m 2 (x 2 — Cl) + ■ ■ ■ + m n (x n — a) Recta vertical x = a. 


m^ = 2 

® 

(-5, 3) 


(0, 0) 


3 -- 
2 — 
1 -- 


1 — I — t — ! — MitR — t — I — h 
12 3 4 

m. = 6 

® 

(3,-2) 


m 4 = 9 

© 

(4, 2) 


-5 -4 -3 -2 -1 


EJEMPLO 3 Centro de masa de un sistema bidimensional 

Encontrar el centra de masa de un sistema de masas puntuales m 1 = 6, m 2 = 3, »t 3 = 2 y 
m 4 = 9, localizados en 

(3, -2), (0, 0), (-5, 3) y (4, 2) 

como se muestra en la figura 7.59. 

Solucion 


Figura 7.59 


m = 6 +3 +2 +9 =20 

M v = 6(3) + 3(0) + 2( — 5) + 9(4) = 44 

M x = 6(— 2) + 3(0) + 2(3) + 9(2) = 12 


Masa. 

Momento sobre el eje y. 
Momento sobre el eje x. 


Asr, 


My _ 44 _ n 
m 20 5 


y 


M x _n_3 

m 20 5 


y asi el centra de masa es (y, 
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Centro de masa de una lamina plana 


(x, y) (x, y) 



Se puede pensar en el centra de masa (x, y) 
de una lamina como su punto de equilibrio. 
Para una lamina circular, el centra de masa 
es el centra del rirculo. Para una lamina 
rectangular, el centro de masa es el centra 
del rectangulo 
Figura 7.60 


Hasta ahora en esta section se ha asumido que la masa total de un sistema esta distribuida en 
puntos discretos en un piano o en una recta. Ahora se considera una lamina plana delgada, 
de material con densidad constante llamada lamina plana (ver la figura 7.60). La densidad 
es una medida de masa por unidad de volumen, como g/ cm 3 . Sin embargo, se considera que 
la densidad es una medida de masa por unidad de area para las laminas planas. La densidad 
es denotada por p, escrita en letra minuscula griega rho. 

Considerar una lamina plana irregularmente formada de densidad uniforme p, limitada 
por las graficas de y = fix), y = g(x) y « < x < b, como se muestra en la figura 7.61. La 
masa de esta region esta dada por 

m = (densidad) (area) 

= P f [/(*) - #(■*)] dx 

Ja 

= pA 

donde A es el area de la region. Para encontrar el centro de masa de esta lamina, divida el 
intervalo [a, b] en n subintervalos de anchura igual Ax. Sea x ; el centro del /-esimo subin- 
tervalo. Se puede aproximar la portion de la lamina que queda en el /-esimo subintervalo 
por un rectangulo cuya altura es h = /(x ; ) — g(x t ). Porque la densidad del rectangulo es p, 
su masa es 


y 



Lamina plana de densidad uniforme p 

Figura 7.61 


m t = (densidad) (area) 

= P lfixj) ~ g(Xj)] Ax.' 

Dencidad Altura Ancho 


Ahora, considerando esta masa localizada en el centro (x„ y ; ) del rectangulo, la distancia diri- 
gida del eje x a (x ; , y t ) es y ( = [/(x ; ) + g(x,)]/ 2. Asl, el momento de m t respecto del eje x es 

Momento = (masa) (distancia) 


= m i y i 

= p[/(a) - p(l)] 


' fix,) + g(L-) ~ 
2 


A1 sumar los momentos y tomar el limite cuando n co hace pensar en las definiciones 
siguientes. 


MOMENTOS Y CENTRO DE MASA DE UNA LAMINA PLANA 

Sea / y g funciones continuas tal que /(x) > g(x) en [a, b ], y considerar la lamina 
plana de densidad uniforme p limitada por las graficas 

y = fix), y = g(x) y a < x < b. 

1. Los momentos respecto al eje x y y son 

Ja 

M y = p\ x[f(x) - g(x)\ dx. 

Ja 

_ M M 

2. El centro de masa (x , y ) esta dado por x = — y v = — , donde 

m m 

m = p f % [f{x) — g(x)] dx es la masa de la lamina. 


fix) + gUj 


lf(x) - g(x)] dx 
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y 


f{x) = 4 - X 2 



- 2-1 12 


Figura 7.62 



X 


El centre de masa es el punto de equilibrio 

Figura 7.63 


EJEMPLO 4 Centro de masa de una lamina plana 

Encontrar el centra de masa de la lamina de densidad uniforme p acotada por la grafica de 
/(x ) = 4 — x 2 y el eje x. 


Solucion Porque el centra de masa esta situado en el eje de simetrfa, se sabe que x = 0. 
Es mas, la masa de la lamina es 


m 


(4 — x 2 ) dx 


4x 



32 p 
3 


Para encontrar el momento respecto del eje x, poner un rectangulo representative en la region, 
como se muestra en la figura 7.62. La distancia del eje x al centra de este rectangulo es 

= /(x) _ 4 - x 2 
y ‘ 2 2 


Porque la masa del rectangulo representative es 
p/(x) Ax = p(4 — x 2 ) Ax 
se tiene 


M x = P 

= P 
2 


(4 


x 2 ) dx 


(16 — 8x 2 + x 4 ) dx 


16x- — + y 


J— 2 


256 p 
15 


y y esta dada por 

_ = M* = 256p/15 = 8 
- V m 32p/3 5 ’ 


Asi, el centro de masa (o punto de equilibrio) de la lamina es (0, !), como se muestra en la 
figura 7.63. 

La densidad p en el ejemplo 4 es un factor comun a los momentos y a la masa, por 
lo que se cancela y no aparecen las coordenadas del centro de masa. Asf que, el centro de 
masa de una lamina de densidad uniforme solo depende de la forma de la lamina y no de su 
densidad. Por esta razon, el punto 

(x , y ) Centro de masa o centroide. 

a veces se llama el centro de masa de una region en el piano, o centroide de la region. En 
otros terminos, para encontrar el centroide de una region en el piano, se asume simplemente 
que la region tiene una densidad constante de p = 1 y se calcula el centro correspondiente 
de masa. 
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EJEMPLO 5 Centroide de una region plana 


y 



EXPLORACION 

Cortar una forma irregular de una 

pieza de carton. 

a) Sostener un lapiz verticalmente 
y mover el objeto sobre el punto 
del lapiz hasta localizar el cen- 
troide. 

b ) Dividir el objeto en elemen- 
tos representativos. Hacer las 
medidas necesarias y aproximar 
numericamente el centroide. 
Comparar sus resultados con el 
resultado del apartado a). 


Encontrar el centroide de la region limitada por las graficas de /(x ) = 4 — x 2 y 
g(x) = x + 2. 


Solucion Las dos graficas se cortan en los puntos (—2, 0) y (1, 3), como se muestra en la 
figura 7.64. Asl, el area de la region es 


i: 


A = | [fix) - g(x)] dx = J (2 - x - x 2 ) dx = |. 


El centroide (x , y) de la region tiene las coordenadas siguientes. 

if 1 2 

x = — x[(4 — x 2 ) — (x + 2)] dx = — (—x 3 — x 2 4- 2x) dx 


A 
2 
9 

J_ 

A 

2/1 

9 \2 

9 
1 
9 


v 4 v 3 

A A. 2 

1 r 


-2 


1 

2 - 2 

(4 — x 2 ) + (x + 2) 


[(4 — x 2 ) — (x + 2)] dx 


(—x 2 + x + 6)(— x 2 — x + 2) dx 


(x 4 — 9x 2 — 4x + 12) dx 


— — 3x 3 — 2x 2 + 12x 


i 

-2 


12 

5 ' 


Asl, el centroide de la region es (x , y ) = (— h, ¥)■ 

Para las regiones planas simples, se pueden encontrar los centroides sin recurrir a la 
integracion. 


EJEMPLO 6 Centroide de una region plana simple 



Encontrar el centroide de la region mostrada en la figura 7.65a). 


Solucion Sobreponiendo un sistema de coordenadas en la region, como se muestra en la 
figura 7.65 b), se pueden localizar los centroides de los tres rectangulos en 



y (5, i). 


a) Region original 

y 

3 -- 


2 — 
1 -- 



(U 


+ 


(5, 1) 
— P — 


1 2 3 4 5 

b) El centroide de tres rectangulos 

Figura 7.65 


6 


X 


Usando estos tres puntos, se puede encontrar el centroide de la region. 

A = region del area =3 + 3 + 4 
_ (1/2) (3) + (5/2)(3) + (5)(4) 

A 10 

_ (3/2)(3) + (l/2)(3) + (1)(4) 

• v = io 

Asf, el centroide de la region es (2.9, 1). 

MiMOM En el ejemplo 6, notar que (2.9, 1) no es promedio de (i,|), (l,l) y (5, 1 ). ■ 


= 10 

29 

= To = 2 ' 9 

■ = 1°=1 
10 
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L 



El volumen V es 2tt rA, donde A es el area 
de la region R 

Figura 7.66 


EXPLORACION 

Usar el metodo de las capas para 
mostrar que el volumen del tore esta 
dado por 



Evaluar esta integral usando calcu- 
ladora. ^Coincide la respuesta con la 
del ejemplo 7? 


Teorema de Pappus 

El ultimo tema en esta seccion es un teorema util acreditado a Pappus de Alejandria (ca. 300 
d.C.), matematico griego, cuya Mathematical Collection en ocho volumenes es un registro 
de la matematica griega clasica. La prueba de este teorema se da en la seccion 14.4. 


TEOREMA 7.1 EL TEOREMA DE PAPPUS 

Sea R una region en un piano y sea L una recta en el mismo piano tal que L no inter- 
seca el interior de R, como se muestra en la figura 7.66. Si r es la distancia entre el 
centroide de R y la recta, entonces el volumen V del solido de revolucion formado al 
girar R sobre la recta es 

V = 2tt rA 

donde A es el area de R. (Observar que 2 irr es la distancia recorrida por el centroide 
cuando la region gira en torno a la recta.) 


El teorema de Pappus puede usarse para encontrar el volumen de un toro, como se 
muestra en el ejemplo siguiente. Recordar que un toro es un solido en forma de rosquilla 
formado al girar una region circular alrededor una recta que queda en el mismo piano como 
el circulo (pero no corta el circulo). 

EJEMPLO 7 Encontrar el volumen por el teorema de Pappus 

Encontrar el volumen del toro que se muestra en la figura 7.67 a que es formado al girar la 
region circular limitada por 

(;c — 2) 1 + y 2 = 1 

alrededor del eje y, como se muestra en la figura 7.61b. 



Toro 


a) 

Figura 7.67 


y 



Solution En la figura 7.67 b se puede ver que el centroide de la region circular es (2, 0). 
Asf, la distancia entre el centroide y el eje de revolucion es r = 2. Dado que el area de la 
region circular es A = tt, el volumen del toro es 

V = 2tc rA 
= 2tt(2)(tt) 

= 4tt 2 
« 39.5. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, encontrar el centro de masa de la masa 
puntual situado en el eje x. 


1. m l = 7, m 2 = 3, m 3 = 5 
x 1 = — 5,x 2 = 1, x 3 = 3 

2. m 1 = 7, m 2 = 4, m 3 = 3, m 4 = 8 
x l = — 3, x 2 = — 2, x 3 = 5, x 4 = 4 

3. m l = l,m 2 = 1, m 3 = 1, m 4 = 1, m 5 = 1 
x x = 7, x 2 = 8, x 3 = 12, x 4 = 15, x 5 = 18 

4 . mj = 12, = 1 , m 3 = 6, m 4 = 3, m 5 = 11 

x x = — 6, x 2 = — 4, x 3 = — 2, x 4 = 0, x 5 = 8 

5. Razonamiento grafico 

a) Trasladar cada masa del punto en el ejercicio 3 a las cinco 
unidades a la derecha y determinar el centro resultante de 
masa. 

b) Trasladar a la izquierda tres unidades cada masa del 
punto en el ejercicio 4 y determinar el centro de masa 
resultante. 

6. Conjetura Usar el resultado del ejercicio 5 para hacer una 
conjetura sobre el cambio en el centro de masa que resulta cuando 
cada masa del punto se traslada k unidades horizontalmente. 


Problemas de estatica En los ejercicios 7 y 8, considerar una viga 
de longitud L con un apoyo a x pies de un extremo (ver la figura). 
Se colocan los objetos con pesos Wj y W 2 en los extremos opuestos 
de la viga. Encontrar x tal que el sistema este en equilibrio. 



7. 

8 . 


Dos ninos que pesan 48 libras y 72 libras van a jugar en un 
columpio que tiene 10 pies de largo. 


Para mover una roca de 600 libras, una persona que pesa 200 
libras quiere balancearla con una viga que tiene 5 pies de lon- 
gitud. 


En los ejercicios 9 a 12, encontrar el centro de masa del sistema 
de las masas puntuales dado. 




En los ejercicios 13 a 26, encontrar M x , M y y (x , y ) para las la- 
minas de densidad uniforme p acotadas por las graficas de las 
ecuaciones. 

13. y = \x, y = 0, x = 2 14. y = — x + 3, y = 0, x = 0 

15. y = s/x, y = 0, x = 4 16. y = yx 2 , y = 0, x = 3 

17. y = x 2 , y = x 3 

18. y = Vx, y = 

19. y = —x 2 + 4x + 2, y = x + 2 

20. y = y/x + 1 , y = 3 x + 1 

21. y = x 2/3 , y = 0, x = 8 

22. y = x 2 / 3 , y = 4 

23. x = 4 — y 2 , x = 0 

24. x = 2y — y 2 , x = 0 

25. x = — y, x = 2y — y 2 

26. x = y + 2, x = y 2 

En los ejercicios 27 a 30, formular y evaluar las integrales 
para encontrar el area y los momentos sobre los ejes x y y para 
la region acotada por las graficas de las ecuaciones. (Asumir 
P= 1.) 

27. y = x 2 , y = 2x 

28. y = — , y = 0, 1 <x<4 

29. y = 2x + 4, y = 0, 0 < x < 3 

30. y = x 2 - 4, y = 0 

En los ejercicios 31 a 34, usar una herramienta de graficacion para 
hacer la graflca de la region acotada por las graficas de las ecua- 
ciones. Usar las capacidades de integracion de una herramienta 
de graficacion para aproximar el centroide de la region. 

31. y = l(Wl25 - x 3 , y = 0 

32. y = xe - */ 2 , y = 0, x = 0, x = 4 

33. Section prefabricada de un edificio. 
y = 5 .3/400 - x 2 , y = 0 

34. Bruja de Agnesi. 

y — ~r^ — 7 , y = 0, x = — 2, x = 2 
3 x 2 + 4 * 
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En los ejercicios 35 a 40, encontrar y/o verificar el centroide de 
la region comun usada en ingenieria. 


35. Tridngulo Mostrar que el centroide del triangulo con vertices 
(~a, 0), (a, 0) y (b, c ) es el punto de interseccion de las medianas 
(ver la figura). 




36. Paralelogramo Mostrar que el centroide del paralelogramo 
con vertices (0, 0), (a, 0), ( b , c) y (a + b , c) es el punto de 
interseccion de las diagonales (ver la figura). 

37. Trapecio Encontrar el centroide del trapecio con vertices (0, 0), 
(0, a), (c, b ) y (c, 0). Mostrar que es la interseccion de la recta 
que conecta los puntos medios de los lados paralelos y la rec- 
ta que conecta los lados paralelos extendidos, como se muestra 
en la figura. 

y y 




38. Semicirculo Encontrar el centroide de la region acotada por 

las graficas de y = — .v 2 y y = 0 (ver la figura). 

39. Semielipse Encontrar el centroide de la region acotada por las 

graficas de y = — Ja 2 — x 2 y y = 0 (ver la figura). 
a 


41. Razonamiento grafico Considerar la region acotada por las 

graficas de y = x 2 y y = b, donde b > 0. 

a) Dibujar una grafica de la region. 

b) Usar la grafica del apartado a) para determinar x. Ex- 
plicar. 

c) Formular la integral para encontrar M . Debido a la forma 
del integrando, el valor de la integral puede obtenerse sin 
integrar. ^,Cual es la forma del integrando y cual es el valor 
de la integral? Comparar con el resultado del apartado b). 

b 

d) Usar la grafica del apartado a) para determinar si y > — o 
y < — . Explicar. 

e ) Usar la integracion para verificar la respuesta en el aparta- 
do d). 

42. Razonamiento grafico y numerico Considerar la region 

acotada por las graficas de y = x 2n y = b, donde b > 0 y n es un 

entero positivo. 

a) Formular la integral para encontrar M . Debido a la forma 
del integrando, el valor de la integral puede obtenerse sin 
integrar. ^,Cual es la forma del integrando y cual es el valor 
de la integral? Comparar con el resultado b). 

b _ b 

b) ^Es y > ~ o y < -? Explicar. 

c) Usar integracion para encontrar y como una funcion de n. 

d) Usar el resultado del apartado c ) para completar la tabla. 


n 

l 

2 

3 

4 

y 






e) Encontrar limy. 

n—yoo 

f) Dar una explicacion geometrica del resultado en el apar- 
tado e). 

43. Modelado matem&tico Un fabricante de ventanas para ca- 
mionetas modificadas necesita calcular el centre de masa. Para 
lo cual sobrepone un sistema de coordenadas en un prototipo 
del vidrio (ver la figura). Las medidas (en centimetres) para la 
mitad derecha del pedazo simetrico de vidrio se muestran en 
la tabla. 


X 

0 

10 

20 

30 

40 

y 

30 

29 

26 

20 

0 


y y Region parabolica 




40. Region parabolica Encontrar el centroide de la region para- 
bolica mostrada en la figura. 


a) Usar la regia de Simpson para aproximar el centre de masa 
del vidrio. 

b ) Usar las capacidades de regresion de una calculadora para 
encontrar un modelo polinomico de cuarto grado para los 
datos. 

c) Usar las capacidades de integracion de una calculadora 
y el modelo para aproximar el centre de masa del vidrio. 
Comparar con el resultado del apartado a). 

y 


40 - 


- 


/ 10 - 


-40 -20 

20 40 
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44. Modelado matematico El fabricante de un barco necesita apro- 
ximar el centra de masa de una seccion del casco. Un sistema 
de coordenadas se sobrepone en un prototipo (ver la figura). Las 
medidas (en pies) para la mitad derecha del prototipo simetrico 
se listan en la tabla. 


X 

0 

0.5 

1.0 

1.5 

2 

l 

1.50 

1.45 

1.30 

0.99 

0 

d 

0.50 

0.48 

0.43 

0.33 

0 


a) Usar la regia de Simpson para aproximar el centra de masa 
de la seccion del cascaron. 

b) Usar las capacidades de la regresion en una calculadora 
para encontrar los modelos polinomicos de cuarto grado 
para ambas curvas mostradas en la figura. Trazar los datos 
y trazar la grafica de los modelos. 

c) Usar las capacidades de la integracion en una herramienta 
de graficacion y el modelo para aproximar el centro de 
masa de la seccion del cascaron. Comparar el resultado con 
el apartado a). 


y 



En los ejercicios 45 a 48, introducir un sistema de coordenadas 
apropiado y encontrar las coordenadas del centro de masa de la 
lamina plana. (La respuesta depende de la posicion del sistema 
de coordenadas elegido.) 



49. Encontrar el centro de masa de la lamina, del ejercicio 45 si la 
seccion circular tuviera el doble de la densidad de la cuadrada. 

50. Encontrar el centro de masa de la lamina del ejercicio 45 
si la seccion cuadrada tuviera el doble de la densidad de la 
circular. 


En los ejercicios 51 a 54, usar el teorema de Pappus para encontrar 

el volumen del solido de revolucion. 

51. El toro formado al girar el cfrculo(x — 5) 2 + y 2 = 16alrededordel 
ejey. 

52. El toro formado al girar el cfrculo x 2 + (y — 3) 2 = 4 alrededor del 
ejex. 

53. El solido formado al girar la region acotada por las graficas de 
y = x, y = 4 y x = 0 alrededor del eje x. 

54. El solido formado al girar la region acotada por las graficas de 
y = 2 Jx — 2, y = 0 y x = 6 alrededor del eje y. 


Desarrollo de conceptos 


55. Sea la masa puntual m v m 2 , . . . , m„, localizada en (jc, , yj 
(x 2 , y 2 ), ■ ■ ■ , (x n , y„). Definir el centro de masa (x , y ). 

56. (,Que es una lamina plana? Describir lo que significa el centro 
de masa (x , y ) de una lamina plana. 

57. Enumerar el teorema de Pappus. 


Para discusion 


58. El centroide de la region plana acotado por las graficas de 
y = f(x), y = 0, x = 0 y x = 1 es (§, n)- (,Es posible encon- 
trar el centroide de cada una de las regiones acotadas por las 
graficas de los siguientes conjuntos de ecuaciones? En ese 
caso, identificar el centroide y explicar la respuesta. 

a) y = f(x ) + 2, y = 2, x = 0 y x=l 

b) y = f(x — 2), y = 0, x = 2 y x = 3 

c) y = —fix), y = 0, x = 0 y x=l 

d) y = f{x), y = 0, x — — 1 y x=l 


En los ejercicios 59 y 60, usar el segundo teorema de Pappus el cual 
se enuncia a continuation. Si un segmento de una curva plana 
C se gira alrededor de un eje que no corta la curva (posiblemente 
excepto a sus puntos finales), el area S de la superficie de revolu- 
cion resultante esta dada por el producto de la longitud de C por 
la distancia d recorrida por el centroide de C. 

59. Una esfera se forma al girar la grafica de y = -Jr 2 — x 2 
alrededor del eje x. Usar la formula para el area de la super- 
ficie, S = Anr 2 , para encontrar el centroide del semicfrculo 
y = Jr 2 — x 2 . 

60. Un toro se forma al girar la grafica de (x — l) 2 + y 2 = 1 alrededor 
del eje y. Encontrar el area de la superficie del toro. 

61. Sea n S: 1 constante, y considerar la region acotada por 
f(x) = x", el ejexyx = 1 . Encontrar el centroide de esta region. 
Cuando n — > oo ^que aspecto tiene la region y donde esta su 
centroide? 


Preparacion del examen Putnam 


62. Sea V la region en el piano cartesiano que consiste en todos 
los puntos (x, y) satisfaciendo las condiciones simultaneas 
|x| £ y £ [x| + 3 y y £ 4. Encontrar el centroide (x, y) 
de V. 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 

© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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Presion y fuerza de un fluido 


Encontrar la presion y la fuerza de un fluido. 


Presion y fuerza de un fluido 

Los buceadores saben que mientras mas profundo se sumerge un objeto en un fluido, es 
mayor la presion sobre el objeto. La presion se define como la fuerza ejercida por unidad 
de area en la superficie de un cuerpo. Por ejemplo, para una columna de agua que tiene 
10 pies de altura y 1 pulg 2 pesa 4.3 libras, la presion del fluido ejercida a una profundidad 
de 10 pies de agua es 4.3/pulg 2 .* A 20 pies, esta aumentarfa a 8.6 libras/pulg 2 y en general 
la presion sera proporcional a la profundidad a la que este el objeto en el fluido. 



Blaise Pascal (1623-1662) 


DEFINICION DE PRESION DE FLUIDO 

La presion en un objeto a la profundidad h en un lfquido es 
Presion = P = wh 

donde w es la densidad de peso del lfquido por unidad de volumen. 


A continuacion se muestran varias densidades de peso de fluidos comunes en libras/pie 3 . 


Alcohol etflico 

49.4 

Gasolina 

41.0-43.0 

Glicerina 

78.6 

Keroseno 

51.2 

Mercurio 

849.0 

Agua de mar 

64.0 

Agua 

62.4 


Pascal es conocido por sus contribuciones 
a diversas areas de las matematicas y de la 
fisica, asi como por su influencia en Leibniz. 
Aunque buena parte de su obra en calculo 
fue intuitiva y carente del rigor exigible en 
las matematicas modernas, Pascal anticipo 
muchos resultados relevantes. 


Cuando se calcula la presion del fluido, se puede usar una importante (y sorprendente) 
ley ffsica llamada el principio de Pascal en honor del matematico frances Blaise Pascal. 
El principio de Pascal establece que la presion ejercida por un fluido a una profundidad h 
es exactamente igual en todas direcciones. Por ejemplo, en la figura 7.68, la presion a la 
profundidad indicada es la misma para los tres objetos. Como se da la presion del fluido en 
terminos de la fuerza por unidad de area (P = F/A), la fuerza del fluido en una superficie 
de area A sumergida horizontalmente es 


Fuerza del fluido = F = PA = (presion)(area). 




t 

h 

i 


La presion en h es la misma para los tres objetos 

Figura 7.68 


*La presion total en un objeto sumergido a 10 pies de agua tambien incluiria la presion debida 
a la atmdsfera de la Tierra. A! nivel del mar, la presion atmosferica es aproximadamente 14.7 
libras/pulg 2 . 
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EJEMPLO I Fuerza de un fluido sobre una lamina sumergida 



Encontrar la fuerza de un fluido sobre una lamina de metal rectangular que mide 3 pies por 
4 pies que es sumergida a 6 pies en el agua, como se muestra en la figura 7.69. 

Solucion Porque el peso por unidad de agua es 62.4 libras por pie 3 y la lamina se sumerge 
a 6 pies en el agua, la presion del fluido es 

P = (62.4) (6) P = wh 

= 374.4 libras por pie 2 

Porque el area total de la lamina es A = (3)(4) =12 pies 2 , la fuerza del fluido es 

F= PA = |^374.4 ^r)(12 pies 2 ) 

= 4 492.8 libras 


La fuerza del fluido sobre una lamina de 
metal horizontal es igual a la presion del 
fluido por el area de la lamina 

Figura 7.69 


y 

d- 
A y{ 



t 

h(y) 


Los metodos de calculo seran usados para 
encontrar la fuerza del fluido sobre una 
placa de metal vertical 

Figura 7.70 


Este resultado es independiente del recipiente del agua. La fuerza del fluido serfa la misma 
en una piscina que en un lago. 

En el ejemplo 1, debido a que la lamina es rectangular y horizontal no son necesarios 
los metodos de calculo para resolver el problema. Considerar una superficie que se sumerge 
verticalmente en un fluido. Este problema es mas diffcil porque la presion no es constante 
sobre la superficie. 

Suponer que una lamina vertical se sumerge en un fluido de peso w (por unidad de 
volumen), como se muestra en la figura 7.70. Para determinar la fuerza total ejercida sobre 
una cara entre la profundidad c y la profundidad d, se puede subdividir el intervalo [c, d] 
en n subintervalos, cada uno de anchura Ay. Luego, considerar el rectangulo representativo 
de anchura Ay y longitud L(y,), donde y ; esta en el i-esimo subintervalo. La fuerza ejercida 
contra este rectangulo representativo es 

A F> = w (profundidad) (area) 

= w/t(y,.)L(y i ) Ay. 

La fuerza sobre los n rectangulos es 

S A F i = wj?/z(y f )L(y,.) Ay. 

i= 1 i= 1 

Observar que se considera que w es constante y se factoriza fuera de la suma. Por consi- 
guiente, si el lfmite es ||A|| — > 0 (n — > oo), sugiere la definicion siguiente. 


DEFINICION DE FUERZA EJERCIDA POR UN FLUIDO 


La fuerza F ejercida por un fluido de peso-densidad constante w (por unidad de 
volumen) sobre una region plana vertical sumergida desde y = c hasta y = d es 


F = IX^WAy 


= w\ h(y)L(y) dy 


donde h(y) es la profundidad del fluido en y y L(y) es la longitud horizontal de la 
region en y. 
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EJEMPLO 2 Fuerza de un fluido en una superficie vertical 



Una compuerta de una presa vertical en un dique tiene la forma de un trapecio, con 8 pies 
en la parte superior y 6 pies en el fondo, con una altura de 5 pies, como se muestra en la 
figura 7.71a. yCual es la fuerza del fluido en la compuerta cuando la parte superior esta 
4 pies debajo de la superficie del agua? 

Solucion Formular un modelo matematico para este problema, tiene libertad para localizar 
los ejes x y y de maneras diferentes. Una sugerencia conveniente es tomar el eje y, bisecar 
la compuerta y poner el eje x en la superficie del agua, como se muestra en la figura 1 .lib. 
Asl, la profundidad del agua en y, en pies, es 

Profundidad = h (y) = —y. 


a) Compuerta de una presa 



Para encontrar la longitud L(y) de la region en y, localizar la ecuacion de la recta que 
forma el lado derecho de la compuerta. Porque esta recta atraviesa los puntos (3, —9) y 
(4, —4), su ecuacion es 


y - (-9) = 


(-9) 


(x - 3) 


4-3 
y + 9 = 5 (x - 3) 
y = 5x — 24 
v + 24 

En la figura 1.11b se puede observar que la longitud de la region en y es 


b ) La fuerza del fluido sobre la compuerta 

Figura 7.71 


Longitud = 2x 

= | (y + 24) 
= L{y). 


Por ultimo, integrando de y = —9a y = — 4 se puede calcular la fuerza del fluido para 
ser 


F=w\ h{y)L{y)dy 


= 62.4 | (~y)(jj(y + 24) dy 


= —62.4 ( — 


- - J 


(y 2 + 24y) dy 


jr + 


-- r 1675 


= 13 936 libras. 


En el ejemplo 2, el eje x coincidio con la superficie del agua. Esto es conveniente, pero 
arbitrario. A1 elegir un sistema de coordenadas para representar una situacion fisica, se deben con- 
siderar varias posibilidades. A menudo puede simplificar los calculos en un problema si localiza 
el sistema de coordenadas aprovechando las caracterfsticas especiales del problema, como la si- 
metrfa. ■ 
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7 — 
6 — 
5 — 



La fuerza del fluido en la ventana 

Figura 7.72 


10 



-2 


/ no es derivable en x = ±1 

Figura 7.73 


EJEMPLO 3 Fuerza de un fluido sobre una superficie vertical 

Una ventana circular para observation en un buque de investigation marina tiene un radio de 
1 pie, y el centra de la ventana esta a 8 pies de distancia del nivel del agua, como se muestra 
en la figura 7.72. yCual es la fuerza del fluido sobre la ventana? 


Solucion Para aprovechar la simetrfa, localizar un sistema de coordenadas tal que el origen 
coincida con el centra de la ventana, como se muestra en la figura 7.72. La profundidad en 
y es, entonces 

Profundidad = h(y) = 8 — y. 

La longitud horizontal de la ventana es 2x, y se puede usar la ecuacion para el tirculo, 
x 2 + y 2 = 1, y resolver para x como sigue. 

Longitud = 2x 

= 2 Vl - y 2 = L(y) 

Por ultimo, dado que el rango de y va de —1 a 1, y la densidad del agua de mar es de 
64 libras por pie 3 , se tiene 

F = h(y)L(y) dy 

= 64 J (8 -y)(2)JT=?dy. 


Inicialmente parece como si esta integral fuera diffcil de resolver. Sin embargo, si se divide 
la integral en dos partes y se aplica la simetrfa, la solucion es simple. 


F = 


64(16) 



y 2 dy 



— y 2 dy 


La segunda integral es 0 (porque el integrando es impar y los limites de integracion son 
simetricos al origen). Es mas, reconociendo que la primera integral representa el area de un 
semicfrculo de radio 1 , se obtiene 


F = 64(16)Q - 64 (2)(0) 

= 512t r 
~ l 608.5 libras 


Asf, la fuerza del fluido en la ventana es 1 608.5 libras. 


TECNOLOGIA Para confirmar el resultado obtenido en el ejemplo 3, se podrfa con- 
siderar la regia de Simpson para aproximar el valor de 

128^|" (8 — x) Vl — x 2 dx. 

De la grafica de 

f(x) = (8 — x)Vl ~ x 2 

sin embargo, se puede observar que/no es derivable cuando x = ± 1 (ver la figura 7.73). 
Esto significa que no se puede aplicar el teorema 4.19 de la seccion 4.6 para determinar 
el error potencial en la regia de Simpson. Sin conocer el error potencial, la aproximacion 
es de poca utilidad. Usar una calculadora para aproximar la integral. 
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Ejercicios 


Fuerza ejercida sobre una lamina sumergida En los ejercicios 1 
a 4, se da el area del lado superior de una lamina de metal. La 
lamina se sumerge horizontalmente a 5 pies del agua. Encontrar 
la fuerza del fluido en el lado de la parte superior. 

1. 3 pies 2 2. 16 pies 2 

3. 10 pies 2 4. 22 pies 2 

Fuerza de flotacion En los ejercicios 5 y 6, encontrar la fuerza 
de flotacion de un solido rectangular de las dimensiones dadas 
sumergido en el agua con su cara superior paralela a la superficie 
del agua. La fuerza de flotacion es la diferencia entre las fuerzas 
del fluido en la parte superior y los lados del fondo del solido. 

5. 6. 



Fuerza de un fluido sobre la pared de un tanque En los ejercicios 
7 a 12, encontrar la fuerza del fluido en el lado vertical del tanque 
donde las dimensiones se dan en pies. Asumir que el tanque esta 
lleno de agua. 


7. Rectangulo 


8. Triangulo 



9. Trapezoide 



H<— 2— >H 

11. Parabola, y = x 2 



10 . 


Semicirculo 



12. Semielipse 

y = — |V36 — 9 a' 2 



Fuerza de un fluido de agua En los ejercicios 13 a 16, encontrar 
la fuerza de un fluido en la placa vertical sumergida en agua donde 
las dimensiones se dan en metros y la densidad de peso del agua 
es 9 800 newtons por metro 3 . 

13. Cuadrado 14. Cuadrado 



15. Triangulo 


16. Rectangulo 




Fuerza ejercida en una estructura de concreto (hormigon) En los 
ejercicios 17 a 20, la figura es el lado vertical de una estructura de 
concreto vertido que pesa 140.7 libras/pie 3 . Determinar la fuerza 
en esta parte de la estructura de concreto. 



19. Rectangulo 20. Triangulo 



21. Fuerza ejercida por la gasolina Un tanque de gasolina cilin- 
drico esta colocado con su eje en posicion horizontal. Encontrar 
la fuerza del fluido sobre una de las paredes del tanque si este 
esta medio lleno, asumiendo que su diametro es de 3 pies y la 
gasolina pesa 42 libras/pie 3 . 
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22. Fuerza de fluido de la gasolina Repetir el ejercicio 21 para 
un tanque que esta lleno. (Evaluar una integral por una formula 
geometrica y el otro observando que el integrando es una funcion 
impar.) 

23. Fuerza de un fluido en una placa circular Una placa circular 
r pies es sumergida verticalmente en un tanque de un fluido que 
pesa w libras/pie 3 . El centra del cfrculo es k (k > r) pies debajo 
de la superficie del fluido. Mostrar que la fuerza del fluido en 
la superficie de la placa es 

F = wk(itr 2 ). 


24. 


(Evaluar una integral por una formula geometrica y el otro ob- 
servando que el integrando es una funcion impar.) 

Fuerza de un fluido en una placa circular Usar el resultado 
del ejercicio 23 para encontrar la fuerza de un fluido en una placa 
circular como se muestra en cada figura. Asumir que las placas 
estan en la pared de un tanque lleno de agua y las medidas estan 
dadas en pies. 



25. Fuerza de un fluido en una placa rectangular Una placa 
rectangular de altura li pies y base b se sumerge verticalmente en 
un tanque de fluido que pesa w libras por pie cubico. El centra 
esta k debajo de la superficie del fluido donde k > /t/2. Mostrar 
que la fuerza del fluido en la superficie de la placa es 

F = wkhb. 

26. Fuerza de un fluido en una placa rectangular Usar el resul- 
tado del ejercicio 25 para encontrar la fuerza de un fluido en 
una placa rectangular como se muestra en cada figura. Asumir 
que las placas estan en la pared de un tanque lleno de agua y las 
medidas estan dadas en pies. 

a) b ) 

t f 

4 6 


5 

10 


27. Portilla de un submarino Una portilla en un lado vertical de 
un submarino (sumergido en agua de mar) es un cuadrado de un 
pie de lado. Encontrar la fuerza del fluido en la portilla, asu- 
miendo que el centra del cuadrado esta 15 pies debajo de la 
superficie. 

28. Portilla de un submarino Repetir el ejercicio 27 para una 
portilla circular que tiene un diametro de un pie. El centra esta 
15 pies debajo de la superficie. 


29. 



Modelo matematico La popa vertical de un barco con un 
sistema de coordenadas sobrepuesto se ilustra en la figura. La 
tabla muestra la anchura w de la popa en los valores indicados 
de y. Encontrar la fuerza del fluido contra la popa si las medidas 
se dan en pies. 



0 

1 

2 

1 

3 

2 

2 

5 

2 

3 

7 

2 

4 

w 

0 

3 

5 

8 

9 

10 

10.25 

10.5 

10.5 


Nivel del agua y 


1 

// /- 

^\\r 

4- 

/ 

| yj 

-6 -4 -2 

2 1 4 * 6 


Compuerta de un canal de irrigacion La section transversal 
vertical de una compuerta de un canal de irrigacion es disenado 
por/(x) = 5x 2 /{x 2 + 4), donde xsemideen pies yx = Ocorres- 
ponden al centra del canal. Usar las capacidades de integration 
de una calculadora para aproximar la fuerza del fluido contra 
una compuerta vertical que detiene el flujo de agua si el agua 
esta a 3 pies de profundidad. 


! En los ejercicios 31 y 32, usar las capacidades de integracion en 
una calculadora para aproximar la fuerza de un fluido en la pla- 
ca vertical acotada por el eje x y la mitad superior de la grafica 
de la ecuacion. Asumir que la base de la placa esta 15 pies deba- 
jo de la superficie del agua. 


31. 


_|_ y2/3 = 42/3 


32. 


^ + l 

28 16 


Desarrollo de conceptos 


33. Para pensar Aproximar la profundidad del agua en el 
tanque en el ejercicio 7, si la fuerza del fluido es una mitad 
mas grande que cuando el tanque esta lleno. Explicar por 
que la respuesta no es §. 

34. a) Definir la presion del fluido. 

b) Definir la fuerza del fluido contra una region del piano 
vertical sumergida. 

35. Explicar por que la presion del fluido sobre una superficie 
se calcula usando rectangulos representatives horizontales 
en lugar de rectangulos representatives verticales. 


Para discusion 


36. Se colocan dos ventanas semicirculares identicas a la misma 
profundidad en la pared vertical de un acuario (ver la figura). 
^.Cual tiene la fuerza del fluido mayor? Explicar. 







Ejercicios de repaso 
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Ejercicios de repaso 


En los ejercicios 1 a 10, esquematizar la region acotada por las 
graficas de las ecuaciones, y determinar el area de la region. 


1. y 

2. y 

3. y 

4. x 

5. y 

6. x 

7. y 

8. y 

9. y 

10. X 


-x, y = 0, x = 1, x = 5 
xr 

y = 4, x = 5 


1 


y = 0 , x = — 1, x = l 


x 2 + r 
y 2 — 2 y, x = — 1 , y = 0 


x, y = Jt 3 

y 2 + 1, x = y + 3 

e*, y = e 2 , x — 0 

esc x, y = 2 (una region) 

77 577 

sen x, v = cos x, — < x < — — 

4 4 


1 77 7n 

cos v, I = 7 , 7 < » < — 

2 3’ 3 


1 En los ejercicios 11 a 14, usar una herramienta de graficacion para 
representar la region acotada por las graficas de las funciones, y 
usar las capacidades de integracion en una herramienta de grafi- 
cacion para encontrar el area de la region. 


11. y = x 2 — 8.r + 3, y = 3 + 8x — x 2 

12. y = x 2 — 4x + 3, y = x 3 , x = 0 

13. Jx + Jy = 1, y = 0, x = 0 

14. y — x 4 — 2x 2 , y = 2x 2 


En los ejercicios 15 a 18, usar los rectangulos representativos ver- 
ticales y horizontales para formular las integrales para encontrar 
el area de la region acotada por las graficas de las ecuaciones. 
Encontrar el area de la region evaluando la mas facil de las dos 
integrales. 

15. x = y 2 — 2y, x = 0 

16. y = Jx - 1 , y = * 2 1 

17 ■ y = 1 — | y = x - 2, y = 1 

18. y = Jx — 1 , y = 2 , y = 0 , x = 0 

19. Estimar el area de la superficie del estanque usando a) la regia 
de los trapecios y b) la regia de Simpson. 



PH 20. Modelo matematico La tab I a muestrael ingreso// deservicio 
anual en miles de millones de dolares para la industria del tele- 
fono celular durante los anos 2000 a 2006. ( Fuente : Asociacion 
de Telecomunicaciones Celulares e Internet ) 


Alio 

2000 

2001 

2002 

2003 

2004 

2005 

2006 


52.5 

65.3 

76.5 

87.5 

102.1 

113.5 

125.5 


a) Usar las capacidades de regresion de una calculadora para 
encontrar un modelo exponencial para los datos. Sea t que 
represente el ano, con t = 10 que corresponden a 2000 . 
Usar una herramienta de graficacion para trazar los datos 
y el modelo en la misma ventana. 

b) Un consultor financiero considera que un modelo de in- 
greso de servicio para los anos 2010 hasta 2015 es de 
R 2 = 6 + 13.9e 014 '. ^Cual es la diferencia en el total de in- 
gresos de servicios entre los dos modelos para los anos 2010 
hasta 2015? 


En los ejercicios 21 a 28, encontrar el volumen del solido generado 
al girar la region plana acotada por las ecuaciones alrededor de 
la(s) recta(s) indicada(s). 

21. y = x, y = 0, * = 3 

a) ejejc b) ejey 

c) recta x = 3 d) recta x = 6 


22 . 

23. 

24. 


y = Jx, y = 2 , x = 0 
a) eje x 
c) eje y 

^=1 

16 9 


^=1 
a 2 b 2 


b) recta y = 2 
d) recta x = —1 

a) eje y (esferoide oblongo) 

b) eje x (esferoide prolato) 

a) eje y (esferoide oblongo) 

b ) eje x (esferoide prolato) 


25. 


.V = ^ r y = 0, * = 0, x = 1 
gira alrededor del eje y 


26. y = 7 = , , y = 0 , x= — 1 , x=l 

VI + x~ 

gira alrededor del eje x 


27. y = 1/(1 + Jx — 2 ), y = 0 , x = 2, x = 6 
gira alrededor del eje y 


28. y = e~ x , y = 0 , x = 0 , x = 1 
gira alrededor del eje x 

29. Area y volumen Considerar la region acotada por las graficas 
de las ecuaciones y = xjx + 1 y y = 0 . 

a) Encontrar el area de la region. 

b) Encontrar el volumen del solido generado al girar la region 
alrededor del eje x. 

c ) Encontrar el volumen del solido generado al girar la region 
alrededor del eje y. 
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30. Para pensar Un solido es generado al girar una region acotada 
por y = x 2 + 4, y = 0, x = 0yx = 3 alrededor del eje x. Crear la 
integral que obtiene el volumen del solido usando a) el metodo 
de los discos y b) el metodo de las capas (no integral'), c) ^Cada 
metodo da lugar a una integral con respecto a x? 

31. Gasolina en un tanque Un tanque de gasolina es un esferoi- 
de oblato generado al girar la region acotada por la grafica de 
(jc 2 / 1 6) + (y 2 /9) = 1 alrededor del eje y donde.ryy sonmedidos 
en pies. <^A que altura llega la gasolina en el tanque cuando se 
llena a un cuarto de su capacidad? 

32. Tamaiio de una base La base de un solido es un cfrculo de 
radio a y sus secciones transversales verticales son triangulos 
equilateros. El volumen del solido es 10 metros cubicos. Encon- 
trar el radio del cfrculo. 

En los ejercicios 33 y 34, encontrar la longitud de arco de la grafica 

de la funcion en el intervalo dado. 

33. /(x)=|xV 4 , [0,4] 34. y = ^ 3 + ^, [1,3] 

35. Longitud de una catenaria Un cable de suspension de un 
puente forma una catenaria modelada por la ecuacion 

y = 300 cosh (^j]) ' 280, — 2 000 < x < 2 000 

donde x y y son medidos en pies. Usar una computadora para 
aproximar la longitud del cable. 

36. Aproximacion Determinar que valor aproxima mejor la lon- 
gitud de arco representada por la integral 

J "V 4 

J 1 + (sec 2 x) 2 dx. 
o 

(Hacer la selection con base en un esquema de arco y sin hacer 
algun calculo.) 

a) -2 6)1 c) tt d) 4 e) 3 

37. Area de una superficie Usar la integration para encontrar el 
area de la superficie lateral de un cono circular recto de altura 
4 y radio 3. 

38. Area de una superficie La region acotada por las graficas de 
y = 2 Vr, y = 0, x = 3yx = 8 gira alrededor del eje x. Encontrar 
el area de la superficie del solido generada. 

39. Trabajo Se necesita una fuerza de 5 libras para estirar un 
resorte 1 pulgada de su position natural. Encontrar el trabajo 
realizado al estirar el resorte de su longitud natural de 10 pul- 
gadas a una longitud de 15 pulgadas. 

40. Trabajo La fuerza requerida para estirar un resorte es 50 libras. 
Encontrar el trabajo realizado al estirar el resorte de su longitud 
natural de 10 pulgadas al doble de esa longitud. 

41. Trabajo Un pozo de agua tiene ocho pulgadas de diametro 
y 190 pies de profundidad. El agua llega a 25 pies de la parte 
superior del pozo. Determinar la cantidad de trabajo realizado 
al vaciar el pozo, asumiendo que el agua no entra en el mientras 
esta bombeandose. 

42. Trabajo Repetir el ejercicio 41, asumiendo que el agua entra al 
pozo a una velocidad de 4 galones por minuto y la bomba trabaja 
a una velocidad de 12 galones por minuto. ^Cuantos galones se 
bombean en este caso? 


43. Trabajo Una cadena de 1 0 pies de largo pesa 4 libras por pie y 
esta colgada de una plataforma situada 20 pies sobre el nivel del 
suelo. ^Cuanto trabajo se requiere para levantar toda la cadena 
al nivel de 20 pies? 

44. Trabajo Una grua esta a 200 pies sobre el nivel del suelo en 
la parte superior de un edificio, usa un cable que pesa 5 libras 
por pie. Encontrar el trabajo realizado para enrollar el cable si 

a) un extremo esta al nivel del suelo. 

b) hay una carga de 300 libras atada al extremo del cable. 

45. Trabajo El trabajo realizado por una fuerza variable en una 
prensa es 80 libras-pie. La prensa mueve una distancia de 4 
pies y la fuerza es una ecuacion cuadratica de la forma F = ax 2 . 
Encontrar a. 

46. Trabajo Encontrar el trabajo realizado por la fuerza Fmostrada 
en la figura. 


F 



Pies 

En los ejercicios 47 a 50, encontrar el centroide de la region acotada 
por las graficas de las ecuaciones. 

47. J^x + ~Jy = > fa , x = 0, y = 0 

48. y = x 2 , y = 2x + 3 

49. y = a 2 — x 2 , y = 0 

50. y = x 2 / 3 , y = \x 

51. Centroide Un aspa de un ventilador industrial tiene la confi- 
guration de un semicfrculo adosado a un trapecio (ver la figura). 
Encontar el centroide de la hoja. 

y 



52. Fuerza de un fluido Una piscina tiene 5 pies de profundidad 
en un extremo y 10 pies de profundidad en el otro, y el fondo 
es un piano inclinado. La longitud y anchura de la piscina son 
40 y 20 pies. Si la piscina esta llena de agua, ^cual es la fuerza 
del fluido en cada una de las paredes verticales? 

53. Fuerza de un fluido Mostrar que la fuerza de un fluido contra 
cualquier region vertical es el producto del peso por el volumen 
cubico del lfquido, el area de la region y la profundidad del 
centroide de la region. 

54. Fuerza de un fluido Usar el resultado del ejercicio 53 para 
encontrar la fuerza del fluido en un lado de una placa circular 
de radio 4 pies que se sumerge verticalmente en el agua para 
que su centro este 10 pies debajo de la superficie. 


Solucion de problemas 
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Solucion de problemas 


1. Sea R el area de la region en el primer cuadrante acotada por 
la parabola y = xr y la recta y = cx, c > 0. Sea T el area del 
triangulo AOB. Calcular el lfmite 

T <19 5. 




Figura para 1 Figura para 2 

2. Sea L una lamina de densidad uniforme p = 1 obtenida por el 
giro del cfrculo A de radio r desde el cfrculo B de radio 2 r (ver 
figura). 

a) Demostrar que M x = 0 para L. 

b) Demostrar que M y para L es igual a (M y para B) — (M y 

para A). 7. 

c) Encontrar M y para B y y para A . Entonces usar el apartado 
b ) para calcular M y para L. 

d) ^Cual es el centra de masa de L? 

3. Sea R la region acotada por la parabola y = x — xr y el eje x. 

Encontrar la ecuacion de la recta y — mx que divide esta region 
en dos regiones de area igual. 


y 



b) Usar el metodo de los discos para encontrar el volumen del 
toro si el cfrculo tiene radio r y su centra esta R unidades 
del eje de rotation. 

Trazar la curva 

83,2 _ x 2 ( \ _ x zy 

Usar un sistema algebraico por computadora para encontrar el 
area de la superficie del solido de revolution obtenida al girar 
la curva alrededor del eje y. 

Un orificio perforado en el centra de una esfera de radio r (ver 
la figura). La altura del anillo esferico restante es h. Encontrar 
el volumen del anillo y mostrar que es independiente del radio 
de la esfera. 



Un rectangulo R de longitud / y anchura w se gira alrededor de la 
recta L (ver la figura). Encontrar el volumen del solido resultante 
de revolution. 


y 




Figura para 7 


Figura para 8 


4. a) Un toro se forma al girar la region acotada por el cfrculo 
(x ~ 2) 2 + y 2 = 1 

alrededor del eje y (vease la figura). Usar el metodo de los discos 
para calcular el volumen del toro. 


y 



8. a) La recta tangente a la curva _v = x 3 en el punto A(l, 1) 

corta la curva en otro punto B. Sea R el area de la region 
acotada por la curva y la recta tangente. La recta tangente 
a B corta la curva en otro punto C (ver la figura). Sea S el 
area de la region limitada por la curva y esta segunda rec- 
ta tangente. ^Como se relacionan las areas R y 5? 
b) Repetir la construction en el apartado a) seleccionando 
un punto arbitrario A en la curva y = x 3 . Mostrar que las 
dos areas, R y S, siempre estan relacionadas de la misma 
manera. 

9. La grafica de y = f(x) pasa a traves del origen. La longitud de 
arco de la curva de (0, 0) a (x, f(x)) se da por 

i(x) = I Vl + e‘ dt. 


Identificar la funcion f. 
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10. Sea f rectificable en el intervalo [a, b], y sea 

s(x) = f >/ 1 + \f'(t)] 2 dt. 

J a 

a) Encontrar 

ax 

b ) Encontrar ds y (ds) 2 . 

c ) Si f(x) = l 3 / 2 , encontrar s(x) en [1, 3]. 

d) Calcular r(2) y describir que significa. 

11. El principio de Arquimedes establece que la fuerza ascendente 
o de flotation de un objeto dentro de un fluido es igual al peso 
del fluido que el objeto desplaza. Para un objeto parcialmente 
sumergido, se puede obtener information sobre las densidades 
relativas del objeto flotante y el fluido observando cuanto del 
objeto esta sobre y debajo de la superficie. Tambien se puede 
determinar el tamano de un objeto flotante si se sabe la cantidad 
que esta sobre la superficie y las densidades relativas. Puede 
verse la parte superior de un iceberg flotante (ver la figura). La 
densidad del agua de oceano es 1.03 X 10 3 kilogramospor metro 
cubico, y la del hielo es 0.92 X 10 3 kilogramos por metro cubico. 
^Que porcentaje del iceberg esta debajo de la superficie? 




y — L h 
- - v-0 





— y = -h 

12. Esquematizar la region acotada a la izquierda por x = 1 , acotada 
por arriba por y = 1/x 3 , y acotada por debajo por y = — 1/x 3 . 

a) Encontrar el centroide de la region para 1 £ x £ 6. 

b ) Encontrar el centroide de la region para 1 £ x £ b. 

c) ^Donde esta el centroide cuando b — > co? 

13. Esquematizar la region a la derecha del eje y, acotada por arriba 
por y = I /jc 4 y acotada por debajo por y = — 1 /x 4 . 

a) Encontrar el centroide de la region para 1 £ x £ 6. 

b ) Encontrar el centroide de la region para 1 £ x £ b. 

c) ^Donde esta el centroide cuando b — > oo? 

14. Encontrar el trabajo realizado por cada fuerza F. 

a) y b) y 




En los ejercicios 15 y 16, encontrar los excedentes de consumos 
para las curvas de oferta y demanda [pjfx)] dadas. El excedente 
del consumidor y excedente del productor son representados por 
las areas mostradas en la figura. 


p 



15. /?j(x) = 50 — 0.5x, p,(x) = 0.125x 

16. pj(x) = 1 000 — 0.4x 2 , p 2 {x) = 42x 

17. Una piscina tiene 20 pies de ancho, 40 pies de largo y 4 pies de 
profundidad en un extremo y 8 pies de profundidad en el otro 
(ver la figura). El fondo es un piano inclinado. Encontrar la 
fuerza del fluido en cada pared vertical. 



10 20 30 40 


18. a) Encontrar por lo menos dos funciones continuas f que 
satisfagan cada condition. 

0 /(x) a 0 en [0, 1] if ) /( 0) = 0 y /( 1) = 0 

Hi) El area acotada por la grafica de f y el eje x para 
0 £ x £ 1 es igual a 1. 

b) Para cada funcion encontrada en el apartado a), aproximar 
la longitud de arco de la grafica de la funcion en el intervalo 
[0, 1]. (Usar una calculadora si es necesario.) 

c) ^Se puede encontrar una funcion f que satisfaga las con- 
diciones dadas en el apartado a) donde la grafica tiene una 
longitud de arco menor que 3 en el intervalo [0, 1]? 


r 






Tecnicas de integracion 
regia de L’Hopital e 
integrales impropias 


7 


En los capitulos anteriores se estudiaron 
varias tecnicas basicas para evaluar inte- 
grales simples. En este capitulo se anali- 
zaran otras tecnicas de integracion, como 
la integracion por partes, que se usan 
para evaluar integrales mas complejas. 
Tambien se ensenara una regia importante 
para evaluar limites, denominada regia de 
L’Hopital, la cual tambien ayuda en la 
evaluacion de integrales impropias 


En este capitulo, se aprendera: 

■ Como relacionar un integrando con 
una de las reglas basicas de 
integracion. (8.1) 

■ Como encontrar una antiderivada 
utilizando integracion por partes. (8.2) 

■ Como evaluar integrales 
trigonometricas. (8.3) 

■ Como usar la sustitucion 
trigonometrica para evaluar una 
integral. (8.4) 

■ Como utilizar la descomposicion en 
fracciones parciales para integrar 
funciones racionales. (8.5) 


■ Como evaluar una integral indefinida 
usando tabla de integrales y formulas 
de reduction. (8.6) 

■ Como aplicar la regia de L’Hopital 
para evaluar un limite. (8.7) 

■ Como evaluar una integral impropia. 

( 8 . 8 ) 



AP Photo/Topeka Capital-Journal, Anthony S. Bush/ Wide World 


La descomposicion en fracciones parciales es una tecnica de integracion que 
puede utilizarse para evaluar integrales que incluyan funciones racionales. 
£Como puede usarse la descomposicion en fracciones parciales para evaluar 
una integral que da el costo promedio de extraer un porcentaje especffico de 
un compuesto quimico del agua residual de una compama? (Ver la seccion 
8.5, ejercicio 63.) 





De los estudios de calculo realizados hasta ahora, se sabe que una integral definida tiene limites de integracion finitos y un 
integrando continuo. En la seccion 8.8 se estudiaran las integrales impropias , las cuales tienen por lo menos un limite de 
integracion infinito o un integrando con discontinuidad infinita. Se vera que las integrales impropias convergen o divergen. 
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CAPITULO 8 Tecnicas de integration, regia de L’Hopital e integrates impropias 



Reglas basicas de integracion 

■ Revision de procedimientos para adaptar un integrando a una de las reglas basicas de 
integracion. 


Adaptacion de integrandos a las reglas basicas 

En este capitulo se estudiaran varias tecnicas de integracion que extienden el conjunto de 
integrates en que las reglas basicas de integracion pueden aplicarse. Estas reglas se repasan 
en la pagina 522. Un paso importante para resolver cualquier problema de la integracion con- 
siste en reconocer que regia basica de integracion usar. Como se muestra en el ejemplo 1 , las 
diferencias ligeras en el integrando pueden llevar a tecnicas de solution muy diferentes. 


EXPLORACION 

Comparacion de tres integrates 
similares /C'uales de las siguientes 
integrates pueden evaluarse usando 
las 20 reglas basicas de integracion? 
Para las que sea posible, hacerlo asi. 
Para las que no, explicar por que. 



EJEMPLO I Una comparacion de tres integrales similares 


Encontrar cada integral. 
4 


a) 


x 2 + 9 


dx b) 


Ax 

c) 


Ax 2 

x 2 + 9 


dx 


Solution 

«) Usar la regia del arcotangente y sea u = x y a = 3. 


x 2 + 9 


dx = A 


1 


, dx 


= 4 (| arCtan f) + C 

4 x _ 

= — arctan — + C 


Regia del multiplo constante. 
Regia del arcotangente. 
Simplificar. 


b) Aqui la regia del arcotangente no aplica porque el numerador contiene un factor de x. 
Considerar la regia log y sea u = x 2 + 9. Entonces du = 2x dx, y se tiene 


I 


Ax 


x 2 + 9 


dx 



2x dx 
x 2 + 9 



= 2 ln|«| + C = 2 ln(;t 2 + 9) + C. 


Regia del multiplo constante. 


Sustitucion: u = x 1 + 9. 
Regia log. 


Ill'll:! En el ejemplo lc) se 
senala que se requieren algunas 
simplificaciones algebraicas 
preliminares antes de aplicar las 
reglas para la integracion, y que corno 
consecuencia mas que una regia, se 
necesita evaluar la integral resultante. ■ 


c) Ya que el grado del numerador es igual al grado del denominador, se debe usar la di- 
vision primero para volver a escribir la funcion racional impropia como la suma de un 
polinomio y una funcion racional propia. 


Ax 2 

x 2 + 9 


dx = 


A - 


36 


x 2 + 9 

= I A dx — 36 


dx 

1 


x 2 + 9 


dx 


= 4jc — 36| — arctan - : + C 


= Ax — 12 arctan — + C 


Reescribir usando la division grande. 


Escribir como dos integrales. 


Integrar. 


Simplificar. 




SECCION 8.1 Reglas basicas de integracion 


521 


EJEMPLO 2 Uso de dos reglas basicas para resolver una sola integral 


y 



El area de la region es aproximadamente 
1.839 

Figura 8.1 


Evaluar 


1 x + 3 
o J4 - x 


: dx. 


Solucion Escribir la integral como la suma de dos integrales. Entonces aplicar la regia de 
la potencia y la regia del arcoseno como sigue. 


x + 3 
J4 — x 2 


dx = 


V4 — v2 

i 


dx + 


o J4 - x- 


■ dx 


-- I (4 — x 2 ) 1/,2 (— 2x) dx + 3 


— (4 — x 2 ) 1 / 2 + 3 arcsen — 

(- V 3 + |)- (-2 + 0 ) 


1.839 


o J2 2 - x 2 


dx 


Ver figura 8.1. 


TECNOLOGIA La regia de Simpson puede usarse para dar una buena aproximacion 
del valor de la integral en el ejemplo 2 (para n = 10, la aproximacion es 1.839). A1 usar 
la integracion numerica, sin embargo, se debe estar consciente de que la regia de Simp- 
son no siempre da buenas aproximaciones cuando algunos de los lfmites de integracion 
estan cercanos a una asmtota vertical. Por ejemplo, usando el teorema fundamental del 
calculo, se obtiene 



x + 3 
V4 — x 2 


dx « 6.213. 


Aplicando la regia de Simpson (con n = 10) para esta integral se produce una aproxi- 
macion de 6.889. 


EJEMPLO 3 Una sustitucion del tipo a 2 — u 2 


Encontrar 


Vl6 — x 6 


dx. 


Las reglas 18, 

1 9 y 20 de la integracion basica en la 
pagina siguiente tienen expresiones que 
implican la suma o diferencia de dos 
cuadrados: 

a 2 — u 2 
a 2 + u 2 


Estas expresiones suelen notarse des- 
pues de sustituir u, como se muestra en 
el ejemplo 3. 


Solucion Porque el radical en el denominador puede escribirse en la forma 

Ja 2 - u 2 = V4 2 - (x 3 ) 2 

se puede probar la sustitucion u = x 3 . Entonces du = 3X 2 dx, se obtiene 
1 I 3x 2 dx 


x/16 — x 6 


dx = 


3 J V16 - (x 3 ) 2 

1 I dll 

~ 3 J V4 2 - m 2 

1 u 

= — arcsen — + C 
3 4 

= — arcsen — + C. 
3 4 


Reescribir la integral. 


Sustitucion: u = x. 


Regia del arcoseno. 


Reescribir como una funcion de x. 
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CAPfTULO 8 


Tecnicas de integration, regia de L'Hopital e integrales impropias 


Repaso de las reglas basicas 
de integracion ( a > 0) 

1. j kf(u ) du = kjf(u) du 

2- j [/(«) ± g(u)] du = 


jf{u)du ± Jg(u) du 


3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 


/ 

ju n 


du — u + C 


n + 1 


+ C, n # — 1 


/-f = ln M + c 

j e u du = e“ + C 
1 


f aUdu= {^J a " + C 

J sen u du = — cos n + C 

j cos « du = sen n + C 

J" tan « = — ln|cos u\ + C 

j cot u du = ln|sen n[ + C 

J" sec udu = 
ln|sec n + tan nj + C 
J esc udu = 

— ln|csc u + cot«| + C 
J sec 2 u du = tan n + C 

J esc 2 u du = — cot « + C 

J sec u tan u du = sec n + C 

J esc u cot u du = —esc u + C 


du u 

= arcsen — I- C 


Ja 2 — n 2 a 

du 1 u 

— ^ = - arctan — + C 

a + u a a 

du 1 \u\ , ^ 

. ^ = — arcsec - 1 — L + C 

«V » 2 — a“ a a 


Sorprendente, dos de las reglas de la integracion normalmente pasadas por alto son la 
regia log y la regia de la potencia. Notar en los proximos dos ejemplos como estas dos reglas 
de la integracion pueden ocultarse. 

EJEMPLO 4 Una forma disfrazada de la regia log 


Encontrar 


1 + e 


: dx. 


Solucion La integral no parece adaptarse a ninguna de las reglas basicas. Sin embargo, la 
forma del cociente hace pensar en la regia log. Si se expresa u = 1 + e t , entonces du = e' : 
dx. Obtener el du requerido sumando y restando e' : en el numerador, como sigue. 


1 + e 


1 , I 1 + e x — e* , 

dx = — - — — dx 


1 + e x 
1 + e x 


J Vl + e x 1 + e 

e x dx 
+ e x 

= x — ln(l + e x ) + C 


J^-jr 


Sumar y restar e * en el numerador. 

dx Reescribir como dos fracciones. 

Reescribir como dos integrales. 
Integrar. 


Hay mas de una manera de resolver un problema de integracion. Asi, el ejemplo 4 demuestra 
que multiplicando el numerador y denominador por e~ x se obtiene una integral de la forma —f du/u. 
Ver si se puede conseguir la misma respuesta por este procedimiento. (Tener cuidado: la respuesta 
aparecera en una forma diferente.) ■ 


EJEMPLO 5 Una forma disfrazada de la regia de la potencia 


Encontrar J (cot x)[ln(sen.r)] dx 

Solucion De nuevo, la integral no parece adaptarse a ninguna de las reglas basicas. Sin 
embargo, considerando las dos opciones primarias para u[u = cot x y u = ln(sen x)], se 
puede ver que la segunda opcion es la apropiada porque 


. / \ . cosx , 

u = In(senx) y du = ax = cot x dx. 

sen x 

Asf, 


(cot x)[ln(senx)] dx = J u du 

1, 


Sustitucion: u = ln(sen x). 
Integrar. 


= f [ln( senx)] 2 ~t" C. Reescribir como una funcion de x. 


En el ejemplo 5, verificar que la derivada de 


-[ln(senx)] 2 + C 


es el integrando de la integral original. 
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Pueden usarse a menudo las identidades trigonometricas para adaptar integrandos a una 
de las reglas basicas de la integracion. 

EJEMPLO 6 Uso de identidades trigonometricas 

Encontrar tan 2 2 x dx. 


TECNOLOGIA Si se tiene 
acceso a un sistema de calculo 
algebraico, usarlo para evaluar las 
integrales en esta seccion. Comparar 
la forma de la antiderivada dada por 
el software con la forma obtenida a 
mano. A veces las formas seran las 
mismas, pero a menudo diferiran. 
Por ejemplo, ^por que la antideri- 
vada In 2x + C es equivalente a la 
antiderivada In x + C? 


Solucion Notar que la tan 2 u no esta en la lista de reglas basicas de integracion. Sin 
embargo, sec 2 u esta en la lista. Esto hace pensar en la identidad trigonometrica tan 2 u = 
sec 2 u — 1. Si se hace u = 2x, entonces du = 2 dx y 


tan 2 2x dx = — I tan 2 u du 


= — I (sec 2 u — l) du 


1 


= — sec- u du — — du 


1 u 

= — tan u — — + C 

2 2 


= ^ tan 2x — x + C. 


Sustitucion: u = 2x. 


Identidad trigonometrica. 


Reescribir como dos integrales. 


Integrar. 


Reescribir como una funcion de x. 


Esta seccion concluye con un resumen de los procedimientos comunes para adaptar los 
integrandos a las reglas basicas de integracion. 


Procedimientos para adaptar los integrandos a las reglas basicas 

Tecnica Ejemplo 


Desarrollar (el numerador). 

Separar el numerador. 

Completar el cuadrado. 

Dividir la funcion racional impropia. 

Sumar y restar terminos en el numerador. 

Usar identidades trigonometricas. 

Multiplicar y dividir por el conjugado pitagorico. 


(1 + e x ) 2 = \ + 2e x + e 2x 
1 + x _ 1 x 

X 2 + 1 JC 2 + 1 X 2 + 1 
1 _ 1 
J2x — x 2 J\ — (x — l) 2 

x 2 = 1_ 

X 2 + 1 X 2 + 1 

2x _ 2x + 2 — 2 _ 2x + 2 2 

x 2 + 2x + 1 x 2 + 2x + 1 x 2 + 2x + 1 (x + l) 2 
cot 2 x = csc 2 x — 1 


1 1 

f 1 ) 

( 1 — senx') 

1 — senx 

1 + senx 

ll + senx/ 

\1 — senx/ 

1 — sen 2 x 


1 — senx , senx 
, = sec^x ^ — 

COS-X COS X 


Recordar que se pueden separar los numeradores pero no los denominadores. Se debe tener 
cuidado con este error comun cuando se adapten los integrandos a las reglas basicas. 

1 I 1 

x 2 + 1 # x 2 + 1 


No separar el denominador. 
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CAPITULO 8 Tecnicas de integration, regia de L'Hopital e integrales impropias 



Ejercicios 

En los ejercicios 1 a 4, seleccionar la antiderivada correcta. 

1 ,dy = x 

dx Jx 1 + 1 
a) 2jx 2 + 1 + C 
c) 2 s/x 2 + 1 + C 
- dy = X 
’ dx x 2 + 1 

a) In s/x 2 + 1 + C 


b) Jx 2 + 1 + C 

d) ln(x 2 + 1) + C 


c) arctan x + C 

3 -? = ^-r 

dx x 2 + I 

a) Ins /.* 2 + 1 + C 

c) arctan x + C 

4. - 7 - = x cos(x 2 + 1) 
dx 

a) 2x sen(x 2 + 1 ) + C 
c ) \ sen(x 2 + 1) + C 


b) , , 2y .. + C 
(x 2 + l ) 2 

d) ln(x 2 + 1) + C 


2x X- <- 

(x 2 + l ) 2 C 
d) ln(x 2 + 1) + C 


b) sen(x 2 + 1) + C 
d) — 2x sen(x 2 + 1) + C 


5. J (5x - 3 ) 4 dx 

6. 

7 - i ^(1-2^)^ 

8. 

f 3 


9 - J yi -r 2 

10. 

11. J t sen f 2 dt 

12. 

13. J (cos x)e senx dx 

14. 


2 1 + 1 
t 2 + t - 4 ‘ 


df 


/ 


(2 f - l ) 2 + 4 
— 2 x 


dt 


- dx 


v^x 2 - 4 
12. I sec 5x tan 5x dx 


/■ _ 

J xjh? 


- dx 


- 4 

En los ejercicios 15 a 52, encontrar la integral indefinida. 

9 


15. J 14(x - 5) 6 dx 

17- J ( 


16. 


r dt 


{z ~ 10) 7 


I9 -f 

2L f 


V + 
t 


1 


(3v - l ) 3 
2 - 3 


dv 


(t — 8) 2 

18. | r 2 dt 

5 


P 


- f 3 + 9r + 1 


dt 


23, 

25. 


f x 2 

■ J X - 1 


1 + e 


dx 
- dx 


20 . 

22 . 

24. 

26. 


I 


(3x + 5) 2 J 
x + 1 

s/x 2 + 2x — 4 
4x 


dx 

dx 


- dx 


1 


1 


lx — 2 lx + 2 


dx 


27./( 5+ 4^„, 
29. | x cos 2 i 7 X 2 dx 
31. CSC 7TX cot 7TX dx 


dx 




33. e llj: dx 


35. 


e~ x + 1 


1 In x~ 

37. | dx 

x 


P 

'•I 1 


. . + senx , 

39. | dx 

COS X 

4!- I ' 

1 COS 0—1 


43. 

45. 


-1 


yi - (4 1 + 1) 2 

tan( 2 /t) 


dt 


- dt 


28. 

30. 

32. 

34. 

36. 

38. 

40. 

42. 

44. 

46. 


x| 1 + -j dx 


sec 4x dx 


; dx 


Vc 

esc 2 xe cotx dx 
5 


- dx 


3e x - 2 
(tan x)[H cos x)] dx 
1 + cos a 


sen a 
2 


3(sec x — 1) 

1 


da 

dx 


9 + 5x 2 

e 1 /' 

— x" dt 


dx 


6 


En los ejercicios 5 a 14, seleccionar la formula de integration 
basica que puede usarse para encontrar la integral, e identificar 
uy a cuando sea apropiado. 


47. | dx 


48. 

49, 
51 


s/lOx — X 2 
1 


•/ 


(x - l)V4x 2 - 8x + 3 
4 


dx 


4x 2 + 4x + 65 

f 1 

J s/l - 4x - x 2 


dx 

50. 

dx 

52. 


1 


dx 


/ 


x 2 — 4x + 9 

12 

s/3 — 8 x — x 2 


dx 


Campos de pendientes En los ejercicios 53 a 56, se da una ecuacion 
diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Dibujar dos 
soluciones aproximadas de la ecuacion diferencial en el campo de 
pendientes, una de las cuales pase a traves del punto dado, b) Usar 
la integration para encontrar la solution particular de la ecuacion 
diferencial y usar una herramienta de graficacion para hacer la 
graflca de la solution. Comparar el resultado con los dibujos en 
el apartado a). 


53 . * = ' 

dt Vl ~ t 4 


°’-2 


54. = tan 2 (2x) 

dx 


(0, 0) 
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55. - 7 - = (sec x + tan x) 2 
dx 


( 0 , 1 ) 


* 1 = 


J4x - x 2 


3x + 2 

75 - y = 


76. y = 


x 2 + 1 


H b 

-9 - / 


■ — / 
- — / 


/ — 
'*-9- 


/ — y 
/ — s 
/ — y 
/ — y 

-+ f 


/ 

/ 

/ 

/ 


2 -- 
1 — 


-1 — 
- 2 -- 






77. y 2 = x\\ - x 2 ) 


ifliVt Campos de pendientes En los ejercicios 57 y 58, usar un sistema 
algebraico por computadora para hacer la grafica del campo de 
pendientes para la ecuacion diferencial y presentar la solucion a 
traves de la condicion inicial especificada. 

57. £ = 0.8v, v(0) = 4 58. £ = 5 - y, y(0) = 1 

En los ejercicios 59 a 64, resolver la ecuacion diferencial. 


78. y = sen2jc 
y 


59. 

dy _ 
dx 

(e x + 5) 2 

60. 

II 

^3 |^3 


dr 

10 e' 


dr 

61. 

dt 

Vl - e 2 ' 

62. 

dt 

63. 

(4 + 

tan 2 x)y' = sec 2 x 

64. 

y' = 




ijAx 2 — 1 


t9:Vf En los ejercicios 79 a 82, usar un sistema algebraico por compu- 
tadora para encontrar la integral. Usar el sistema algebraico por 
computadora para hacer la grafica de dos antiderivadas. Describir 
la relacion entre las graficas de las dos antiderivadas. 


En los ejercicios 65 a 72, evaluar la integral definida. Para veri- 
ficar los resultados puede usarse integracion en la herramienta 
de graficacion. 


pr/4 

65. I cos 2x dx 


I" 


67. I xe xl dx 

Jo 

2x 


69. 

71. 


o Jx 2 + 36 
2/V3 


1 

4 + 9x 2 



66. 


68. 

dx 

70. 

r dx 

72. 


r 

i? 

Jr 


79 . -r 2 dx 

J x 2 + 4x + 13 

80. 

81 - [-nr — n dd 
1 1 + sen 0 

82. 


■I 


x — 2 


x 2 + 4x + 13 
e* + e~ x ^ 3 


dx 


dx 


sen 2 t cos t dt 
— In x 


- dx 


dx 


Desarrollo de conceptos 


En los ejercicios 83 a 86, enunciar la formula de integracion 
que se usaria para cada integral. Explicar por que se eligio esa 
formula. No integrar. 


o yioo - x 2 


dx 


Area En los ejercicios 73 a 78, encontrar el area de la region. 


83. J x(x 2 + l) 3 dx 

85 ‘ f^fj dx 


84. 

86 . 


x sec(jc 2 + 1 ) tan(x 2 + 1 ) dx 

1 


x 2 + 1 


dx 


73. y = (-4x + 6) 3/2 


74. y = W8 - 2x 2 




87. Determinar las constantes a y b tal que 
sen x + cos x = a sen(x + b). 

Usar este resultado para integrar f sen x + cos x 


dx 


on sen.r cosx 

88. Demostrar que sec* = b . Usar despues esta 

cos x 1 + sen x 

identidad para derivar la regia basica de integracion 


secxdx = ln|secjc + tanx| + C. 
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CAPITULO 8 Tecnicas de integration, regia de L'Hopital e integrales impropias 


89. Area Las graficas de /(x) = x y g(x) = ax 2 se intersecan 
en los puntos (0, 0) y (1/a, 1 /a). Encontrar a (a > 0) tal que el 
area de la region acotada por las graficas de estas dos funciones 
sea|. 


Para discusion 


90. a) Explicar por que la antiderivada y x — e x + Cl es equiva- 
lente a la antiderivada y 2 = Ce x . 

b ) Explicar por que la antiderivada y x = sec 2 x + C, es 
equivalente a la antiderivada y 2 = tan 2 x + C. 


91. Parapensar Usar una herramienta de graficacion para repre- 
sentar la grafica de la funcion f(x) = |(x 3 — lx 2 + 10.x). Usar 
la grafica para determinar si el valor de Jq /( x) dx es positivo o 
negativo. Explicar. 

92. Para pensar A1 evaluar /' , x 2 dx, ( '_es apropiado sustituir 


Explicar. 


s/u du — 0 ? 


du 1 

y dx = — -j= para obtener — 

2 v« 2 


Aproximacion En los ejercicios 93 y 94, determinar que valor 
aproxima mejor el area de la region entre el eje x y la funcion en 
el intervalo dado. (Hacer la selection con base en un dibujo de la 
region y no integrando.) 


93. f(x) = 

4x 

x 2 + r 

[0,2] 


a) 3 

b) 1 

c) -8 

d) 8 e) 10 

94. fix) = 

4 

x 2 + r 

[0,2] 


a) 3 

b) 1 

c) -4 

d) 4 e) 10 


Interpretacion de integrales En los ejercicios 95 y 96, a) dibujar 
la region cuya area esta dada por la integral, b) dibujar el solido 
cuyo volumen esta dado por la integral si se usa el metodo de los 
discos y c) dibujar el solido cuyo volumen esta dado por la inte- 
gral si se usa el metodo de las capas. (Hay mas de una respuesta 
correcta para cada inciso.) 

2irx 2 dx 96. f Try dy 

Jo 



101. Area de una superficie Encontrar el area de la superficie 
formada al girar la grafica de y = 2^/x en el intervalo [0, 9] 
alrededor del eje x. 

102. Centroide Encontrar la coordenadax del centroidede la region 
acotada por las graficas de 

y = -^==, y = 0, x = 0 y * = 4. 

En los ejercicios 103 y 104, encontrar el valor medio de la funcion 
sobre el intervalo dado. 

103. f{x) = 1 \ x 2 > “3 * 3 

104. f(x) = sen nx, 0 £ x £ tr/n, n es un entero positivo. 

H Longitud de arco En los ejercicios 105 y 106, usar la capacidad 
de integration de una herramienta de graficacion para aproximar 
la longitud de arco de la curva en el intervalo dado. 

105. y = tan ttx, [o, |] 106. y = x 2/3 , [1,8] 

107. Encontrando un patron 

a) Encontrar J cos 3 x dx. b) Encontrar J cos 5 x dx. 

c ) Encontrar j cos 7 x dx. 

d) Explicar como encontrar f cos 15 x dx sin realmente inte- 
gral 

108. Encontrando un patron 

a) Escribir / tan 3 x dx en terminos de / tan x dx. Entonces 
encontrar f tan 3 x dx. 

b ) Escribir f tan 5 x dx en terminos de / tan 3 x dx. 

c) Escribir / tan 2i + 1 x dx donde k es un entero positivo, en 
terminos de / tan 2t “' x dx. 

d) Explicar como encontrar J tan 15 x dx sin realmente inte- 
gral 

109. Metodos de integracion Mostrar que los resultados siguientes 
son equivalentes. 

Integracion por las tablas : 

J Vx 2 + 1 dx = — (xVx 2 + 1 + ln|x + v/x 2 + l|) + C 
Integracion por el sistema algebraico por computadora: 


97. Volumen La region acotada por y = e ^ , y — 0, x = 0 y 
x — b (b> 0) gira alrededor del eje y. 

a) Encontrar el volumen del solido generado si b = 1 . 

b) Encontrar b tal que el volumen del solido generado es| 
unidades cubicas. 

98. Volumen Considerar la region acotada por las graficas de 
x = 0, y = cos x 2 , y = sen x 2 y x = ^/rr/2. Encontrar el volumen 
de un solido generado al girar la region alrededor del eje v. 

99. Longitud de arco Encontrar la longitud de arco de la grafica 
de y = ln(sen x) de x = ir/4 a x = ir/2. 

100. Longitud de arco Encontrar la longitud de arco de la grafica 
de y = ln(cos x) desde x = 0 a x = ir/3. 


Vx 2 + 1 dx = — [xVx 2 + 1 + arcsenh(x)] + C 


Preparacion del examen Putnam 


110. Evaluar 

f 4 s/ln(9 — x) dx 
J 2 yin(9 - x) + Vln(x + 3) 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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Integracion por partes 


■ Encontrar una antiderivada o primitiva usando la integracion por partes. 

■ Usar un metodo tabular para realizar la integracion por partes. 


EXPLORACION 


Demostracion sin palabras He 
aqui una via diferente para demos- 
trar la formula de integration por 
partes, tomada con permiso del 
autor de “Proof Without Words: 
Integration by Parts”, por Roger B. 
Nelsen, Mathematics Magazine , 64, 
num. 2, abril 1991, p. 130. 


v 



Area 



; qs — pr 
(?.s) 


uv 


(«,s) 

(p,r) 


v du 


Explicar como esta grafica demues- 
tra el teorema. ^Que notation usada 
en esta demostracion no es familiar? 
^Cual se cree que es su significado? 


Integracion por partes 

En esta section se estudiara una tecnica importante de integracion llamada integracion por 
partes. Esta tecnica puede aplicarse a una amplia variedad de funciones y es particularmente 
util para integrandos que contengan productos de funciones algebraicas y trascendentes. Por 
ejemplo, la integracion por partes funciona bien con integrates como 


x In x dx. 


' e x dx 


e x sen x dx. 


La integracion por partes esta basada en la formula para la derivada de un producto 

d r dv du 

— L«vJ = u — + v — 

dx dx dx 

= uv' + vu' 


donde try v son funciones derivables dev. Si u' y v' son continuas, se pueden integrar ambos 
lados de esta ecuacion para obtener 


uv = \ uv' dx + vu' dx 


= \ u dv + v du. 


Volviendo a escribir esta ecuacion, se obtiene el teorema siguiente. 


TEOREMA 8.1 INTEGRACION POR PARTES 

Si u y v son funciones de x y tienen derivadas continuas, entonces 



Esta formula expresa la integral original en terminos de otra integral. Dependiendo de 
la election de u y dv, puede ser mas facil evaluar la segunda integral que la original. Porque la 
election de u y dv es importante en la integracion por el proceso de partes, se proporcionan 
las pautas siguientes. 


Estrategia para integrar por partes 

1. Intentar tomar como dv la portion mas complicada del integrando que se ajuste 
a una regia basica de integracion y como u el factor restante del integrando. 

2. Intentar tomar como u la portion del integrando cuya derivada es una funcion 
mas simple que u, y como dv el factor restante del integrando. 

Observe que dv siempre incluye dx del integrando original. 
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CAPITULO 8 Tecnicas de integration, regia de L'Hopital e integrales impropias 


EJEMPLO I Integracion por partes 

Encontrar J xe* dx. 

Solution Para aplicar la integracion por partes, es necesario escribir la integral en la forma 
f u dx. Hay varias maneras de hacer esto. 


(x) ( e x dx ), 
u dv 


{e x ){x dx), 
u dv 


(1) ( xe x dx), 

u dv 


(xe x )(dx) 
u dv 


MdUtiM El ejemplo 1 muestra que no 
es necesario incluir una constante de 
integracion al resolver 


-/■ 


J 


x 2 In x dx y 


X 3 , X 3 

3 lnJC " 9 


en la herramienta de graficacion. 

I Se obtiene la misma grafica? (Este 
ejercicio requiere algo de tiempo, 
asi que se debe tener paciencia.) 


Las estrategias de la pagina anterior hacen pensar en la election de la primera option porque 
la derivada de u = x es mas simple que x, y dv = e* dx es la portion mas complicada del 
integrando que se adapta a una formula basica de la integracion. 


v — | e x dx = e x + C v 


Para ilustrar esto, reemplazar v = e x por 
v = e 1 + C 1 y aplicar la integracion por 
partes para ver que se obtiene el mismo 
resultado. ■ 


dv = e x dx I V v = J dv = | e x dx = e x 
u = x m^> du = dx 

Ahora, la integracion por partes produce 

J ll dv — ll V J V du Formula de integracion por partes. 

| xe x dx = xe x — J e x dx Sustituir. 

= Xe x — e x + C. Integrar. 

Para verificar esto, derivar xti — e* + C para ver que se obtiene el integrando original. 

EJEMPLO 2 Integracion por partes 

Encontrar J x 2 In x dx. 

Solution En este caso, x 2 se integra mas facil que In x. Ademas, la derivada de In x es mas 
simple que In x. Asf, se debe hacer dv = xr dx. 

— I ji j, — 


dv = x 2 dx d> v = x 2 dx = — 


u = In x du = — dx 

x 

La integracion por partes produce 


u dv = uv 


x 2 In x dx = — In x — 


v du 


3 Ax 


Formula de integracion por partes. 


dx Sustituir. 


TECNOLOGIA Intentar hacer 
la grafica de 


x 3 1 

= — In x — — I x 2 dx 

X 3 , X 3 „ 

. y i„v — - + c. 


Verificar este resultado derivando. 


Simplificar. 


Integrar. 


d 

dx 


x 3 x 3 

J' UX - 9 


X 3 / 1 


= — - J + (In x)(x 2 ) — — = x 2 In x 
3 \x 3 
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PARA MAYOR INFORMACI ON 

Para ver como se utiliza la integration 
por partes para comprobar la aproxi- 
macion de Stirling 

ln(n!) = n In n — n 

ver el artfculo “The Validity of 
Stirling’s Approximation: A Physical 
Chemistry Project” de A. S. Wallner y 
K. A. Brandt en Journal of Chemical 
Education. 


y 



El area de la region es aproximadamente 
0.571 

Figura 8.2 


Una aplicacion sorprendente de la integration por partes involucra integrandos que 
constan de un solo factor, tales como J' I n x dx o f arcsen x dx. En estos casos, hay que tomar 
dv = dx, como se muestra en el proximo ejemplo. 


EJEMPLO 3 Un integrando con un solo factor 


Evaluar 


f 1 

arcsen .r dx. 

Jo 


Solution Sea dv = dx. 


dv = dx IIZ^> v = 

u = arcsen x itj> du = 
La integration por partes produce 



arcsen x dx = x arcsen x 


= x arcsen x + 
= x arcsen x + 



ahora 



1 J(l - x 2 )-'/ 2 (-2x)dx 

Vi — x 2 + c. 


Formula de integration 
por partes. 

Sustituir. 

Reescribir. 

Integrar. 


Usando esta antiderivada, evaluar la integral definida como sigue 


f 1 

f 7 

I arcsen x dx = 

Jo 

x arcsen x + Vl — x 2 


« 0.571 

El area representada por esta integral definida se muestra en la figura 8.2. 


TECNOLOGIA Recordar que hay dos maneras de usar la tecnologfa para evaluar una 
integral definida: 1 ) usar una aproximacion numerica como la regia de los trapecios o 
la regia de Simpson, o 2) usar un sistema algebraico por computadora para encontrar la 
antiderivada y entonces aplicar el teorema fundamental de calculo. Ambos metodos tienen 
limitaciones. Para encontrar el posible error al usar un metodo numerico, los integrandos 
deben tener una segunda derivada (la regia de los trapecios) o una cuarta derivada (la regia 
de Simpson) en el intervalo de integration: el integrando en el ejemplo 3 no tiene estos 
requisitos. Para aplicar el teorema fundamental de calculo, la herramienta de integration 
simbolica debe poder encontrar la antiderivada. 

;,Quc metodo se usarfa para evaluar 


arctan x dx ? 


■,Quc metodo se usarfa para evaluar 


arctan x 2 dxl 
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CAPfTULO 8 


Tecnicas de integration, regia de L'Hopital e integrales impropias 


Algunas integrales requieren integrarse por partes mas de una vez. 


EJEMPLO 4 Integraciones sucesivas por partes 


Encontrar | x 2 sen x dx. 

Solucion Los factores x 2 y sen x son igualmente faciles para integrar. Sin embargo, la 
derivada de x 2 se vuelve mas simple, considerando que la derivada de sen x no lo es. As! 
que se debe elegir la opcion u = xr. 


dv = sen x dx i (> v = J sen.r dx = — cos x 

u = x 2 E5> du = 2x dx 

Ahora, la integracion por partes produce 

X 2 sen X dx = — X 2 COSX + J 2x cos X dx. Primer uso de la integracion por partes. 

Este primer uso de la integracion por partes ha tenido exito simplificando la integral original, 
pero la integral de la derecha todavla no se adapta a una regia basica de integracion. Para 
evaluar esa integral, aplicar de nuevo la integracion por partes. Esta vez, sea u = 2x. 


dv = cos x dx I j> v = J cos x dx = sen x 
u = 2x du = 2 dx 

Ahora, la integracion por partes produce 

2x cos x dx = 2x sen x — 2 sen x dx 


Segundo uso de la integracion por partes. 


= 2x sen x + 2 cos x + C. 

Combinando estos dos resultados, se puede escribir 

x 2 sen x dx = — x 2 cos x + 2x sen x + 2 cos x + C. 


A1 hacer aplicaciones repetidas de la integracion por partes, tener cuidado de no inter- 
cambiar las sustituciones en las aplicaciones sucesivas. Asf, en el ejemplo 4, la primera 
sustitucion era u = x 2 y dv = sen x dx. Si en la segunda aplicacion se hubiera cambiado 
la sustitucion a u = cos xy dv = 2x, se habrfa obtenido 


EXPLORACION 

Intentar encontrar 



haciendo u = cos 2x y dv — e x dx 
en la primera sustitucion. Para la 
segunda sustitucion, sea u = sen 2x 
y dv = e x dx. 


c 2 sen x dx = -i 2 cos x + 2xcos x dx 


= —x 2 cos x + x 2 cos x + x 2 sen x dx = lx 2 senx dx 


deshaciendo como consecuencia la integracion anterior y volviendo a la integral original. A1 
hacer aplicaciones repetidas de integracion por partes, tambien debe percatarse de la aparicion 
de un multiplo constante de la integral original. Por ejemplo, esto ocurre cuando se usa la 
integracion por partes para evaluar f e* cos 2x dx, y tambien ocurre en el ejemplo 5. 

La integral en el ejemplo 5 es muy importante. En la seccion 8.4 (ejemplo 5) se utiliza 
para hallar la longitud de arco de un segmento parabolico. 
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Las identidades 

trigonometricas 

, 1 — cos 2x 

sen x = 

2 

, 1 + cos 2x 

cos x = 

2 

juegan un papel importante en este 
capltulo. 


y 


y = sen x 



Ax „ 
2 


Figura 8.3 


EJEMPLO 5 Integration por partes 

Encontrar I sec 3 x dx. 


Solution La portion mas complicada del integrando que puede integrarse facilmente es 
sec 2 x, para hacer dv = sec 2 x dx y it = sec x. 


dv = sec 2 x dx d/> v = J sec" x dx = tan x 

u = sec x I du = sec x tan x dx 

La integracion por partes produce 


u dv = uv — v du 


sec 3 x dx = sec x tan x — sec x tan 2 x dx 


sec 3 x dx = sec x tan x — sec x(sec 2 x — 1) dx 


sec 3 x dx = sec x tan x — sec 3 xdx + sec x dx Reescribir. 


2 sec 3 x dx = sec x tan x + sec x dx 


2 sec 3 x dx = sec x tan x + ln|secx + tanx| 4- C 


1 


Formula de integracion por 
partes. 

Sustituir. 


Identidad trigonometrica. 


Reunir por integrales. 
Integrar. 


sec 3 xdx = — sec X tan X + — In I sec X + tan X\ + C. Integrar y dividir entre 2. 


EJEMPLO 6 Localization de un centroide 

Una parte de la maquina es modelada por la region acotada por la grafica de y = sen x y el eje 
x,0^xs 7t/2, como se muestra en la figura 8.3. Encontrar el centroide de esta region. 

Solution Empezar encontrando el area de la region. 


A = 


rn/2 

~ 

sen x dx = 

— cos X 

Jo 

- 


~ 7r/2 


= 1 


Ahora, encontrar las coordenadas del centroide como sigue. 

1 


y 


Sen ' )1 (senx) dx = 7 | (1 — cos 2 x) dx = ^ 


sen 2 x 


7r/2 


77 


Evaluar la integral para x, (1/A) // /2 x sen x dx, con la integracion por partes. Para hacer 
esto, sea dv = sen x dxy u = x. Esto produce v = — cos x y du = dx, y escribir 


x senx dx = — x cos x + J cos x dx 

= — x cos x + senx + C. 
Por ultimo, determinar x para ser 
1 

x = — 


r 77-/2 

~ 

x sen x dx = 

—x cos x + senx 

Jo 

_ 


“ 77-/2 


= 1 . 


Asl, el centroide de la region es (1, 77/8). 
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CAPITULO 8 Tecnicas de integration, regia de L'Hopital e integrales impropias 


A1 obtener experiencia usando la integration por partes, la habilidad para determinar u 
y dv aumentara. El resumen siguiente recoge varias integrales comunes con las sugerencias 
para la election de u y dv. 


Puede usarse el 

acronimo LIATE como una pauta para 
escoger u en la integracion por partes. 
En orden, verificar el integrando para lo 
siguiente. 

gHay una parte Logarltmica? 
gHay una parte trigonometrica Inversa? 
gHay una parte Algebraica? 
gHay una parte Trigonometrica? 
gHay una parte Exponencial? 


Resumen de integrales comunes utilizando integracion por partes 

1. Para integrales de la forma 
x" e ax dx, J x" sen ax dx, o J x" cos ax dx 

sea u = x" y sea dv = e ““ dx, sen ax dx, o cos ax dx. 

2. Para integrales de la forma 

x" arctan ax dx 


x" In x dx, x" arcsen ax dx, o 


sea u = In x, arcsen ax, o arctan ax y sea dv = x" dx. 
3. Para integrales de la forma 


e ax sen bx dx o 


e ax cos bx dx 


sea u = sen bx o cos bx y sea dv = e ax dx. 


Metodo tabular 

En problemas que contienen aplicaciones repetidas de la integracion por partes, un metodo 
tabular, ilustrado en el ejemplo 7, puede ayudar para organizar el trabajo. Este metodo fun- 
ciona bien para las integrales del tipo f x" sen ax dx, f x" cos ax dx y f x n e ax dx. 


EJEMPLO 7 Uso del metodo tabular 

Encontrar J x 2 sen 4x dx. 

Solution Empezar como de costumbre haciendo u = x 2 y dv = v' dx = sen 4x dx. Luego, 
crear una tabla de tres columnas, como se muestra. 


PARA MAYOR INFORMACI ON 
Para mas information sobre el metodo 
tabular, ver el articulo “Tabular Integra- 
tion by Parts”, de David Horowitz en 
The College Mathematics Journal, y el 
articulo “More on Tabular Integration 
by Parts”, de Leonard Gillman, en The 
College Mathematics Journal. 


Signos u y sus v' y sus 

alternados derivadas antiderivadas 


+ 


+ 



t 

Derivar hasta obtener una 
derivada nula. 


sen4x 
— \ cos 4x 
— 1 6 sen 4x 
cos 4x 


La solution se obtiene sumando los productos con signo de las entradas diagonales: 


f 


x 2 sen 4x dx = — -J- x 2 cos 4x + ^ x sen 4x + ^ cos 4x + C. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, identificar n y dv para encontrar la integral 
usando la integration por partes. (No evaluar la integral.) 


1. J xe 2 * dx 
3. J (In x) 2 dx 
5. f x sec 2 x dx 


2. f x 2 e 2x dx 

4. f In 5x dx 

6. f x 2 cos x dx 


7. J x 3 In x dx; u = In x, dv = x 3 dx 

8. J (4x + l)e x dx; u = 4x + 7 . dv = e x dx 


9. j x sen3x dx ; u = x, dv = sen 3x dx 
10. x cos 4x dx; u — x, dv = cos 4x dx 


En los ejercicios 39 a 44, resolver la ecuacion diferencial. 

39. y ' = xe* 2 40. y' = In x 


41. 


dy 


42. -j- = x 2 Vx — 3 
dx 

. . . x 
44. y = arctan — 


dt J2 + 3 1 

43. (cos y)y ' = 2x 


En los ejercicios 7 a 10, evaluar la integral utilizando integration 
por partes con las elecciones dadas para u y dv. 


: Campos de pendientes En los ejercicios 45 y 46, se da una ecuacion 
diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Dibujar dos 
soluciones aproximadas de la ecuacion diferencial en el campo de 
direcciones o pendientes, una de las cuales pase a traves del punto 
dado, b ) Usar la integration para encontrar la solution particular 
de la ecuacion diferencial y usar una herramienta de graficacion 
para hacer la graflca de la solution. Comparar el resultado con 
los dibujos del inciso a). 


45. — = XvAicosx, (0,4) 46. — = e JC / 3 sen2x, (O, — if) 

dx dx 


dy 


En los ejercicios 11 a 38, encontrar la integral. ( Nota : Resolver 
por el metodo mas simple, no todas requieren la integration por 
partes.) 


11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 


23. 


25. 

27. 

29. 

31. 


33. 


35. 

37. 


! 

f 

f 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 


xe -2 * dx 
x 3 e x dx 
x 2 e xi dx 
t ln(f + 1) dt 

Jt 

-y / y2x 

: dx 


(2x + l) 2 
(x 2 — 1 )e x dx 

xVx — 5 dx 


x cos x dx 
x 3 sen x dx 
t esc t cot t dt 
arctan x dx 
e 2x sen x dx 
e~ x cos 2x dx 


12 . 

14. 

16. 

18. 

20 . 

22 . 

24. 

26. 

28. 


30. 


32. 

34. 


36. 


38. 


/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

I 


2x . 
— dx 
e x 


e 


i/t 


dt 


x 4 In x dx 

1 


x(ln x) 3 

lnx , 
— dx 


dx 


(x 2 + l) 2 

In 2x 


dx 


- dx 


v/5 + 4x 


dx 


x sen x dx 
x 2 cos x dx 
6 sec 0tan 0 dO 
4 arccos x dx 
e~ 3x sen 5x dx 
e 3x cos 4x dx 


y 



y 



X 


CS3 Campos de pendientes En los ejercicios 47 y 48, usar una herra- 
mienta de graficacion para representar la grafica del campo de 
pendientes para la ecuacion diferencial y hacer la graflca de la 
solution a traves de una herramienta de graficacion. 


47. ^ = 

48. 

dy x 
— = - sen x 

dx y 


dx y 

y(o) = 2 


II 

3 

En los ejercicios 49 a 60, evaluar la integral definida. Usar una 

herramienta de graficacion para confirmar el resultado. 

f 3 


r 2 

49. xe x / 2 dx 

50. 

x 2 e -2r dx 

Jo 


Jo 

f ir/4 


rn 

51. x cos 2x dx 

52. 

x sen 2x dx 

Jo 


Jo 

r i/2 


f 1 

53. arccos x dx 

54. 

xarcsenx 2 dx 

Jo 

f 1 


Jo 

f 2 

55. e x sen x dx 

56. 

e~ x cos x dx 

Jo 

f 2 


Jo 

r 

57. Vx In x dx 

J 1 

58. 

In (4 + x 2 ) dx 
Jo 

r 


p r/8 

59. x arcsec x dx 

60. 

x sec 2 2x dx 

J 2 


Jo 
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CAPITULO 8 Tecnicas de integration, regia de L'Hopital e integrales impropias 


En los ejercicios 61 a 66, usar el metodo tabular para encontrar 
la integral. 


61- J x 2 e 2x dx 

61 j 

|" x 3 e 2x dx 

63. J x 3 sen x dx 

64 j 

|" x 3 cos 2x dx 

65. J x sec 2 x dx 

«. j 

[ x 2 (x-2 ) 3 ' 2 dx 

En los ejercicios 67 a 74, encontrar o evaluar la integral usando 
primero sustitucion y despues la integration por partes. 

67. J seris/x dx 

68. j 

| cos s/x dx 

69. f Xn/4 — xdx 

Jo 

7». j 

f 2x 3 cos x 2 dx 

71- | xV dx 

72. j 

'■S 

£ o 

73 f 

‘ cos(ln x) dx 

,4. j 

[ ln(x 2 + 1) dx 

Desarrollo de conceptos 


84. Integrar J xj 9 + xdx 

a ) por partes, con dv = J 9 + x dx. 

b) por sustitucion, con u — 9 + x. 

v3 


85. Integrar 


JA + . 


- dx 


a) por partes, con dv = (x/ JA + x 2 ) dx. 

b ) por sustitucion, con u = 4 + x 2 . 

86. Integrar J xjA — xdx 

a) por partes, con dv = VA — x dx. 

b) por sustitucion, con u = 4 — x. 

fiL&f En los ejercicios 87 y 88, usar una herramienta de graficacion para 
encontrar la integral para n = 0, 1, 2 y 3. Usar el resultado para ob- 
tener una regia general para la integral para cualquier entero n 
positivo y probar sus resultados para n = 4. 


87. x" In x dx 


88. x n e x dx 


En los ejercicios 89 a 94, usar la integration por partes para 
verificar la formula. (Para los ejercicios 89 a 92, asumir que n es 
un entero positivo.) 


75. ('En que regia de derivation esta basada la integration por 
partes? Explicar. 

76. En sus propias palabras, establecer la manera de determinar 
que partes del integrando deberfan ser u y dv. 

77. A1 evaluar f x sen x dx, explicar por que dejar u = sen x y 
dv — x dx hace que la solution sea mas diffcil de encontrar. 


Para discusion 


78. Indicar si se usarfa la integration por partes para evaluar 
cada integral. Si es asf, identificar que se usarfa para u y dv. 
Explicar el razonamiento. 

d) I 2x e x ~ dx e) | , * dx j) I . * dx 


89 

90 

91 

92 

93 

94 


•/ 

.J,- 

■I 
•J 
•J 


x" sen x dx = — jc" cos x + n \ x n 1 cos x dx 


x n cos x dx — x n sen* — n 




sen x dx 


In x dx = 


(n + l) 2 


[— 1 + ( n + 1) lnx] + C 


x c n I 

x n e ax dx = x n ~ 1 e ax dx 

a a J 

, e ax (a sen bx — b cos bx) 

e ax sen bx dx = — b C 

a 2 + b 2 

. , e ax (a cos bx + b sen bx) 

e ax cos bx dx = ^ , , 1- C 

a 2 + o 2 


En los ejercicios 79 a 82, usar un sistema algebraico por compu- 
tadora para a) encontrar o evaluar la integral y b ) hacer la graflca 
de dos antiderivadas. c) Describir la relation entre las graficas de 
la antiderivada. 


En los ejercicios 95 a 98, encontrar la integral usando la formula 
apropiada de entre las mostradas en los ejercicios 89 a 94. 

95. / *•!»,<& 

96. / x 2 cos x dx 

97 . 3 ,* 

x 3 e 2x dx 


79. 

81. 

83 . 


I 


t 3 e 4r dt 

tt/2 

e~ 2x sen 3 xdx 


80. 

82. 


/ 

r 


a 4 sen i ra da 


x 4 (25 — x 2 ) 3 / 2 dx 


Integrar J 2xjlx — 3 dx 

a) por partes, con dv = Jlx — 3 dx. 

b) por sustitucion, con u = 2x — 3. 


98 


! Area En los ejercicios 99 a 102, usar una herramienta de gra- 
ficacion para representar la graflca de la region acotada por las 
graficas de las ecuaciones, y encontrar su area. 

99. y = 2xe ~ x , y = 0, x = 3 


100. y = ^xe _JC / 4 , y = 0, x = 0, x = 4 

101 . y = e~ x sen ttx, y = 0, x = 1 

102. y = x sen x, y = 0, x = ir 
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103. Area, volumen y centroide Dada la region acotada por las 
graficas de y = In x, y = 0 y x = e, encontrar 

a) el area de la region. 

b ) el volumen del solido generado al girar la region alrededor 
del eje x. 

c) el volumen del solido generado al girar la region alrededor 
del eje y. 

d) el centroide de la region. 

104. Volumen y centroide Dada la region acotada por las graficas 
de y = x sen x, y = 0, x = 0 y x = 17 , encontrar 

a ) el volumen del solido generado al girar la region alrededor 
del eje x. 

b) el volumen del solido generado al girar la region alrededor 
del eje y. 

c ) el centroide de la region. 

105. Centroide Encontrar el centroide de la region acotada por las 
graficas de y = arcsen x, x = 0 y y = ir/2. ^Como se relaciona 
este problema con el ejemplo 6 de esta section? 

106. Centroide Encontrar el centroide de la region acotada por las 
graficas de/Qc) = x 2 , g( x) = 2 X , x = 2 y x = 4. 

107. Desplazamiento medio Una fuerza amortiguadora afecta la 
vibration de un muelle de manera que su desplazamiento se de 
por y = e -4 ' (cos 2? + 5 sen 2 ?). Encontrar el valor medio de y 
en el intervalo de t = 0 a t = tt. 

108. Modelo para la memoria El modelo para la capacidad M de 
un nino para memorizar, medido en una escala de 0 a 10, esta 
dado por M = 1 + 1.6/ In t, 0 < t < 4, donde t es la edad del 
nino en anos. Encontrar el valor medio de esa funcion 

a) entre el primero y segundo cumpleanos del nino. 

b) entre el tercer y cuarto cumpleanos del nino. 

Valor actual En los ejercicios 109 y 110, encontrar el valor 
presente P de un flujo de ingreso continuo de dolares por ano 

c(t) si 


P = | c(t)e rl dt 
Jo 


donde t 1 es el tiempo en anos y r es la tasa de interes anual com- 
puesto continuo. 

109. c (t) = 100 000 + 4 000?, r = 5%, ?, = 10 

110. c(?) = 30 000 + 500?, r = 7%, q = 5 

Integrates usadas para encontrar los coeficientes de Fourier En 
los ejercicios 111 y 112, verificar el valor de la integral definida 
donde n es un entero positivo. 


2 TT 

— • n es impar 
n 


2tt 

, n es par 

n 


(— 1 )" AtT 
x x cos nx dx = ; 


>• f 

J — TT 


111. x sen nx dx = 


r 7i 


113. Cuerda vibrante Una cuerda tensada entre los dos puntos 
(0, 0) y (2, 0) se tensa desplazando su punto medio h unidades. 
El movimiento de la cuerda es modelado por una serie senoidal 
de Fourier para la cual se dan los coeficientes por 

, , f 1 mrx , f 2 , mrx , 

b n — h J x sen ^ dx + h J (~x + 2) sen ^ dx. 

Encontrar b n . 

114. Encontrar la falacia en la siguiente demostracion de que 0 = 1. 


dv = dx 


1 

u = — 

X 



/ 


v = l dx = x 


0 + /7 = © w "/(“^) w * =1 + / 7 

Asl, 0=1. 

115. Sea y = f(x) positiva y estrictamente creciente en el intervalo 
0 < a £ x £ b. Considerar la region R acotada por las graficas 
de y = /( x), y = 0, x = a y x = b. Si R se gira alrededor del 
eje y, demostrar que el metodo de los discos y el metodo de las 
capas dan el mismo volumen. 

116. El metodo de Euler Considerar la ecuacion diferencial f'(x) 
= xe~ x con la condition inicial /( 0) = 0. 

a) Usar la integration para resolver la ecuacion diferencial. 

b) Usar una herramienta de graficacion para hacer la grafica 
de la solution de la ecuacion diferencial. 

c) Usar el metodo de Euler con h = 0.05, y una herramienta 
de graficacion para generar los primeros 80 puntos de la 
grafica de la solution aproximada. Usar una herramienta 
de graficacion para trazar los puntos. Comparar el resultado 
con la grafica en el inciso b). 

d) Repetir el inciso c) usando h = 0. 1 y generar los primeros 
40 puntos. 

e) ^Por que el resultado es en el apartado c) una mejor aproxi- 
macion de la solution que el resultado en el apartado d)2 


I Metodo de Euler En los ejercicios 117 y 118, considerar la ecua- 
cion diferencial y repetir los apartados a) a d) del ejercicio 116. 

117. f\x) = 3x sen(2x) 118. f'(x) = cos^r 

/( 0 ) = 0 /( 0 ) = 1 

119. Para pensar Dar una explication geometrica para explicar 

f’ r /2 |V 2 

x sen x dx < x dx. 

Jo Jo 

Verificar la desigualdad evaluando las integrales. 

120. Encontrando un modelo Encontrar el area acotada por las 
graficas de y = x sen x y y = 0 sobre cada intervalo. 


a) [0, tt] b) [tt, 27t] c) [27t, 37t] 

Describir cualquier patron que se note. ^Cual es el area en- 
tre las graficas de y = x sen x y y = 0 en el intervalo [ mr , 
(n + l)ir], donde n es cualquier entero no negativo? Explicar 
la respuesta. 
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CAPITULO 8 Tecnicas de integration, regia de L’Hopital e integrales impropias 


mi Integrales trigonometricas 


Resolver integrales trigonometricas que contienen potencias de seno y coseno. 

Resolver integrales trigonometricas que contienen potencias de secante y tangente. 
Resolver integrales trigonometricas que contienen los productos de seno-coseno con 
angulos diferentes. 


Sheila Scott Macintyre (1910-1960) 
Sheila Scott Macintyre publico su primer 
trabajo sobre los periodos asintoticos de 
las funciones integrales en 1935. Recibio el 
doctorado en la Universidad de Aberdeen, 
donde fue profesora. En 1958 acepto un 
puesto como investigadora invitada en la 
Universidad de Cincinnati. 


Integrales que contienen potencias de seno y coseno 

En esta section se estudiaran las tecnicas para evaluar integrales de los tipos 


J sen"' x cos" x dx y J sec'” x tan" x dx 

donde m ones cualquier entero positivo. Para encontrar la antiderivada o primitiva para 
estas expresiones, intentar separarlas en combinaciones de integrales trigonometricas a las 
que puede aplicarse la regia de la potencia. 

Por ejemplo, evaluar f sen 5 x cos x dx con la regia de la potencia haciendo u = sen x. 
Entonces, du = cos x dx y tiene 


. . , u 6 sen 6 x 

sen x cos x dx = \ u du = — + C = — 7 1- C. 

6 6 


Para separar f sen™ x cos" x dx en formas a las que se puede aplicar la regia de la po- 
tencia, usar las identidades siguientes. 


sen 2 x 
sen 2 x 

cos 2 x 


+ COS 2 X = 1 

1 — cos 2x 
2 

1 + cos 2x 
2 


Identidad pitagorica. 

Identidad del angulo medio para sen 2 x. 

Identidad del angulo medio para cos 2 x. 


Estrategia para evaluar integrales que contienen senos y cosenos 

1. Si la potencia del seno es impar y positiva, conservar un factor seno y pasar los factores restantes a cosenos. Entonces, 
desarrollar e integrar. 


Impar Convertir a senos Conservar para du 

sen 2A+ 1 x cos" x dx = (sen 2 x) k cos" x senx dx = ( 1 — cos 2 x) k cos n x sen x dx 


2. Si la potencia del coseno es impar y positiva, conservar un factor coseno y pasar los factores restantes a senos. Entonces, 
desarrollar e integrar. 

Impar Convertir a senos Conservar para du 

sen'" x cos 2i+ 1 x dx = sen'" v(cos 2 x) k cos x dx = sen'" x ( 1 — sen 2 x) k cos x dx 


3. Si las potencias de ambos son pares y no negativas, usar repetidamente las identidades. 


1 — cos 2x 


1 4- cos 2x 


para convertir el integrando a potencias impares del coseno. Entonces procedase como en la estrategia 2. 
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TECNOLOGIA Usar un sistema EJEMPLO I La potencia del seno es impar y positiva 

algebraico por computadora para 

encontrar la integral en el ejemplo 1. r 

Obtener Encontrar sen 3 x cos 4 x dx. 


/ 


sen 3 x cos 4 x dx = 


— cos 5 x\ — sen 2 x + — ] + C. 


Solucion Ya que se espera usar la regia de la potencia con u = cos x, conservar un factor 
para formar du y convertir los factores del seno restantes a cosenos. 


^Es equivalente este resultado al 
obtenido en el ejemplo 1? 


sen 3 x cos 4 x dx = sen 2 x cos 4 x(sen x) dx 


Reescribir. 


— I (1 — COS 2 x) COS 4 X senx dx Identidad trigonometrica. 


Multiplicar. 


= I COS 4 X sen X dx — I COS 6 X sen X dx Reescribir. 


= (cos 4 x — cos 6 x) sen x dx 


= — I cos 4 x(— senx) dx + J cos 6 x(— senx) dx 
+ — — h C Integrar. 


En el ejemplo 1 , las dos potencias m y n pasaron a ser enteros positivos. Sin embargo, la 
misma estrategia funcionara siempre que m o n sean impares y positivos. Asr, en el proximo 
ejemplo la potencia del coseno es 3, pero la potencia del seno es — 


EJEMPLO 2 La potencia del coseno es impar y positiva 


Evaluar 


tt/3 3 
COS J X 

n/6 Vsenx 


dx. 


Solucion Ya que se espera usar la regia de la potencia con u = sen x, consen’ar un factor 
del coseno para formar du y convertir los factores del coseno restantes a senos. 



7J-/3 3 

COS ' 3 X 


n/6 Vsenx 


dx = 


77-/3 1 

COS X COS X 


dx 


v 6 Vsenx 
77/3 (1 - sen 2 x) (cos x) 


tt/6 

77-/3 

7t/6 




dx 


senx 


[(senx) J / 2 cos x — (senx) 3//2 cos x] dx 


77/3 


= 2 


(senx) 1 / 2 (senx) 5 / 2 

1/2 5/2 

2/V3V ,! _ + V32 


7t/6 


2 j 
0.239 


5\ 2 J 


80 


El area de la region es aproximadamente 
0.239 

Figura 8.4 


La figura 8.4 muestra la region cuya area es representada por esta integral. 
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CAPfTULO 8 


Tecnicas de integration, regia de L'Hopital e integrales impropias 


EJEMPLO 3 La potencia del coseno es par y no negativa 

Encontrar J cos 4 x dx. 

Solucion Porque m y n son pares y no negativos (m = 0), se puede reemplazar cos 4 x por 
[(1 + cos 2x)/2] 2 . 



1 + cos 2x\ 2 


dx 


1 cos 2x cos 2 2x 
4 + 2 + 4 


dx 


1 cos 2x 1 ( 1 + cos 4x 
4 ^ 2 ^ 4 


dx 


dx + — I 2 cos 2x dx + 


4 cos 4x dx 


3jc sen 2x sen 4x „ 

Y + — + ^ + c 


Identidad del angulo mitad. 
Expandir. 

Identidad del angulo mitad. 
Reescribir. 


Integrar. 


U sar un sistema de derivation simbolica para verificar esto. (j Se puede simplificar la derivada 
para obtener el integrando original? 


En el ejemplo 3, si se evaluara la integral defmida de 0 a tt/ 2, se obtendria 


rn/2 

cos 4 x dx 

Jo 


3x sen 2x sen 4x 

Y + 4 + 32 


7t/2 

JO 


(j’r + 0 + 0 j - (0 + 0 + 0 ) 


37T 

7 ( 5 ' 


Notar que el unico termino que contribuye a la solucion es 3x/8. Esta observacion se gene- 
raliza en las formulas siguientes desarrolladas por John Wallis. 



John Wallis (1616-1703) 

Wallis hizo mucho de su trabajo en calculo 
antes que Newton y Leibniz e influyo en el 
pensamiento de ambos. Wallis es tambien 
creador de la introduccion del simbolo (°°) 
para denotar infinite. 



Estas formulas tambien son validas si el cos" x se reemplaza por el sen" x. (Demostrar 
ambas formulas en el ejercicio 108.) 
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Integrates que contienen potencias de secante y tangente 

Las estrategias siguientes pueden ayudar a evaluar integrates de la forma 


/■ 


Estrategia para evaluar integrales que contienen secante y tangente 

1. Si la potencia de la secante es par y positiva, conservar un factor secante cuadrado y convertir los factores restantes a 
tangentes. Entonces desarrollar e integrar. 

Par Convertir a tangentes Conservar para du 


sec 2 * x tan" x dx = (sec 2 x) k 1 tan" x sec 2 x dx = (1 + tan 2 x)* 1 tan" x sec 2 x dx 


2. Si la potencia de la secante es impar y positiva, conservar un factor secante tangente y convertir los factores restantes a 
secantes. Entonces desarrollar e integrar. 

Impar Convertir a secantes Conservar para du 


sec"'xtan 2 * +1 j k dx = sec™ 1 x(tan 2 x)*sec x tan x dx = sec'" 1 x(sec 2 x — 1)* secx tan x dx 


3. Si no hay factores secantes y la potencia de la tangente es par y positiva, convertir un factor tangente cuadrado a secante 
cuadrado. Entonces desarrollar y repetir si es necesario. 

Convertir a secantes 

tan" x dx = I tan" ~ 2 x(tan 2 x) dx = tan" _2 x(sec 2 x — I ) dx 


4. Si la integral es de la forma f sec"' x dx donde in es impar y positiva, usar la integracion por partes, como se ilustra en el 
ejemplo 5 de la seccion anterior. 

5. Si ninguna de las primeras cuatro guras aplica, intentar convertir el integrando en senos y cosenos. 


EJEMPLO 4 La potencia de la tangente es impar y positiva 

I tan 3 jc 

Encontrar . dx. 

J Vsecx 

Solucion Debido a que se espera usar la regia de la potencia con u = sec x, conservar 
un factor de (sec x tan x) para formar du y convertir los factores tangentes restantes a se- 
cantes. 



dx 


I 

1 
f 

f 

2 
3 


(secx) 1 ' /2 tan 3 xfifx 
(sec x) -3 / 2 (tan 2 x)(sec x tan x) dx 
(sec x) _3/2 (sec 2 x - l)(sec x tan x) dx 
[(sec xY' 2 - (sec x)- 3 / 2 ](sec x tan x) dx 
(secx) 3,/2 + 2(secx) -1 / 2 + C 
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En el ejemplo 5, la potencia 
de la tangente es impar y positiva. 

Asf que tambien se podria encontrar 
la integral usando el procedimiento 
descrito en la gufa de estrategias 2 de la 
pagina 539. Demostrar en el ejercicio 
89 que los resultados obtenidos por 
estos dos procedimientos solo difieren 
por una constante. ■ 


EJEMPLO 5 La potencia de la secante es par y positiva 


Encontrar sec 4 3x tan 3 3x dx. 


Solucion Sea u = tan 3x, entonces du = 3 sec 2 3x dx y se pueden escribir 


sec 4 3x tan 3 3 x dx = sec 2 3x tan 3 3x(sec 2 3x) dx 


= (1 + tan 2 3x) tan 3 3x(sec 2 3x) dx 


\ 

3 


(tan 3 3x + tan 5 3x)(3 sec 2 3x) dx 

tan 4 3x tan 6 3x\ 

+ ~ 6~) + C 


tan 4 3x tan 6 3x 
12 + 18 + C ' 


EJEMPLO 6 La potencia de la tangente es par 


J 'tt/4 

tan 4 x dx. 
o 

Solucion Debido a que no hay factor secante, se puede empezar convirtiendo un factor 
tangente cuadrado en un factor secante cuadrado. 


y 



0.119 

Figura 8.5 


tan 4 x dx = tan 2 x(tan 2 x) dx 


= tan 2 x(sec 2 x — 1) dx 


— tan 2 x sec 2 x dx — tan 2 x dx 


= I tan 2 x sec 2 x dx — J (sec 2 x — 1) dx 
— — tan x + x + C 


Evaluar la integral definida como sigue. 


rW 4 

tan 3 x 

tan 4 x dx = 

„ tan x + x 

Jo 

3 


77 2 

4 - 3 


= 0.119 

El area representada por la integral definida se muestra en la figura 8.5. Probar usando la 
regia de Simpson para aproximar el valor de esta integral. Con n = 18, se debe obtener una 
aproximacion con un error menor que 0.00001 . 
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PARA MAYOR INFORMACI ON 
Para aprender mas sobre integrates que 
contienen los productos del 
seno-coseno con angulos diferentes, 
ver el artlculo “Integrals of Products 
of Sine and Cosine with Different 
Arguments”, de Sherrie J. Nicol, en 
The College Mathematics Journal. 


Para integrates que contienen potencias de cotangentes y cosecantes, seguir una estra- 
tegia similar a aquella usada para las potencias de tangentes y secantes. Tambien, al integrar 
las funciones trigonometricas, recordar que a veces ayuda convertir el integrando entero 
en las potencias de senos y cosenos. 

EJEMPLO 7 Conversion de senos y cosenos 


Solucion Debido a que las primeras cuatro estrategias de la pagina 539 no aplican, intentar 
convertir el integrando en senos y cosenos. En este caso, se pueden integrar las potencias 
resultantes de seno y coseno como sigue. 


Integrates que contienen los productos seno-coseno 
de angulos diferentes 

Las integrates que contienen los productos de senos-cosenos de dos angulos diferentes ocurren 
en muchas aplicaciones. En tales casos usar las identidades de producto suma. 




I 


J (sen x) 2 (cos x) dx 
— (sen*)^ + C 


esc x + C 



EJEMPLO 8 Uso de identidades de producto y suma 


Encontrar sen 5x cos 4x dx 


I 


Solucion Considerando la segunda identidad del producto suma, escribir 



cos x cos 9x 


+ C. 


2 


18 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, usar la derivation para adaptar la anti- 
derivada con la integral correcta. [Se etiquetan las integrales a), 
b), c) y d).] 


a) J sen* tan 2 x dx 
c) sen x sec 2 x dx 


b) 8j cos 4 x dx 
d) tan 4 x dx 


1. y — sec x 

2. y = cos x + sec x 

3. y = x — tan x + 5 tan 3 x 

4. y = 3x + 2 senx cos 3 x + 3 senx cos x 

En los ejercicios 5 a 18, encontrar la integral. 


33. J sec 2 x tan x dx 

34. 

35. J tan 2 x sec 4 x dx 

36. 

37. J sec 6 4x tan 4x dx 

38. 

39. J sec 5 x tan 3 x dx 

40. 

[ tan 2 x , 


41. dx 

42. 

J sec x 



/■ 

J* 

/ 


38. sec 2 — tan - dx 
2 2 


/ 


tan 2 x 


- dx 


En los ejercicios 43 a 46, resolver la ecuacion diferencial. 


43. sen 4 ttO 

dd 


. ds . a . a 
44. — = sen- — cos — 

da 2 2 


■f 

• j 8 

• I 8 


5. | cos 5 x senx dx 

sen 7 2x cos 2x dx 
sen 3 x cos 2 x dx 


| C 


6. I cos 3 x sen 4 x dx 
8. I sen 3 x dx 


I s 

f 


10. cos 3 — dx 


11. I sen 3 20Vcos26 d 


12 . 


,3. / c 

/■ 


| cos 2 3x dx 

,s - J“ 43 “‘ ta 

17. x sen 2 x dx 


f cos 5 1 

J v^serT? 

/■ 


dt 


45. y ' = tan 3 3x sec 3x 46. y ' = Vtan x sec 4 x 

! Campos de pendientes En los ejercicios 47 y 48 se da una ecuacion 
diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Dibujar dos 
soluciones aproximadas de la ecuacion diferencial en el campo 
de pendientes, una de las cuales pase a traves del punto dado. 
b) Usar la integration para encontrar la solution particular de 
la ecuacion diferencial y usar una herramienta de graficacion 
para hacer la graflca de la solution. Comparar el resultado con 
los dibujos del inciso a). 


14. I sen 2 5x dx 
16. | sen 4 6 Odd 

18. I x 2 sen 2 x dx 


47. ^ = sen 2 x, (0, 0) 
dx 


48. 


dy 

dx 


= sec 2 x tan- x, 0, — 


J* 


En los ejercicios 19 a 24, usar las formulas de Wallis para evaluar 
la integral. 


Ctt/2 


Ctt/2 


19. cos 7 x dx 

20. cos 9 x dx 

Jo 

Jo 

fir/ 2 

r-ir/2 

21. cos 10 xdx 

22. sen 5 x dx 

Jo 

Jo 

r -n/2 

f-/2 

23. sen 6 x dx 

24. sen xdx 



-1 


5/ I / ■' 

I I /"- 

I I /■ 

/- 


I I / ■ 1.5- - W / / 

/ / /. w / / 

/ / /- '/ I I 

I j /. / / 

I I /- W / / 

/ / />- / / 

+-HHH l -P r ) I 


/ / 1 

-/ / / 

/- // / / 


En los ejercicios 25 a 42, encontrar la integral conteniendo secante 
y tangente. 


25 . j 

f sec lx dx 

“• J 

[sec 2 (2x — 1 

27. j 

f sec 4 5x dx 

23. j 

[ sec 6 3x dx 

2». j 

f sec 3 7 r x dx 

33. j 

f tan 5 x dx 

31. j 

f tan 5 — dx 

32. j 

f , T7X 

| tan J — sec- 


/— 1.5 


MiVl Campos de pendientes En los ejercicios 49 y 50, usar un sistema 
algebraico por computadora para hacer la grafica del campo de 
pendientes para la ecuacion diferencial y presentar la solution a 
traves de la condition inicial especiflcada. 

49. ^ = Isenx^ ( 0 ) = 2 50. ^ = 3 s/v tan 2 x, y(0) = 3 

dx y dx 

En los ejercicios 51 a 56, encontrar la integral. 


51. J cos 2x cos 6x dx 
53. / sen 2x cos 4x dx 

55. I send sen 3 OdO 


52. J cos 4dcos(— 3d) d6 
54. jsen( — 4x) cos 3x dx 
56. sen 5x sen 4x dx 
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En los ejercicios 57 a 66, encontrar la integral. Usar un sistema 
algebraico por computadora para confirmar el resultado. 


57. 

59. 


61. 


63. 


65. 


cot 3 2* dx 

esc 4 2x dx 

cot 2 f 
esc t 


dt 


1 


- dx 
sec x tan x 

(tan 4 t — sec 4 t) dt 


58. 


60. 


62. 

64. 

66 . 


. 4 x 4 x 
tan 4 — sec 4 - dx 
2 2 


cot 3 x esc 3 x dx 
cot 3 t 


dt 


CSC t 


sen 2 * — cos 2 * 


cos x 
1 — sec t 
cos t — 1 


dx 


dt 


En los ejercicios 67 a 74, evaluar la integral definida. 


67. 


69. 

71. 


73. 


sen 2 x dx 

-77 

77-/4 

6 tan 3 x dx 



cos t 
1 + sent 


dt 


rn/2 

3 cos 3 x dx 

J-tt/2 


r it/2 

68. | tan 2 x dx 

i 

77-/4 

70. I sec 2 t^J tan t dt 


72. | sen 5 jc cos 3* dx 

f 77-/2 


74. 


L 


77-/2 


(sen 2 .* + 1) dx 


En los ejercicios 75 a 80, usar un sistema algebraico por compu- 
tadora para encontrar la integral. Hacer la grafica de la antideri- 
vada para dos valores diferentes de la constante de integracion. 


75, 

77. 

79. 


■/ 

■/ 

■f 


cos 4 x dx 
2 


sec 5 7 tx dx 
sec 5 7 tx tan itx dx 


76, 

78, 

80 


■/ 

•f 


sen 2 * cos 2 * dx 
tan 3 (l — *) dx 
sec 4 (l — *) tan(l — *) dx 


En los ejercicios 81 a 84, usar un sistema algebraico por compu- 
tadora para evaluar la integral definida. 


r 77-/4 

rW 2 

81. sen30 sen40d0 

82. I 

Jo 

Jo 

r tt /2 

rv/2 

83. sen 4 * dx 

84. ! 

Jo 

Jo 


Desarrollo de conceptos 


85. Describir como integrar J sen'" * cos" * dx para cada con- 
dition. 

a) m es positivo e impar. b) n es positivo e impar. 
c) m y n son positivos y pares. 

86. Describir como integrar J sec m * tan" * dx para cada condi- 
tion. 

a) m es positivo y par. b) n es positivo e impar. 

c) n es positivo y par y no hay factor secante. 

d) m es positivo e impar y no hay factor tangente. 


87. Evaluar J sen * cos * dx utilizando el metodo indicado. Explicar 
como difieren sus respuestas en cada metodo. 

a) Sustitucion donde u = sen * 

b ) Sustitucion donde u = cos * 

c) Integracion por partes 

d) Utilizando la identidad sen 2* = 2 sen * cos * 


Para discusion 


88. Para cada par de integrates, determinar cual es mas diflcil 
evaluar. Explicar el razonamiento. 

a) f sen 372 * cos * dx, f sen 4 * cos 4 * dx 

b) f tan 400 * sec 2 * dx, f tan 400 * sec * dx 

Hi En los ejercicios 89 y 90, a) encontrar la integral indefinida de 
dos maneras diferentes, b) usar una herramienta de graficacion 
para representar la grafica de la antiderivada (sin la constante de 
integracion) obtenida por cada metodo para demostrar que los 
resultados solo difieren por una constante, y c) verificar analitica- 
mente que los resultados solo difieren por una constante. 

89. J sec 4 3* tan 3 3* dx 90. J sec 2 * tan * dx 

Area En los ejercicios 91 a 94, encontrar el area de la region 
acotada por las graficas de las ecuaciones. 


91. 

y = sen*, 

y = sen?*, * = 0, * = 

7t/2 

92. 

y = sen 2 77*. 

, y = 0, * = 0, * = 1 


93. 

y = cos 2 *. 

y = sen 2 *, * = — tt/4. 

* = 77/4 

94. 

V = cos 2 *. 

y = sen * cos *, * = — 

7t/2, * = 77-/4 


Volumen En los ejercicios 95 y 96, encontrar el volumen del 
solido generado al girar la region acotada por las graficas de las 
ecuaciones alrededor del eje *. 


95. 

y = 

tan x , 

II 

p 

5-! 

= — 7t/4 * = 77-/4 

96. 

y = 

X 

cos-, 

X 

y = sen-, 

* = 0, * = 77-/2 


Volumen y centroide En los ejercicios 97 y 98, para la region 
acotada por las graficas de las ecuaciones, encontrar a ) el volumen 
del solido formado al girar la region alrededor del eje x, y b ) el 
centroide de la region. 

97. y = sen *, y = 0, * = 0, * = 7r 

98. y = cos x,y — 0, * = 0, * = tt/2 


En los ejercicios 99 a 102, usar la integracion por partes para 
verificar la formula de la reduction. 


, . sen" '* cos * 77 — 1 

99. sen"* dx = 1 


S>. f s 

"• f‘ 


„ ^ , , cos" 1 x sen* n — 

100. I cos” xdx = + 

n n 


101. cos" 1 * sen n x dx = — - 


1 / 


sen" 2 xdx 
cos" -2 * dx 


m + n 


m + 


«i C 


cos'" * sen" 2 * dx 
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102. sec" x dx = — - — sec" 2 x tan x + — I sec" 2 x dx 

J n ~ 1 n - 1 J 

En los ejercicios 103 a 106, usar los resultados de los ejercicios 99 
a 102 para encontrar la integral. 


103. 

J sen 5 x dx 

,04. j 

fcos^x 

105. 

( 4 2lrx , 

1 sec" — dx 

,00. j 

f sen 4 .v cos 2 x dx 

107. 

Modelo matematico 

La tabla muestra las temperaturas maxi- 


mas (alto) y mmimas (bajo) rnedias (en grados Fahrenheit) 
en Erie, Pennsylvania, durante cada mes del ano. ( Fuente : 
NOAA) 


Mes 

Ene 

Feb 

Mar 

Abr 

May 

Jun 

Max 

33.5 

35.4 

44.7 

55.6 

67.4 

76.2 

Mm 

20.3 

20.9 

28.2 

37.9 

48.7 

58.5 


Mes 

Jul 

Ago 

Sep 

Oct 

Nov 

Die 

Max 

80.4 

79.0 

72.0 

61.0 

49.3 

38.6 

Mm 

63.7 

62.7 

55.9 

45.5 

36.4 

26.8 


Las temperaturas maximas y mmimas admiten el modelo 
fit) = a 0 + flj cos (irf/6) + b 1 sen (irf/6) donde t = 0 corres- 
ponden a enero y a 0 , a 1 y Zq son como sigue. 



a) 



Aproximar el modelo H(t) para las temperaturas maximas. 
(Sugerencia: Usar la regia de Simpson para aproximar las 
integrales y usar los datos de enero dos veces.) 

Repetir el inciso a) para un modelo L(t) para los datos de 
temperature mmimos. 

Usar una herramienta de graficacion para comparer cada 
modelo con los datos reales. <; Durante que parte del ano la 
diferencia es mas grande entre las temperaturas maximas 
y mmimas? 


108. Formulas de Wallis Usar el resultado del ejercicio 100 para 
demostrar las versiones siguientes de las formulas de Wallis. 

a) Si n es impar ( n a 3), entonces 


rn/2 

C 

JO 


2 \( 4\/ 6 


cos n xdx = I - 5 ? 


b ) Si n es par ( n a 2), entonces 


rw 2 

C 

JO 


COS"^X=|j(|(| 




109. El producto escalar de dos funciones/y g sobre [a, b] esta 
dado por (/, g) = f(x)g(x) dx. Se dice que dos funciones 
distintas fyg son ortogonales si (/, g) = 0. Mostrar que el 
conjunto siguiente de funciones es ortogonal en [— 77 , it]. 

{ sen x, sen 2x, sen 3x, , cos x, cos 2x, cos 3x, . . .) 

110. Serie de Fourier La suma siguiente es una serie de Fourier 
finita. 

N 

f(x) = ^ a f sen ix 

i= 1 

= a 1 sen x + a 2 sen 2x + a 3 sen 3x + ■ • • + a N sen N 

a) Usar el ejercicio 109 para demostrar que el coeficiente de 

1 

a n esta dado por a = — I fix ) sen nx dx 
TTJ-tt 

b) Sea f(x) = x. Encontrar a v a 2 y a 3 . 


PR0YECT0 DE TRABAJ0 


Lrneas de potencia 

Las lrneas de potencia son construidas atando cables entre los soportes 
fijos y ajustando la tension en cada tramo. El cable cuelga entre los 
apoyos en la forma de una catenaria, como se muestra en la figure. 


y 



Sea T la tension (en libras) en un tramo de cable, u la densi- 
dad (en libras por pie), sea g ~ 32.2 la aceleracion debida a la gra- 
vedad (en pies/s 2 ), y sea L la distancia (en pies) entre dos so- 
portes consecutivos. Entonces la ecuacion de la catenaria es 

y = — ( cosh ll ^' L — 1 ], donde x y y son medidos en pies. 
ug V T / 


a) Encontrar la longitud de la portion del cable entre dos soportes 
contiguos. 

b) Para medir la tension en un tramo de la lrnea de potencia, los espe- 
cialistas usan el metodo de la onda de retomo. Se golpea el cable 
en un soporte, creando una onda en la linea, y es medido el tiempo 
t (en segundos) que tarda la onda en hacer un viaje redondo. La 
velocidad v (en pies por segundo) se da por v = > jT/u . ^Cuanto 
tiempo toma a la onda hacer un viaje redondo entre los soportes? 

c) El pandeo i (en pulgadas) puede obtenerse evaluando y cuando 
x — L/ 2 en la ecuacion para la catenaria (y multiplicando por 
12). En la practica, sin embargo, los especialistas de lmea de 
potencia usan la “ecuacion del instalador de lrneas” dada por 
s ~ 12.075 1 1 . Usar el hecho que [cosh(ngL/27) + 1] ~ 2 para 
derivar esta ecuacion. 

PARA MAYOR INFORMACION Para aprender mas sobre la ma- 
tematica de lineas de potencia, ver el artfculo “Constructing Power 
Lines”, de Thomas O’Neil en The UMAP Journal. 
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Sustituciones trigonometricas 


■ Usar sustituciones trigonometricas para resolver una integral. 

■ Usar las integrales para formular y resolver las aplicaciones de la vida real. 


Integration de una funcion radi- 
cal Hasta este punto del texto, no 
se ha evaluado la siguiente integral 



Por argumentos geometricos se 
puede encontrar el valor exacto de 
esta integral. ^Cual es? Utilizando 
la integration simbolica con la regia 
de Simpson o de los trapecios, no se 
tiene la seguridad de la precision de 
la aproximacion. ^Por que? 

Intentar calcular el valor exacto 
mediante la sustitucion 

x = sen 0 y dx = cos Odd 

^Coincide la respuesta con el valor 
obtenido usando el razonamiento 
geometrico? 


Sustituciones trigonometricas 

Conociendo como evaluar las integrales que contienen potencias de funciones trigonometri- 
cas, usar sustituciones trigonometricas para evaluar integrales que contienen radicales 

Vfl 2 ~ m 2 , Vo 2 + u 2 y V u 2 — a 1 . 

El objetivo de las sustituciones trigonometricas es eliminar al radical en el integrando. Hacer 
esto con las identidades pitagoricas. 

cos 2 0=1 — sen 2 6, sec 2 6=1+ tan 2 6 y tan 2 6 = sec 2 6—1. 

Por ejemplo, si a > 0, sea u = a sen 6, donde — 7 t/2 < 0 < 7t/ 2. Entonces 

V a 2 — u 2 = -Jo 2 — a 2 sen 2 6 
= V« 2 ( 1 — sen 2 0) 

= -J a 2 cos 2 6 
= a cos 6. 

Notar que cos 0 > 0, porque — 7 t/2 < 0 < 7t/2. 


SUSTITUCIONES TRIGONOMETRICAS ( a > 0) 


1. Para integrales que contienen -J cr — u 2 , sea 

u = a sen 0. 

Entonces -J a 2 — u 2 = a cos 0, donde 

— 77/2 < 0 < 7 t/2 . 

2. Para integrales que contienen J a 2 + tr, sea 

u = a tan 0. 

Entonces -J a 2 + u 2 = a sec 0, donde 

— tt/2< 0 < 77/2. 

3. Para integrales que contienen J u 1 — a 2 , sea 

u = a sec 0. 


Entonces 



a 


-Ju 2 — a 2 


a tan 0, si u > a, donde Os 0 < 77 / 2 
—a tan 0 si u < —a, donde 77/2 < 0 < 77. 


W.'lilf Las restricciones sobre 0 aseguran que la funcion que define la sustitucion es inyectiva. 
De hecho, estos son los mismos intervalos sobre los que se definen el arcseno, arctangente y arcse- 
cante. ■ 
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i 

sen 6 = cot 6 

Figura 8.6 


J¥^~7 


x 


EJEMPLO I Sustitucion trigonometrica: u — a sen d 

„ I dx 

Encontrar — — , 

J x 2 V9 - x 2 

Solucion Primero, notar que ninguna de las reglas basicas de la integracion aplica. Para 
usar la sustitucion trigonometrica, observar que J9 — x 1 es de la forma Jar — u 2 . As! que 
se puede utilizar la sustitucion 

x = a sen 6 = 3 sen 6. 


Usando la derivacion y el triangulo mostrados en la figura 8.6, se obtiene 
dx = 3 cos 0 dO, J9 — x 2 = 3 cos 0 y x 2 = 9 sen 2 9. 
Asi, la sustitucion trigonometrica lleva a 



3 cos 9 d9 
(9 sen 2 0)(3 cos 9) 


\ 

l 


d9 

sen 2 9 
esc 2 9 d9 


^ cot 0 + C 

1 / J9 - x : 
9\ x 
J9~- 


+ C 


9x 


+ C. 


Sustituir. 


Simplificar. 

Identidad trigonometrica. 
Aplicar la regia del cosecante. 
Sustituir para cot 6. 


Notar que el triangulo en la figura 8.6 puede usarse para convertir los 9 anteriores a x como 
sigue. 

cateto ady. 

cot 0 = 

cateto op. 

J9 — x 2 

x 


TECNOLOGIA Usar un sistema algebraico por computadora para encontrar cada 
integral definida. 


J 


dx 

J9^ 





x 2 


Entonces usar la sustitucion trigonometrica para reproducir los resultados obtenidos con 
el sistema algebraico por computadora. 


En un capitulo anterior se vio como pueden usarse las funciones hiperbolicas inversas 
para evaluar las integrales 


| du 

1 du 


| du 

J Ju 2 ± a 2 ’ 

J a 2 — u 2 

y 

J uj a 2 ± u 2 


Tambien se pueden evaluar estas integrales por cambios de variable trigonometricos. Esto 
se muestra en el siguiente ejemplo. 
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tan 9 = 2x, sec 9 = J\x 2 + 1 

Figura 8.7 


EJEMPLO 2 Sustitucion trigonometrical u = a tan 6 


Encontrar 


dx 


V4x 2 4- 1 

Solucion Sea u = 2x, a = 1 y 2x = tan 9, como se muestra en la figura 8.7. Entonces, 

y J \x 2 + 1 = sec 0. 


1 


dx = — sec 2 6 d0 
2 


La sustitucion trigonometrica produce 
1 


J\x 2 + 1 


, 1 I sec 2 Odd 

dx = — 


2 J sec 0 
= ^ I sec 6 d6 


= — In | sec 0 + tan 0\ + C 
= ^ ln| Vd.r 2 + 1 + 2x| + C. 


Sustituir. 

Simplificar. 

Aplicai* la regia de la secante. 
Deshacer el cambio. 


Intentar verificar este resultado con un sistema algebraico por computadora. El resultado, 
^se da en esta forma o en la forma de una funcion hiperbolica inversa? 


Extender el uso de la sustitucion trigonometrica para cubrir las integrales conteniendo 
expresiones como (a 2 — zr)"/ 2 escribiendo la expresion como 

(a 2 — m 2 )"/ 2 = (Vo 2 — z < 2 )". 



tan 9 = x, sen 9 = 


x 

Vx 2 + 1 


Figura 8.8 


EJEMPLO 3 Sustitucion trigonometrica: potencias racionales 


Encontrar 


dx 

(x 2 + l) 3 / 2 ' 


Solucion Empezar escribiendo (x 2 + I ) 3,/2 como f J x 2 + I ) ! . Entonces, sea <7 = 1 y 
u = x tan 9, como se muestra en la figura 8.8. Usando 


dx = sec 2 0 dO y Vx 2 + 1 = sec 0 


aplicar la sustitucion trigonometrica como sigue 


dx 


(x 2 + l) 3 / 2 


dx 


(^?TT ) 3 

sec 2 0 dO 


sec 3 0 


Reescribir el denominador. 


Sustituir. 


dO 
sec 0 

= I cos 0 dO 


= sen 0 + C 
x 

Jx 2 + 1 


+ C 


Simplificar. 

Identidad trigonometrica. 
Aplicai* la regia del coseno. 
Sustitucion hacia atras. 
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Para las integrales definidas, a menudo es conveniente determinar los lfmites de la in- 
tegration para 9, eso evita volver a convertir a x. Repasar este procedimiento en la section 
4.5, ejemplos 8 y 9. 


EJEMPLO 4 Transformation de los lfmites de integration 



V* 2 - 3 


x Vx 2 — 3 

sec 9 = tan 6 = 7= — 

73 73 

Figura 8.9 


7x 


■ dx. 


Evaluar 

1 75 x 

Solution Debido a que 7x 2 — 3 tiene la forma J u 7 - - a 2 , considerar 
u = x, a = 73 y x = 73 sec 6 
como se muestra en la figura 8.9. Entonces, 

dx = 73 sec 9 tan 9 dB y 7-x 2 — 3 = 73 tan 9. 

Para determinar los lfmites superiores e inferiores de la integration, usar la sustitucion 
x = 73 sec 9 como sigue 


Lunite inferior 


Lunite superior 


Cuando x = 73, sec 0=1 
y 9 = 0. 


Cuando x = 2, sec 9 = 


V3 


y-l 


Asf, se tiene 


Lfmites de 

Lfmites de 

integracion 

integracion 

para x 

para 6 


2 7x 2 — 3 f T/6 (73 tan 0)(73 sec 9 tan 9 ) d9 

dx = 7= 

75 x Jo 73 sec 9 

77"/ 6 


V3 tan 2 6 dd 


o 


77-/6 


= V3 (sec 2 6 — 1) dd 

Jo 

r HTr/6 

= 73 tan 9—9 


- ^'7 - f 


= i 


737 


0.0931. 


En el ejemplo 4, intentar volver a convertir a la variable x y evaluar la antiderivada en los 
lfmites originales de integration. Obtener 



77^ 


X 


dx = 73 


7-x 2 — 3 


arcsec 


73 


2 

75' 
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A1 calcular integrales definidas por cambios de variables trigonometricos, verificar que 
los valores de 6 estan en los intervalos discutidos al principio de esta seccion. Es decir, si 
se hubiera pedido evaluar la integral definida en el ejemplo 4 



entonces usando u = x y a = 73 en el intervalo [—2, — 73 ] implicarfa que u < —a. Asf, 
al determinar los lfmites superiores e inferiores de integracion, se tendrfa que escoger 6 tal 
que 7t/2 < 9 < 7r. En este caso la integral seria resuelta como sigue. 



(— 73 tan #)(73 sec 9 tan 0 ) dQ 


5 tt /6 73 sec 9 

- V3 tan 2 9 d9 

5ir/6 

V3 (sec 2 9 — l) dO 

j5tt/6 


-V3 


tan 9 — 9 


_ 57t/6 


-V3 


(0 - 7r) - 


-1 


V3 77 

6 


1 

73 



-0.0931 


Las sustituciones trigonometricas pueden usarse completando el cuadrado. Por ejemplo, 
evaluar la integral siguiente. 

J V-r 2 — 2x dx 

Para empezar, completar el cuadrado y escribir la integral como 
J 77 — l) 2 — l 2 dx. 

Las sustituciones trigonometricas pueden usarse para evaluar las tres integrales listadas 
en el teorema siguiente. Estas integrales se encontraran varias veces en el resto del texto. 
Cuando esto pase, simplemente se citara este teorema. (En el ejercicio 85 verificar las for- 
mulas contenidas en el teorema.) 


TEOREMA 8.2 FORMULAS DE INTEGRACION ESPECIALES (a > 0) 


1 . 

2 . 

3 . 


J J a 2 — u 2 du = ^(^i 2 arcsen- + mV a 2 — w 2 j + C 
J Vw 2 — a 2 du = , (mVw 2 — a 2 — a 2 ln|M + V« 2 — a 2 1) + C, 

I V« 2 + a 2 du = ^(mV« 2 -I- a 2 + a 2 ln\u 4- V« 2 + a * 1 1) 4- C 


u > a 
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y 



La longitud de arco de la curva para (0, 0) 
a (1,1) 

Figura 8.10 



El barril no esta completamente lleno de 
petroleo; la parte superior del barril esta 
vacia 0.2 pies 

Figura 8.11 


y 



-1 


Figura 8.12 


Aplicaciones 


EJEMPLO 5 Calculo de la longitud de arco 

Encontrar la longitud de arco de la grafica de f(x) = \yr entre x = 0 a x = 1 (ver figura 


8 . 10 ). 


Solution Referirse a la formula de longitud de arco en la section 7.4. 


s = I V 1 + \f'{x)\ 2 dx 


= I Vl + x 2 dx 


77-/4 


sec 3 0 d6 


sec 0 tan 0 + ln|sec 0 + tan 0\ 
= ]-[jl + ln(V2 + l)] = 1.148 


- 7t/4 
0 


Formula para su longitud de arco. 
fix) = X. 

Sea a = 1 y x = tan 6. 

Ejemplo 5, seccion 8.2. 


EJEMPLO 6 Comparacion de las fuerzas de dos fluidos 

Un barril de petroleo sellado (que pesa 48 libras por pie 3 ) esta flotando en el agua de mar 
(que pesa 64 libras por pie 3 ), como se muestra en las figuras 8.1 1 y 8.12. (El barril no esta 
completamente lleno de petroleo. Con el barril recargado de lado, la parte superior, 0.2 pies 
del barril, esta vacia.) Comparar las fuerzas del fluido del interior y del exterior contra un 
extremo del barril. 

Solution En la figura 8.12, localizar el sistema de coordenadas con el origen al centra del 
clrculo dado porx 2 + y 2 = 1 . Para encontrar la fuerza del fluido contra un extremo interior 
del barril, integrar entre — 1 y 0.8 (usando un peso dew = 48). 


F = w\ h(y)L(y ) dy 


Ecuacion general (ver seccion 7.7). 


^interior ~ 48 (0.8 - v)(2) dy 


0.8 


= 76.8 yi - y 2 dy - 96 vV 1 - y 2 dy 


Para encontrar la fuerza exterior del fluido, integrar entre — 1 y 0.4 (usando un peso de 
w = 64). 


0.4 


Exterior = 64 (0.4 - y)(2) y 1 - y 2 dy 


= 51.2 I Vl — y 2 dy — 128 I y Vl — y 2 dy 


Los detalles de integracion se dejan para completarse en el ejercicio 84. Intuitivamente, ^se 
dirla que la fuerza del petroleo (interior) o la fuerza del agua de mar (exterior) es mayor? 
Evaluando estas dos integrales, determinar que 


interior “ 121.3 libras y Vxterior = 93.0 libras 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, indicar la sustitucion trigonometrica que se 
usaria para encontrar la integral. No efectuar la integracion. 




1. (9 + x 2 )- 2 dx 


3. 




: dx 


2. J J\ — .v 2 dx 
4. f x 2 (x 2 - 25) 3 / 2 dx 


En los ejercicios 5 a 8, encontrar la integral indefinida usando la 
sustitucion x = 4 sen 0. 


5. 


7. 


1 


(16 - x 2 ) 2 ' 2 
7l6 ~ X 2 , 

dx 


dx 


■f 

■I 


X 2 y/l6 - X 2 
2 


dx 


v/16^ 7 " 


: dx 


En los ejercicios 9 a 12, encontrar la integral indefinida usando 
la sustitucion x = 5 sec 0. 


Itt- 


-dx 


7x 2 — 25 


- 25 

11. I x 3 7x 2 — 25 dx 


10 . — dx 


12 . 


Jx 2 - 25 


dx 


En los ejercicios 13 a 16, encontrar la integral indefinida usando 
la sustitucion x — tan 0. 


13. I x7l + x 2 dx 


15. 


/(I + x 2 ) 


dx 


14. 

16. 


9x 3 


J\ + x : 


dx 


! 


(1 + X 2 ) 2 


dx 


En los ejercicios 17 a 20, usar las formulas de integracion especial 
(teorema 8.2) para encontrar la integral. 


17. J 79 + 16x 2 dx 
19. | ^25 - 4.x 2 dx 


18. J 74 + x 2 dx 


33. 


— 3x 


; dx 


(x 2 + 3) 3 / 2 
35. I e 2* 7l + dx 


34. 


: dx 


37. e *J\ - e 2x dx 


(x 2 + 5) 3 / 2 

36. | (x + l)7x 2 + 2x + 2 dx 
7l — x 


38. 


- dx 


39. 


1 


4 + 4x 2 + x 4 
41. arcsec 2x dx, x > \ 


i 3 


dx 

40. 1 

f x 3 + x + 1 

' x 4 + 2x 2 + 1 

J 

1 

X > 2 

42. 1 

| x arc sen x dx 


dx 


En los ejercicios 43 a 46, completar el cuadrado y encontrar la 
integral. 


43. 

45. 


1 


74x - x 2 


dx 


Jx 1 + 6x + 12 


dx 


44 

46. 


•/ 


dx 


72x — x' 


7x 2 — 6x + 5 


dx 


En los ejercicios 47 a 52, evaluar, usando la integral, a) los llmites 
de integracion dados y b) los limites obtenidos por la sustitucion 
trigonometrica. 


47. 


V3/2 f2 


49. f . A ’’ dx 


o (1 - t 2 ) 2 ' 2 

[ 7x 2 + 9 

si. r f dx 
77^ 


(if 


48. 


V^/2 


1 


dt 


J0 (1 - f 2 ) 5/2 

f3/5 

50. I 79 — 25x 2 dx 

s, 


En los ejercicios 53 y 54, encontrar la solucion simbolica de la 
ecuacion diferencial. 

53. x ~~ = 7-v 2 — 9, x > 3, y(3) = 1 
dx 

-dy 


En los ejercicios 21 a 42, encontrar la integral. 


54. 7x 2 + 4 7- = 1, x > -2, y(0) = 4 

dx 

En los ejercicios 55 a 58, utilizar un sistema algebraico de compu- 
tadora para encontrar la integral. Verificar el resultado por 
derivation. 


21 

23. 


■/ 


7x 2 + 36 

1 

716 — x 2 


dx 

dx 


22 . 

24. 


736 - 


Jts 1 


: dx 


: dx 


'I 

■ / 


7x 2 + 10x + 9 


dx 


dx 


77^ 


56. J (x 2 + 2x + 11) 3 ^ 2 dx 
58. J x 2 7x 2 — 4 dx 


25. J 7l6 — 4x 2 dx 

27 ' 

29. 

31- | t= 4 dx 


26. J x7l6 — 4x 2 dx 

t 


xV4x 2 + 9 


28. 

30. 

32. 


/ 


df 

dx 


(4 - f 2 ) 3 / 2 

74x 2 + 9 
x 4 

1 

x74x 2 + 16 


dx 


Desarrollo de conceptos 


59. Indicar la sustitucion que harfa si se usara sustitucion trigo- 
nometrica y la integral con el radical dado, donde a > 0. 
Explicar el razonamiento. 

a) Ja 2 — u 1 b) J a 2 + u 2 c) Ju 2 — a 2 
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Desarrollo de conceptos (continuacion) 


En los ejercicios 60 y 61, indicar el metodo de integracion que 
se usaria para realizar cada integracion. Explicar por que se 
eligio tal metodo. No efectuar la integracion. 


60. / 


xjx 2 + 1 dx 



Para discusion 


62. a) Evaluar la integral 


x 2 + 9 


dx utilizando la sustitucion 


de u. Evaluar despues usando sustitucion trigonometric a. 
Discutir los resultados. 


b ) Evaluar la integral 


x 2 + 9 


dx de manera algebraica 


utilizando x 2 = (x 2 + 9) — 9. Despues, evaluar mediante 
sustitucion trigonometrica. Discutir los resultados. 


c) Evaluar la integral 


: dx utilizando sustitucion 


4 — x 2 

trigonometrica. Evaluar despues usando la identidad 


4 

4 - x 2 


1 


1 


x + 2 x — 2 


. Discutir los resultados. 


iVerdadero o falso? En los ejercicios 63 a 66, determinar si el 
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explicar por que o dar 
un ejemplo que demuestre su falsedad. 


63. 

64. 

65. 

66 . 

67. 


lyrh-h 

f J x 2 _ l f 

i x = sec 9 , entonces I — dx = I sec 6 


Si x = sen 0, entonces 
Si x = 

Si x = tan 6 , entonces 


tan 9 d9. 


73 


dx 


'o (1 +* 2 ) 3/2 


47t/3 


* 1 ; 


Si x = sen 6, entonces x 2 Vl — x 2 dx =2 sen 2 Ocos 2 9dd. 


cos 9 d9. 


tt/2 


Area Encontrar el area interior de la elipse mostrada en la 
figura. 



= 1 


y-\sja 2 -x 2 




68. Area Encontrar el area de la region sombreada del cfrculo de 
radio a, si la cuerda esta h unidades de (0 < h < a) del centra del 
cfrculo (ver la figura). 

69. Diseiio mecdnico La superficie de una parte de la maquina es 
la region entre las graficas de y = |x| y x 2 + (y — k) 2 = 25 (ver 
la figura). 

a) Encontrar k si el cfrculo 
es tangente a la grafica de 

y = H- 

b) Encontrar el area de la 
superficie de la parte de 
la maquina. 

c) Encontrar el area de la su- 
perficie de la parte de la 
maquina como una funcion 
del radio r del cfrculo. 

70. Volumen El eje de un tanque de almacenamiento cilfndrico 
horizontal (ver la figura). El radio y longitud del tanque son 1 y 
3 metros, respectivamente. 



i in 

1 r 



a) Determinar el volumen del fluido en el tanque como una 
funcion de la profundidad d. 

b) Usar una herramienta de graficacion para hacer la grafica 
de la funcion en el inciso a). 

c) Disenar una varilla de control para el tanque con las marcas 
de i j y f. 

d) El fluido esta entrando en el tanque a una velocidad de 
i m 3 /min. Determinar la proportion de cambio de la pro- 
fundidad del fluido como una funcion de su profundidad d. 

e) Usar una herramienta de graficacion para hacer la grafica de 
la funcion en el inciso d). ^Cuando es minima la proportion 
de cambio de la profundidad? ^Esto esta de acuerdo con la 
intuition? Explicar. 



Volumen de un toro En los ejercicios 71 y 72, encontrar el volu- 
men del toro generado al girar la region acotada por la grafica 
del cfrculo alrededor del ejey. 

71. (x — 3) 2 + y 2 = 1 (ver la figura) 


Cfrculo: 



72. (x - h) 2 + y 2 = r 2 ,h>r 


Figura para 67 
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Longitud de arco En los ejercicios 73 y 74, encontrar la longitud 
de arco de la curva en el intervalo dado. 

73. y = In x, [1,5] 74. y = \x 2 , [0,4] 

75. Longitud de arco Mostrar que la longitud de un arco de la 
curva del seno es igual a la longitud de un arco de la curva del 
coseno. 

76. Conjetura 

a) Encontrar las formulas para la distancia entre (0, 0) y 
(a, a 1 ) a lo largo de la recta entre estos puntos y a lo largo 
de la parabola y = x 2 . 

b) Usar las formulas del inciso a) para encontrar las distancias 
para a = 1 y a = 10. 

c) Hacer una conjetura sobre la diferencia entre las dos dis- 
tancias cuando a crece. 

Movimiento del proyectil En los ejercicios 77 y 78, a) usar una 
herramienta de graficacion para hacer la grafica de la trayectoria 
de un proyectil que sigue el camino dado por la gralica de la ecua- 
cion, b ) determinar el rango del proyectil y c) usar integracion en 
una herramienta de graficacion para determinar la distancia de 
las trayectorias del proyectil. 

77. y = x — 0.005x 2 78. y = x - ~ 

Centroide En los ejercicios 79 y 80, encontrar el centroide de la 
region acotada por las graficas de las desigualdades. 

79. y < 3/ y.r 2 + 9, y > 0, x > — 4, x < 4 

80. y < \x 2 , (x — 4) 2 + y 2 < 16, y > 0 

81. Area de una superficie Encontrar el area de la superficie del 
solido generada al girar la region acotada por las graficas de 
y = x 2 , y = 0, x = 0 y x = J~2 alrededor del eje x. 

82. Intensidad de campo La intensidad de campo H de un iman 
de longitud 2 L sobre una particula a r unidades del centra del 
iman es 


(r 2 + L 2 ) 3 / 2 

donde ±m son los polos del iman (ver la figura). Encontrar la 
intensidad de campo media cuando la particula se mueve de 0 
a R unidades del centra evaluando la integral 

1 2mL 

J 0 (r 2 + L 2 ) 3 / 2 dr ' 



83. Fuerza de un fluido Encontrar la fuerza de un fluido sobre 
una ventana vertical de observation circular de 1 pie de radio 
dentro de un tanque lleno de agua de un centra pisclcola cuando 
el centra de la ventana es a) 3 pies y b) d pies (d > 1) debajo de 
la superficie de agua (ver la figura). Usar la sustitucion trigono- 
metrica para evaluar la integral. (Recordar que en la section 7.7, 
en un problema similar, se evaluo una integral por una formula 
geometrica y la otra observando que el integrando era impar.) 

84. Fuerza de un fluido Evaluar las siguientes dos integrales que 
proporcionan las fuerzas del fluido en el ejemplo 6. 

ro.s 

a) interior = 48 J ^ (0.8 - y){2)jT=J 2 dy 

ro.4 

h') ^exterior = 64 J ^ (0.4 - y)(2) VT^y 2 dy 

85. Usar la sustitucion trigonometrica para verificar las formulas de 
la integracion dadas en el teorema 8.2. 

86. Longitud de arco Mostrar que la longitud de arco de la gralica 
y = sen x en el intervalo [0, 2 tt] es igual a la circunferencia de 
la elipse x 2 + 2y 2 = 2 (ver la figura). 



87. Area de un lime La region creciente acotada por dos clrculos 
forman un lune (ver la figura). Encontrar el area del lune dado 
que el radio del rirculo mas pequeno es 3 y el radio del tirculo 
mas grande es 5. 

88. Area Dos clrculos de radio 3, con centres en ( — 2, 0) y (2, 0) 
se intersecan como se muestra en la figura. Encontrar el area de 
la region sombreada. 


y 



Preparacion del examen Putnam 


89. Evaluar 


ln(x + 1) 
x 2 + 1 


dx. 


Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 


Figura para 82 


Figura para 83 
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Fracciones simples o parciales 

■ Entender el concepto de una descomposicion en fracciones simples o parciales. 

■ Usar la descomposicion de fracciones simples con los factores lineales para integrar las 
funciones racionales. 

■ Usar la descomposicion de fracciones simples con los factores cuadraticos para integrar 
las funciones racionales. 



sec 0 = 2x — 5 

Figura 8.13 


Fracciones simples o parciales 


En esta section se examina un procedimiento para descomponer una funcion racional en 
funciones racionales mas simples para poder aplicar las formulas basicas de la integration. 
Este procedimiento se llama metodo de las fracciones simples o parciales. Para ver el 
beneficio del metodo de las fracciones simples, considerar la integral 


1 


5x + 6 


dx. 


Para evaluar esta integral sin las fracciones parciales, completar el cuadrado y hacer un 
cambio de variable trigonometrica (ver la figura 8.13) para obtener 


r 2 _ 


l 

5x + 6 


dx = 


dx 

(x - 5/2) 2 - (1/2) 2 
(1/2) sec 9 tan 9 dO 
(1/4) tan 2 9 

= 2 I esc 9 d9 


dx = \ sec 6 tan 0 clfi. 



John Bernoulli (1667-1748) 

El metodo de descomposicion de las frac- 
ciones simples o parciales fue introducido 
por John Bernoulli, matematico suizo cuyas 
investigaciones fueron fundamentales en 
el desarrollo temprano del calculo. John 
Bernoulli fue profesor en la Universidad de 
Basilea donde conto con ilustres disclpulos, 
el mas famoso fue Leonhard Euler. 


2 In | esc 9 — cot 9\ + C 
2x - 5 


2 In 
2 In 


1 


2^/x 2 — 5x + 6 2^/x 2 — 5x + 6 

x — 3 


+ C 


= 2 In 


= In 


Jx 2 — 5x + 6 
V lie 

V ~x 
x — 3 


+ C 


- 2 
+ C 


+ C 


x — 2 

= In | jc — 3 1 — ln|x — 2| + C. 
Ahora, suponer que se ha observado que 

1 _ _J 1_ 

x 2 — 5jc + 6 x - 3 x — 2' 

Entonces, evaluar la integral facilmente, como sigue. 


Descomposicion en fracciones parciales. 


1 


r 2 _ 


5x + 6 


dx = 


1 


1 


= In x 


x — 3 
3| 


x — 2 
lnlx — 


dx 

2\ + C 


Este metodo es preferible a los cambios de variable trigonometricas. Sin embargo, su uso 
depende de la habilidad para factorizar el denominador, x 2 — 5x + 6, y para encontrar las 

fracciones parciales 

1 1 _ 

x — 3 ^ x — 2 

En esta section se estudiaran las tecnicas para encontrar las descomposiciones de las frac- 
ciones parciales. 
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CWRim-h'Ml') En cursos previos 
se vio como combinar funciones tales 
como 

1 -1 = 5 

x — 2 x + 3 (x — 2)(x + 3) 

El metodo de las fracciones parciales 
muestra como invertir este proceso. 

<5 9 9 

= — 1 — 

(x — 2)(x + 3) x — 2 x + 3 


Recordar del algebra que cada polinomio con coeficientes reales puede factorizarse en 
factores lineales y cuadraticos irreductibles.* Por ejemplo, el polinomio 

X 5 + X 4 — X — 1 

puede escribirse como 

x 5 + x 4 — x — 1 = x\x +1) — (x + 1) 

= (x 4 — l)(x + 1) 

= (x 1 2 + l)(x 2 - l)(x + 1) 

= (x 2 + l)(x + l)(x — l)(x + 1) 

= (x — l)(x + 1)V + 1) 


donde (x — 1) es un factor lineal, (x + l) 2 es un factor lineal repetido y (x 2 + 1) es un factor 
cuadratico irreducible. Usando esta factorizacion, escribir la descomposicion de la fraccion 
parcial de la expresion racional 

N(x) 

x 5 + x 4 — x — 1 

donde N(x) es un polinomio de grado menor que 5, como sigue. 

N(x) A B C Dx + E 

(x — l)(x + l) 2 (x 2 +1) X — 1 X + 1 (x + l) 2 X 2 + 1 


DESCOMPOSICION DE N(x)/D(x) EN FRACCIONES SIMPLES 


1. Dividir en caso impropio: Si N(x)/D(x) es una fraccion impropia (es decir, si 

el grado del numerador es mayor o igual al grado del denominador), dividir el 

denominador en el numerador para obtener 


N(x) 

D(x) 


(a polinomio ) + 


N^x) 

D(x) 


donde el grado de /V^x) es menor del grado de D(x). Entonces aplicar los pasos 
2, 3 y 4 a la expresion racional propia N 1 (x)/D(x). 

2. Factorizar el denominador: Factorizar completamente el denominador en fac- 
tores de los tipos 

(px + q)' n y (ax 2 + bx + c) n 


donde ax 2 + bx + c es irreducible. 

3. Factores lineales: Para cada factor lineal (px + q) m , la descomposicion en frac- 
ciones parciales debe incluir la suma siguiente de m fracciones. 

A, At A m 

1 + ■ ■ • H 

(px + q) (px + q) 2 (px + q) m 

4. Factores cuadraticos: Para cada factor cuadratico (ax 2 + bx + c)", la descom- 
posicion en fracciones parciales debe incluir la suma siguiente de n fracciones. 

B,x + C, B 7 x + C 7 B n x + C„ 

t 1 | ^ z | | n n 

ax 2 + bx + c (ax 2 + bx + c) 2 (ax 2 + bx + c) n 


* Para una revision de tecnicas de factorizacion, ver Precalculus, 7a. edicion, por Larson y Hostetler o Precalculus: 
A Graphing Approach, 5a. edicion, por Larson, Hostetler y Edwards (Boston, Massachusetts: Houghton Mifflin, 
2007 y 2008, respectivamente). 
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CAPfTULO 8 


Tecnicas de integration, regia de L'Hopital e integrales impropias 


Factores lineales 

Las tecnicas algebraicas para determinar las constantes en los numeradores de una descom- 
posicion en fracciones parciales con factores lineales se muestran en los ejemplos 1 y 2. 

EJEMPLO I Factores lineales distintos 

1 

Escribir la descomposicion de la fraccion parcial para ^2 5 \- + 6 

Solucion Porque x 2 — 5x + 6 = (x — 3)(x — 2), incluir una fraccion parcial para cada 
factor y escribir 

1 _ A B 

x 2 — 5x + 6 x — 3 x — 2 

donde Ay B seran determinados. Multiplicando esta ecuacion por el mmimo comun deno- 
minador (x — 3)(x — 2) da la ecuacion basica 

1 = A(x — 2) + B(x — 3). Ecuacion basica. 

Porque esta ecuacion es cierta para todo x, se puede sustituir cualquier valor conveniente 
para x para obtener las ecuaciones en A y B. Los valores mas convenientes son los que hacen 
los factores particulares igual a 0. 

MdUftM Notar que las sustituciones 
para x en el ejemplo 1 son escogidas 
por su conveniencia determinando los 
valores para A y B\ x = 2 se elige para 
eliminar el termino A(x — 2), y x = 3 
se elige para eliminar el termino 
B(x — 3). La meta es hacer las 
sustituciones convenientes siempre que 
sea posible. ■ 


Asi, la descomposicion es 

1 _ _J 1_ 

x 2 — 5x + 6 x— 3 x — 2 

como se muestra al principio de esta seccion. 


Para resolver para A, sea x = 3 y obtener 

1 = A(3 — 2) + B( 3 — 3) Sea x = 3 en la ecuacion basica. 

1 = A(l) + 5(0) 

A = 1. 

Para resolver para B, sea x = 2 y obtener 

1 = A(2 - 2) + B{ 2 - 3) Sea x = 2 en la ecuacion basica. 

1 = A(0) + B(- 1) 

B = -1. 


PARA MAYOR INFORMACI ON 
Para aprender un metodo diferente 
para encontrar la descomposicion 
de las fracciones parciales, llamado 
Metodo de Heavyside, ver el artrculo 
“Calculus to Algebra Connections in 
Partial Fraction Decomposition”, de 
Joseph Wiener y Will Watkins, en The 
AMATYC Review. 


Asegurarse de que el metodo de fracciones parciales solo es practico para las integrales 
de funciones racionales cuyos denominadores factorizan “muy bien”. Por ejemplo, si el 
denominador en el ejemplo 1 se cambiara a x 2 — 5x + 5, su factorizacion como 


5x + 5 = 


x + 


5 + V5 


5 - V5 


serfa demasiado complicada como para usar con las fracciones simples parciales. En casos 
asf, es preferible completar el cuadrado o recurrir a integracion simbolica en un sistema 
algebraico por computadora para realizar la integracion. Al hacer esto, se obtiene 
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EJEMPLO 2 Factores lineales repetidos 


Encontrar 


5x 2 + 20x + 6 

— i iCA dx. 

x J + 2x + x 


Solucion Porque 

x 3 + 2x 2 + x = x(x 2 + 2x + 1) 

= x(x + l) 2 

PARA MAYOR INFORMACI ON 
Para un enfoque alternatives de usar 
las fracciones simples, ver el articulo 
“A Short-cut in Partial Fractions”, por 
Xun-Chen y Huang, en The College 
Mathematics Journal. 

5x 2 + 20x + 6 = A{x + l) 2 + Bx(x + 1) + Cx. Ecuacion basica. 

Para resolver para A, sea x = 0. Esto elimina los terminos B y C y da 

6 = A(l) +0 + 0 
A = 6. 

Para resolver para C, sea x = — 1 . Esto elimina los terminos A y B y da 

5 — 20 + 6 = 0 + 0— C 
C = 9. 


incluir una fraction para cada potencia de x y (x + 1) y escribir 

5x 2 + 20 a- + 6 _ A B C 

x(x + l) 2 X x + 1 (x + l) 2 

Multiplicando por el mmirno comun denominador x(x + 1 ) 2 da la ecuacion basica 


Se han usado las opciones mas convenientes para x, para encontrar el valor de 5, usar 
cualquier otro valor de x junto con los valores calculados de A y C. Usando x = 1, A = 6 
y C = 9 producen 

5 + 20 + 6 = A (4) + 5(2) + C 
31 = 6(4) + 25 + 9 
-2 = 25 
5 = -1. 


Asi, sigue que 


TECNOLOGIA Pueden usarse 
mas sistemas algebraicos tales como 
Maple , Mathematica y TI-89, para 
descomponer una funcion racional 
en fracciones parciales. Por ejem- 
plo, usando el Maple, se obtiene lo 
siguiente. 

. ( 5x 2 + 20jc + 6 

convertir — — , tracsimp, x 

\ x 3 + 2x 2 + x v ) 

6 9 1_ 

x (x + l) 2 X + 1 


5x 2 + 20x + 6 
x(x + l) 2 dX 


J \X X + 1 (x + l) 2 / 

(x + l)- 1 

6 ln|x| — ln|x + 1 1 + 9 j 1- C 


In 


x + 1 


9 

x + 1 


+ C. 


Intentar verificar este resultado derivando. Incluir algebra en la verficacion, simplificando 
la derivada hasta que haya obtenido el integrando original. 


WilbhM Es necesario hacer tantas sustituciones para x como coeficientes desconocidos (A, 5, 
C, . . .) para ser determinados. Asi, en el ejemplo 2, se hicieron tres sustituciones (x = 0, x = — 1 y 
x = 1) para resolver para A, By C. ■ 
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Tecnicas de integration, regia de L'Hopital e integrales impropias 


Factores cuadraticos 

A1 usar el metodo de fracciones simples con los factores lineales, una opcion conveniente de 
x da un valor inmediatamente por uno de los coeficientes. Con los factores cuadraticos, un 
sistema de ecuaciones lineales tiene que ser resuelto, sin tener en cuenta la opcion de x. 

EJEMPLO 3 Factores cuadraticos y lineales distintos 


Solucion Porque 

(x 2 — x)(x 2 + 4) = x(x — l)(x 2 + 4) 
debe incluir una fraction simple para cada factor y escribir 

2x 3 — 4x — 8 _ A B Cx + D 
x(x — \){x 2 + 4) x + x ~ 1 + x 2 + 4 ' 

Multiplicando por el mfnimo comun denominador x(x — 1 )(x 2 + 4) da la ecuacion bdsica 

2x 3 — 4x — 8 = A(x — l)(x 2 + 4) + Bx(x 2 + 4) + (Cx + D)(x)(x — 1). 

Para resolver para A, sea x = 0 y obtener 

— 8 = A(— 1)(4) + 0 + 0 C=> 2= A. 

Para resolver para B, sea x = 1 y obtener 

- 10 = 0 + B( 5) + 0 C=> -2 = B. 

En este punto, C y D seran determinados todavfa. Encontrar estas constantes restantes eli- 
giendo otros dos valores para x y resolviendo el sistema resultante de ecuaciones lineales. 
Si x = — 1, entonces, usando A = 2 y B = —2, escribir 

— 6 = (2)(— 2)(5) + (— 2)(— 1)(5) + (-C + DX-1K— 2) 

2 = -C + D. 

Si x = 2, se tiene 

0 = (2)(1)(8) + (— 2)(2)(8) + (2 C + D)(2)(l) 

8 = 2 C + D. 

Resolviendo el sistema lineal sustrayendo la primera ecuacion de la segunda 

-C + D = 2 
2C + D = 8 

da C = 2. Por consiguiente, D = 4, y sigue que 




2 _ 2 2x 4 

x x — 1 x 2 + 4 x 2 + 4 


= 2 ln|x| — 2 ln|x — l| + ln(x 2 + 4) + 2 arctan — + C. 
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En los ejemplos 1, 2 y 3 la solution de la ecuacion basica empezo con la sustitucion 
de valores de x haciendo que factores lineales fueran igual a 0. Este metodo funciona bien 
cuando la descomposicion de fracciones parciales contiene los factores lineales. Sin embargo, 
si la descomposicion contiene solo factores cuadraticos, es a menudo mas conveniente un 
procedimiento alternativo. 


EJEMPLO 4 Factores cuadraticos repetidos 


Encontrar 


8jc 3 4- 13x 

■(^T^- 


Solucion Incluyen una fraction parcial para cada potencia de (x 2 + 2) y escribir 


8x 3 4- 13x _ Ax + B Cx + D 
(x 2 + 2) 2 x 2 + 2 (x 2 + 2) 2 ' 


Multiplicando por el mi'nimo comun denominador (x 2 + 2) 2 da la ecuacion basica. 

8x 3 + 13x = (Ax + B)(x 2 + 2) + Cx + D. 

Desarrollando la ecuacion basica y agrupando como terminos semejantes produce 

8x 3 4- 13x = Ax 3 4- 2Ax + Bx 2 + 2 B + Cx + D 
8x 3 + 13x = Ax 2 + Bx 2 + (2A + C)x + (2 B + D). 

Ahora, igualar los coeficientes de terminos semejantes en ambos lados de la ecuacion. 

8 = A 0 = 2 B + D 

I l 

8x 3 + Ox 2 + 13x + 0 = Ax 3 + Bx 2 + (2A + Cjx + (2 B + D ) 





0 = B 


13 = 2A + C 


Usando los valores conocidos A = 8 y B = 0, escribir 


13 = 2A + C = 2(8) + C C=- 3 

0 = 2 B + D = 2(0) + D C=> D = 0. 


Por ultimo, concluir que 

8x 3 + 13x 


(x 2 4- 2) 2 


dx = 


8x 


x 2 4- 2 


4- 


— 3x 


= 4 ln(x 2 + 2) + 


(x 2 4- 2) 2 
3 


2(x 2 4- 2) 


dx 
4- C. 


TECNOLOGIA Usando un sistema algebraico por computadora para evaluar la inte- 
gral en el ejemplo 4 podrfa encontrarse que la forma de la antiderivada es diferente. Por 
ejemplo, cuando se usa un sistema algebraico por computadora para trabajar el ejemplo 
4, se obtiene 

Sv-3 I |Q t 

, 9 dx = ln(x 8 4- 8x 6 4- 24x 4 4- 32x 2 4- 16) 4- — — 4- C. 

(x 2 4- 2) 2 v ; 2(x 2 4- 2) 

( ;Este resultado es equivalente al obtenido en el ejemplo 4? 
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Cuando se integren expresiones racionales, tener presente que para las expresiones 
racionales impropias como 

N(x) _ 2x 3 4 4-1 x 2 — lx 4- 7 
D(x ) x 2 + x — 2 


primero dividir para obtener 


N(x) 

D(x) 


2x — 1 4- 


— 2x 4- 5 
x 2 4- x — 2' 


La expresion racional propia se descompone entonces en sus fracciones parciales por los 
metodos usuales. Aquf estan algunas estrategias para resolver la ecuacion basica que se 
obtiene en una descomposicion de fracciones parciales. 


Estrategias para resolver la ecuacion basica 

Factores lineales 

1. Sustituir en la ecuacion basica las rafces de los distintos factores lineales. 

2. Para factores lineales repetidos, usar los coeficientes lineales determinados en la 
estrategia 1 para reescribir la ecuacion basica. Entonces sustituir otros valores 
convenientes de x y resolver para los coeficientes restantes. 

Factores cuadraticos 

1. Desarrollar la ecuacion basica. 

2. Agrupar terminos atendiendo a las potencias de x. 

3. Igualar los coeficientes de cada potencia para obtener un sistema de ecuaciones 
lineales conteniendo A, B, C, etcetera. 

4 . Resolver el sistema de ecuaciones lineales. 


Antes de concluir se debe recordar lo siguiente. Primero, no es necesario usar siempre 
la tecnica de las fracciones parciales en las funciones racionales. Por ejemplo, la integral 
siguiente se evalua mas facil por la regia log. 


f x 2 + 1 , if 3x 2 + 3 , 

J x 3 + 3x-4 dx ~ 3j x 3 + 3x - 4 ^ 

= ^ln|x 3 4- 3x — 4| 4 - C 

Segundo, si el integrando no esta en la forma reducida, reduciendolo se puede eliminar la 
necesidad de las fracciones parciales, como se muestra en la integral siguiente. 


I 


x 2 — x — 2 
x 3 — 2x — 4 


dx 


(v 4- l)(x — 2) 

(x — 2)(x 2 4- 2x + 2) 
x + 1 


dx 


x 2 + 2x + 2 


dx 


1 


In lx 2 + 2x + 2\ + C 


Por ultimo, pueden usarse las fracciones parciales con algunos cocientes que contienen 
funciones trascendentes. Por ejemplo, la sustitucion u = sen x permite escribir 


cos x 


du 


senx(senx — 1) 


dx = 


u(u — 1) 


u = sen x, du = cos x dx. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, escribir la forma de la descomposicion 
en fracciones parciales de la expresion racional. No resolver sus 
coeficientes. 


1. 

3. 

5. 


4 

x 2 — 8x 
2x — 3 
x 3 + lOx 
x-9 
x 2 - 6x 


2 . 

4. 

6 . 


2x 2 + 1 
(* ^ 3) 3 
x - 4 

x 2 + 6x + 5 
2x - 1 
x(x 2 + l) 2 


En los ejercicios 7 a 28, usar las fracciones parciales para encon- 
trar la integral. 


■/ 


- 9 
5 


■ dx 


x 2 + 3x — 4 


- dx 


8 . 

10 . 


1 


dx 


4x 2 - 1 
x + 2 

x 2 + 1 lx + 18 


dx 


11 . 


5 — x 


2x 2 + x — 1 


dx 


i2. i 5 * , -,' 2 »- |2 „. 


J ' f 


, x 2 + 12x +12 
13. | ; : dx 


x 3 - 4x 


14. 


.. . 2x 3 — 4x 2 — 15x + 5 , .. 

15. dx 16. 


x 2 2x 8 


x 3 - 4x 
x 3 - x + 3 
x 2 + x — 2 
x + 2 


dx 


■ { «■ / 
■ f 


X 3 + x 2 
x 2 + 3x - 4 
x 3 — 4x 2 + 4x 
x 2 - 1 


21. I 3 , 

X 3 + X 


dx 


23, 

25. 

27, 


■( 


x 4 — 2x 2 — 8 
x 


dx 


dx 


■I 


16x 4 - 1 
v 2 + 5 

x 3 — x 2 + x + 3 


18, 

20 . 

22 . 

24. 

26. 


x 2 - 4x 
3x~ 4 
(x - l) 2 
4x 2 


dx 

dx 


x 3 + x 2 — x — 1 
6x 


dx 


■I 


x 3 - 8 dX 
x 2 - x + 9 


dx 


(x 2 + 9) 2 
x 2 - 4x + 7 
x 3 — x 2 + x + 3 


dx 


37. 

38. 

39. 

40. 


2x 2 — 2x + 3 
x 3 — x 2 — x — 2 
x(2x - 9) 


6x 2 + 12x — 


dx, (3, 10) 
dx, (3, 2) 


J x 2 - 25 


dx, (7, 2) 


x + 2 


X 3 — X 2 + X — 1 


dx, (2, 6) 


En los ejercicios 41 a 50, usar una sustitucion adecuada para 
encontrar la integral. 


41. 

43. 

45. 

47. 

49. 


senx 


dx 


/ 


cos x(cos x — 1) 

COS X 

7 ^ dx 

senx + sen 2 x 

sec 2 x 

tan 2 x + 5 tan x + 6 

e x 


42. 
44. 
dx 46. 


dx 


COS X + COS 2 X 

5 cos x 

sen 2 x + 3 sen x — 4 

2 

v 

dx 


dx 


(e x - l)(e x + 4) 
Jx 


dx 


x - 4 


dx 


48 

50. 


'/ 


tanx(tanx +1) 

e x 

(e 2 * + l){e x - 1) 
— T = — dx 


dx 


En los ejercicios 51 a 54, usar el metodo de fracciones parciales 
para verificar la formula de la integracion. 


51. 

52. 

53. 

54. 


r dx = — In 

x(a + bx) a 

— 2 dx = ln 
a 2 — x 2 2 a 

x 


x 

a + bx 
a + x 


a — x 


+ C 
+ C 


1 X , n -7 dx — ~rx \ — — ; 1- lnla + bx\ ) + C 

J (a + bx) 2 b 2 \a + bx 1 '/ 


(o + bx) 2 
1 

x 2 (cr + bx) 


dx = — — In 


X 

a + bx 


+ C 


dx 28, 


■/ 


x 2 + x + 3 
x 4 + 6x 2 + 9 


dx 


Campos de pendientes En los ejercicios 55 y 56, usar un sistema 
algebraico por computadora para hacer la graflca del campo de 
pendientes para la ecuacion diferencial y hacer la graflca de la 
solucion a traves de la condicion inicial dada. 


En los ejercicios 29 a 32, evaluar la integral definida. Usar una 
herramienta de graficacion para verificar el resultado. 


55. 


6 


29. 


4x 2 + 5x + 1 


dx 


3 °. j’ 


X - 1 

x 2 (x + 1) 


dx 


dy = 

dx 4 — x 2 

y(o) = 3 


56. 


dy _ 4 

dx x 2 — 2x — 3 
y(0) = 5 


3L J : *(* 2 + 1 ) dX 


32. | ‘ / 2 x . dx 


Desarrollo de conceptos 


En los ejercicios 33 a 40, usar un sistema algebraico por computado- 
ra para determinar la primitiva que atraviesa el punto dado. Usar 
el sistema para hacer la graflca de la antiderivada resultante. 


33. 


35. f 


f f\x 2 + 1 

dx, (6, 0) 34. J x ^ x _; )3 dx, (2,1) 


x 2 — lOx + 25 


x 2 + x + 2 
(x 2 + 2) 2 


dx, (0, 1) 36. 


(x 2 - 4) 2 


dx, (3, 4) 


57. ^Cual es el primer paso cuando se integra dx? Ex- 

plicar. J x ~ 5 

58. Describir la descomposicion de la funcion racional propia 
N(x)/D(x) a) si D(x) = (px + q) m y b) si D{x) = (ax 2 + bx 
+ c)", donde ax 2 + bx + c es irreducible. Explicar por que 
se eligio ese metodo. 
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59. Area Encontrar el area de la region acotada por las graficas de 
y = 1 2/ (jc 2 + 5jc + 6), y = 0, x = 0 y x = 1 . 

60 . Area Encontrar el area de la region acotada por las graficas de 
y = 15/ (jc 2 + lx + 12), y = 0,jc = Oyr = 2. 

61 . Area Encontrar el area de la region acotada por las graficas de 
y = 7 (16 - x 2 ) y y = 1. 


Para discusion 


62 . 


Indicar el metodo que se utilizarfa para evaluar cada integral. 
Explicar por que se escogio tal metodo. No efectuar la inte- 
gration. 


a) 

c) 


{ 

f 


x + 1 

x 2 + 2x - & 
4 

x 2 + 2x + 5 


dx 

dx 


b ) 



lx + 4 
+ 2x — 8 




63. Modelo matemdtico El costo previsto de una companfa C (en 
cientos de miles de dolares) para quitarp% de un quimico de su 
agua residual se muestra en la tabla. 


p 

0 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

90 

c 

0 

0.7 

1.0 

1.3 

1.7 

2.0 

2.7 

3.6 

5.5 

11.2 


Un modelo para los datos esta dado por 


124 p 

(10 + p)(l00 - p)’ 


0 < p < 100. 


Usar el modelo para encontrar el costo medio para quitar entre 
75 y 80% del quimico. 

64 . Crecimiento logistico En el capltulo 6, la ecuacion de creci- 
miento exponential se derivo de la suposicion de que la pro- 
portion de crecimiento era proporcional a la cantidad existente. 
En la practica, a menudo existe una cota superior L por la cual 
el crecimiento no puede ocurrir. En la practica, se debe asumir 
que la proportion de crecimiento no solo es proporcional a la 
cantidad existente, sino tambien a la diferencia entre la cantidad 
existente y y la cota superior L. Que es, dy/dt = ky(L — y). En 
la forma integral, escribir esta relation como 


a) Se muestra un campo de pendientes para dy/dt = y ( 3 — y) 
de la ecuacion diferencial. Dibujar una posible solucion a 
la ecuacion diferencial si ;y(0) = 5, y otro si y(0) = \ . 


- m 

i ) i i 1 1 i I . i i 1 

i 1 ) } J J ) ) J i 

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ ( \ \ \ \ \ \ \ 

-\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ 
wwwwwwwwww 
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ 


^////////////// 

'/////////////// 

1 ///// I // I ///// / 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

! 1 1 1 1 n 1 1 n 1 1 1 n 

///////// M III / 

. I J / / / I I I I I I I I I I 
//////////////// 
'/////////////// 
'///////////// 

H 1 1 h 


b) Donde y(0) es mayor que 3, ^cual es el signo de la pendiente 
de la solution? 

c) Para y > 0, encontrar 11m y(f). 

t — »oo 

d) Evaluar las dos integrales dadas y resolver para y como una 
funcion de t donde y 0 es la cantidad inicial. 

e) Usar el resultado del inciso d) para encontrar y hacer la 
grafica de las soluciones en el apartado a). Usar una herra- 
mienta de graficacion para hacer la grafica de las solucio- 
nes y comparer los resultados con las soluciones en el in- 
ciso a). 

f) La grafica de la funcion v es una curva loglstica. Mostrar 
que la proportion de crecimiento es maxima en el punto 
de inflexion y que esto ocurre cuando y = L/2. 

65 . Volumen y centroide Considerar la region acotada por las 
graficas de y = 2x1 (xr + 1), y = 0, jc = 0 y x = 3. Encontrar el 
volumen del solido generado al girar la region alrededor del eje 
x. Encontrar el centroide de la region. 

66 . Volumen Considerar la region acotada por la grafica de y 2 = 
(2 — jc) 2 /(1 + jc) 2 en el intervalo [0, 1], Encontrar el volumen 
del solido generado al girar esta region alrededor del eje x. 

67 . Modelo de epidemias Un solo individuo infectado entra en 
una comunidad de n individuos susceptibles. Sea x el numero de 
individuos recientemente infectados en el momenta t. El modelo 
de epidemias comun asume que la enfermedad se extiende a un 
ritmo proporcional al producto del numero total infectado y al 
numero no infectado todavla. Asl, dx/dt = k(x + I )(n — jc) y 
se obtiene 

I 7 777 7 dx = I k dt. 

J (x + 1 )(n - x) J 

Resolver para x como una funcion de t. 

68 . Reacciones quunicas En una reaction qulmica, una unidad de 
compuesto Y y una unidad de compuesto Z se convierte en una 
sola unidad de X. El compuesto jc es la cantidad de compuesto 
X formada, y la proportion de formation de X es proportional 
al producto de las cantidades de compuestos no convertidos Y 
y Z. Entonces, dx/dt = k(y a — jc)(z 0 — jc), donde el y 0 y z 0 son 
las cantidades iniciales de compuestos Y y Z. De esta ecuacion 
se obtiene 

Ju-. 

a) Realizar las dos integraciones y resolver para x en terminos 
de t. 

b) Usar el resultado del inciso a) para encontrar jc como 
t 00 si 1) y 0 < z 0 , 2) y 0 > z 0 y 3) v 0 = z 0 . 

69 . Evaluar 

i 


de dos maneras diferentes, una de las cuales por descomposicion 
en fracciones parciales. 


Preparacion del examen Putnam 


22 

70 . Demostrar — — 


/' 


4 (1 - 

1 + JC 2 


*) 4 


dx. 


Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
©The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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Integracion por tablas y otras tecnicas de integracion 

* Evaluar una integral indefinida usando una tabla de integrales. 

■ Evaluar una integral indefinida usando las formulas de reduction. 

■ Evaluar una integral indefinida que involucra funciones racionales de seno y coseno. 


Integracion por tablas 

Ya se han estudiado en este capitulo algunas tecnicas de integracion utilizables con ayuda 
de las reglas basicas de integracion. Pero el saber como usar varias tecnicas no es suficiente. 
Se necesita saber cudndo usarlas. La integracion es, por encima de todo, un problema de 
reconocimiento. Es decir, reconocer que regia o tecnica aplicar para obtener una antiderivada. 
Con frecuencia, una ligera alteration del integrando requerira una tecnica de integracion 
diferente (o produce una funcion cuya antiderivada no es una funcion elemental), como se 
muestra abajo. 


^2 

x In x dx = — In x — + C 

2 4 

^* = 2!^ + c 

x 2 


1 


x In x 

x 

In x 


dx = In | In jc | + C 
dx = ? 


Integracion por partes. 


Regia de las potencias. 
Regia log. 


Funcion no elemental. 


TECNOLOGIA Un sistema al- 
gebraico por computadora consiste, 
en parte, en una base de datos de 
formulas de integracion. La diferen- 
cia principal entre usar un sistema 
algebraico y usar tablas de integra- 
les es que con un sistema algebraico 
por computadora busca en la base 
de datos una region adecuada. Con 
las tablas de integracion, uno debe 
hacer la busqueda. 


Muchas personas encuentran las tablas de integrales como un valioso suplemento a las 
tecnicas de integracion discutidas en este capitulo. Pueden encontrarse tablas de integrales 
comunes en el apendice B. Pero la integracion por tablas no es una “solution total” para 
todas las dificultades que pueden acompafiar a la integracion; usar tablas de integrales re- 
quiere razonamiento considerable y vision, y a menudo involucra sustitucion. 

Cada formula de la integracion en el apendice B puede desarrollarse usando una o mas 
de las tecnicas de este capitulo. Intentar verificar algunas de las formulas. Por ejemplo, la 
formula 4 


[a + 


, du 


1 / a 
b 2 \a + bu 


+ ln|a + bu\ 


+ C 


Formula 4. 


puede verificarse usando el metodo de fracciones simples, y la formula 19 
f V a + bu , — f du 

I du — 2V a + bu + a 1 , : Formula 19. 

J u J uVa + bu 

puede verificarse integrando por partes. Notar que las integrales en el apendice B son cla- 
sificadas de acuerdo con formas que contienen lo siguiente. 


(a + bu + cu 2 ) 

(a 2 ± u 2 ) 

V« 2 ‘ u 2 

Funciones trigonometricas inversas 
Funciones logaritmicas 


(i a + bu) 
a + bu 
Vm 2 ± a 2 

Funciones trigonometricas 
Funcion exponential 
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Usar las tablas de integrales en el 
apendice B y la sustitucion 

u = V x — 1 

para evaluar la integral en el ejem- 
plo 1. Si se hace esto, se obtendra 

I dx _ [ 2 du 

J xjx ~ 1 J it 2 + 1 

^Hacerlo produce el mismo resulta- 
do que en el ejemplo 1? 


EJEMPLO I Integracion por tablas 


Encontrar 


dx 


<c^/x — 1 


Solucion Puesto que la expresion dentro del radical es lineal, considerar las integrales 
que contienen -Ja + bu. 


du 

u^J a 4- bu 


arc tan 


a + bu 


+ C 


Formula 17 ( a < 0). 


Sea a = — \,b = 1 y u = x. Entonces du = dx y puede escribirse 
dx 


k^/x — 1 


= 2 arctan Jx — 1 + C. 


EJEMPLO 2 Integracion por tablas 


Encontrar J xjx' — 9 dx. 

Solucion Porque el radical tiene la forma ^Ju 2 - a 2 , debe considerarse la formula 26. 

V u 2 — a 2 du = — [u V u 2 — a 2 — a 2 ln|n + V« 2 — a 2 1 ) + C 
Sea u = x 2 y a = 3. Entonces du = 2x dx, y se tiene 
tV-* 4 — 9 dx = — I V(x 2 ) 2 — 3 2 (2x) dx 


= ^(x 2 ^/x 4 — 9 — 9 ln|x 2 + Jx A — 9|) + C. 


EJEMPLO 3 Integracion por tablas 


Encontrar 


: dx. 


1 + e~* 

Solucion De las formas que contienen e“, considerar la formula siguiente. 
du 


= u — ln(l + e") + C 


1 + e u 

Sea u = — x 2 . Entonces du = — 2x dx, y se tiene 


Formula 84. 


/ 


x _ 11—2 x dx 

1 + <r * 2 dX ~ ~2 1 + e~* 2 


1 


= —-[—x 2 — ln(l + e * 2 )] + C 
= | [x 2 + ln(l + <r* 2 )] + C. 


TECNOLOGIA El ejemplo 3 muestra la importancia de tener varias tecnicas de so- 
lucion a disposicion. Esta integral no es diffcil de resolver con una tabla, pero cuando 
se ha intentado resolverla con un programa de integracion simbolica muy conocido, la 
herramienta de grahcacion ha sido incapaz de encontrar la antiderivada. 
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Formulas de reduccion 

Algunas integrates de las tablas tienen la forma f f(x) dx = g(x) + f h(x) dx. Tates formu- 
las de integracion se llaman formulas de reduccion porque reducen una integral dada a la 
suma de una funcion y una integral mas simple. 


EJEMPLO 4 Aplicacion de una formula de reduccion 


Encontrar J x 3 sen x dx. 

Solucion Considerar las tres formulas siguientes. 


= sen u — u cos u + C 

Foraiula 52. 

= —u" cos u + n J u n ~ 1 cos u du 

Formula 54. 

= u n sen u — n m"" 1 sen u du 

Formula 55. 


Usando la formula 54, la 55 y entonces la 52 produce 
x 3 senx dx = —x 3 cos x + 3 x 2 cos x dx 


= —x 3 cos x + 3 |^x 2 senx — 2 J x senx dxj 
= —x 3 cos x + 3x 2 senx + 6x cos x — 6 senx + C. 


TECNOLOGIA A veces, cuando 
se usa integracion simbolica, se 
obtienen resultados que parecen 
muy diferentes, pero son realmente 
equivalentes. Aquf se muestra como 
varios sistemas diferentes evaluaron 
la integral en el ejemplo 5. 

Maple 


73 - 5x - 

73 arctanh(|73 — 5x73) 


Mathematica 


Sqrt[3 — 5x] - 
Sqrt[3] ArcTanh 


Sqrt[3 — 5.v] 
Sqrt[3] 


Notar que estos programas 
no incluyen una constante de 
integracion. 


EJEMPLO 5 Aplicacion de una formula de reduccion 

73 - 5x 


Encontrar 


2x 


- dx. 


Solucion Considerar las dos formulas siguientes 


du 


u s/a + bu 7 a 


In 


7fl + bu — 7« 


7 a + bu + 7 a 


+ C 


7 a + bu / — 

du = 2V<? + bu + 


du 


u J u^J a + bu 

Usando la formula 19, con a = 3, b = —5 y u = x, se produce 

2 J x 2\ v J xV3^x 

dx 


Formula 17 (a > 0). 
Formula 19. 


= 73 — 5x + — j , . 

2 J x73 - 5x 

Usando la formula 17, con a = 3, b = — 5yn=x, se produce 

73 - 5x - 73 


5x dx = 73 - 5x + l(A=ln 
2x v 2V 73 


, pi 

= 73 — 5x H — — In 


73 — 5x + 73 
73 - 5x - 73 


+ c 


73 — 5x + 73 


+ c. 


566 


CAPfTULO 8 


Tecnicas de integration, regia de L'Hopital e integrales impropias 


Funciones racionales de seno y coseno 

EJEMPLO 6 Integracion por tablas 

„ I sen 2x 

Encontrar ax. 

J 2 + cosx 


Solucion Sustituir 2 sen x cos x para sen 2x produce 


sen 2x 
2 + cos x 


dx = 2 


sen x cosx 

— — dx. 

2 + cos x 


Una verificacion de las formas que contienen el sen u o cos u en el apendice B muestra 
que ninguno de aquellos listados aplica. Asi, considerar formas que contienen a + bu. Por 
ejemplo, 


u du 1 , , 

— = —7 [bu — a In a + bu\ ) + C. 

a + bu b z 


Formula 3. 


Sea a = 2, b = 1 y u = cos x. Entonces du = —sen x dx, y se tiene 


2 


senxcosx , „ f cos x(— sen xdx) 

TT dx = 

2 + cos x J 2 + cos x 

= — 2(cos x — 2 ln| 2 + cos x|) + C 

= — 2 cosx + 4 In 1 2 + cosxl + C. 


El ejemplo 6 contiene una expresion racional de sen x y cos x. Si no se consigue encontrar 
una integral de esta forma en la integracion por tablas, intentarlo usando la sustitucion especial 
siguiente para convertir la expresion trigonometrica a una expresion racional normal. 


SUSTITUCION PARA FUNCIONES RACIONAUES DE SENO Y COSENO 


Para integrales que contienen funciones racionales de seno y coseno, la sustitucion 


sen x x 

= tan — 

1 + cos x 2 


hace que 


cos x = 


1 - u 2 
1 + u 2 ’ 


senx = 


2 u 

1 + u 2 


y 


dx 


2 du 
1 + u 2 ' 


Demostracion De la sustitucion para u, se sigue que 
2 _ sen 2 x _ 1 — cos 2 x _ 1 — cos x 

(1 + cosx) 2 (1 + cosx) 2 1 + cosx’ 


Resolviendo para cos x produce cos x = (1 — m 2 )/( 1 + ic). Para encontrar sen x, escribir 
u = sen x/( 1 + cos x) como 


senx = u( 1 + cos x) 


LI 1 + 


1 - u 2 \ 
1 + u 2 ) 


2 u 

1 + u 2 ' 


Por ultimo, para encontrar dx, considerar u = tan (x/2). Entonces se tiene el arctan u = x/2 
y dx = (2 du)/{ 1 + u 2 ). 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 y 2, usar una tabla de integrales con formas que 
contienen a + bu para encontrar la integral. 


1. | — — dx 

5 + x 


Z 1 3x 2 (2x- 5Y dx 


En los ejercicios 3 y 4, usar una tabla de integrales con formas que 
contienen Jir ± a 2 para encontrar la integral. 


3. I e*J\ + e 2x dx 


4. | Jx 2 ~ 36 dx 

6x 


En los ejercicios 5 y 6, usar una tabla de integrales con formas que 
contienen Ja 2 — u 2 para encontrar la integral. 


5 ' IsTT- 


: dx 


6 . 


yioo- x 4 


dx 


En los ejercicios 7 a 10, usar una tabla de integrales con formas 
que contienen las funciones trigonometricas para encontrar la 
integral. 


, J. 


7. | cos 4 3x dx 

1 


9. 


JJc{l — COS y~x) 


8 . 

dx 10. 


dx 


sen 3 fx 

•Jx 

1 


1 — tan 5x 


dx 


En los ejercicios 11 y 12, usar una tabla de integrales con formas 
que contienen e" para encontrar la integral. 


12. e sen2x dx 


1L 1 jh^ dx 


En los ejercicios 13 y 14, usar una tabla de integrales con formas 
que contienen u para encontrar la integral. 


13. x 1 In x dx 


14. (In x) 3 dx 


En los ejercicios 15 a 18, encontrar la integral indefinida a) usando 
las tablas de integracion y b ) usando el metodo dado. 


Integral 


Metodo 


‘5. j 

f x 2 e 3x dx 

J 

[ x 6 In x dx 

‘7. j 

f 1 

1 x 2 (x + 1) 

„ J 

f 1 d 

' X 2 - 48 


dx 


Integracion por partes 
Integracion por partes 
Fracciones parciales 
Fracciones parciales 


En los ejercicios 19 a 42, usar la integracion por tablas para en- 
contrar la integral. 


- dx 


19. x arcsec(x 2 + 1) dx 20. arcsec2xdx 


21 . [ jL 

J x 2 JxJ 


- 4 


- dx 


22. [ -y -j 

J x 2 + 4. 


4x + 8 


23. 


4x 


r dx 


(2 - 5x) 2 
25. e x arccos e x dx 


27. 

29. 

31. 

33. 

35, 


, /, 

Jr 


x 


; dx 

— sec x 
cos 9 


24. 

26. 

28. 


e 2 


1 — send 3 

e x 

1 — tan e x ' 
1 


dd 

dx 


dt 


3 + 2 sen 6 + sen 2 6 
dx 


r[l + (In t ) 2 ] 
d9 30. I x 2 V2 + 9x 2 dx 


‘ I 


32. Jx arctan x 3 ^ 2 dx 


• l t -2 i — \dx 34. \ T — e -^r, dx 

J x(3 + 21nx) J (1 — e 2 *) 3 /- 

' { (x 2 - 6x + 10) 2 dx 

36. J (2x — 3) 2 V(2x — 3) 2 + 4 dx 

| cos x 

Jx A — 6x 2 + 5 J Vsen 2 x + 1 


37. 

39 

41. 




J4 - x : 


dx 


- dx 38. 

40. 


dx 



5 — x 


(1 + e x ) 3 


dx 


5 + x 
42. I cot A e de 


dx 


En los ejercicios 43 a 50, usar la integracion por tablas para 
evaluar la integral. 


44. 


43. f xe x ‘ dx 

Jo 

r 2 r 

45. I x 4 In x dx 46. J 

r 7i /i r 

• I C ° SX 2 dx 48 ‘ I 

J— 7r/2 1 + sen x J 4 

r 

9 • 

Jo 


0 J9 + x 

ir/2 

46. I x cosx dx 


dx 


-tt/2 
[tt/2 

49. I t 3 cos t dt 


(2x - 1) 


■ dx 


50. f ^3 + x 2 dx 

Jo 

En los ejercicios 51 a 56, verilicar la formula de integracion. 


51. — rx du = 7 T bu 2a lnlfl + bu\ + C 

{a + bu) 2 b 3 \ a + bu 1 ') 

2 


52. I — du = t — I u n Ja + bu — na I — du 

J JJTbu (2n+l)b\ v J 

53. [ 1 a, = ±u x. r 

J (u 2 ± a 2 ) 3 / 2ClU a 2 Ju^TJ 2 

55. arctan u du = u arctan u — In J 1 + u 2 + C 


,.n - i 


U" 

Ja + bu 


56. J u )" du = n(ln u) n — n 


J (In u) n 


1 du 
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En los ejercicios 57 a 62, usar integration simbolica en el sistema 
algebraico por computadora para determinar la antiderivada que 
atraviesa el punto dado. Usar el sistema para hacer la grafica de 
la antiderivada resultante. 

57 - 

58. J x^Jx 2 + 2x dx, (0, 0) 

59 ' j jo (I, i iop^* (3,of 

«• / V2 ;fr^ .(o.v2) 

«. i ( 0 , 1 ) 

J (cos 0)(1 + send) 

En los ejercicios 63 a 70, encontrar o evaluar la integral. 


63. 

65. 

67. 

69. 


1 

2 — 3 sen 6 

r /2 i 

Jo 1 + send 


dd 


sen d 


3 — 2 cos d 
sen *J1) 


9 + cos d 


d9 


de 66 . 


7d 


do 



esc d — cot d 


Area En los ejercicios 71 y 72, encontrar el area de la region 
acotada por las graficas de las ecuaciones. 


71. y = 


Jx + 3 


y = 0, x = 6 72. y = 


1 + e* 


, y = 0, x = 2 


Desarrollo de conceptos 


73. a) Evaluar / jc" In x dx para n = 1 , 2 y 3. Describir cualquier 

modelo que se pueda observar. 
b) Escribir una regia general para evaluar la integral en el 
apartado a), para un entero n S 1. 

74. Describir lo que significa una formula de reduction. Dar un 
ejemplo. 


Para discusion 

78. Indicar (si es posible) el metodo o la formula de integration 

que se utilizarfa para encontrar la antiderivada. Explicar 

por que se eligio tal metodo 

o formula. No integrar. 

a) \ dx 

b) f dx 

J e 2 * + 1 

J e x + 1 

c) jx e* 2 dx 

b* 

e ) J e dx 



79. Trabajo Un cilindro hidraulico de una maquina industrial em- 
puja un bloque de hierro a una distancia de x pies (0 £ x £ 5), 
donde la fuerza variable requerida es F(x) = 2000xe~* libras. 
Encontrar el trabajo realizado al empujar el bloque 5 pies. 

80. Trabajo Repetir el ejercicio 79, usando una fuerza F(x) 

500 jc 

“VSCT libras - 

81. Diseiio arquitectonico La section transversal de una viga de 
concreto para un edificio esta acotada por las graficas de las 
ecuaciones 


Vl + V 2 ’ 


-2 

7l + y 2 


y = o 


y y = 3 


donde x y y son medidos en pies. La longitud de la viga es de 20 
pies (ver la figura). a) Encontrar el volumen V y el peso W de 
la viga. Asumir que el concreto pesa 148 libras por pie cubico. 
b) Entonces encontrar el centroide de una section transversal 
de la viga. 



82. Poblacion Una poblacion esta creciendo de acuerdo con el 
modelo logfstico N = ^ ^ 9 , donde t es el tiempo en dfas. 

Encontrar la poblacion media en el intervalo [0, 2], 


iVerdadero o falso? En los ejercicios 75 y 76, determinar si la 
declaration es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que demuestre su falsedad. 

75. Para usar una tabla de integrales, la integral que se esta evaluando 
debe aparecer en la tabla. 

76. Al usar una tabla de integrales, puede que se tenga que hacer la 
sustitucion para volver a escribir la integral en la forma en que 
aparece en la tabla. 

77. Volumen Considerar la region acotada por las graficas de y = 
x Vl6 — x 2 , y = 0, x = 0yjt = 4. Encontrar el volumen del 
solido generado al girar la region alrededor del eje y. 


En los ejercicios 83 y 84, usar una herramienta de graficacion para 
a) resolver la ecuacion integral para la constante k, y b ) hacer la 
grafica de la region cuya area esta dada por la integral. 

83. f ^ dx = 10 84. f 6x 2 e -JC / 2 dx = 50 

Jo 2 + 3x Jo 


Preparacion del examen Putnam 


85 ‘ Ev3lUar 1 1 + (tanx)^' 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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[EQ] Formas indeterminadas y la regia de L’Hopital 

■ Reconocer los Kmites que producen las formas indeterminadas. 

■ Aplicar la regia de L’Hopital para evaluar un h'mite. 


Formas indeterminadas 

Recordar que las formas 0/0 e co/co son llamadas indeterminadas porque no garantizan 
que un limite existe, ni indican lo que el lfmite es, si existe. Cuando se encontro una de 
estas formas indeterminadas al principio del texto, se intento volver a escribir la expresion 
usando varias tecnicas algebraicas. 


Forma 

indeterminada Limite Tecnica algebraica 


0 

0 


oo 

oo 


Km — — = Km 2(x — 1) 

x — > — 1 X 1 x — > — 1 

= -4 

3x 2 - 1 3 - (1/x 2 ) 

x— >oo 2x 2 + 1 x— >oo 2 + (l/* 2 ) 

= 3 
~ 2 


Dividir numerador y denominador 
por (x + 1) 

Dividir numerador y denominador 
porx 2 


Ocasionalmente, se pueden desarrollar estas tecnicas algebraicas para encontrar los 
Kmites de las funciones trascendentes. Por ejemplo, el lfmite 


Km — — 

*->o e x — 


2 

i 


produce la forma indeterminada 0/0. Factorizando y dividiendo se tiene 


„2x _ 


lfm 


— — = Km 
Op-1 *->0 


(e x + l)(e* - 1) 
e x - 1 


Km ( e x + 1) = 2. 

x — >0 


Sin embargo, no todas las formas indeterminadas pueden ser evaluadas por la manipulacion 
algebraica. Esto a menudo es verdad cuando las funciones algebraicas y trascendentes estan 
mezcladas. Por ejemplo, el lfmite 

£ 2 x i 

Km 

*->o x 


y 



produce la forma indeterminada 0/0. Volviendo a escribir la expresion para obtener 
lfm (— — — 

*->0 \ X X 

simplemente produce otra forma indeterminada, oo — oo. Obviamente, se podrfa usar la 
tecnologfa para estimar el lfmite, como se muestra en la tabla y en la figura 8.14. De la tabla 
y la grafica, el lfmite parece ser 2. (Este lfmite se verificara en el ejemplo 1.) 


X 

-1 

-0.1 

-0.01 

-0.001 

0 

0.001 

0.01 

0.1 

i 

e 21 - 1 

0.865 

1.813 

1.980 

1.998 

? 

2.002 

2.020 

2.214 

6.389 

X 


El limite cuando x tiende a 0 parece ser 2 

Figura 8.14 
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Guillaume L’Hopital (1661-1704) 

La regia L'Hopital debe su nombre al 
matematico frances Guillaume Francois 
Antoine de L’Hopital, quien escribio el 
primer libro sobre calculo diferencial (en 
1696), en el que aparece la citada regia. 

Se ha descubierto recientemente que tanto 
la regia como su demostracion estaban 
contenidos en una carta de John Bernoulli a 
L'Hopital. Reconozco que debo mucho 
a las mentes brillantes de los hermanos 
Bernoulli. . . He hecho libre uso de sus 
hallazgos...”, escribio L’Hopital. 


Regia de L’Hopital 

Para encontrar el lfmite ilustrado en la figura 8. 14, se puede usar el teorema llamado la regia 
de L’Hopital. Este teorema establece que bajo ciertas condiciones el lfmite del cociente 
f(x)/g(x ) es determinado por el lfmite del cociente de las derivadas 

fix) 

g'ix)' 

Para demostrar este teorema, se puede usar un resultado mas general llamado teorema 
general del valor medio. 


TEOREMA 8.3 TEOREMA GENERAL DEL VALOR MEDIO 

Si/y g son derivables en un intervalo abierto (a, b ) y continuo en [a, b] tal que 
g'(x) t 4 0 para cualquier x en ( a , /;), entonces allf existe un punto c en (a, b ) tal que 

fjc) = f(b) - fa) 
g'ic) g(b) - g{a)' 


M.T'lf.M Para ver por que este se llama teorema general del valor medio, considerar el caso especial 
en que g(x) = x. Para este caso, se obtiene el teorema del valor medio “estandar” como se presenta 
en la section 3.2. ■ 

El teorema general del valor medio y la regia de L’Hopital se demuestran en el apen- 
dice A. 


TEOREMA 8.4 LA REGLA DE L’HOPITAL 


Sea f y g funciones que son derivables en un intervalo abierto (a, b) conteniendo c, 
excepto posiblemente el propio c. Asumir que g'(x) t 4 0 para todo x en (a, b), excepto 
posiblemente el propio c. Si el lfmite de f(x)/ g(x) cuando x tiende a c produce la forma 
indeterminada 0/0, entonces 


lfm 

X — >C 


fix) 

g{x) 


lfm 

x — >c 


fix) 

g'ix) 


suponiendo que el lfmite en la derecha existe (o es infinito). Este resultado tambien 
aplica si el lfmite de f(x)/g(x) como x tiende a c produce cualquiera de las formas 
indeterminadas oo/oo, (-oo)/oo, oo/(-oo), o (-oo)/(-oo). 


dUB Hay quienes en ocasiones usan incorrectamente la regia de L'Hopital aplicando la regia del 
cociente a f(x)/g(x). Asegurarse de que la regia involucra f{x)/g’{x), no la derivada de f(x)/g(x). ■ 


PARA MAYOR INFORMACI ON 

Para reforzar la comprension de la 
necesidad de la restriction que g'( x) sea 
no cero para todo x en (a, b), excepto 
posiblemente c, ver el artfculo “Coun- 
terexamples to L'Hopital's Rule”, por 
R.P Boas, en The American Mathema- 
tical Monthly. 


La regia de L’Hopital tambien puede aplicarse a los lfmites unilaterales. Por ejemplo, 
si el lfmite de fix) /g(x) cuando x tiende a c por la derecha produce la forma indeterminada 
0/0, entonces 


lfm 44 * Um 

.v->c+ g(x) JC-»C + 


fix) 

g'ix) 


suponiendo que el lfmite existe (o es infinito). 
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TECNOLOGIA Metodos nu- 
mericos y grdficos Usar un metodo 
numerico o grafico para aproximar 
cada lfmite. 


a) 

b ) 

c ) 

d) 


lim 

X 


3^ - 1 


X 


4 2x - 1 

x — >0 

X 

lfm 

5^ - 1 


x — >0 X 


iQue patron se observa? ^Presenta 
una ventaja un metodo analftico 
para estos lfmites? En ese caso, 
explicar el razonamiento. 


EJEMPLO I Forma indeterminada 0/0 


e 2x _ j 

Evaluar lfm . 

x->0 X 

Solucion Ya que la sustitucion directa resulta en la forma indeterminada 0/0 


lfm (e 2x — 1) = 0 

>0 



h'm x = 0 

x — ^0 



se puede aplicar la regia de L’Hopital como se muestra abajo. 


lim 



lim 

>0 


lfm 

je->0 




2e 2x 

1 


1] 


Aplicar la regia de L’Hopital. 


Derivar numerador y denominador. 


= 2 


Evaluar el lfmite. 


A1 escribir la cadena de ecuaciones en el ejemplo 1, no se sabe que el primer lfmite es igual 
al segundo hasta que se haya demostrado que el segundo lfmite existe. En otras palabras, si el segundo 
lfmite no hubiera existido, no habrfa sido permisible aplicar la regia de L’Hopital. ■ 


Otra forma de establecer la regia de L’Hopital si el lfmite de f(x)/g(x) cuando x tiende 
a oo (o —oo) produce la forma indeterminada 0/0 si oo/oo, entonces 


lfm 


/(*) = 

g(x) 


lfm 

x — >oo 


fix) 

g'(x) 


suponiendo que el lfmite de la derecha existe. 


EJEMPLO 2 Forma indeterminada oo/oo 
Evaluar lfm 

X — >GO X 

Solucion Por sustitucion directa llegamos a una forma indeterminada oo/oo, asf que se 
puede aplicar la regia de L’Hopital para obtener 


d!Z) Intentar representar grafica- 
mente Vj = In jr y y 2 = x en la misma 
pantalla. f,Que funcion crece mas 
rapido cuando x tiende a oo? ^Como 
se relaciona esta observacion con el 
ejemplo 2? ■ 


, -H lnx ] 

In x dx 

lim = lim — 

x— >oo X x — >oo Cl r 

tW 

dx 

= lfm — 

x^>co X 

= 0 . 


Aplicar la regia de L’Hopital. 


Derivar numerador y denominador. 


Evaluar el limite. 
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En ocasiones es necesario aplicar la regia de L’Hopital mas de una vez para quitar una 
forma indeterminada, como se muestra en el ejemplo 3. 


EJEMPLO 3 Aplicar la regia de L’Hopital mas de una vez 

Jt 2 

Evaluar liin _ . 

x — ^ OO C X 


Solucion Ya que los resultados de la sustitucion directa en la forma indeterminada oo/ oo, 
se puede aplicar la regia de L’Hopital. 


Km — 

x— >— oo e x 


Km 

x — > — OO 




lfm 

Jt— > — OO 


2x 

— e~ x 


Este li'mite da la forma indeterminada (— oo)/(— oo) para poder aplicar la regia de L’Hopital 
de nuevo y obtener 


Km 

x — > — OO 



Km 

x — > — CO 




Km — x = 0. 

x — > go e 


Ademas de las formas 0/0 y co/oo, Kay otras formas indeterminadas como 0 • oo, 
l 00 , oo°, 0° y co — oo. Por ejemplo, considerar los cuatro lfmites siguientes que llevan a la 
forma indeterminada 0 ■ go. 


Km (x) 

x — ^0 



Km (x) 

x — >0 



Km (x) 

Jt— >oo 



Km ( e x ) 

Jt— >oo 



El lfmite es 1 El lfmite es 2 


El lfmite es 0 El lfmite es 00 


Puesto que cada lfmite es diferente, esta claro que la forma 0 • go es indeterminada en el 
sentido que no determina el valor del lfmite (o incluso la existencia) del lfmite. Los ejemplos 
siguientes indican los metodos para evaluar estas formas. Basicamente, se intenta convertir 
cada una de estas formas a 0/0 o go/ co para que la regia de L’Hopital pueda aplicarse. 


EJEMPLO 4 Forma indeterminada 0 • » 

Evaluar Km e~ x J x. 

Jt— >oo 


Solucion Como la sustitucion directa produce la forma indeterminada 0 • oo, intentar 
reescribir el lfmite para adaptar a la forma 0/0 o oo/oo. En este caso, volver a escribir el 
lfmite para adaptar a la segunda forma. 

Km e~ x ^fx = Km 

X — >00 Jt — >GO £ X 


Por consiguiente, la regia de L’Hopital permite concluir que 


Km ^ - lfm 

x — >co e x x — >co e x 


lfm 

X — >GO 


1 

2^/x e x 


= 0 . 
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-1 


El Hmite de [1 + ( 1/ x)] 1 cuando x tiende a 
infinite es e 

Figura 8.15 


Si la estrategia de reducir un Hmite a los tipos 0/0 o oo/oo no parece funcionar, intentar 
otro tipo. Asf, en el ejemplo 4 se puede escribir el Hmite como 

Hm e~ x ^Jx = lfm 

X — >GO X — >oo X Z 

que da la forma indeterminada 0/0. De hecho, aplicando la regia de L’Hopital a este Hmite 
se tiene 

e~ x — e~ x 

x->co x x—>co l/(2x^^) 

que tambien da la forma indeterminada 0/ 0. 

Las formas indeterminadas 1°°, oo° y 0° provienen de los Hmites de funciones que tienen 
bases variables y exponentes variables. Cuando se vio este tipo de funcion previamente, se 
usd la derivacion logarftmica para encontrar la derivada. Puede usarse un procedimiento 
similar al tomar los Hmites, como se muestra en el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 5 Forma indeterminada I 


Evaluar Hm 14 — . 

x >oo \ X) 


Solution Como la sustitucion directa da la forma indeterminada l 00 , proceder como sigue. 
Para empezar, asumir que el Hmite existe y es igual a y. 

1 


y = Hm (14 — 


Tomando logaritmos naturales en esa ecuacion se obtiene 

r 


Iny = In Hm ( 1 4- 

x—>c 

Ya que la funcion logarftmica natural es continua, se puede escribir 


Iny = Hm 


= Hm 

x—>co 


= Hm 

x — >oo 


= Hm 


x ln| 1 4 — 

x 


ln[l 4- (1 /jc)] 


l/.x 

(— 1/jc 2 ){ 1/[1 + (1/jt)]} 
— l/x 2 

1 


x — >oo 1 + ( \/x ') 

= 1. 


Forma indeterminada 00 • 0. 


Forma indeterminada 0/0. 


Regia de L’Hopital. 


Ahora, y a que se ha demostrado que In y = 1 , concluir que y = e y obtener 

lfm ( 1 4- -Y = e. 

x—>cc \ xj 

Utilizar una herramienta de graficacion para confirmar este resultado, como se muestra en 
la figura 8.15. 
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La regia de L’Hopital tambien puede aplicarse a los lfmites unilaterales, como se de- 
muestra en los ejemplos 6 y 7. 

EJEMPLO 6 Forma indeterminada 0° 

Encontrar lfm (sen x) x . 

x ->0 + 


Solucion Ya que la sustitucion directa produce la forma indeterminada 0°, proceder como 
se muestra abajo. Para empezar, asumir que el lfmite existe y es igual ay. 


lfm (sen x) x 

x^0 + 

Forma indeterminada 0°. 

Ini’ lfm (senxK| 

U->o + J 

Tomar un logaritmo natural de cada lado. 

lfm [ln(sen x) x ] 

x— >0 + 

Continuidad. 

lfm [x ln(sen x)] 

X— >0 + 

Forma indeterminada 0 ■ (— °°). 

, , ln(sen x) 
hm 

Jt->0+ l/x 

Forma indeterminada — oo/oo. 

,, cotx 

hm 0 

jc->0 + — l/x 2 

Regia de L’Hopital. 

-x 2 

lfm 

>o + tanx 

Forma indeterminada 0/0. 

— 

lfm 5- = 0 

jc^o+ sec z x 

Regia de L’Hopital. 


Ahora, como In y = 0, concluir que y = e° = 1, y se sigue que 
lfm (sen x) x = 1. 

x—>0 + 


TECNOLOGIA A1 evaluar lfmites complicados como en el ejemplo 6, es util verificar la 
racionalidad de la solucion con una herramienta de graficacion. Por ejemplo, los calculos 
en la tabla siguiente y la grafica en la figura 8.16 son consistentes con la conclusion de 
que (sen x) x tiende a 1 cuando x tiende a 0 por la derecha. 


y = (sen x) x 



X 

1.0 

0.1 

0.01 

0.001 

0.0001 

0.00001 

(sen xY 

0.8415 

0.7942 

0.9550 

0.9931 

0.9991 

0.9999 


Usar un sistema algebraico por computadora para estimar los lfmites siguientes: 
lfm (1 — cos x) x 

x — >0 


y 


lfm (tan x) x . 

Jt— >o + 


El limite de (sen x) x es 1 cuando x tiende a 0 
por la derecha 

Figura 8.16 


Entonces verificar los resultados analfticamente. 
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En cada uno de los 
ejemplos presentados en esta seccion, 
la regia de L’Hopital se usa para encon- 
trar un lfmite que existe. Tambien pue- 
de usarse para concluir que un lfmite 
es infmito. Por ejemplo, intentar con la 
regia de L’Hopital para mostrar que 

lfm ^ = oo. 
jc->oo x 


EJEMPLO 7 Forma indeterminada oo — oo 

Evaluar lfm (- 

.t->i + \lnx x — 1/ 

Solucion Ya que la sustitucion directa da la forma indeterminada oo — oo, intentar volver a 
escribir la expresion para producir una forma a la que se pueda aplicar la regia de L’Hopital. 
En este caso, se pueden combinar las dos fracciones para obtener 


lfm 

*->!+ 




lfm 

mi + 


x — 1 — In x 
(x — 1) In x J 


Ahora, como la sustitucion directa produce la forma indeterminada 0/ 0, aplicar la regia de 
L’Hopital para obtener 


v . 1 1 
ltm , . , 

*->i + Vlnx x — 1 


— [x — 1 — In x] 
dx 

= ltm — 

X — u r/ \ t 

— [(x - 1) In x] 
ax 


= lfm 

X ^>1 + 


1 - (1/x) 


= lfm 


(x — l)(l/x) + lnx. 
x — 1 


t + \x — 1 + x In x 


Este lfmite tambien da la forma indeterminada 0/0, para poder aplicar la regia de L’Hopital 
de nuevo para obtener 


lfm 


1 


1 


i->i*\lnx x — 1 


1 


= lfm , ,, , , 

1 + x(l/x) + lnx 

_ 

~ 2 ' 


Las formas 0/ 0, oo/ oo, oo — oo, 0 • oo, 0°, 1°° y oo° se han identificado como indeter- 
minadas. Hay formas similares que deben reconocerse como “determinadas”. 


oo + oo — > oo 
— oo — oo — > — oo 
0°° -> 0 
0“°° — » oo 


El lfmite es infinito positivo. 
El lfmite es infinito negativo. 
El lfmite es cero. 

El lfmite es infinito positivo. 


(Se pide verificar dos de estas afirmaciones en los ejercicios 1 16 y 1 17.) 

Como comentario final, recordar que la regia de L’Hopital solo puede aplicarse a 
cocientes que llevan a las formas indeterminadas 0/0 y oo/oo. Por ejemplo, la aplicacion 
siguiente de la regia de L’Hopital es income eta. 

e x - e x 

lfm — v — ) lfm 1 Uso incorrecto de la regia de L’Hopital. 

*->0 x ~ " 1 



La razon de que esta aplicacion es incorrecta es que, auuque el lfmite del denominador es 0, 
el lfmite del numerador es 1, lo cual no satisface las hipotesis de la regia de L’Hopital. 
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Ejercicios 


Analisis numerico y grafico En los ejercicios 1 a 4, completar 
la tabla y usar el resultado para estimar el limite. Usar una he- 
rramienta de graflcacion para hacer la grafica de la funcion y 
apoyar el resultado. 


1. 


,, sen5x 

lim — 

x—>o sen 2x 


X 

-0.1 

-0.01 

-0.001 

0.001 

0.01 

0.1 

fix) 








2 . 



a— >0 X 


X 

-0.1 

-0.01 

-0.001 

0.001 

0.01 

0.1 

fix) 








3. Km x 5 e x i 100 

x — 400 


4. 


X 

1 

10 

10 2 

10 3 

10 4 

10 5 

fix) 








v 6x 

lrm — 7 = 

v3x 2 — 2x 


X 

1 

10 

10 2 

10 3 

10 4 

10 5 

fix) 








En los ejercicios 5 a 10, evaluar el limite a) usando las tecnicas de 
los capitulos 1 y 3 y b) usando la regia de L’Hopital. 


5. 

7. 


3(*~ 4) 

hm ~ TT 

x—>4 X Z ~ 16 

Jx + 10 - 4 


lrm 

x — >6 


x — 6 


9. 


lim 

X — >co 


5x 2 - 3x + 1 
3x 2 — 5 


6 . 


lim 

x-f-2 


2x 2 + x — 6 
x + 2 


8 . 


lrm 

jt— »o 


sen 6x 
4x 


10 . 


lim 

x — >oo 


2x + 1 
4x 2 + x 


En los ejercicios 11 a 44, evaluar el limite, usando la regia de 
L’Hopital si es necesario. (En el ejercicio 18, n es un entero po- 
sitivo.) 


11 . 

13. 

15. 

17. 


lim 

m3 


Km 

x — >0 



5 


lim 

jr->0 


(1 ~ x) 


lim 

jc— » o + 


(1 + x) 


x 2 — 2x — 3 

12. lim ^ 

x-»-i x + 1 


14. lrm 

x — 45 

16. lrm 


, ^25 - . 


m 5- X — 5 
In x 2 
mi x 2 — 1 


18 . Ifm - a + 7 

M0+ x" 


vll - 


19. lrm 


21. lim 


r x 4 - i 
sen 3x 


o sen 5x 
arc sen x 


23. lim 

»o x 


25. lim 

X — >oc 

27. lrm 


5x 2 + 3x — 1 


x — >oo 4x 2 + 5 

x 2 + 4x + 7 

x— >co X — 6 


xf* — 1 

20. Ifm donde a, b 0 

x — » 1 XX 1 


sen ax , . ^ _ 

22. lim — , donde a, b ¥= 0 

a— > o sen bx 

„ arctan x — (ir/A) 

24. lim 

x — > 1 X — 1 

x — 6 

26. lrm 2 

x — >co x z + 4x + 7 


28. lim - 

x — 400 X i Z 


29. lrm — jz 

jc-»oo e ' 


30. Km —2 

Jt — 400 


31. lrm — . 

a--»oo ,/x 2 + 1 


cos x 

X-AOO X 

In x 


33. lrm 

X — >oc 

35. lrm 

A -400 X^ 

37. lrm -r 

x — >oo XT 


39. lim 


sen 5x 


41. lim 


o tan 9x 
arctan x 


mo sen x 


43. i fm X Me*- 1 )* 


32. lim , ' 

a->°° yx 2 + 1 


34. lim 

x—>oc 

36. Km 


sen x 


x—>oo x — 7 T 

In x 4 

A-»00 X 3 
e A/2 


38. lrm 

JC-400 X 


40. lim 


lnx 


42. lim 


a — > i senior 
x 


a — arctan 2x 

a a 1 - JT cos 0 dB 

44. lim 112 

A — >1 + X — 1 


I En los ejercicios 45 a 62, a) describir el tipo de forma indetermi- 
nada (si hay) que se obtiene por sustitucidn directa, b ) evaluar el 
limite, usando la regia de L’Hopital si es necesario, c) usar una 
herramienta de graflcacion para hacer la grafica de la funcion y 
veriflcar el resultado en el inciso b). 


45. 

47. 

49. 

51. 

53. 

55. 

57. 

59. 

61. 


lim x In x 

X — 400 


Km 

x — 400 

Km x'i* 

A->0+ 



lim x 1 /* 

X — >co 


Km (1 + x) 12 * 

A->0 + 

Km [3(x)* /2 ] 


Km (lnx)' 1 

X — 41 + 


UmM- 

a->2+\X 2 — 4 

Km ( 3 - 

A->i+\m x 



46. 

48. 

50. 

52. 

54. 

56. 

58. 

60. 

62. 


Km x 3 cot x 

A->0 + 


Km x tan - 

X-400 X 

Km (e* + x) 22 * 

;c-»0 + 

Km ( 1 + -Y 
lrm (1 + x) 1 /* 

X— 400 

Km [3(x — 4)] A-4 

X-44 + 


Km 

x->0 + 




7x - i\ 
x 2 - 4 J 
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En los ejercicios 63 a 66, usar una herramienta de graficacion para 
a) hacer la grafica de la funcion y b ) encontrar el limite requerido 
(si existe). 


63 . lfm —vz — 3r 

x^>i m( 2 x — 5) 

65 . lfm ( s/x 2 + 5x + 2 — x) 


64. lfm (sen x) x 

x->0 + 

x 3 

66 . lfm -r- 

x->oo e 


Desarrollo de conceptos 


67. Listar seis formas indeterminadas diferentes. 

68. Establecer la regia de L’Hopital. 

69. Encontrar las funciones derivables / y g que satisfacen la 
condition especificada tal que 

lfm/(x) = 0 y lfm g(x) = 0. 

x — >5 x — >5 

Explicar como se obtuvieron las respuestas. ( Noltr. hay mu- 
chas respuestas correctas.) 


, .. f{x) 
a) lim — 7-r = 10 
g(x) 

\ V 

c) lim = CO 
x-*5 g(x) 


b) lfm^ = 0 
8 W 


70. Encontrar las funciones derivables f y g tal que 
lfm f{x ) = lfm g(x) — oo y 

Jt — >00 x — >oo 

lfm [fix) ~ g(x)] = 25 . 


Explicar como se obtuvieron las respuestas. (Nota\ hay 
muchas respuestas correctas.) 


71. Estimation numerica Completar la tabla para mostrar que x 
eventualmente “domina” a (In x) 4 . 


X 

10 

10 2 

10 4 

10 s 

10 s 

10 10 

(In x) 4 

X 








72 . Estimation numerica Completar la tabla para mostrar que e* 
eventualmente “domina” a x 5 . 


X 

i 

5 

10 

20 

30 

40 

50 

100 

e x 

X 5 










Comparacion de funciones En los ejercicios 73 a 78, usar la regia 
de L’Hopital para determinar las proporciones comparativas 
del incremento de las funciones fix) = x m , g(x) = e" x y h(x) = 
(In x)" donde /;>(!, m > 0 y x oo . 


73. lfm — 

^->oo e 5x 

75. Bm 


l, m 

X — 700 X m 


74. 

lfm 

x — >oo 

X 3 

e 2x 

76. 

lfm 

(In x) 2 

,.3 


lfm — 

X — 700 e n 


N En los ejercicios 79 a 82, encontrar cualquier asintota y extremo 
relativo que pueden existir y usar una herramienta de graficacion 
para hacer la grafica de la funcion. ( Sugerencia : Algunos de los 
limites requeridos para encontrar las asintotas se han visto en los 
ejercicios precedentes.) 


79. 

y = x x ! x , x > 0 

80. 

81. 

V! 

II 

na 

1 

82. 


Para pensar En los ejercicios 83 a 87, la regia de L’Hopital se usa 
incorrectamente. Describir el error. 



Para discusion 


88 . 


Determinar cuales de los siguientes lfmites se pueden evaluar 
utilizando la regia de L'Hopital. Explicar la respuesta. No 
evaluar el lfmite. 


a ) lfm 


x — 2 


2 x 3 — x — 6 


c) 


lfm — 

x — »oo e x 


b) 

d) 


lfm 

jt— >0 


4 x 


lfm 

w3 


2x - 1 
e * 2 — e 9 
x — 3 


e) lfm 

*->i 


COS 7TX 

In x 


/) 


1 + x(lnx — 1) 
x->i lnx(x — 1) 


Estimation analitica En los ejercicios 89 y 90, a) explicar por que 
la regia de L’Hopital no puede usarse para encontrar el limite, 
b ) encontrar el limite analiticamente y c) usar una herramienta 
de graficacion para hacer la grafica de la funcion y aproximar el 
limite de la grafica. Comparar el resultado con el del inciso b ). 


89. 


lfm 

x — >oo 


X 

v / V 3 + 1 


90. 


lfm 

»7r/ 2~ 


tan x 
sec x 


Analisis grafico En los ejercicios 91 y 92, representar la grafi- 
ca de/(x)/g(x) y f'(x)/g'(x) cerca de x = 0. ;,Que se nota sobre 
estas proporciones cuando x — > 0? ;,C6mo ilustra esto la regia de 
L’Hopital? 


91. fix) = sen 3 x, g(x) = sen 4 x 

92. fix) = e ix — 1, g(x) = x 


77. 


78. 
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93. 


Velocidad en un medio resistente La velocidad v de un objeto 
que cae a traves de un medio resistente como el aire o el agua 
esta dada por 



- e~ k ' + 


v 0 ke- kt \ 
32 ) 


donde v 0 es la velocidad initial, t es el tiempo en segundos y k 
es la resistencia constante del medio. Usar la regia de L'Hopital 
para encontrar la formula para la velocidad de un cuerpo cayendo 
en un vatio haciendo v 0 y t fljos y k tendiendo a cero. (Asumir 
que la direction descendente es positiva.) 

94. Interes compuesto La formula para la cantidad A en una cuenta 
de ahorro compuesto n veces por ano durante t anos a una tasa 
de interes r y un deposito inicial P esta dada por 


Usar la regia de L'Hopital para demostrar que la formula del 
limite cuando el numero de compuestos por ano tiende a infinito 
esta dada por A = Pe n . 

95. Funcion gamma La funcion gamma F(/j ) se define en ter- 
minos de la integral de la funcion dada por /( x) = x" ~ 1 e~ x , 
n> 0. Mostrar que para cualquier valor fijo de n, el limite de 
f(x) cuando x tiende a infinito es cero. 

96. Tractriz Una persona se mueve del origen a lo largo del eje 
y positivo arrastrando un peso al final de una cuerda de 12 me- 
tros (ver la figura). Inicialmente, el peso se localiza en el punto 
( 12 , 0 ). 


y 



a) Mostrar que la pendiente de la recta tangente de la trayec- 
toria del peso es 

dy _ vU44 - a - 2 
dx x 

b) Usar el resultado del apartado a ) para encontrar la ecuacion 
de la trayectoria del peso. Usar una herramienta de grafi- 
cacion para hacer la grafica de la trayectoria y compararla 
con la figura. 

c) Encontrar cualquier asintota vertical de la grafica en el 
apartado b). 

d) Cuando la persona ha alcanzado el punto (0, 12), ^que tanto 
se ha movido el peso? 

En los ejercicios 97 a 100, aplicar el teorema general del valor 
medio a las funciones / y g en el intervalo dado. Encontrar todos 
los valores de c en el intervalo (a, b) tal que 

f\c) _ f(b) — f(a) 
g'(c) g(b) — g(a ) ' 


Funciones Intervalo 

97. f(x) = x 3 , g(x) = x 2 + 1 [0, 1] 

98. fix) = \ g(x) = x 2 - 4 [1,2] 


99. f(x) = sen x, g(x) = cos x 
100 . f(x) = lnx, g(x) = x 3 



[ 1 , 4 ] 


^Verdadero o falso? En los ejercicios 101 a 104, determinar si 
la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que demuestre su falsedad. 


101 . 


,, x 2 + x + 1 

hm 

>o x 


lim 

x—>0 


2x + 1 

1 


= 1 


102. Si y = e*lx~, entonces y’ = ti/2x. 

103. Si p(x) es un polinomio, entonces lim [p(x)/e x ] = 0. 

x — >oo 

f(x) 

104. Si lim = 1, entonces lim [/(x) — g(x)] = 0. 


105. Area Encontrar el limite cuando x tiende a 0, de la proportion 
del area del triangulo al area sombreada total en la figura. 


y 



106. En la section 1.3, un argumento geometrico (ver la figura) fue 
usado para demostrar que 


9 



a) Escribir el area de A ABD en terminos de 9. 

b) Escribir el area de la region sombreada en terminos de 6. 

c) Escribir la proportion R del area de A ABD para la region 
sombreada. 


d) Encontrar lim R. 
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Funciones continuas En los ejercicios 107 y 108, encontrar el 
valor de c que hace a la funcion continua en jc = 0. 


107. 

/(*) = 

j 4x — 2 sen 2x 

| 2 jc 3 

x + 0 



U 

x = 0 

108. 

fix) = 

Ue x + x) 1 ^, x 
1 c, X 

# 0 
= 0 


109. Encontrar los valores de ay b tal que lfm — C ° S = 2. 

x ^>0 x 2 

x n 

110. Mostrar que lfm 1 — = 0 para cualquier entero n > 0. 

x — »oo e x 

111. a ) Sea f'(x) continuo. Mostrar que 
fix + h) - fjx - h) 


lfm - 

h-i 0 


2 h 


= fix). 


b) Explicar el resultado del inciso a) graficamente. 



112. Sea fix) continuo. Mostrar que 
fjx + h) - 2 fjx) + fjx - h) 


lfm- 

/ i ->0 


h 2 


= /"to- 


113. Dibujar la grafica de 

r e -tA 2 ; x ^ 0 


g(x) = 


0, 


x = 0 


y determinar g'{ 0). 

114. Usar una herramienta de graficacion para hacer la grafica 


fix) = : 


1 


para k = 1, 0. 1 y 0.01. Entonces evaluar el lfmite 

x k — 1 

lfm - — - . 

£->o + k 

115. Considerar los lfmites lfm (— xlnx). 

.t->0+ 

a) Describir el tipo de forma indeterminada que se obtiene 
por la sustitucion directa. 

b) Evaluar el lfmite. Usar una herramienta de graficacion para 
verificar el resultado. 

PARA MAYOR INFORMACION Para un enfoque geome- 
trico de este ejercicio, ver el artfculo “A Geometric Proof 
of lfm (— d\nd) = 0” de John H. Mathews, en el College 

d — »0 + 

Mathematics Journal. 


116. Demostrar que si fix) > 0, lfm/(x) = 0 y lfm gix) = oo, 
entonces lfm fix) 8 ^ = 0. 

X — 

117. Demostrar que si /(*) > 0, lfm/(x) = 0 y lfm g(v) = -oo, 
entonces lfm/(x ) g< * > = oo. 

x—>a 

118. Demostrar la generalization siguiente del teorema del valor 
medio. Si / es dos veces derivable en el intervalo cerrado 
[a, b\, entonces 


fib) - fa) = fia)ib - a) - /"W(f - b) dt. 


[ /"( 
Ja 


119. Formas indeterminadas Mostrar que las formas indetermi- 
nadas 0°, oo° y 1°° no siempre tienen un valor de 1 evaluando 
cada lfmite. 

a) lfm xinz/O+in*) 

x^>0+ 

b) lfm 2 /(i + tax) 

jr-»oo 

c) lfm (x + l)(ta2)A 

x — >0 


120. Flistoria del calculo En 1696 el libro de texto de calculo de 
L'Hopital, ilustro su regia que usa el lfmite de la funcion 


fix) = 


Jltf x — a 4 — ai/a 2 x 
— 4/ 


a ~ g/ax 3 

cuando x tiende a a, a > 0. Encontrar este lfmite. 
121. Considerar la funcion 


h(x) = 


x + sen* 


a) Usar una herramienta de graficacion para hacer la grafica 
de la funcion. Entonces usar el zoom y rasgos del trace 
para investigar lfm h(x). 

x—>oo 

b ) Encontrar lfm hix) analfticamente escribiendo 

X — >GO 

. x x sen* 
hix) = - + . 

X X 

c ) ^Puede usarse la regia de L'Hopital para encontrar lfm 
lt(x)J Explicar el razonamiento. 

122. Sea/(x) = x + x sen x y g(x) = x 2 — 4. 

fix) 

a ) Demostrar que lfm — — = 0. 

gix) 

b) Demostrar que lfm f(x) = oo y lfm g(x) = oo. 

X — >00 X — >GO 

fix) 

c) Evaluar el lfmite lfm —7 — . /Que se puede notar? 

-moo g [x) 

d) /Las respuestas a los incisos a) a c) contradicen la regia 
de L’Hopital? Explicar el razonamiento. 


Preparacion del examen Putnam 


123. Evaluat- 
ion - 

x — >00 X 


a x - 1 
a — 1 


iA 


donde a > 0, a ¥= 1. 


Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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CAPITULO 8 Tecnicas de integration, regia de L’Hopital e integrates impropias 


Integrates impropias 

■ Evaluar una integral impropia que tiene un limite de integracion infinito. 

■ Evaluar una integral impropia que tiene una discontinuidad infinita. 


y 



La region n ac tada tiene un area de 1 

Figura 8.17 


Integrates impropias con limites de integracion infinitos 


La definition de una integral definida 



requiere que el intervalo [a, b] sea finito. Ademas, el teorema fundamental del calculo por 
el que se han estado evaluando las integrates definidas, requiere que / sea continuo en 
[a, b] . En esta section se estudiara un procedimiento para evaluar integrates que normalmente 
no satisfacen estos requisitos porque cualquiera de los dos limites de integration son infinitos, 
o f tiene un numero finito de discontinuidades infinitas en el intervalo [a, b]. Las integrates 
que poseen estas caracterfsticas son las integrates impropias. Notar que en una funcion se 
dice que / tiene una discontinuidad infinita en c si, por la derecha o izquierda, 

h'm f(x) = oo o lim/(x) = — oo. 

x — >c x—>c 


Para obtener una idea de como evaluar una integral impropia, considerar la integral 


dx 




la cual puede interpretarse como el area de la region sombreada mostrada en la figura 8.17. 
Tomando el limite como b — y oo produce 


r*- 

lim ( 


= lim 1 

G-i) 

It X 2 

b—. >o° \ J 

1 X 2 ) 

b — >co 

V b) 


Esta integral impropia se interpreta como el area de la region no acotada entre la grafica de 
f(x ) = \/x 2 y el eje x (a la derecha de x = 1). 


DEFINICION DE INTEGRALES IMPROPIAS CON LIMITES DE INTEGRACION INFINITOS 


1. Si / es continuo en el intervalo [a, oo), entonces 

J *oo rb 

f(x) dx = lim f(x) dx. 

/?— >oo I 

a J a 


2. Si f es continuo en el intervalo (— oo, b], entonces 


f(x) dx = lim f(x) dx. 

o a ^~°° Ja 

3. Si f es continuo en el intervalo (— oo, go), entonces 
f(x) dx = I f(x) dx + I f(x) dx 


J—oo J —OO Jc 

donde c es cualquier numero real (ver ejercicio 120). 

En los primeros dos casos, la integral impropia converge si el limite existe, en caso 
contrario, la integral impropia diverge. En el tercer caso, la integral impropia a la 
izquierda diverge si cualquiera de las integrates impropias a la derecha divergen. 


SECCION 8.8 Integrates impropias 
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EJEMPLO I Una integral impropia divergente 

Evaluar 
Solution 




Esta region n ac tada tiene un area 
infinita 

Figura 8.18 


f°°dx „ 

r dx 


— = Km 

— 


J 1 X b^oo 

h X 


= 11m 

In x 

b 

b—> oo 


1 

= llm (In b 

b — >GO 

= OO 

-o) 


Ver figura 8.18. 


Tomar el li'mite como b 
Aplicar la regia log. 

Aplicar el teorema fundamental del calculo. 
Evaluar el li'mite. 


MiMOM Intentar comparar las regiones mostradas en las figuras 8.17 y 8.18. Ellas parecen similares; 
sin embargo, la region en la figura 8.17 tiene un area finita de 1 y la region en la figura 8 . 1 8 tiene un 
area infinita. ■ 


EJEMPLO 2 Integrales impropias convergentes 

Evaluar cada integral impropia. 


a) I e x dx 
Jo 

Solution 
a) 


dx = 11m 

e x dx 

b — >co 

'0 




b 

= 11m 

— e~ x 


b — >oo 


0 

= lfm (—e b + 1) 

b — >oo 


= 1 


b) 


b) 


x 2 + 1 


dx 


x 2 + 1 


dx = Km 


1 


o J g X 2 + 1 
11m arctan x 

6— >o O 

11m arctan b 

b— >oo 

77 
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dx 


Ver figura 8.19. 


y 



El area de la region n ac tada es 1 

Figura 8.19 


Ver figura 8.20. 


y 



El area de la region n ac tada es ir/ 2 

Figura 8.20 
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En el ejemplo siguiente, notar como la regia de L’Hopital puede usarse para evaluar 
una integral impropia. 


EJEMPLO 3 Usando la regia de L’Hopital con una integral impropia 



El area de la region n ac tada es | — \/e\ 

Figura 8.21 


Evaluar J (1 — x)e x dx. 

Solucion Usar la integracion por partes, con dv = e~ x dx y u = (1 — x). 

(1 - e -(l -4-je-J, 

= — e x + xe x + e x + C 
= xe~ x + C 

Ahora, aplicar la definicion de una integral impropia. 

-\b 


foo 

- 

(1 — x)e~ x dx = Km 

xe~ x 

1 | /?— >GO 

_ 


-I Km 4 1-- 1 


6— > oo 

Por ultimo, usando la regia de L’Hopital en el limite derecho produce 
Km — r = lim — r = 0 

b—> oo e° b^>oo e D 


de lo que es posible concluir que 

1 


(1 — x)e x dx = 

e 

Ver figura 8.21. 

EJEMPLO 4 Limites superior e inferior de integracion infinitos 


Evaluar 


1 + e 


2x 


dx. 


Solucion Notar que el integrando es continuo en (— oo, oo). Para evaluar la integral, se 
puede descomponer en dos partes, eligiendo c = 0 como un valor conveniente. 



El area de la region n ac tada es tt / 2 

Figura 8.22 


1 + e 2 


: dx = 


1 + e 2 


: dx + 


JTr 


+ e 2 


: dx 





0 



= lim 

arctan e x 

+ lim 

arctan e x 

y 

b — > — 00 


/y 6— >00 



Ver figura 8.22. 


= Km ( - 7 - — arctan e h ] + lim ( arctan e h — -7 

h ^-00 \4 / b — >00 \ 4 

= T — 0+ 

4 2 4 

77 
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EJEMPLO 5 Emtio de un modulo espacial a orbita 


En el ejemplo 3 de la seccion 7.5, se requerlan 10000 toneladas por milla de trabajo para 
propulsar un modulo espacial de 15 toneladas metricas a una altura de 800 millas sobre la 
Tierra. ^Cuanto trabajo se requiere para propulsar el modulo a una distancia infinita fuera 
de la superficie de la Tierra? 



Eltrabaj requerid param verunmodu- 
1 espacial a una distancia n ac tada fuera 
de la Tierra esapr ximadamente 6.9 4 = 
10" libras/pie 

Figura 8.23 


Solution A1 principio podrla pensarse que se requerirla una cantidad infinita de trabajo. 
Pero si este fuera el caso, serfa imposible enviar los cohetes al espacio exterior. Ya que esto 
se ha hecho, el trabajo requerido debe ser finito. Se puede determinar el trabajo de la manera 
siguiente. Usando la integral del ejemplo 3, seccion 7.5, reemplazar el llmite superior de 
4 800 millas por oo y escribir 


W = 


240 000 000 


dx 


4 000 


= 11m 

/?— >GO 


240 000 000 


„ . 240 000 000 

= lirn : h 


4000 

240 000 000 


4 000 


= 60 000 millas-toneladas 
~ 6.984 x 10 11 pies-libra. 


Ver figura 8.23. 


Integrates impropias con discontinuidades infinitas 

El segundo tipo basico de integral impropia es uno que tiene una discontinuidad infinita en 
o entre los llmites de integration. 


DEFINICION DE INTEGRALES IMPROPIAS CON DISCONTINUIDADES INFINITAS 

1. Si f es continuo en el intervalo [a, V) y tiene una discontinuidad infinita en b, 
entonces 

f fix) dx = 11m f fix) dx. 

Ja c ~* Ja 

2. Si f es continuo en el intervalo ( a , b] y tiene una discontinuidad infinita en a, 
entonces 

f f(x) dx = 11m f fix) dx. 

Ja c ^ a+ Jc 

3. Si f es continuo en el intervalo [a, b ], excepto para algun c en (a, b) en que / 
tiene una discontinuidad infinita, entonces 

rb rc rb 


f(x) dx = f(x) dx + f(x) dx. 


En los primeros dos casos, la integral impropia converge si el llmite existe, de otra 
forma, la integral impropia diverge. En el tercer caso, la integral impropia en la iz- 
quierda diverge si alguna de las integrates impropias a la derecha diverge. 


584 


CAPITULO 8 Tecnicas de integration, regia de L’Hopital e integrales impropias 


y 



Disc ntinuidad infinita en x = 0 

Figura 8.24 


EJEMPLO 6 Una integral impropia con una discontinuidad infinita 


Evaluar 



Solution El integrando tiene una discontinuidad infinita en x = 0, como se muestra en la 
figura 8.24. Se puede evaluar esta integral como se muestra abajo. 


dx 


lfm 

6^0 + 


~x 2 ' 3 f 

_2/3j b 


11m ^(1 — b 2 / 3 ) 
o+ 2 


3 

2 


EJEMPLO 7 Una integral impropia divergente 


dx 

Evaluar ~- 
Jo x 


Solution Como el integrando tiene una discontinuidad infinita en x = 0, se puede escribir 


dx 

— e = ltm 


= 11m 

*->o+ 


1 

2x 2 


1 1 

" 8 + 2 b 2 



As! pues, se puede concluir que la integral impropia diverge. 

EJEMPLO 8 Una integral impropia con una discontinuidad interior 


Evaluar 


dx 

v3 ' 


Solution Esta integral es impropia porque el integrando tiene una discontinuidad infinita 
en el punto interior x = 0, como se muestra en la figura 8.25. Asf, se puede escribir 


dx 


dx 


,3 l lX 3 + l v3 ' 


dx 
o * 3 


Del ejemplo 7 se sabe que la segunda integral diverge. Asf, la integral impropia original 
tambien diverge. 


Cuando se investiga si una integral es impropia o no, hay que averiguar si tiene discontinui- 
dad infinita en un punto terminal o en un punto interior del intervalo de integracion. Por ejemplo, si 
no se hubiera reconocido que la integral en el ejemplo 8 era impropia, se habrla obtenido el resultado 
incorrecto. 


f 2 dx,~- 1 

J_! X 3 '~^2x 2 



Evaluacion incorrecta. 
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y 



1 2 


El area de la region infinita es i t 

Figura 8.26 


y = Vl-x 2 ,0<x 


1 



-1 


La circunferencia del circul es 27 r 

Figura 8.27 


La integral en el proximo ejemplo es impropia por dos razones. Un lfmite de integra- 
cion es infinito, y el integrando tiene una discontinuidad infinita en el lfmite exterior de 
integration. 


EJEMPLO 9 Una integral doblemente impropia 


Evaluar 


dx 


^/x(x + 1 ) 


Solution Para evaluar esta integral, elegir un punto conveniente (por ejemplo, x = 1) y 
escribir 


dx 


dx 


dx 


V x(x + 1) Jo V x(x + 1) J i ^/x(x + 1) 

2 arctan V x 


= lfm 

b^> 0 + 


= 2' 


2 arctan V x 
-0 + 2 


+ lfm 

b c ^°° 


- 21 


77 


Ver figura 8.26. 


EJEMPLO 10 Una aplicacion que involucra longitud de arco 

Usar la formula de la longitud de arco para demostrar que la circunferencia del cfrculo 
x 2 + y 2 = 1 es 27 r. 

Solution Para simplificar el trabajo, considerar el cuartode cfrculo dado por y = v 7 ] — x 2 , 
donde 0 < x ^ 1 . La funcion _y es derivable para cualquier x en este intervalo, excepto 
x = 1. Por consiguiente, la longitud de arco del cuarto de cfrculo esta dada por la integral 
impropia 



Esta integral es impropia porque tiene una discontinuidad infinita en x = 1 . Asf, se puede 
1 escribir 


X 


S = 


dx 


Vi — x 2 


= lfm 

b^ 1- 


arcsen x 



77 

r 


Por ultimo, multiplicando por 4, concluir que la circunferencia del cfrculo es 4v = 277, como 
se muestra en la figura 8.27. 
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PARA MAYOR INFORMACION 

Para la investigacion extensa de solidos 
que tienen volumenes finitos y areas de 
superficie infinitas, ver el artfculo “Su- 
persolids: Solids Having Finite Volume 
and Infinite Surfaces”, de William P. 
Love, en Mathematics Teacher. 


PARA MAYOR INFORMACION 
Para aprender sobre otra funcion que 
dene un volumen finito y un area 
de superficie infinita, ver el artfculo 
“Gabriel’s Wedding Cake”, de Julian 
F. Fleron, en The College Mathematics 
Journal. 


Esta seccion concluye con un teorema util que describe la convergencia o divergencia 
de un tipo comtin de integral impropia. La prueba de este teorema se deja como ejercicio 
(ver ejercicio 55). 


TEOREMA 8.5 UN TIPO ESPECIAL DE INTEGRAL IMPROPIA 

f°°dx 

r i 

si/t > 1 

p - 1’ 


J 1 x? 

diverge, 

si/7 < 1 


EJEMPLO 1 1 Aplicacion a un solido de revolucion 

El solido formado al girar (alrededor del eje x) la region no acotada que queda entre la 
grafica de fix) = 1/x y el eje x (x > 1) se llama la trompeta de Gabriel. (Ver figura 8.28.) 
Mostrar que este solido tiene un volumen finito y un area de superficie infinita. 

Solucion Usando el metodo de los discos y el teorema 8.5, determinar el volumen para 
ser 



Teorema 8.5, p = 2 > 1. 


El area de la superficie esta dada por 

| i 

S = 2i rj f(x) J 1 + [/'(*)? dx = 27t| — 

Porque 


1 H r > 1 


en el intervalo [1, oo), y la integral impropia 


— dx 
i x 



diverge, se puede concluir que la integral impropia 



tambien diverge. (Ver ejercicio 58.) Asf, el area de la superficie es infinita. 

y 


/«= *> l 



Latr mpeta de Gabriel tiene un v lumen finit y un area de superficie infinita 

Figura 8.28 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 8, decidir si la integral es impropia. Explicar 
el razonamiento. 


1 . r dx 

2. f 2 dx 

cn 

1 

H 

0 

J 1 x 3 

3 ' / 0 ^f 5 , 5 + 6 A 

4. J ln(x 2 ) dx 

r 2 

f 00 

5- e~ x dx 

6- cos x dx 

Jo 

Jo 



n sen x , 

• • . ~ dx 

8. esc x dx 

J- 00 4 + X 2 

Jo 

En los ejercicios 9 a 14, explicar por que la integral 


determinar si es divergente o convergente. Evaluar las que sean 
convergentes. 



Redaction En los ejercicios 15 a 18, explicar por que la evaluacion 
de la integral es incorrecta. Usar la integracion en una herramien- 
ta de graficacion para intentar evaluar la integral. Determinar si 
la herramienta de graficacion da la respuesta correcta. 



En los ejercicios 19 a 36, determinar si la integral impropia es 
divergente o convergente. Evaluar la integral si es convergente. 


19. 

21 . 

23. 

25. 

27. 

29. 

31. 

33. 


f 


-j dx 
x i 


dx 


3_ 
i * 5 


20. | — 5 dx 


22 . 


dx 


f 


xe 4x dx 

50 

5 

x 2 e~ x dx 

5 

e~ x cos x dx 

3 1 


24. xe x / 4 dx 


26. 


(x — l)e x dx 


o 


x(ln .y) 3 


dx 


28. | e ax sen bx dx , a > 0 

> i 

In x 


16 + x 2 


dx 


r°° i_ 

Jo e x + , 


; dx 


30. 

32. 

34. 


f 


: dx 


'o (* 2 + l) 2 
e 1 


dx 


1 + ti 


dx 


35. COS TTY dx 


36. | sen — dx 


En los ejercicios 37 a 54, determinar si la integral impropia es 
divergente o convergente. Evaluar la integral si converge, y veri- 
ficar los resultados con los obtenidos usando una herramienta de 
graficacion para hacer la grafica. 


37. | 2 dx 


39. 


B 

I" — L 
Jo n/8~^ 


-dx 


38. 

40. 


10 


dx 


— x 

41. | x In x dx 

o 

Ctt/2 


43. 

45. 

47. 

49. 


f 

l 


0 Vl2 — x 

42. | In x 2 dx 

1 

tt/2 


dx 


tan 6d6 


2 xjx 2 — 4 

■4 , 


dx 




r-i— 

Jo l/x - 1 


dx 


dx 


44. 

46. 

48. 

50. 


sec Odd 


1 

o V25 — X' 


dx 


25 — X' 


dx 


1 (X - 2)V3 


dx 
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5i - r 

53. [ 

Jo 


1 

xj£ - 9 

4 

Vx{x + 6) 


dx 

dx 


52. 

54. 


. r- 

Js X 

, r - j - 

Jj xlnx 


y.v- — 25 


dx 


dx 


En los ejercicios 55 y 56, determinar todos los valores de p para 
los que la integral impropia es convergente. 


55. 


x p 


dx 


56. 


1 

x p 


dx 


57. Usar la induccion matematica para verificar que la integral 
siguiente converge para todo entero positivo n. 



58. Prueba de comparacion de integrales impropias En algunos 
casos, es imposible encontrar el valor preciso de una integral 
impropia, aunque es importante determinar si la integral con- 
verge o diverge. Suponer que las funciones/y g son continuas 
y que 0 £ f(x ) £ g(x) en el intervalo [a, oo). Se puede mostrar 
que si fjjfix) dx converge, entonces f™g(x) dx igualmente lo 
hace, y si J“g(.r) dx diverge, entonces infix') dx tambien diverge. 
Esto se conoce como la prueba de comparacion de integrales 
impropias. 

a) Utilizar la prueba de comparacion para determinar si 
joo^-at 2 fa converge o diverge. ( Sugerencia : Utilizar el 
hecho de que e~ xl £ e~ x para x S 1 .) 

b) Usar la prueba de comparacion para determinar si 

Jj 00 dx converge o diverge. (Sugerencia: Utilizar 

+ 11 

el hecho de que 5 + ^ S 5 para x Si.) 


En los ejercicios 59 a 70, usar los resultados de los ejercicios 55 a 
58 para determinar si la integral impropia converge o diverge. 


59. 


61. 


63. 


65. 


67. 


69. 


f 


dx 

jr 



j x 1 + 5 


dx 


f 

f 


i 


\Jx(x — 1) 
2 + e 


dx 


x 

1 — senx 


dx 

dx 


60 . j 

ll r/ 1 

62 . J 

x 4 e~ x dx 

0 

64 . j 

l 

66 . J 

f ~dx 

1 Vx(x + 1) 

68 . j 

f — - — dx 

' 0 e- 1 + jc 

70 . J 

f dx 

2 V* In x 


Desarrollo de conceptos 


71. Describir los diferentes tipos de integrales impropias. 

72. Definir las condiciones de convergencia o divergencia al 
trabajar con integrales impropias. 


Desarrollo de conceptos ( continuacion ) 


73. Explicar por que J 1 — r/v A 0. 

74. Considerar la integral 



Para determinar la convergencia o divergencia de la integral, 
^cuantas integrales impropias deben analizarse? ^Que debe 
ser verdadero en cada integral para que la integral dada 
converja? 

Area En los ejercicios 75 a 78, encontrar el area no acotada de 
la region sombreada. 

75. y = e x , — oo <x ^ 1 76. y = — In v 


y y 





Areay volumen En los ejercicios 79 y 80, considerar la region que 
satisface las desigualdades. a) Encontrar el area de la region. 
b) Encontrar el volumen del solido generado al girar la region al- 
rededor del eje x. c) Encontrar el volumen del solido generado al 
girar la region alrededor del eje y. 

79. y < e~ x , y > 0, x > 0 80. y < y > 0, x > 1 

81. Longitud de arco Dibujarlagraficadelhipocicloidedecuatro 
cuspides x 2 / 3 + y 2 / 3 = 4 y encontrar su perfmetro. 

82. Longitud de arco Encontrar la longitud de arco de la grafica 
de y = 716 - x 2 sobre el intervalo [0, 4], 

83. Area de una superficie La region acotada por (x — 2) 2 + y 2 
= 1 se gira alrededor del eje v para format' un toro. Encontrar 
el area de la superficie del toro. 
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84. Area de una superficie Encontrar el area de la superficie 
formada al girar la grafica de y = 2e~ x en el intervalo [0, oo) 
alrededor del eje x. 

Propulsion En los ejercicios 85 y 86, usar el peso del cohete para 
contestar cada pregunta. (Usar 4 000 millas como el radio de la 
Tierra y no considerar el efecto de la resistencia al aire.) 

a) ;,Cuanto trabajo se requiere para propulsar el cohete a una 
distancia intinita fuera de la superficie de la Tierra? 

b) ;,Que tan lejos ha viajado el cohete cuando la mitad del trabajo 
total ha ocurrido? 

85. Cohete de 5 toneladas 86. Cohete de 10 toneladas 


Probabilidad Una funcion no negativa f se llama funcion de 
densidad de probabilidad si 


f(t)dt = 1. 


La probabilidad de que x quede entre ay b esta dada por 


P(a < x < b) = f(t) dt. 


El valor esperado de x esta dado por 


92. Fuerza gravitacional Una varilla uniforme “semiinfinita” 
ocupa el eje x no negativo. La varilla tiene una densidad lineal 
8 la cual mide un segmento de longitud dx que tiene una masa 
de 8 dx. Una partlcula de masa M se localiza en el punto ( — a, 0). 
La fuerza gravitatoria F que la varilla ejerce en la masa esta dada 
foo GMS 

por F = t dx, donde G es la constante gravitatoria. 

Jo (a + xp 

Encontrar F. 


I Verdadero o falso? En los ejercicios 93 a 96, determinar si la 
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o dar 
un ejemplo que demuestre que es falso. 

93. Si / es continua en [0, oo) y lfm /(x) = 0, entonces Jo°/(x) dx 

x — >oo 

converge. 

94. Si / es continua en [0, oo) y f{x) dx diverge, entonces 
lfm f(x) * 0. 

x— »oo 

95. Si f es continua en [0, oo) y lfm /(x) = 0, entonces, 

Jo°° /'(*) dx = -/( 0). 

96. Si la grafica de / es simetrica con respecto al origen o al eje y, 
entonces f(x) dx converge si y solo si /(x) dx con- 
verge. 

97. a) Demostrar que sen x dx diverge. 

b) Demostrar que lim f a _ sen x dx = 0. 

c) f,Que indican los incisos a) y b) acerca de la definition de 
integrates impropias? 


E(x) = f tf(t) dt. 

J ~ OO 

En los ejercicios 87 y 88, a ) mostrar que la funcion no negativa es 
una funcion de densidad de probabilidad, b) encontrar /'(() < x 
< 4) y c) encontrar F(x). 


87. f(t) 



t > 0 
t < 0 


88 . 



t > 0 
t < 0 


Costo capitalizado En los ejercicios 89 y 90, encontrar el costo 
capitalizado C de un recur so a) para n = 5 afios, b) para n = 10 
afios y c ) para siempre. El costo capitalizado esta dado por 

C = C 0 + I c(t)e~ r ‘dt 

Jo 

donde C 0 es la inversion original, t es el tiempo en afios, r es el 
interes compuesto continuo del interes anual y c(t) es el costo 
anual de mantenimiento. 

89. C 0 = $650000 90. C 0 = $650000 

c(t) = $25000 c(t ) = $25000(1 + 0.08/) 

r = 0.06 r = 0.06 


91. Teoria electromagnetica El potential magnetic/) /'en un punto 
en el eje de un circuito circular esta dado por 


P = 


lirNIr 1 

k J, (r 2 + x 2 ) 3 ' 2 


donde N, /, r, k y c son las constantes. Encontrar P. 


Para discusion 


98. Para cada integral, encontrar el numero real no negativo 
b que haga que la integral sea impropia. Explicar el ra- 
zonamiento. 


a) 
c) 
e ) 


f- 

J o * 2 - 

f 


dx 


x 2 - lx + 12 


dx 


tan 2x dx 


b) 

d) 

f) 


r 7L 

/; 


: dx 


In x dx 


1 — senx 


dx 


99. Redaccion 


a) 


Las integrates impropias 



dx 


y 



dx 


divergen y convergen, respectivamente. Describir las 
diferencias esenciales entre los integrandos que son causa 
del distinto comportamiento. 

b) Dibujar una grafica de la funcion y = sen x/x sobre el 
intervalo (1, oo). Usar el conocimiento de la integral 
definida para inferir si la integral 


r°o sen x . 

dx 

J 1 x 

converge o no. Dar las razones de la respuesta. 
c) Usar una iteration de integration por partes en la integral 
en el inciso b) para determinar su divergencia o conver- 
gence. 
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I 100. Exploration Considerar la integral 


r /2 4 

J 0 1 + (tanjc)" 


dx 


donde n es un entero positivo. 

a) ^La integral es impropia? Explicar. 

b) Usar una para hacer la grafica del integrando para n = 2, 
4, 8 y 12. 

c) Usar las graficas para aproximar la integral como n -4 oo. 

d) Usar un sistema algebraico por computadora para evaluar 
la integral para los valores de n en el apartado b). Hacer 
una conjetura sobre el valor de la integral para cualquier 
entero positivo n. Comparer los resultados con la respuesta 
en el apartado c). 

101. Funcion gamma La funcion gamma F (/; ) se define por 

r(«) = | x"~ l e~ x dx, n > 0. 

Jo 


102 . 


a) Encontrar r(l), T(2) y T(3). 

b) Usar la integracion por partes para mostrar que r(n + 1) 
= nT(n). 

c ) Escribir r(n) usando notacion factorial donde n es un 
entero positivo. 

Demostrarque /„ = _ t , donde 

1. 


r x 3 

Jo 

f°° X s 

C) Jo (x 2 + W' dX 


/„ = 


f 


r dx, n > 


(x 2 + 1)' , + 3 
Entonces evaluar cada integral. 


a) 


r 


(x 2 + l) 4 


dx 


b) 


Transformada de Laplace Sea fit) una funcion deiinida para 
todos los valores positivos de t. La transformada de Laplace de 
f(t) se define por 

F(s)= \ e-«f(t)dt 
Jo 

si la integral impropia existe. Se usa la transformada de Laplace 
para resolver las ecuaciones diferenciales. En los ejercicios 103 a 
110, encontrar la transformada de Laplace de la funcion. 


103. 

fit) 

= 1 

104. 

fit) 

105. 

fit) 

= t 2 

106. 

fit) 

107. 

fit) 

= cos at 

108. 

fit) 

109. 

fit) 

= cosh at 

110. 

fit) 


a 111. Probabilidad normal La altura media de hombres estadouni- 
denses entre 20 y 29 anos de edad es 70 pulgadas, y la desvia- 
cion estandar es 3 pulgadas. Un hombre de 20 a 29 anos de 
edad es elegido al azar de entre la poblacion. La probabilidad 
de que sea de 6 pies de alto o mas es 


f 


3v/2rr 


g- (.1-70)71 8 dx 


( Fuente : National Center for Health Statistics ) 

a) Usar una herramienta de graficacion para representar 
graficamente el integrando. Usar la herramienta de gra- 
ficacion para verificar que el area entre el eje jc y el inte- 
grando es 1. 

b) Usar una herramienta de graficacion para aproximar 
P(72 < x < oo). 

c) Aproximar 0.5 — P{ 70 StS 72) usando una herramien- 
ta de graficacion. Usar la grafica en el inciso a) para ex- 
plicar por que este resultado es igual a la respuesta del 
inciso b). 

112. a) Dibujar el semicfrculo y = JA — x 2 . 

b) Explicar por que 



sin evaluar cualquier integral. 

113. ^Para que valor de c la integral converge? 

1 fe? L rr:tTT)‘" 

Evaluar la integral para este valor de c. 

114. ^Para que valor de c la integral converge? 

fbfr-s)- 


Evaluar la integral para este valor de c. 

115. Volumen Encontrar el volumen del solido generado al girar 
la region acotada por la grafica de f alrededor del eje x. 


fix) = 


x In x, 

0, 


0 < x < 2 
jc = 0 


116. Volumen Encontrar el volumen del solido generado al girar 
la region no acotada que queda entre y = — In x y el eje y 
(y a 0) alrededor del eje x. 


u-Sustitucion En los ejercicios 117 y 118, volver a escribir la 
integral impropia como una integral propia usando la sustitucion 
de u dada. Entonces usar la regia de los trapecios con n = 5 para 
aproximar la integral. 


117. 


118. j 0 yr^- 


- dx, u — Jfc 


: dx, u — J\ — 


119. a) Usar una herramienta de graficacion para representar 
graficamente la funcion y = e~ xl . 


b ) Mostrar que 


fv-*. r 

Jo Jo 


x2 dx = y-lny dy. 


120. Sea 


fix) dx convergente y sean a y b los numeros reales 


donde a b. Mostrar que 



fix) dx + 



fix) dx 



fix) dx + 



fix) dx. 


Pill < x < co) 


Ejercicios de repaso 
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Ejercicios de repaso 


En los ejercicios 1 a 8, usar las reglas basicas de integracion para 
encontrar o evaluar la integral. 


1. I x7* 2 — 36 dx 


3. f x 

J .v 2 - 49 
f e ln(2x 


f 


dx 

dx 


7 25 - 


dx 


7. 


100 


yiOO - x 2 


dx 


6 . 

8 . 


f 2xj2x — 3 dx 

J 3/2 

1 + 2x 2 + x + 1 
(x 2 + l) 2 


dx 


En los ejercicios 9 a 18, usar la integracion por partes para en- 
contrar la integral. 


9. J xe 3x dx 
11. J e 2 * sen 3x dx 
13. Jx Jx — 1 dx 


10. J x 3 e x dx 
12. J (x 2 — 3x)e x dx 
14. / arctan 2x dx 

16. J In Jx 1 — 4 dx 

18. f e x arctan e x dx 


15. J x 2 sen 2x dx 
17. / x arcsen 2x dx 

En los ejercicios 19 a 24, encontrar la integral trigonometrica. 


/■ 


19. J COS 3 ('77X — 1) dx 

20. 

21. J sec 4 - dx 

22. 

23. f 1 dO 

24. 

J 1 — sen 9 


Area En los ejercicios 25 y 26, enco 

25. y = sen 4 x 

26. 


20. sen 2 - dx 






En los ejercicios 27 a 32, usar la sustitucion trigonometrica para 
encontrar o evaluar la integral. 


-12 


2 74 ^7r 


dx 


28. / 


7x 2 -9 


dx, x > 3 


29. 

31. 


s/4 + 


: dx 


/: 


74 — x 2 dx 


30. | 725 — 9x 2 dx 

fir/2 


32. 


sen 9 


1+2 cos 2 9 


d9 


En los ejercicios 33 y 34, encontrar la integral usando cada me- 
todo. 


33. 


74 + x : 


dx 


a) Sustitucion trigonometrica 

b) Sustitucion: u 2 = 4 + x 2 

c) Integracion por partes: dv = (x/74 + x 2 ) dx 


34. x 74 + x dx 


a) Sustitucion trigonometrica 

b) Sustitucion: u 2 = 4 + x 

c) Sustitucion: u = 4 + x 

d) Integracion por partes: dv = 74 + x dx 

En los ejercicios 35 a 40, usar las fracciones parciales para en- 
contrar la integral. 


35. 

37. 

39. 


f 

I 

■I 


x - 39 


dx 


x 2 — x — 12 
x 2 + 2x 

x 3 — x 2 + x — 1 


dx 


x 2 + 5x — 24 


dx 


36. 

38. 

40. 


2x 3 — 5x 2 + 4x — 4 
x 2 — x 
4x - 2 
3(x — l) 2 ' 
sec 2 9 


dx 


dx 


tan 0(tan 9—1 ) 


d9 


En los ejercicios 41 a 48, usar la integracion por tablas para en- 
contrar o evaluar la integral. 


41. 

43. 

45. 

47. 


/ 


(4 + 5jc) 2 
Jtt/2 


dx 


rVTT/2 

Jo r 


+ senx 2 
x 


dx 


x 2 + 4x + 8 

1 

sen 7rx cos t tx 


dx 

dx 


42. 

44. 

46. 

48. 


74 + 5x 


dx 


1 + e x 


i dx 


3 , 1 

, , dx, x > — 

2xj9x 2 - 1 3 


1 


1 + tan 7 tx 


dx 


49. Verificar la formula de la reduction 

J (lnx)"dx = x(lnx)' 1 — nj (lnx)"“ 1 dx. 

50. Verificar la formula de la reduction 

1 


I 


tan” x dx = 


n — 1 


f 


tan" 1 x — tan" 2 x dx. 


27. 
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CAPITULO 8 Tecnicas de integration, regia de L’Hopital e integrales impropias 


En los ejercicios 51 a 58, encontrar la integral usando cualquier 
metodo. 


En los ejercicios 75 a 82, usar la regia de L’Hopital para evaluar 
el limite. 


51. j 

f 9 sen 9 cos 9 d9 


f x 1 / 4 

53. j 

1 l+x V2 dX 

55. j 

f vi + cos x dx 

5,. j 

f cos x ln(senx) dx 


52. 

54. 


56. 


58. 


; s/2x 


dx 
Vx 

1 + J~x dx 

3x 3 + Ax 
{x 2 + l) 2 dX 

(sen 9 + cos 0) 2 dQ 


75. Km^ 

x->l X 1 


76. Km 


sen irx 


.r->o sen 5 t tx 


77. Km ^ 

*->°o X z 

79. Km (lnx) 2 /* 


n 09\" 

81. lfm 1 000 ( 1 + — ' 

n-> oo \ Yl 


78. lfm xe x 

X — >GO 

80. lfm (x — I) 1 ”* 

X — >1 + 


82. Km 


*-»i + \ln x x — 1 


En los ejercicios 59 a 62, resolver la ecuacion diferencial usando 
cualquier metodo. 


En los ejercicios 83 a 90, determinar si la integral impropia es 
divergente o convergente. Evaluar la integral si converge. 


59. d -y = 

dx 

9 

60. 

dy 

V4 - x 2 

x 2 - 25 

dx 

2x 

61. y' = 

ln(x 2 + x) 

62. 

y' = 

Vl — cos 9 


En los ejercicios 63 a 68, evaluar la integral detinida usando 
cualquier metodo. Usar una herramienta de graficacion para 
verificar el resultado. 


83. 


85. 

87. 



84. 


86 . 


88 . 



dx 



dx 



63. J 

fTS 

| x(x 2 — 4) 3 / 2 dx 

«. j 

[ (x - 2)(x - 4) dX 

89. 

65. 1 

Nx 

66. 1 

| xe 3x dx 

91. 

J 

5, j 

i * 

r 

| x sen x dx 
0 

J 

*■ J 

0 

r *dx 

o >/l + x 


Area En los ejercicios 69 y 70, encontrar el area de la region. 

69. y = xjA - x 70. y = ^ [_ y2 


y 



y 



92. 



Centroide En los ejercicios 71 y 72, encontrar el centroide de la 
region acotada por las graficas de las ecuaciones. 

71. y = Vi - x 2 , y = 0 

72. (x — l) 2 + v 2 =1, (x — 4) 2 + y 2 = 4 


2 xVx 2 — 4 


dx 


90. 


0 Vx(x + 4) 


dx 


Valor presente La junta directiva de una corporation esta 
calculando el precio a pagar por un negocio que se preve rendira 
un flujo continuo de ganancia de $500000 por ano. Si el dinero 
ganara una tasa nominal de 5% por ano compuesto continua- 
mente, ^cual es el valor presente del negocio 

a) durante 20 anos? 

b) para siempre (a perpetuidad)? 

( Nota : El valor presente para t 0 anos es, /q°500000c _0 05 ' dt.) 
Volumen Encontrar el volumen del solido generado al girar 
la region acotada por las graficas de y = xe~ x , y = 0 y x = 0 
alrededor del eje x. 

Probabilidad La longitud media (del pico a la cola) de es- 
pecies diferentes de pajaros orientales en Estados Unidos se 
distribuye aproximadamente con una media de 12.9 centfmetros 
y una desviacion normal de 0.95 centimetros (ver la figura). La 
probabilidad de que un pajaro seleccionado al azar tenga una 
longitud entre ay b centimetros es 

P(a x b) = . — f e~^ x ~ 12 - 9 ^ 2 ^ 2 ^ 095 ^ 2 dx. 

0.95 v/2 wj a 

Usar una hemamienta de graficacion para aproximar la probabili- 
dad de que un pajaro seleccionado al azar tenga una longitud de 
a) 13 centimetros o mayor y Zz) 1 5 centimetros o mayor. ( Fuente : 
Peterson’s Field Guide: Eastern Birds) 


Longitud de arco En los ejercicios 73 y 74, aproximar a dos 
posiciones decimales la longitud de arco de la curva sobre el 
intervalo dado. 

Funcion Intervalo 

73. y = senx [0, t r] 

74. y = sen 2 x [0, it] 


p 
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Solucion de problemas 

1. a) Evaluar las integrales 

J (1 — x 2 ) dx y J (1 — x 2 ) 2 dx. 

b) Usar las formulas de Wallis para demostrar que 
2 2n+1 (nl) 2 


jjl~x 2 ) n dx= (2b+1) , 
para todos los n enteros positivos. 


[’(In- 

Jo 


j 2 dx. 


2. a) Evaluar las integrales In x dx y 

Jo 

b) Demostrar que 


(In x)" dx = (— 1)" n\ 


para todos los n enteros positivos. 

3. Encontrar el valor de la constante positiva c tal que 

lrm = 9. 

x — »oo \x — c) 

4. Encontrar el valor de la constante positiva c tal que 

Inn [ X f <;r 1 

x— >oo \X + C 


5. La recta x = 1 es tangente a la circunferencia unitaria en A. La 
longitud del segmento QA es igual a la longitud del arco circu- 
lar PA (ver la figura). Mostrar que la longitud del segmento OR 
tiende a 2 cuando P tiende a A. 


y 



6. El segmento BD es la altura de A OAB. Sea R el cociente entre 
el area de A DAB y de la region sombreada formada al suprimir 
A OAB en el sector circular subtendido por el angulo 0 (ver la 

figura). Encontrar lfm R. 

u->o+ 


( 

A 

V-0) 

l 0 

D 1A 


7. Encontrar el area de la region acotada por el eje x, la recta 
x = 4 y la curva 

x 2 

y (x 2 + 9)V 2 ' 


a) 


b) 

c ) 


Usar una herramienta de graficacion para hacer la grafica 
de la region y aproximar su area. 

Usar una sustitucion trigonometrica apropiada para encon- 
trar el area exacta. 

Usar la sustitucion x = 3 senh u para encontrar el area 
exacta y verificar que se obtiene la misma respuesta que 
en el inciso b). 


8. Usar la sustitucion u = tan — para encontrar el area de la region 

2 1 

sombreada bajo la grafica de y = , 0 £ x ^ tt/2 (ver 

, r . 2 + cosx 

la figura). 




9. Encontrar la longitud de arco de la grafica de la funcion y = In 
(1 — x 2 ) en el intervalo 0 £ x £ i (ver la figura). 

10. Encontrar el centroide de la region sobre el eje x y acotada 
anteriormente por la curva y = e~ c2x 2 donde c es una constante 
positiva (ver la figura). 

i^Sugerencia: Mostrar que J e~° 2x2 dx = — J e~ x2 dx.J 


y 



11. Algunas funciones elementales, tales como f(x) = sen(x 2 ), no 
tienen antiderivadas que son funciones elementales. Joseph 
Liouville comprobo que 

[-dx 
J x 


no tiene una antiderivada elemental. Utilizar este hecho para 
demostrar que 


In x 


- dx 


no es elemental. 
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CAPITULO 8 Tecnicas de integracion, regia de L’Hopital e integrales impropias 


12 . a) Sea y = f '(x) la funcion inversa de /. Usar la integracion 
por partes para derivar la formula 


/ *(*) dx = xf Kx) - \f(y) dy. 


b) Usar la formula del inciso a) para encontrar la integral 
arcsen x dx. 


c) Usar la formula del inciso a) para encontrar el area bajo la 
grafica de y = In x, 1 £ x S e (ver la figura). 



13. Factorizar el polinomio p(x) = x 4 + 1 y entonces encontrar el area 

1 


bajo la grafica de y = 


x 4 + 1 


0 < x < 1 (ver la figura). 



14 . a) Usar la sustitucion u = — — x para evaluar la integral 


7t/2 


- dx. 


0 cos x + sen x 


b) Sea n un entero positivo. Evaluar la integral 

r /2 sen" x 

dx. 

J 0 cos" x + sen" x 

15. Usar una herramienta de graficacion para estimar cada Kmite. 
Entonces calcular cada Kmite usando la regia de L’Hopital. ^Que 
se puede concluir sobre la forma indeterminada 0 • oo? 


a) Km ( cot x H — 

*->o + \ x 


b ) Km ( cot x 

->0+ V X 


c) Km 

jt— »o + 


IV 1 

cot X H — cot X 

x/\ x 


16 . Suponer que el denominador de una fraction se descompone en 
productos de factores lineales distintos 

D(x) — (x — c,)(x — c 2 )---(x — c„) 

para un n entero positivo y un numero real distinto c l5 c 2 ,. . ■ , c„. 
Si N es un polinomio de grado menor de n, mostrar que 


17 . 


Mx) 

D(x) 


donde P k = N(c k )/D'(c k ) para k = 1, 2,..., n. Notar que esto es la 
descomposicion de las fracciones simples de N(x)/D(x). 

Usar los resultados del ejercicio 16 para encontrar la descom- 
posicion de las fracciones parciales de 

x 3 — 3x 2 + 1 


x 4 - 13x 2 + 12x 


18 . La velocidad v (en pies por segundo) de un cohete cuya masa 
inicial (incluido el combustible) es m, esta dada por 


v = gt + u In 


m m 

, t< 

m — rt r 


donde u es la velocidad de la expulsion del combustible, r es 
la proportion en que el combustible se consume, y g = —32 
pies/s 2 son la aceleracion debida a la gravedad. Encontrar la 
ecuacion de la position para un cohete para el cual m = 50 000 
libras, u = 12000 pies por segundo y r = 400 libras por se- 
gundo. ^Cual es la altura del cohete cuando t = 100 segundos? 
(Asumir que el cohete despego al nivel del suelo y se desplaza 
verticalmente.) 

19 . Suponer que f(a) = f(b) — g{a) = g(b) = 0 y las segundas 
derivadas defyg son continuas en el intervalo cerrado [a, b\. 
Demostrar que 


[ f(x)g"(x) dx = f /"(x)g(x) dx. 

Ja Ja 

20 . Suponer que f(d) = f(b) = 0 y las segundas derivadas de / 
existen en el intervalo cerrado [a, b\. Demostrar que 

f (x — a){x — b)f"(x) dx = 2 f /(x) dx. 

Ja J a 


21 . Usando la desigualdad 


—+—+—< 


1 


x 5 - 1 


para x £ 2, aproximar 


f 


J_ _2_ 

< X 5 + X 10 + X 15 

1 


X 5 - 1 


- dx. 


22 . 


Considerar la region sombreada entre la grafica de y = sen x, 
donde 0 £ x ^ tt, y la Knea y = c, donde 0 £ c £ 1 (ver la 
figura). Se forma un solido al girar la region alrededor de la recta 
y — c. 

a) ^Para que valor de c el solido tiene un volumen mlnimo? 

b ) ^Para que valor de c el solido tiene un volumen maximo? 



Series infinitas 



Este capftulo se divide en dos partes. 
Las primeras seis secciones describen 
sucesiones infinitas y series infinitas. 
Las ultimas cuatro estudian polinomios 
de Taylor y Maclaurin y series de 
potencias. 

En este capftulo, se aprendera: 


■ Como determinar si una sucesion 
converge o diverge. (9.1) 


■ Como determinar si una serie infini- 
ta converge o diverge. (9.2 a 9.6) 


■ Como encontrar las aproximaciones 
polinomiales de Taylor o Maclaurin 
de funciones elementales. (9.7) 


■ Como encontrar el radio y el interva- 
lo de convergencia de una serie de 
potencias y como diferenciar e inte- 
grar la serie de potencias. (9.8) 


■ Como representar funciones median- 
te series de potencia. (9.9) 


■ Como encontrar una serie de Taylor 
o de Maclaurin para una funcion. 

(9.10) 



Eric Haines 


El copo esferico que se muestra arriba es un fractal generado por computadora que 
creo Eric Haines. El radio de la esfera grande es de 1. A la esfera grande se unen 
nueve esferas que tienen § de radio. A cada una de estas, se ariaden nueve 
esferas que tienen | de radio. Este proceso continua de manera infinita. iEI area 
superficial del copo esferico es finita o infinita? (Ver la seccion 9.2, ejercicio 1 14.) 



Los polinomios de Maclaurin aproximan una funcion dada en un intervalo cerca de x = 0. A medida que se agre- 
gan terminos al polinomio de Maclaurin, este se convierte en una aproximacion cada vez mejor de la funcion dada 
cerca de x = 0. En la seccion 9.10 se vera que la serie de Maclaurin equivale a la funcion dada (bajo condiciones 
adecuadas). 
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CAPITULO 9 Series infinitas 



Sucesiones 


■ Enunciar los terminos de una sucesion. 

■ Determinar si una sucesion converge o diverge. 

■ Escribir una formula para el termino n-esimo de una sucesion. 

■ Usar las propiedades de las sucesiones monotonas y de las sucesiones acotadas. 


EXPLORACION 


Busqueda de patrones Describir 
un patron para cada una de las 
sucesiones siguientes. Despues usar 
la descripcion para escribir una for- 
mula para el termino n-esimo de 
cada sucesion. A medida que n se 
incrementa, ^,los terminos parecen 
acercarse a algun limite? Explique 
su razonamiento. 


a) 
*) 
C ) 

d) 

e) 


.ill! 

A » 2’ 4’ 8’ 16’ • • 

, l l J L 

A ’ 2’ 6’ 24’ 120’ • 
, n 10 10 10 10 
iU ’ 3 ’ 6 ’ 10’ 15’ 
1 4 9_ 16 25 
4’ 9’ 16’ 25’ 36’ ■ 

3 _5_ _7_ _9_ n 
7’ 10’ 13’ 16’ 19’ • 


Sucesiones 

En matematicas, la palabra “sucesion” se usa en un sentido muy parecido al lenguaje 
usual. Se dice que una coleccion de objetos o eventos esta en sucesion significa general- 
mente que la coleccion esta ordenada de manera que tiene un primer miembro, un segun- 
do miembro, un tercer miembro, y asi sucesivamente. 

Matematicamente, una sucesion se define como una funcion cuyo dominio es el con- 
junto de los enteros positivos. Aunque una sucesion es una funcion, es comun representar 
las sucesiones empleando subindices en lugar de la notacion habitual de la funcion. Por 


ejemplo, en la sucesion 



L 2, 3, 4, 

till \ 

. , n, 

- 1 J 

\ Sucesion. 

@2, a^, ci^, . . 

., a n , . . 



al 1 se le asigna a v al 2 se le asigna a 2 , y asi sucesivamente. Los numeros a v a 2 , fl 3 ,. . ., a n . . . 
son los terminos de la sucesion. El numero a n es el termino /t-esimo de la sucesion, y la 
sucesion completa se denota por { a } . 


WH1LV De vez en cuando, es conve- 
niente empezar una sucesion con a 0 , 
para que los terminos de la sucesion 
sean a 0 , a v a 2 , a 3 , . . . , a n , . . . ■ 


EJEMPLO I Dar los terminos de una sucesion 

a ) Los terminos de la sucesion {a„} = {3 + (— 1)"} son 

3 + (— l) 1 , 3 + (— l) 2 , 3 + (— l) 3 , 3 + (— l) 4 , . . . 
2, 4, 2, 4, 


b ) Los terminos de la sucesion {b n } 



son 


1 2 3 4 

1-2-1’ 1-2-2’ 1-2-3’ 1 - 2 • 4’ ' ' ' 

_ 2 _3 _4 

’ 3’ 5’ 7’ 


c) Los terminos de la sucesion {c n } 



son 


ftWIl.M.HmiMl.fc Algunas suce- 
siones se definen en forma recursiva o 
recurrente. Para definir una sucesion 
en forma recursiva se necesita dar uno 
o mas de los primeros terminos. 

Todos los otros terminos de la suce- 
sion son definidos usando los termi- 
nos anteriores, como se muestra en el 
ejemplo Id. 


I 2 2 2 3 2 4 2 

2 1 — 1’ 2 2 — 1 ’ 2 3 — 1’ 2 4 — 1 ’ 

1 4 9 16 

r 3’ 7’ 15’ 

d) Los terminos de la sucesion definida en forma recursiva o recurrente { d n }, donde cl { 
-25 y d n + 1 = d n - 5, son 

25, 25 - 5 = 20, 20 - 5 = 15, 15 - 5 = 10, . . . 



SECCION 9.1 


Sucesiones 
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Limite de una sucesion 

El punto principal de este capitulo son las sucesiones cuyos terminos tienden a valores limite. 
Tales sucesiones se llaman convergentes. Por ejemplo, la sucesion { 1/2"} 

1 1 1 J_ J_ 

2’ 4’ 8’ 16’ 32’' ' ' 


converge a 0, como se indica en la definicion siguiente. 


y = a n 


L + E 
L 


L- e 



1 2 3 4 5 6 M 


DEFINICION DEL LIMITE DE UNA SUCESION 

Sea L un numero real. El limite de una sucesion {aj es L, escrito como 
lim a n = L 

«— »oo 

si para cada e > 0, existe M > 0 tal que \a n — L\ < e siempre que n > M. Si el 
limite L de una sucesion existe, entonces la sucesion converge a L. Si el limite de una 
sucesion no existe, entonces la sucesion diverge. 


Para n > M, todos los terminos de la suce- 
sion distan de L menos de e unidades 

Figura 9.1 


Graficamente, esta definicion dice que finalmente (para n > M y e > 0) los terminos 
de una sucesion que converge a L quedaran dentro de la franja entre las rectas y = L + e 
y y = L — e, como se muestra en la figura 9.1. 

Si una sucesion { a n } coincide con una funcion / en cada entero positivo, y si fix) tiende 
a un limite L a medida que x^oo, la sucesion debe converger al mismo limite L. 


TEOREMA 9.1 LIMITE DE UNA SUCESION 

Sea L un numero real. Sea / una funcion de una variable real tal que 
lim f{x) = L. 

x — ^CO 

Si {a n } es una sucesion tal que fin) = a n para cada entero positivo n, entonces 
lim a n = L. 

n— >oo 

El inverso del teorema 9.1 no es cierto (ver el ejercicio 138). ■ 


EJEMPLO 2 Encuentre el limite de una sucesion 


V1ULV Hay diferentes situaciones en 
las que una sucesion puede no tener un 
limite. Una situacion asi es cuando los 
terminos de la sucesion crecen sin 
limite o decrecen sin limite. Estos 
casos son escritos simbolicamente 
como sigue. 

Los terminos crecen sin limite: 
lim a n = oo 

n—> oo 

Los terminos decrecen sin limite: 


Hallar el limite de la sucesion cuyo termino n-esimo es 



Solucion A partir del teorema 5.15 

lim fl + -V = e. 

-L > OO \ X J 

Por tanto, puede aplicar el teorema 9. 1 para concluir que 


lim a n = — oo ■ 

n—> oo 


Km g 

n — »oo 


lim (l + - 

n ^oo \ n) 


= e. 
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CAPITULO 9 Series infinitas 


Las siguientes propiedades de lfmites de sucesiones corresponden a aquellas dadas 
para los lfmites de funciones en una variable real en la seccion 1.3. 


TEOREMA 9.2 PROPIEDADES DE LOS LIMITES DE SUCESIONES 


Sea lfm a n = L y lfm b n = K. 

n — »oo n— >oo 

1. lfm ( a n ± b n ) = L ± K 2. lfm ca n = cL, c es cualquier numero real 

n— »oo n—> oo 


3. lfm ( a n b n ) = LK 


4. 


,, a n L 
hm T = Is' 

n ^oo D n A 


b n A 0 y K A 0 


EJEMPLO 3 Analisis de convergencia o divergencia 

a) Como la sucesion ] u n \ = {3 + (—1)"} tiene los terminos 

2, 4, 2, 4, . . . Vea el ejemplo la, pagina 596. 

que alternan entre 2 y 4, el lfmite 
lfm a„ 

n^oo 

no existe. Por tanto, la sucesion diverge. 


b) Para { b n } = 


1 - 2 n 


, divida el numerador y denominador entre n para obtener 


r n = it 1 _ _1 

n—>oo 1 — 2 n n—>co (1 /») ^ 2 2 


lo cual implica que la sucesion converge a — j. 


Vea el ejemplo 1 b, pagina 596. 


EJEMPLO 4 Uso de la regia de L’Hopital para determinar 
la convergencia 

rr 

Mostrar que la sucesion cuyo termino n-esimo es a n = — converge. 


Solucion Considere la funcion en una variable real 


TEC NO LOG IA Representar en 
una herramienta de graficacion la fun- 
cion del ejemplo 4. Notese que cuan- 
do x tiende a infinite), el valor de la 
funcion se acerca a 0. Si se tiene acce- 
so a una herramienta de graficacion 
que pueda generar los terminos de 
una sucesion, usese para generar los 
primeros 20 terminos de la sucesion 
del ejemplo 4. Despues examinar los 
terminos para observar numerica- 
mente que la sucesion converge a 0. 


/« = 

Aplicando la regia de L’Hopital dos veces se obtiene 
lfm — - = lfm . " = lfm n ~ . = 0. 

x— >oo 2 X — 1 x — too (in 2) 2 X x— >oo (In 2)~2 X 

Como f(n) = a n para todo entero positivo, puede aplicarse el teorema 9.1 para concluir 
que 


lfm — 

71 — )CO 2 n 1 


= 0. 


Vea el ejemplo lc. pagina 596. 


Asf, la sucesion converge a 0. 


SECCION 9.1 Sucesiones 


599 


El sfmbolo n ! (se lee “« factorial” o “factorial de n”) se usa para simplificar algunas 
de las formulas desarrolladas en este capftulo. Sea n un entero positivo; entonces n facto- 
rial se define como 

n\ = 1 • 2 • 3 • 4 ■ • • (n — 1) • n. 

Como un caso especial, el cero factorial se define como 0! = 1. De esta definition, se 
puede ver que 1! = 1, 2! = 1 • 2 = 2, 3! = 1 • 2 • 3 = 6, y asf sucesivamente. Los fac- 
torials siguen las mismas convenciones respecto al orden de las operaciones que los expo- 
nentes. Es decir, asf como 2x 3 y (2x) 3 implican un orden diferente de las operaciones, 2 n\ 
y (2 «)! implica los ordenes siguientes. 

2n\ = 2(n!) = 2(1 • 2 • 3 • 4 • ■ ■ n) 


y 

(2 «)! = 1 • 2 • 3 • 4- • -n • (n + 1) • • -2n 



Para n > 4, (— l)”/n! queda confirmado 
entre — 1 / 2" y 1 / 2" 

Figura 9.2 


Otro teorema util para lfmites que puede reescribirse para sucesiones es el teorema del 
encaje o del emparedado de la seccion 1.3. 


TEOREMA 9.3 TEOREMA DEL ENCAJE 0 DEL EMPAREDADO PARA SUCESIONES 
Si 

lfm a n = L = lfm b n 

n—>o o n— >oo 

y existe un entero N tal que a n < c„ < b n para todo n > N, entonces 


EJEMPLO 5 Aplicacion del teorema del encaje 

Pruebe que la sucesion {c,J = | ( — 1)™ — y J- converge, y encuentre su lfmite. 


W1ULV El ejemplo 5 sugiere algo 
acerca del ritmo o velocidad a la que n\ 
aumenta cuando n — > oo. Como la figu- 
ra 9.2 sugiere, ambos 1/2" y 1 /n\ tien- 
den a 0 a medida que n — > oo. Si bien 
\/n\ se aproxima a 0 mucho mas rapi- 
do que 1/2" 


1 / n \ 2 " 

11m . = lim — = 0. 

/!-> oo 1 / 2 " n—>ccn\ 


De hecho, puede demostrarse que para 
cualquier numero fijo k. 


k" 

lfm — 

n —> oo tl ! 


= 0 . 


Esto significa que la funcion factorial 
crece mas rdpido que cualquier fun- 
cion exponencial. ■ 


Solucion Para aplicar el teorema del encaje, debe encontrar dos sucesiones con- 
vergentes que puedan relacionarse a la sucesion dada. Dos posibilidades son a n = — 1/2" 
y b n = 1/2", ambas convergen en 0. Comparando el termino n\ con 2", se puede ver que 


n\ = 1 • 2 • 3 • 4 ■ 5 ■ 6 ■ • • n = 24 • 5 • 6 ■ 


n — 4 factores 


2 " = 2 ■ 2 • 2 • 2 • 2 • 2 ■ 


2 = 16 • 2-2- 


(n > 4) 


( n > 4) 


n — 4 factores 


Esto implica que para n > 4, 2" < //!, y tiene 


-1 

< 

2 " 


77 ! 


J_ 

2 "’ 


77 > 4 


como se muestra en la figura 9.2. Por tanto, el teorema del encaje o del emparedado impli- 
ca que 


lfm (~1)"1 = 0. 

n — >co fl ' 
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CAPITULO 9 


Series infinitas 


En el ejemplo 5, la sucesion { c n \ tiene tanto terminos positivos como negativos. Para 
esta sucesion, sucede que la sucesion de valores absolutos, {|cj}, tambien converge a 0. 
Esto se puede demostrar por medio del teorema del encaje o del emparedado usando la 
desigualdad 

0 < — < — , n> 4. 
n\ 2" 

En tales casos, es a menudo conveniente considerar la sucesion de los valores absolutos y 
entonces aplicar el teorema 9.4 que establece que si la sucesion de los valores absolutos 
converge a 0, la sucesion original tambien converge a 0. 


TEOREMA 9.4 TEOREMA DE VALOR ABS0LUT0 


Dada la sucesion {«„}, si 

lfm la I =0 entonces 

n—>oo 


lfm a n = 0. 

n — >oo 


( DEM0STRACI0N ) Considere las dos sucesiones ] | a n | } y {— \a n \). Como ambas sucesiones 
convergen a 0 y 


se puede usar el teorema del encaje o del emparedado para concluir que {a n } converge 
aO. 


Reconocimiento de patrones en las sucesiones 

A veces los terminos de una sucesion se generan mediante alguna regia que no identifica 
expKcitamente el termino n-esimo de la sucesion. En tales casos, puede ser necesario des- 
cubrir el patron en la sucesion y describir el termino n-esimo. Una vez que el termino 
n-esimo se ha especificado, se puede investigar la convergencia o divergencia de la suce- 
sion. 

EJEMPLO 6 El termino n-esimo de una sucesion 

Hallar una sucesion {a n } cuyos cinco primeros terminos son 

2 4 8 16 32 
1’3’5’ 7 ’ 9 ’ ’ ’ ' 

y despues determine si la sucesion particular que se ha elegido converge o diverge. 

Solucion Primero, note que los numeradores son potencias sucesivas de 2, y los denomi- 
nadores forman la sucesion de enteros impares positivos. Comparando a n con n, se tiene 
el esquema siguiente. 

2 1 2 2 2 3 2 4 2 5 2 " 

T’ 3~’ J’ 7’ ~9” ' ' ’ 2 n- 1 

Usando la regia de L’Hopital para evaluar el Kmite de fix) = 2 x /{2x — 1), se obtiene 

„ 2* „ 2 l (ln 2) „ 2” 

lim = lim — - — = oo CU> lim — = oo. 

x — >oo ZJC — 1 x— >oo 2 n — >oo 2/2 — 1 


Por tanto, la sucesion diverge. 
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Sin una regia especffica para la generacion de los terminos de una sucesion o algun 
conocimiento del contexto en que se obtienen los terminos de la sucesion, no es posible 
determinar la convergencia o divergencia de la sucesion meramente a partir de sus 
primeros terminos. Por ejemplo, aunque los primeros tres terminos de las siguientes cua- 
tro sucesiones son identicos, las primeras dos sucesiones convergen a 0 , la tercera sucesion 
converge a 5 , y la cuarta sucesion diverge. 

J_ 

” 2 ”” ' ' 

6 

(n + 1 )(» 2 — n + 6 )’ 
n 1 — 3n + 3 
' ’ 9 n 2 - 25n + 18’ ' ' ' 

— n(n + l)(n — 4) 

6 (n 2 + 3n — 2) 

El proceso de determinar un termino n-esimo a partir del patron observado en los primeros 
terminos de una sucesion es un ejemplo de razoncimiento inductivo. 

EJEMPLO 7 Calculo del termino n-esimo de una sucesion 

Determine un termino n-esimo de una sucesion cuyos primeros cinco terminos son 

_2 8 _26 80 242 

1’ 2’ 6 ’ 24’ 120’ ' ' ' 

y despues decida si la sucesion converge o diverge. 

Solucion Note que los numeradores son de la forma 3" menos 1. Por tanto, se puede 
razonar que los numeradores estan dados por la regia 3" — 1. Factorizando los deno- 
minadores se obtiene 


{«„} : 


1 1 1 
2’ 4’ 8 ’ 16’ 


ih , 1 I I J_ 

' 2’ 4’ 8 ’ 15” ' 

r ,.1112. 

1 ' 2’ 4’ 8 ’ 62’ ' ’ 


K): 


1 1 1 

2’ 4’ 


0 , . 


1 = 1 
2 = 1-2 
6 = 1 • 2 • 3 
24 = 1 • 2 • 3 • 4 

120 = 1 • 2 • 3 • 4 • 5 ■ • ■ 

Esto sugiere que los denominadores son de la forma n! Finalmente, como los signos son 
alternados, se puede escribir el termino n-esimo como 




De la discusion sobre el crecimiento d en!, se sigue que 


lfm a = lim — = 0 . 

n — >00 n — >00 n\ 

Aplicando el teorema 9.4, puede concluirse que 
lfm a n = 0 . 

n— »oo 

Asf, la sucesion j u n \ converge a 0. 
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CAPITULO 9 


Series infinitas 


Sucesiones monotonas y sucesiones acotadas 

Hasta ahora se ha determinado la convergencia de una sucesion encontrando su Hmite. Aun 
cuando no pueda determinarse el Hmite de una sucesion particular, puede ser util saber si 
la sucesion converge. El teorema 9.5 proporciona un criterio de convergencia para suce- 
siones sin determinar el Hmite. Primero, se dan algunas definiciones preliminares. 



i- {«„} = {3 + (-!)"} 


12 3 4 

a) No monotona 


4 — 



12 3 4 

b) Monotona 


4 — 
3 — 



12 3 4 

c) No monotona 

Figura 9.3 


DEFINICION DE UNA SUCESION MONOTONA 

Una sucesion { a n } es monotona si sus terminos son no decrecientes 
a 1 < a 2 < a 3 < ■ ■ ■ < a n < ■ ■ ■ 
o si sus terminos son no crecientes 

flj > a 2 > a 3 > ■ ■ ■ > a n > ■ ■ ■ . 


EJEMPLO 8 Determinar si una sucesion es monotona 

Determinar si la sucesion que tiene el termino n-esimo dado es monotona. 
a) a„ = 3 + (- 1)" b) b n = c ) c n = 


Solucion 

a) Esta sucesion alterna entre 2 y 4. Por tanto, no es monotona. 

b ) Esta sucesion es monotona porque cada termino sucesivo es mayor que su predecesor. 
Para ver esto, comparar los terminos b n y b n+l . [Notese que, como n es positivo, se 
puede multiplicar cada lado de la desigualdad por (1 + n) y (2 + n) sin invertir el signo 
de la desigualdad.] 

, 2 n ? 2 (n + 1) 

" ~ 1 + n < 1 + (n + 1) ~ ” + 1 
? 

2n(2 + n) < (1 + n)(2n + 2) 

9 

4 n + 2 n 2 <2 + 4 n + 2 n 2 
0 < 2 

Empezando con la ultima desigualdad, que es valida, se pueden invertir los pasos para 
concluir que la desigualdad original tambien es valida. 

c) Esta sucesion no es monotona, porque el segundo termino es mayor que el primer ter- 
mino, y mayor que el tercero. (Notese que si se suprime el primer termino, la sucesion 
resultante c 2 , c 3 , c 4 , . . . es monotona.) 

La figura 9.3 ilustra graficamente estas tres sucesiones. 


En el ejemplo 8 b, otra manera de ver que la sucesion es monotona es argumentar que la 
derivada de la funcion derivable correspondiente f(x) = 2x/(l + x) es positiva para toda x. Esto 
implica que/es creciente, lo cual a su vez implica que {r/ n } es creciente. ■ 
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VlilLV Todas las sucesiones 
mostradas en la figura 9.3 son aco- 
tadas. Para ver esto, considerar 
lo siguiente. 

2 <a„< 4 
\<b n < 2 
4 

° “ C,! “ 3 


DEFINICION DE UNA SUCESION ACOTADA 

1. Una sucesion { a n } es acotada superiormente o por arriba si existe un numero real 
M tal que a n < M para todo n. El numero M es llamado una cota superior de la 
sucesion. 

2. Una sucesion {a n } es acotada inferiormente o por abajo si hay un numero real N 
tal que N < a n para todo n. El numero N es llamado una cota inferior de la suce- 
sion. 

3. Una sucesion { a n } es acotada si lo esta superior e inferiormente. 


Una propiedad importante de los numeros reales es que son completos. Infor- 
malmente, esto significa que no hay huecos en la recta del numero real. (El conjunto de 
numeros racionales no tiene la propiedad de ser completo.) El axioma de completitud para 
los numeros reales puede usarse para concluir que si una sucesion tiene una cota supe- 
rior, debe tener una minima cota superior (una cota superior que es menor que cual- 
quier otra cota superior de la sucesion). Por ejemplo, el limite superior de la sucesion 
{«„} = \n/(n + 1)}, 

1 2 3 4 n 

2’ 3’ 4’ 5” ' ”n + 1” ' ' 


es 1. El teorema de completitud se usa en la demostracion del teorema 9.5. 
TEOREMA 9.5 SUCESIONES M0N0T0NAS ACOTADAS 


Si una sucesion {a n } es acotada y monotona, entonces converge. 


4 — 

3 — 
L 
2 - 


1 -- 


a l <a 2 <a 3 <-<L 


( DEMOSTRACION ) Suponer que la sucesion es no decreciente, como se muestra en la figu- 
ra 9.4. Para simplificar, tambien suponer que todo termino de la sucesion es positivo. 
Como la sucesion es acotada, debe existir una cota superior M tal que 

a x < a 2 < fl 3 < ■ • • < a n < ■ ■ ■ < M. 

Del axioma de completitud, se sigue que existe una minima cota superior L tal que 
a y < a 2 < a 3 < ■ ■ ■ < a n < ■ ■ ■ < L. 


Toda sucesion acotada no decreciente 
converge 

Figura 9.4 


Para e > 0, se sigue que L — s < L, y por consiguiente L — e no puede ser una cota supe- 
rior de la sucesion. Por consiguiente, por lo menos un termino de { «„ } es mayor que L — e. 
Es decir, L — e < a N para algun entero positivo N. Como los terminos de ] a n \ son no 
decrecientes, se sigue que a N < a n para todo n > N. Ahora se sabe que L - e < a N < a n < 
L< L + e, para todo n > N. Sc sigue que \a n — L\ < e para todo n > N, lo cual por defini- 
cion significa que { a n \ converge a L. La demostracion para una sucesion no creciente es 
similar (ver ejercicio 139). 


EJEMPLO 9 Sucesiones acotadas y monotonas 

a) La sucesion {a, J = { I / n \ es acotada y monotona, y por tanto, por el teorema 9.5, debe 
converger. 

b ) La sucesion divergente {b n } = {n 2 /(n + 1)} es monotona, pero no acotada. (Es acota- 
da inferiormente.) 

c) La sucesion divergente { c n } = {(— 1)"} es acotada, pero no monotona. 
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CAPITULO 9 Series infinitas 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 10, escribir los primeros cinco terminos de 
la sucesion. 


1. a" = 3" 

3. «„=nr 


nn 

5 a =sen — 
2 


, 3" 

a " ~ ~n\ 

4- = (-!)" 


En los ejercicios 23 a 28, escribir los siguientes dos terminos de 
la sucesion. Describir el patron que se utilizo para encontrar 
estos terminos. 


6. a„ = 


2 n 

n + 3 


23. 2, 5, 8, 11, . . . 
25. 5, 10, 20, 40, . . . 

27 3—25—2 


24. 4, |, 5,. . . 

I 1 _1 
2 ’ 4 ’ 8 ’ • 

3 9 27 


26. 1, - 

28. 1, - 


2 ’ 4 ’ 


7. al = 


(_l)n(n+l)/2 


n * 


9. = 5 - - + \ 

n n z 


10 . ci = 10 H h 9 

/i /r 


En los ejercicios 29 a 34, simplificar el cociente de factoriales. 


En los ejercicios 11 a 14, escribir los primeros cinco terminos de 
la sucesion definida por recurrencia. 

11. = 3, a k+ 1 = 2 (a k - 1) 12. a l = 4, a,. + , = ^ 


29. 

11! 

8! 

30. 

25! 

20! 

31. 

(n + 1)! 

32. 

(// + 2)! 

n\ 

n\ 

33. 

(2 n - 1)! 
(2 n + 1)! 

34. 

(2/7 + 2)! 
(2//)! 


En los ejercicios 35 a 40, encontrar el limite (si es posible) de la 
sucesion. 


13. Oj — 32, a k+1 — 2 a k 


14. a, = 6, a t+1 = 3 4 


35. a„ = 


En los ejercicios 15 a 18, asociar la sucesion con su grafica. [Las 
graiicas se etiquetan a), b ), c) y rf).J 


5n 2 

n 2 + 2 
2n 


36. a„ = 5 — 


1 


a) 




32. a n . o 

Vr + 1 

39. a„ = sen- 


38. = 


5/i 


7// 2 + 4 


10 — 
8 — 
6 — 
4 — 
2 — 


-H-H-H-H-H *- n 

2 4 6 8 10 


0 . 6 - 

0 . 4 - 

0 . 2 - 

• 

• • . . 

-2 - 

- 2 4 * 6*8 *10 

- 0 . 4 - 

• 

- 0 . 6 - 


- 0.8 - 


- 1 . 0 - 

• 


40. a„ = cos — 
n 


c ) 


10 — 
8 — 
6 — 
4 — 
2 — 


d) 


2 — 
1 -- 


++ 


I I I I I I I I I I » » 

2 4 6 8 10 


-1 

-2 — 


I I I I I I I I I l > " 

2 4 6 8 10 


En los ejercicios 41 a 44, usar una herramienta de grailcacion 
para representar los primeros 10 terminos de la sucesion. Usar 
la grafica para hacer una conjetura acerca de la convergencia o 
divergencia de la sucesion. Verificar su conjetura analiticamente 
y, si la sucesion converge, encontrar su limite. 

1 

n V2 


2 " 


En los ejercicios 45 a 72, determinar la convergencia o divergen- 
cia de la sucesion con el termino n-esimo dado. Si la sucesion 
converge, encontrar su limite. 


41. a n 

n + 1 

42. a, 

n 

43. a n 

mr 

44. a, 

= cos — 


2 



15. 

10 

16. 

10/7 

45. 

d " n + 1 

a " n + 1 


17. 

a n = (- i)" 

18. 

a 

77 

47. 

En los ejercicios 19 a 22, 

relacionar la sucesion con la expresion 

49. 

correcta para su termino n-esimo. 
indican mediante a), b), c) y d ).] 

[Los terminos n-esimos se 

51. 

a) 

2 

Q n ~ 3 » 

b) 

- 4 

«„ = 2 - „ 

53. 

c) 

a n = ^(-O^)"- 1 

d) 

2 n 

a " ~ n + 1 

54. 

19. 

— 2, 0, |, 1, . . . 

20. 

16, -8,4, -2, . . . 


21. 

2 4.8 
3» 3» Z ’ 3’ • • • 

22. 

,438 

3» 2 > 5» • • • 

55. 


n + 2 




3 n 2 


n + 4 


2 n 2 + 1 
1 • 3 • 5 • 


(2n)‘ 


1-3-5 


(2/i ~ 1) 


(2 n ~ 1) 


i + nr 


46. a = 4 - - 
n 


48. a„ — 


2_ 

n\ 


50. a n = 1 + (- 1)" 

?/7, 


52. a = 


/n + 1 


56. a„ = 


1 + (- 1 )" 
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57. a n 
59. a n 
61. a n 

63. a n 

64. a n 

65. a n 
67. a n 
69. 

71. «„ 


ln(« 3 ) 

2n 

y 

4" 

(n + 1 )! 
n\ 




n > 2 


2 n + 1 



n p 

e"’ 


p > 0 


2 i/n 



sen n 
n 


l n v /~ En los ejercicios 99 a 102, a) usar el teorema 9.5 para mostrar 

a „ = ~ que la sucesion con el termino n-esimo dado converge y b) usar 

una herramienta de gralicacion para representar los primeros 
60. a n = ( 0 . 5 )" 10 terminos de la sucesion y encontrar su I unite. 


62. a. = 


r? 

1 

II 

99. 

n\ 

101. 


103. 

1 

= n sen 

n 

104. 

= — 3“” 

105. 


70. a = 1 + 


1 


a n = 5 + - 


100. a=4-- 
n 

102 . a„ = 4 + ± 


Sea {o„} una sucesion creciente tal que 2 < a n < 4. Explicar 
por que {«„} tiene un lfmite. ^Que puede concluir sobre el 
li'mite? 

Sea {«„} una sucesion monotona tal que a n < 1. Discutir la 
convergencia de {o,J. Si {a n } converge, ^que se puede concluir 
acerca del lfmite? 

Interes compuesto Considerar la sucesion {A lt } de la cual el 
termino n-esimo esta dado por 


72. a„ = 




En los ejercicios 73 a 86, escribir una expresion para el termino 
n-esimo de la sucesion. (Hay mas de una respuesta correcta.) 


73. 1 , 4 , 7 , 10 , . . . 

75. - 1 , 2 , 7 , 14 , 23 ,. . . 

nn 2345 
' '• 3 ’ 4 > 5 > 6 > • • • 

79 . 2 , 1 + i 1 + 1 + 1 + 5 , . . . 

80. 1 + 1 + |, 1 + l, 1 + if, 1 + 32. 


74. 3,7, 11, 15, 


76. 1,- 


1 1 


1 


78. 2, - 1 , 5 , - 


l l 

4> 8> ■ • • 


1 2 3 

2 • 3’ 3 • 4’ 4 • 5’ 5 • 6 ” ' ' 


82. 


. t l j i_ 

E 2’ 6’ 24’ 120’ • • • 


83. 1. - 


1 

3’ 1 • 3 • 5’ 

v5 


1 • 3 • 5 • 7’ 


-y-2 y3 y4 

84 ^’2’ T- 24’ m” ■ ■ 


85. 2, 24, 720, 40 320, 3 628 800, . . . 

86 . 1, 6 , 120, 5 040, 362 880, . . . 


donde P es el capital invertido, A n es el balance de la cuenta 
despues de n meses y r es la proporcion de interes compuesto 
anualmente. 

a) ^,Es {A n } una sucesion convergente? Explicar. 

b) Hallar los primeros 10 terminos de la sucesion si 
P = $10 000 y r = 0.055. 

106. Interes compuesto Se hace un deposito de $ 1 00 al principio de 
cada mes en una cuenta a una tasa de interes anual compuesto 
mensualmente de 3%. El balance en la cuenta despues de n 
meses es A n = 100(40l)(1.0025" - 1). 

a) Calcular los primeros seis terminos de la sucesion {A (I }. 

b) Hallar el balance en la cuenta despues de 5 anos calculando 
el termino 60 de la sucesion. 

c) Hallar el balance en la cuenta despues de 20 anos calculan- 
do el termino 240 de la sucesion. 


En los ejercicios 87 a 98, determinar si la sucesion con el termi- 
no n-esimo dado es monotona. Discutir la existencia de cotas de 
la sucesion. Usar una herramienta de gralicacion para conlir- 
mar sus resultados. 


87. a n 
89. a n 
91. a n 
93. a n 
95. a„ 
97. a n 



n 

n 

2 n + 2 



n 7T 

= sen— ^ 
6 


cos n 
n 


88 . ci n 
90. «„ 
92. a„ 
94. a n 
96. a n 
98. a n 


3 n 

n + 2 
ne~ n ! 2 




/77T 

COS 

T 

sen 

J~n 


n 


Desarrollo de conceptos 


107. ^Es posible que una sucesion conveija a dos numeros dife- 
rentes? Si lo es, dar un ejemplo. Si no, explicar por que. 

108. En sus propias palabras, definir. 

a) Sucesion b) Convergencia de una sucesion 

c) Sucesion monotona d) Sucesion acotada 

109. Las graficas de dos sucesiones se muestran en las figuras. 
^,Que grafica representa la sucesion con signos altemos? 
Explicar su razonamiento. 
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Para discusion 


110 . Dar un ejemplo de una sucesion que satisfaga la condition 
o explicar por que no existe tal sucesion. (Los ejemplos no 
son unicos.) 

a) Una sucesion monotonicamente creciente que converge 
a 10. 

b) Una sucesion acotada monotonicamente creciente que no 
converge. 

c) Una sucesion que converge a | . 

d) Una sucesion no acotada que converge a 100. 

111 . Los gastos gubernamentales Un programa gubernamental 
que actualmente cuesta a los contribuyentes $4.5 mil millones 
por ano, se va a reducir 20% por ano. 

a) Escribir una expresion para la cantidad presupuestada para 
este programa despues de n anos. 

b) Calcular los presupuestos durante los primeros 4 anos. 

c) Determinar la convergencia o divergencia de la sucesion de 
presupuestos reducidos. Si la sucesion converge, encontrar 
su limite. 

112 . Inflation Si la proportion de inflation es 4j% por ano y el 
precio medio de un automovil es actualmente $25 000, el pre- 
cio medio despues de n anos sera 

P„ = $25 000(1.045)”. 


a n = bn + c, n = 6, 7, ..., 16 

para los datos. Comparar graficamente los puntos y el modelo. 
b) Usar el modelo para predecir los ingresos per capita en el 
ano 2012. 

115 . Comparacion del crecimiento exponential y factorial Con- 
siderar la sucesion a n = 10"/n! 

a) Hallar dos terminos consecutivos que sean iguales en magni- 
tud. 

b) (.Son los terminos que siguen a los encontrados en el apar- 
tado a) crecientes o decrecientes? 

c) En la section 8.7, ejercicios 73 a 78, se mostro que para va- 
lores “grandes” de la variable independiente, una funcion 
exponential crece mas rapidamente que una funcion polino- 
mial. Del resultado del inciso b), (.que inferencia puede 
obtenerse acerca del crecimiento de una funcion exponential 
en comparacion con una funcion factorial, para valores ente- 
ros “grandes” de nl 

116 . Calcular los primeros seis terminos de la sucesion 



Si la sucesion converge, encontrar su limite. 

117 . Calcular los primeros seis terminos de la sucesion 

{a n } = {</«}. Si la sucesion converge, encontrar su limite. 

118 . Demostrar que si {s n } converge en L y L > 0, entonces existe 
un numero N tal que s n > 0 para n > N. 


Calcular los precios medios durante los proximos 5 anos. 

113 . Modelo matematico En la tabla se muestran las deudas fede- 
rales a n (en miles de millones de dolares) de Estados Unidos 
de 2002 hasta 2006, donde n representa el ano y n = 2 corres- 
ponde al ano 2002. ( Fuente : U.S. Office of Management and 
Budget) 


n 

2 

3 

4 

5 

6 

a n 

6 198.4 

6 760.0 

7 354.7 

7 905.3 

8 451.4 


a) Utilizar la funcion de regresion de una herramienta de grafi- 
cacion para encontrar un modelo de la forma 


a n = bn 2 + cn + d, n = 2, 3, 4, 5, 6 

para los datos. Utilizar una herramienta de graficacion para 
colocar los puntos y graficar el modelo. 
b) Usar el modelo para predecir la cantidad de la deuda federal 
en el ano 2012. 

114 . Modelo matematico Los ingresos per capita a n en Estados 
Unidos de 1996 hasta 2006 se indican enseguida como pares 
ordenadas de la forma (n, a n ), donde n representa el ano y n = 6 
corresponde al ano 1996. (Fuente: U.S. Bureau of Economic 
Analysis) 

(6, 24 176), (7, 25 334), (8, 26 880), (9, 27 933), 

(10, 29 855), (11, 30 572), (12, 30 805), (13, 31 469), 

(14, 33 102), (15, 34 493), (16, 36 313) 

a) Usar la funcion de regresion de una herramienta de grafi- 
cacion para encontrar el modelo de la forma 


fVerdadero o falso? En los ejercicios 119 a 124 , determinar si la 
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que demuestre que es falsa. 

119 . Si {a n } converge a 3 y {b n } converge a 2, entonces {a n + b n } 
converge a 5. 

120 . Si {«„} converge, entonces lfm ( a n — a n + 1 ) = 0. 

n n— »oo 

121 . Si n > 1 , entonces n ! = n(n — 1)! 

122 . Si {a n } converge, entonces {a n /n} converge a 0. 

123 . Si [a n ] converge a 0 y {b n } esta acotada, entonces {a b ) con- 
verge a 0. 

124 . Si [a n ] diverge y {b N } diverge, entonces {a n + b ) diverge. 

125 . Sucesion de Fibonacci En un estudio de la reproduction de 
conejos, Fibonacci (hacia 1170-1240) encontro la sucesion que 
lleva ahora su nombre. La sucesion se define recursivamente por 

a n+ r, = a n + a n + 1 , donde a 1 = 1 y a 2 = 1. 

a) Escribir los primeros 12 terminos de la sucesion. 

b) Escribir los primeros 10 terminos de la sucesion definida por 

b„ = , n > 1. 

c) Usando la definition en el apartado b), mostrar que 

b » = 1 + 

°n- 1 

d) La razon aurea p puede definirse por Km b n = p. Mos- 

n— >oo 

trar que p = 1 + 1/p y resolver esta ecuacion para p. 
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126 . Conjetura 

formula 


Sea x 0 


1 considerar la sucesion x n dada por la 


x n = A x n-i + “ ■ n = 1,2, . . . . 

L x n - 1 

Usar una herramienta de graficacion para calcular los primeros 
10 terminos de la sucesion y hacer una conjetura sobre el lfmite 
de la sucesion. 

127 . Considerar la sucesion 

s/2, Jl + Jl, sj 2 + s/2 + s/2, . . . 


a) Calcular los primeros cinco terminos de esta sucesion. 

b ) Escribir una formula de recurrencia para a n , para n > 2. 

c ) Hallar 11m a„. 

n — >oo 

128 . Considerar la sucesion 

s/6, sj 6 + s/6, sj 6 + 76+ s/6, . . . 


a) Calcular los primeros cinco terminos de esta sucesion. 

b) Escribir una formula de recurrencia para a n , para n > 2. 

c ) Hallar 11m a n . 

n— » oo 

129 . Considerar la sucesion {a n } donde = s/k, a n + 1 = Jk + a n , 
y k > 0. 

a ) Mostrar que {a n } es creciente y acotada. 

b) Demostrar que 11m a n existe. 

n — »oo 

c) Hallar 11m a n . 

n — »oo 

130 . Media aritmetica-geometrica Sea a 0 > b 0 > 0. Sea a 1 la 
media aritmetica de a 0 y b 0 y sea b l la media geometrica de a 0 

y K 


Media aritmetica 
Media geometrica 


b i = '/a 0 b 0 

Ahora definir las sucesiones {a n } y {b n } como sigue. 
_ a n - 1 + 


b „ = Ja„-A-i 


a) Sea a 0 = I0yb 0 = 3. Escribir los primeros cinco terminos 
de {a n } y de {&„}. Comparar los terminos de {b n }. Com- 
parar a n y b n . ^Que se puede notar? 

b ) Usar la induccion para mostrar que a n > a n + 1 > b n + 1 > b n , 
para a 0 > b 0 > 0. 

c) Explicar por que {a n } y {b n } son ambos convergentes. 

d) Mostrar que 11m a n = 11m b n . 

n—>oo n— » oo 


131 . a) Sea f(x) = sen x y a n = wsenl/;;. Mostrar que 

lim a n =/'( 0) = 1. 

n— > oo 

fo) Sea /(x) derivable en el intervalo [0, 1] y /(0) = 0. 
Considerar la sucesion {a,,}, donde = nf(l/n). Mostrar 
que 11m a,, - /'( 0). 

» OO 

132 . Considerar la sucesion = {nr"}. Decidir si {a n } converge 
para todo valor r. 

a) r = \ b) r = 1 c) r = § 

d) ^Para que valores de r converge la sucesion {nr"}? 


133. a) Mostrar que f"lnxdx < ln(n!) para n > 2. 

y 



b) Dibujar una grafica similar a la que se muestra 

ln(n!) < J" + 1 In x dx. 

c ) Usar los resultados de los apartados a) y b) para mostrar que 

n" (n + 1)" + 1 

7 < n\ < , para n > 1 . 

e"-i e n i' 

d) Usar el teorema del encaje o del emparedado para sucesio- 
nes y el resultado del apartado c) para mostrar que 

11m U/r/./n) = 1/e. 

n— »o o 

e) Probar el resultado del apartado d) para n = 20, 50 y 100. 

f 1 « i 

134. Considerar la sucesion {«„} = \ — ^ — 

L« *= t 1 


+ ( k/n ) 

a) Escribir los primeros cinco terminos de {a n }. 

b) Mostrar que 11m a = In 2 interpretando a como una su- 

n— »oo 

ma Riemann de una integral definida. 

135 . Demostrar, mediante la definicion del llmite de una sucesion, que 
11m = 0. 

n—>oo n 3 


136 . Demostrar, usando la definicion del llmite de una sucesion, que 

11m r" = 0 para — 1 < r < 1. 

n—>o o 

137 . Encontrar la sucesion divergente {r/ n j de manera que {a^ n } 
converja. 

138 . Demostrar que el inverso del teorema 9.1 no es cierto. [Suge- 
rencia: Encontrar una funcion /(x) de manera que/(n) = a n 
converge pero 11m /(x) no existe.] 

Jt— »oo 

139 . Terminar la demostracion del teorema 9.5. 


Preparacion del examen Putman 


140 . Sea {x„}, n > 0, una sucesion de numeros reales distintos 
de cero tal que x „ 2 — x n _ 1 x n + 1 = 1 para n = 1,2,3,. . .. 
Demostrar que existe un numero real a tal que x n+1 = 

ax n ~ x n- l’ P am toc *° n - 1- 

141 . Sea T 0 = 2,T 1 = 3, T 2 = 6, y, para n > 3, 

T „ = in + 4)r„_ 1 - 4 nT n _ 2 + (4 n ~ 8 )T„_ 3 . 

Los primeros 10 terminos de la sucesion son 
2, 3, 6, 14, 40, 152, 784, 5 168, 40 576, 363 392. 
Encontrar, con demostracion, una formula para T n de la 
forma T n = A n + B n , donde {A n } y {B n } sean sucesiones 
muy conocidas. 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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CAPITULO 9 


Series infinitas 


^ Series y convergencia 

■ Entender la definicion de una serie infinita convergente. 

■ Usar propiedades de las series infinitas geometricas. 

■ Usar el criterio del termino n-esimo para la divergencia de una serie infinita. 


Series infinitas 


Series infinitas 

El estudio de las series infinitas fue conside- 


Una aplicacion importante de las sucesiones infinitas es la representacion de “sumas infini- 
tas”. Informalmente, si { a n } es una sucesion infinita, entonces 


rado toda una novedad en el siglo xiv. El 

OO 


logico Richard Suiseth, cuyo apodo era el 

^ a n = + a 2 + + ■ ■ 

■ + a„ + ■ ■ ■ 

Calculador, resolvio este problema. 

n = 1 



Si durante la primera mitad de un 
intervalo de tiempo una variation tiene cierta 
intensidad, durante el siguiente cuarto la 
intensidad es el doble, en el siguiente octavo 
la intensidad es el triple, y asi de forma 
infinita, entonces, la intensidad media 
durante todo el intervalo sera la intensidad de 
la variacion durante el segundo subintervalo. 
Esto es lo mismo que decir que la suma de 
las series infinitas 


1 2 3 

2 + 4 + 8 + 


n 

+ ¥ + 


es 2. 


Series infinitas. 


es una serie infinita (o simplemente una serie). Los numeros a v a 2 , a, son los terminos 
de la serie. En algunas series es conveniente empezar con el mdice n = 0 (o algtin otro 
entero). Como convenio de escritura, es comiin representar una serie infinita simplemente 
como En tales casos, el valor inicial para el mdice debe deducirse del contexto 

establecido. 

Para encontrar la suma de una serie infinita, considerar la siguiente sucesion de 
sumas parciales. 

Sy = ( 3 ; 

S 2 tq d - a 2 

S 2 = + a 3 

S n = cij + a 2 + ctj, + ■ ■ ■ + a n 

Si esta sucesion de sumas parciales converge, se dice que la serie converge y tiene la suma 
indicada en la definicion siguiente. 


DEFINICION DE SERIE CONVERGENTE Y DIVERGENTE 

QO 

Dada una serie infmita ^ a n , la n-esima suma parcial esta dada por 

n = 1 

S n = a 1 + a 2 + • • • + a n . 

Si la sucesion de sumas parciales {S’,,} converge a .S', entonces la serie 
verge. El lfmite S se llama suma de la serie. 

S = flj + a 2 + ■ ■ • + a n + • ■ • > S = ^ a n 


2 


n~ 1 


a n con- 


Si {S n } diverge, entonces la serie diverge. 


AYUDA DE ESTUDIO 


A medida que se 
estudie este capftulo, se vera que hay 
dos preguntas basicas relacionadas con 
series infinitas. ^Una serie converge o 
diverge? Si una serie converge, £cual 
es su suma? Estas preguntas no siem- 
pre son faciles de contestar, sobre todo 
la segunda. 


EX P LO RAC 1 6 N 


Encontrar la suma de una serie infinita 
Explicar su razonamiento. 

a ) 0.1 + 0.01 + 0.001 + 0.0001 + ■ ■ • 
c) l+l + i + ^ + ^+ - ■ • 


Hallar la suma de cada serie infmita. 


b ) id + 
d) Too 


S- 4- 
100 ^ 
15 

10 000 


1- L 

1000 ^ 10 000 ^ 

+ 15 + ■ 
T 1 000 000 T 
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TECNOLOGIA La figura 9.5 
muestra las primeras 15 sumas par- 
ciales de la serie infinita en el ejem- 
plo la. Observar como los valores 
parecen tender hacia la recta y = 1 . 


1.25 



Figura 9.5 


V1ULV Puede determinar geometri- 
camente las sumas parciales de la serie 
del ejemplo la usando la figura 9.6. ■ 



1 

16 

1 


1 

64 

1 

8 

I 

I 


32 



EJEMPLO I Series convergente y divergente 

a) La serie 

^ 1 111 1 

„? l2 ^-2 + 4 + 8 + 16 + ' ‘ ' 

tiene las sumas parciales siguientes. 


s =±+1=^ 

2 4 4 


1 1 


1 


53 ~2 + 4 + 8~8 


„ 1 1 1 

~ 2 + 4 + 8 + 


_L _ 2 n ~ 1 

+ 2 " ~ 2 " 


Como 


r 2 " ~ 1 i 
lim — = 1 

n — >oo 2" 

se sigue que la serie converge y su suma es 1 . 
b ) La n-esima suma parcial de la serie 

OO 

2 

n = ] 

esta dada por 

5=1- 


1 


A\» « + i/-l 1 "5) + (i"i) + (l _ i) + 


i 


n + 1 

Como el llmite de S n es 1, la serie converge y su suma es 1 . 
c) La serie 


^1=1+1+1+1+--- 


Figura 9.6 


diverge porque S n = n y la sucesion de sumas parciales divergen. 


La serie en el ejemplo lb es una serie telescopica de la forma 


(b j — b 2 ) + (b 2 — b 3 ) + ( b 2 — b 4 ) + {b 4 — b 5 ) + • ■ ■ . Serie telescopica. 


PARA MAYOR INFORMACI ON 

Para saber mas sobre las sumas par- 
ciales de series infinitas, ver el artfculo 
“Six Ways to Sum a Series” de Dan 
Kalman en The College Mathematics 
Journal. 


Notese que b 2 es cancelada por el segundo termino, b 3 es cancelada por el tercer termino, 
y asi sucesivamente. Como la suma parcial n-esima de esta serie es 

S n = b i~ K + 1 

se sigue que una serie telescopica convergera si y solo si b n tiende a un numero finito cuan- 
do n—> oo. Es mas, si la serie converge, su suma es 


5 = b t 


Km b 


n+V 
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CAPITULO 9 


Series infinitas 


EJEMPLO 2 Expresar una serie en forma telescopica 


Encuentre la suma de la serie 


2 


n = 1 


2 

4 n 2 - V 


Solucion 

Usando fracciones parciales, puede escribirse 


1 


1 


a„ = 


4 n 2 — 1 (2 n — 1)(2 n + 1) 2 n — 1 2n + 1 

En esta forma telescopica, puede verse que la n-esima suma parcial es 


1 1 


S„ = (y-») + (;r“-| + 


1 1 


• + 


1 


1 


2 n — 1 2/2 + 1 


= 1 


1 

2n + 1 


Asi pues, la serie converge y su suma es 1. Es decir, 


2 


n= 1 


2 

4n 2 - 1 


lim S lt = Km 

n — >oo n — >oo 



_j 

2/2 + 1 


= 1. 


EXPLORACION 

En “Proof Without Words” de 
Benjamin G. Klein e Irl C. Bivens, 
los autores presentan el diagrama 
siguiente. Explicar por que la ultima 
afirmacion bajo el diagrama es vali- 
da. ^Como esta relacionado este 
resultado con el teorema 9.6? 


T 



A PQR = A TSP 

1 + r + r 2 + r 3 + ■ • ■ = — — — 

1 — r 

Ejercicio tornado de “Proof Without 
Words” de Benjamin G. Klein e Irl 
C. Bivens, Mathematics Magazine, 
octubre de 1988, con permiso de los 
autores. 


Series geometricas 

La serie dada en el ejemplo la es una serie geometrica. En general, la serie dada por 


OO 

V ar n = a + ar + ar 2 + • • 

■ • + ar" + ■ ■ 

• , £2 + 0 

n = 0 




Serie geometrica. 


es una serie geometrica de razon r. 


TEOREMA 9.6 CONVERGENCE DE UNA SERIE GEOMETRICA 

Una serie geometrica de razon r diverge si |r| > 1. Si 0 < r < 1, entonces la 
serie converge a la suma 


2 


n = 0 


ar" 


a 


1 - r 


0 < I r\ < 1. 


( DEMOSTRflClON ) Es facil ver que la serie diverge sir = ±l. Sir#±l, entonces 
S n = a + ar + ar 2 + ■ ■ • + ar" -1 . Multiplicando por r se obtiene 

rS n = ar + ar 2 + ar 3 + ■ • • + ar". 

Restando la segunda ecuacion de la primera resulta S n — rS n = a — ar". Por consiguiente, 
S n ( 1 — r) =r/(l — r"), y la //-esima suma parcial es 


Si 0 < | /‘| < 1 , se sigue que r" —> 0 cuando n — > oo, y se obtiene 


Km S n = Km 

n — >oo n— >oo 


1 - r 


(1 - r") 


1 - r 


Km (1 — r") 


1 - r 


lo cual significa que la serie es convergente y que su suma es a/{ 1 — /-). Se deja al lector 
la demostracion de que la serie diverge cuando | r \ > 1 . 
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TECNOLOGIA Usar una herra- 
mienta de graficacion o escribiendo 
un programa de computadora para 
calcular la suma de los primeros 20 
terminos de la sucesion en el ejem- 
plo 3a. Se debe obtener una suma de 
aproximadamente 5.999994. 

tiene razon r = \ con a = 3. Como 0 < |r| < 1, la serie converge y su 
suma es 

n = a = 3 = 

1-r 1 - (1/2) 

b ) La serie geometrica 


EJEMPLO 3 Series geometricas convergentes y divergentes 


a) La serie geometrica 


2^=23 

, =r\ 


v 


= 3(1) + 3 - + 3 - + 


n = 0 


l '- i+ H + f + 


tiene razon de r = Como r > 1, la serie diverge. 


La formula para la suma de una serie geometrica puede usarse para escribir un de- 
cimal periodico como el cociente de dos enteros, como muestra el proximo ejemplo. 


EJEMPLO 4 Series geometricas para un decimal periodico 

Usar una serie geometrica para expresar 0.08 como cociente de dos enteros. 
Solucion El decimal 0.08 periodico se puede escribir 


0.080808 


10 2 

10 4 

10 6 

oo 

2 

n = 0 


— y 

\10 2 A 

10 2 / ■ 


10 8 


En esta serie, se tiene a = 8/10 2 y r = 1/10 2 . Asi que, 
a _ 8/10 2 _ 8 


0.080808 


1 - r 1 - (1/10 2 ) 99' 


Probar dividiendo 8 entre 99 en una herramienta de graficacion para ver que resulta 
0.08. 


La convergencia de una serie no es afectada por la eliminacion de un numero fini- 
to de terminos iniciales de la serie. Por ejemplo, las series geometricas 



ambas convergen. Ademas, como la suma de la segunda serie es a/(l — r) = 2, se 
puede concluir que la suma de la primera serie es 
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CAPITULO 9 Series infinitas 


Las propiedades siguientes son consecuencias directas de las propiedades correspon- 
dientes de limites de sucesiones. 


A1 estudiar este 

capitulo es importante distinguir entre 
una serie infinita y una sucesion. Una 
sucesion es una coleccion ordenada de 
numeros 


U ] - #2’ ^3. • • • > • • • 

mientras que una serie es una suma 
infinita de los terminos de una sucesion 

~\~ cii ' ' ■ 4 - ci n 4 - • ■ ■. 


TEOREMA 9.7 PROPIEDADES DE SERIES INFINITAS 

Sea y 'Lb n una serie convergente y sea A, Bye numeros reales. Si = A y 
= B, entonces la serie siguiente converge a las sumas indicadas. 

OO 

1 - 2 ca n = cA 
n= 1 

00 

2- 2 (a, + b n ) = A + 5 

n = 1 
00 

3. 2 («„ ~b n )=A~B 

n= 1 


Criterio del termino n-esimo para la divergencia 

El siguiente teorema establece que si una serie converge, el llmite de su termino 
n-esimo debe ser 0. 

VlilLV Asegurarse de ver que el 
recfproco del teorema 9.8 generalmente 
no es verdad. Es decir, si la sucesion 
{a n } converge a 0, entonces la serie 
£ a n puede converger o puede 
divergir. ■ 


TEOREMA 9.8 LIMITE DEL TERMINO Y-ESIMO DE UNA SERIE CONVERGENTE 


OO 

Si ^ a „ converge, entonces Km a n = 0. 


( DEMOSTRACION ) Suponga que 

OO 

2 a " = lfm S n = L - 

n = l n ^°° 

Entonces, como S n = S n _ l + a n y 
lim S n = lfm S n , = L 

n^>oo n — >00 

se sigue que 

L = lim S n = lim (5„_j + a n ) 

aj— >00 n — >00 

= lim S n , + lim a n 

n — > 00 n — >00 

= L + lim a n 

n — >00 

lo cual implica que ] a n } converge a 0. 

El contrarreciproco del teorema 9.8 proporciona un criterio util para demostrar la 
divergencia. Este criterio del termino n-esimo para la divergencia establece que si el 
limite del termino n-esimo de una serie no converge a 0, la serie debe divergir. 

TEOREMA 9.9 CRITERIO DEL TERMINO Y-ESIMO PARA LA DIVERGENCIA 

OO 

Si lim a n A 0, entonces V a diverge. 

n — > 00 ^ 
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EJEMPLO 5 Aplicacion del criterio del termino n-esimo 
para la divergencia 


oo 

a) En la serie ^ 2", se tiene 

n = 0 

lfm 2" = oo. 

n—> oo 

Asf pues, el Kmite del termino n-esimo no es 0, y la serie diverge. 

n\ 

b) En la serie > , — se tiene 

„=i 2n\ + l 


v n ' 

hm — 

n — >oo 2n! + 1 


1 

2 ' 


Asf pues, el Kmite del termino n-esimo no es 0, y la serie diverge. 


La serie del ejem- 

plo 5c jugara un papel importante en 
este capitulo. 


OO 

s 

n = 1 


n 2 



Se vera que esta serie diverge aunque 
el termino n-esimo tienda a 0 cuando 
n tiende a oo. 


OO 

c) En la serie ^ 

n= 1 


1 

— , se tiene 
n 


Km - = 0. 

n — >oo H 

Como el limite del termino n-esimo es 0, el criterio del termino n-esimo para la diver- 
gencia no es aplicable y no se puede obtener alguna conclusion sobre convergencia o 
divergencia. (En la proxima seccion se vera que esta serie particular diverge.) 



EJEMPLO 6 Problema de la pelota que bota 

Una pelota se deja caer de una altura de 6 pies y empieza a botar, como se muestra en la 
figura 9.7. La altura de cada salto es de tres cuartos la altura del salto anterior. Encontrar 
la distancia vertical total recorrida por la pelota. 

Solucion Cuando la pelota toca por primera vez el suelo, ha recorrido una distancia de 
D, = 6 pies. Para los saltos subsecuentes, sea D i la distancia recorrida al subir y bajar. Por 
ejemplo, D 2 y Z) 3 son como sigue. 

D 2 = 6(|) + 6(1) = 12(1) 

Subida Bajada 


La altura de cada salto es tres cuartos la 
altura del salto anterior 

Figura 9.7 


D 3 = 6(1X1) + 6(1X1) = 12(1) 2 

Subida Bajada 


Continuando este proceso, puede determinarse que la distancia total vertical recorrida es 

0 = 6 + 120 ) + 120) 1 + 120 )’ +■•■ 

.6+12 20)-+' 
n = 0 

= 6 + 120 ) 2 0 )" 

n = 0 

= 6 + 9 (t^i) 

= 6 + 9(4) 

= 42 pies. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, encontrar los primeros cinco terminos de 
la sucesion de las sumas parciales S v S 2 , S 3 , S 4 y S s . 


1. l+5 + | + i^ + ^ + '-- 

„ 1 2 3 4 5 

2. h + H 1 h 

2*3 3*4 4-5 5*6 6*7 

~ q_9,27_81,243_ 

^ 2 4 8 ^ 16 

4 I + i + i + I + I + J_ + . . . 

l'^'S'7'Q' 11' 


5 - 2^1 

n = 1 ^ 


6- 2 


(~ 0” +1 


En los ejercicios 7 y 8, determinar si {a n } y 2 a n son conver- 
gentes. 


7. a = 


n + 1 


8. «„ = 3g)" 


e ) 


2 . 0 - 


1 . 5 - 

• • * * 

• 

1 . 0 " 


0 . 5 - 


-1 

123456789 




19. ^ 


9 /I 


21 . £ 


15 / l\” 


= n 4 


23. 2 


17/ l\" 


./) 


6 

5 

4 

3 

2 

1 

+ 4 - 

-1 


20 . £ 

//= 0 
oo 

22 . § 

n = 0 
oo 

24. 2 


I I I I I I I I | > 

123456789 

II 

m 

r 


En los ejercicios 9 a 18, verificar que la serie inlinita diverge. 


* m 


11. 2 1000(1.055)” 

« = 0 
CO yj 

13. y - JL - 

n + 1 


is. 5; 


“j /I 2 + 1 

oo On 4 - 1 

17. y 

Zj On + 1 
n = 1 z 


“•KM 

oo 

12. ^ 2(— 1.03) 

n = C 
oo 

14- 2 

n = ] 
oo 

i6. 5; 

n = 1 
oo 

18. X 


n = 0 

n 

1 2 » + 3 

n 

4n 2 + l 

ss «! 


En los ejercicios 25 a 30, verificar que la serie inlinita converge. 


25. E 


= n\6 


5\ n 


26. 22 - 


27. ^ (0.9)" = 1 + 0.9 + 0.81 + 0.729 + • • ■ 

n = 0 
oo 

28. £ (-0.6)" = 1 - 0.6 + 0.36 - 0.216 + ■ ■ ■ 

n = 0 

1 


29. 2 

n — ' 
oo 

30. y , , 

«=1 «(« + 2) 


n(n + 1) 
1 


(Usar fracciones parciales.) 
(Usar fracciones parciales.) 


En los ejercicios 19 a 24, asignar la serie a la grafica de su suce- 
sion de sumas parciales. [Las graficas se etiquetan a), b), c), d), 
e) y /).] Usar la grafica para estimar la suma de la serie. 
Confirmar la respuesta analiticamente. 


a) S n 
4 -- 
3 -- 
2 — 
1 -- 


H — I — I — ! — I — I — I — I — b- n 


123456789 


c) s, 

4 — 
3 -- 
2 

1 -- 


-I — I — I — I — I — ! — I — I — I— « 


123456789 


b ) S, 

4 — 
3 — 
2 
1 


M I I I I I I l> « 


123456789 


d) s n 


6 -- 
5 -- 
4 — 
3 — 
2 — 
1 -- 


4 — I — I — I — I — I — I — I — I— n 


123456789 


Analisis numerico, grafico y analttico En los ejercicios 31 a 36, 
a) hallar la suma de la serie, b) usar una herramienta de grafi- 
cacion para encontrar la suma parcial S„ indicada y completar 
la tabla, c) usar una herramienta de graficacion y representar 
graficamente los primeros 10 terminos de la sucesion de sumas 
parciales y una recta horizontal que represente la suma, y d) 
explicar la relation entre las magnitudes de los terminos de la 
serie y la tasa a la que la sucesion de sumas parciales se aproxi- 
ma a la suma de la serie. 


n 

5 

10 

20 

50 

100 

s„ 







31. Y - 

‘ ^ n(n + 3) 

OO 

33. 2 2(0.9)"' _1 
// = 1 
OO 

35. 2 10(0.25)” “ 


32 ‘ n(n + 4) 

OO 

34. 2 3(0.85)” _I 


36. 2 5( — 


En los ejercicios 37 a 52, encontrar la suma de las series conver- 
gentes. 


-id 


38. 2 6 


I 
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»• 2 l-f 


4L 

n~2 n 1 

oo g 

43 (n + 1 )(n + 2) 

45. 1 + 0.1 + 0.01 + 0.001 + 

46. 8 + 6 + f + y + - • • 

47. 3 — 1 + \ — s + • • • 


40 - S 3 -7 


42. X 


„ = i «(« + 2 ) 


44. 2 


49. 2 


3 9 

J_ _ jj 

2" 3" 


51. ^ (senl)" 


(2m + 1)(2m + 3) 
48. 4 - 2 + 1 - j + ■ ■ ■ 

OO 

50. £ [(0.7)" + (0.9)"] 

„ = 1 

oo 1 

52 V 

' „•#! 9m 2 + 3m - 2 


En los ejercicios 53 a 58, a) expresar el decimal periodico como 
una serie geometrica y b) expresar su suma como el cociente de 
dos enteros. 


53. 0.4 
55. 0.81 
57. 0.075 


54. 0.9 
56. O.Ol 
58. 0.2T5 


En los ejercicios 59 a 76, determinar la convergencia o divergen- 
cia de la serie. 


59. £(1.075)" 

„ ^ n + 10 

tsttt 

oo / 1 1 

1 


oo 73 77 

60 ‘ 5,1000 

6Z 

64. £ ‘ 1 


65. £ , 

„=i n(n + 3) 

oo 2} 77 — 1 

67. Y ; — t 

4 2n + 1 

oo A 

69. Y — 

,,42" 

OO 77 

71. Y - — 

A, In m 


66 . £ 


M + 1 M + 2 


1 


“j \2 m(m + 1) 


7 Y5,C + ; 

oo 

75. £ arctan ; 


OO 7377 

68 ‘ l- 3 

n = 1 n 

oo 73 

n = 0 J 
oo 1 

72 - 2 ln M 

n = 1 n 

oo 

74. £ e " 


76. £ In I 


M + 1 


Desarrollo de conceptos 


77. Enunciar las definiciones de series convergente y diver- 
gente. 

78. Describir la diferencia entre lim a = 5 y 

oo 

2«» = 5 - 

„ = 1 

79. Definir una serie geometrica, enuncie cuando converge y dar 
la formula para la suma de una serie geometrica conver- 
gente. 


Desarrollo de conceptos ( continuacion ) 


80. De el criterio del termino n-esimo para la divergencia. 

81. Explicar todas las diferencias entre las series siguientes. 

OO OO OO 

«) 2 a n b ) 2 a k C ) 2 a k 

n = 1 = 1 t ? = 1 

82. a) Se elimina un mimero finito de terminos de una serie 

divergente. ^La nueva serie aun diverge? Explicar el 
razonamiento. 

b) Se agrega un numero finito de terminos a una serie con- 
vergente. ^,La nueva serie aun converge? Explicar el 
razonamiento. 


En los ejercicios 83 a 90, encontrar todos los valores de x para los 
cuales las series convergen. Para estos valores de x, escribir la 
suma de la serie como una funcion de x. 


84. £ (3 *)" 


86 . £ 4 ' 


x - 3\" 


83 - 2f 

n = l Z 
oo 

85. £ (x - 1)" 

n= 1 
oo 

87. £ (-l)"x" 

77 = 0 

oo / 1 \n 

"’'St) ~.*V* + 47 

En los ejercicios 91 y 92, encontrar el valor de c para el cual la 
serie iguala a la suma indicada. 

91. £ (1 + c) " = 2 92. £ e cn = 5 

n=2 n = 0 

93. Para pensar Considerar la formula 
1 


88 . £ (- 1 )" 
77 = 0 

oo / r 2 

2 


1 - X 


= 1 + X + X 2 + X 3 + 


Dados x = — 1 y x = 2, £se puede concluir que alguna de las 
afirmaciones siguientes son verdaderas? Explicar el razonamiento. 

a) |=l — 1 + 1 — 1+ -- 

b ) — l = l + 2 + 4 + 8 + - ■ ■ 


Para discusion 


94. Para pensar i,Son verdaderos los siguientes enunciados? 
^Por que si y por que no? 

a) Ya que — se aproxima a 0 cuando n se aproxima al oo , 

M 4 


OO I 


1 oo J 

b) Ya que 11m — y= = 0, la serie £ r converge. 
<Jn „ = i <Jn 


En los ejercicios 95 y 96, a) hallar la razon comiin a las series 
geometricas, b) escribir la funcion que da la suma de la serie, y c) 
usar una herramienta de graficacion para representar la funcion 
y las sumas parciales S 3 y S s . ;,Que se puede notar? 


95. 1 + x + x 2 + x 3 + 


96. + + 
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En los ejercicios 97 y 98, usar una herramienta de graficacion 
para representar la funcion. Ident ilka r la asfntota horizontal de 
la grafica y determinar su relacion con la suma de la serie. 


Funcion 


97. fix) = 3 

98. f(x) = 2 


1 - (0.5)* 


1—0.5 

1 - (0-8) A 

1 - 0.8 


Series 


23 

n = 0 
oo 

22 


Redaccion En los ejercicios 99 y 100, usar una herramienta de 
graficacion para hallar el primer termino menor que 0.0001 en 
cada una de las series convergentes. Notar que las respuestas son 
muy diferentes. Explicar como afecta esto a la razon en que con- 
verge la serie. 


99. 


oo 

nin + 1 ) ’ 



oo i 

ioo. £ 


2 ( 0 . 01 )" 

n = 1 


101. Comercio Un fabricante de juegos electronicos que produce 
un nuevo producto estima que las ventas anuales seran 8 000 
unidades. Cada ano 5% de las unidades que se han vendido 
dejan de funcionar. Asf pues, 8 000 unidades estaran en uso 
despues de un ano, [8 000 + 0.95(8 000)] unidades estaran en 
uso despues de 2 anos, y asf sucesivamente. ^Cuantas unidades 
estaran en uso despues de n anos? 

102. Depreciacion Una companfa compra una maquina por 
$475 000, la cual se deprecia a un ritmo o velocidad de 30% 
por ano. Encontrar una formula para el valor de la maquina 
despues de n anos. ^.Cual es su valor despues de 5 anos? 

103. Efecto multiplicador El ingreso anual por turismo en una 
ciudad es de $200 millones. Aproximadamente 75% de ese 
ingreso se reinvierte en la ciudad, y de esa cantidad aproxi- 
madamente 75% se reinvierte en la misma ciudad, y asf suce- 
sivamente. Escribir la serie geometrica que da la cantidad total 
de gasto generado por los $200 millones y encontrar la suma de 
la serie. 


104. Efecto del multiplicador Repetir el ejercicio 103 si el por- 
centaje del ingreso que es gastado de nuevo en la ciudad 
decrece a 60%. 


105. Distancia Una pelota se deja caer de una altura de 16 pies. 
Cada vez que cae desde h pies, rebota 0.8 lh pies. Encontrar la 
distancia total recorrida por la pelota. 

106. Tiempo La pelota en el ejercicio 105 tarda los tiempos si- 
guientes en cada cafda. 


s 1 = — 16 1 2 + 16, 
s 2 = — 16f 2 + 16(0.81), 
s 3 = — 16f 2 + 16(0.8 1) 2 , 
s 4 = — 16f 2 + 16(0.8 1) 3 , 


*! = 0 si r = 1 
s 2 = 0 si t = 0.9 
s 3 = Osit = (0.9) 2 
s 4 = 0 si t = (0.9) 3 


s n = — 16f 2 + ^(O.Sl)"- 1 , s n = Osi t = (0.9)" _1 


Empezando con s 2 , la pelota toma la misma cantidad de tiem- 
po para botar hacia arriba que para caer, de tal modo que el 
tiempo total que tarda hasta quedar en reposo esta dado por 

OO 

t = 1 + 2 ^ (0.9)". Encontrar este tiempo total. 

n= 1 


Probabilidad En los ejercicios 107 y 108, la variable aleato- 
ria n representa el numero de unidades de un producto vendidas 
por dfa en una tienda. La distribution de probabilidad de n esta 
dada por Pin). Calcular la probabilidad de que se vendan dos 
unidades en un dfa determinado [P(2)] y demostrar que 
Pi 0) + P(l) + Pi 2) + P{ 3) + • • • = 1. 

107. P(„) - 0 10S. PM - i(fj 

109. Probabilidad Una moneda es lanzada repetidamente. La pro- 
babilidad de que se obtenga la primera cara en el lanzamiento 
n-esimo esta dada por Pin) = (j) , donde n > 1. 

oo / 1 \ n 

a) Mostrar que ^ I — I = 1 . 

n= i \2/ 

b) El numero esperado de lanzamientos requeridas hasta que 
la primera cara ocurra en el experimento esta dado por 

oo / 1 \ n 

^ n [ 7 . I • i,Es geometrica esta serie? 

«=i V2/ 

c) Usar un sistema algebraico por computadora para encontrar 
la suma en el apartado b). 


110. Probabilidad En un experimento, tres personas lanzan una 
moneda, y una de ellas cae cara. Determinar, para cada per- 
sona, la probabilidad que el o ella lance la primera cara. 
Verificar que la suma de las tres probabilidades es 1 . 


111. Area Los lados de un cuadrado son de 16 pulgadas de longi- 
tud. Un nuevo cuadrado se forma uniendo los puntos medios de 
los lados del cuadrado original, y dos de los triangulos fuera 
del segundo cuadrado estan sombreados (ver la figura). 
Determinar el area de las regiones sombreadas a) si este pro- 
ceso se repite cinco veces mas y b) si este patron de sombrea- 
do se repite infinitamente. 




Figura para 111 


Figura para 112 


112. Longitud Un triangulo rectangulo XYZ se muestra arriba, 
donde |XL| = z y AX = 9. Segmentos de recta son continua- 
mente dibujados perpendiculares al triangulo, como se muestra 
en la figura. 

a) Hallar la longitud total de los segmentos perpendiculares 
\Yy x \ + |x 1 y 1 | + \x x y 2 \ + • • ■ en terminos de z y 6. 

b) Si z — 1 y 9 = ir/6, encontrar la longitud total de los seg- 
mentos perpendiculares. 

En los ejercicios 113 a 116, usar la formula para la n-esima suma 
parcial de una serie geometrica 

q(l - r") 
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113. Valor presente A1 ganador de $2 000 000 de una loteria se le 
pagara $100 000 por ano durante 20 anos. El dinero gana 
6% de interes por ano. El valor presente de las ganancias es 

/ l 

100 0001 y-^r I . Calcular el valor presente e interpretar su 
signiftcado. 

114. Copo esferico Un copo esferico (mostrado abajo) es un frac- 
tal generado por computadora creado por Eric Haines. El radio 
de la esfera grande es 1. A la esfera grande se unen nueve 
esferas de radio j. A cada una de estas se unen nueve esferas de 
radio 5. Este proceso es infinitamente continuo. Demostrar que 
el copo esferico tiene una superticie de area infinita. 


20 

n = i 


w 

115. Salario Una persona va a trabajar en una compama que paga 
0.01 de dolar el primer dia, 0.02 el segundo, 0.04 el tercero, y 
as! sucesivamente. Si el salario se mantiene asi, doblandose 
cada dla, ^cuanto habra cobrado en total por trabajar a) 29 dias, 
b) 30 dias y c) 31 dias? 

116. Anualidades A1 recibir a fin de mes su paga, un empleado 
invierte P dolares en un plan de pensiones. Los depositos se 
hacen cada mes durante t anos y la cuenta gana interes a un 
ritmo o tasa porcentual anual r. Si el interes es compuesto men- 
sualmente, la cantidad A en la cuenta al final de t anos es 




+ — + ■ ■ ■ + 
12 / 


1 + 12/ ^ 


P 1 



Si el interes es compuesto continuo, la cantidad A en la cuenta 
despues de t anos es 

A = P + Pe r/1 2 + Pe 2r/n + p e (l2, - x)r > 12 
_ P{e n - 1) 

“ e r / 12 - 1 ' 

Verificar las formulas para las sumas dadas. 

Anualidades En los ejercicios 117 a 120, considerar que se efec- 
tiian depositos mensuales de P dolares en una cuenta de ahorro 
a una tasa de interes anual r. Usar los resultados del ejercicio 116 
para encontrar el balance A despues de t anos si el interes se 
compone a) mensualmente y b) continuamente. 

117. P = $45, r = 3%, t = 20 anos 

118. P = $75, r = 5.5%, t = 25 anos 

119. P = $100, r = 4%, t = 35 anos 

120. P = $30, r = 6%, t = 50 anos 


121. Salario Una persona acepta un trabajo cuyo salario es de 
50 000 dolares para el primer ano. Durante los siguientes 39 
anos recibe 4% de aumento cada ano. ^,Cual seria su compen- 
sacion total en el periodo de 40 anos? 

122. Salario Repetir el ejercicio 121 si el aumento que recibe la 
persona cada ano es de 4.5%. Comparer los resultados. 


Verdadero o falso? En los ejercicios 123 a 128, determinar si la 
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que lo demuestre. 


123. 

124. 

125. 

126. 

127. 

128. 

129. 


130. 


131. 

132. 

133. 

134. 

135. 


136. 


137. 


Si lim a n = 0, entonces V a n converge. 

°° n = 1 

OO OO 

Si ^ a n ~ entonces '^ j a n — L + a 0 . 

n = 1 n = 0 

II Cl 

Si H < 1, entonces > ar n — ,, , . 

„= 1 (i - n 

Laserie S 10()0 ” n+ 1} diverge. 

0.75 = 0.749999 .... 

Cada decimal con un conjunto de dlgitos periodico es un 
numero racional. 

OO 

Mostrar que la serie ^ a n puede expresarse en forma teles- 

n= i 

copica 

OO 

IL(<- -v„ ,) - (<• - -vjj 

n= 1 

donde S 0 = 0 y S n es la n-esima suma parcial. 

Sea 2 a n una serie convergente, y sea 


Rn U N + 1 + a N+ 2 + ' ' ' 

el resto de la serie despues de los N primeros terminos. 
Demostrar que b'm R N = 0. 

N—>oo 

Encontrar dos series divergentes So, y E b n tales que 
E(a n + b n ) converja. 

Dadas dos series infinitas E a n y E b n tales que E a n converge 
y E b n diverge, demostrar que S (a n + b n ) diverge. 

Suponer que E a n diverge y c es una constante distinta de cero. 
Demostrar que E ca n diverge. 

OO 

Si ^ a n converge, donde a n es distinta de cero, demostrar que 

n= 1 
00 | 

^ — diverge. 

n = 1 

La sucesion de Fibonacci se define recurrentemente mediante 
a, , + 2 = + a n + i- donde «1 = 1 y «2 = 1- 

a ) Mostrar que = * . 

a n + 1 a n + 3 a n + 1 °n + 2 a n + 2 a n + 3 

OO | 

b ) Mostrar que ^ = 1. 

n= 0 a n+ 1 a n + 3 

Encontrar los valores de x para la cual la serie infinita 

1 + 2x + x 2 + 2x 3 + x 4 + 2x s + x 6 + ■ ■ ■ 

converge. ^,Cual es la suma cuando la serie converge? 

^ 111 1 , 

Demostrar que — I — H — j + • ■ ■ = -, para r > 1. 

r r z r s r — 1 
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138. Encontrar la suma de la serie ^ 


1 


n = i n ( n + !)(« + 2 )' 

Sugerencia: Encontrar las constantes A, B y C tales que 
1 ABC 


_ A 

n(n + 1 )(n + 2 ) n n + 1 


+ 


n + 2' 


139. a) El integrando de cada integral definida es una diferencia de 
dos funciones. Trazar la grafica de cada funcion y sombrear 
la region cuya area este representada por la integral. 

Jo (1 — x) dx Jo ( x — x 2 ) dx Jo (x 2 — x 3 ) dx 

b) Encontrar el area de cada region en el apartado a). 

OO 

c) Sea a n = J 0 (x 11 ^ 1 — xP) dx. Evaluar a n y ^ a n . ^Que se 

puede observar? " = 1 


140. Redaction La figura de abajo representa una manera infor- 

oo l 

mal de demostrar que V < 2. Explicar como la figura 
n SI n 

implica esta conclusion. 


1 



PARA MAYOR INFORMACION Para mas informacion sobre 
este ejercicio, ver el articulo “Convergence with Pictures” de 
P. J. Rippon en American Mathematical Monthly. 

141. Redaction Leer el articulo “The Exponential-Decay Law 
Applied to Medical Dosages” de Gerald M. Armstrong y Calvin 
P. Midgley en Mathematics Teacher. Despues escribir un pa- 
rrafo sobre como una sucesion geometrica puede usarse para 
encontrar la cantidad total de una droga que permanece en el sis- 
tema de un paciente despues de que se le han administrado n 
dosis iguales (en iguales intervalos de tiempo). 


Preparacion del examen Putman 


oo 

142. Expresar ^ 

k= 1 W 

racional. 


6 * 

2 <r + i)( 3 * _ 2 k ) COm ° un numer0 


143. Sea f(n) la suma de los primeros n terminos de la sucesion 0, 
1 , 1 , 2 , 2 , 3 , 3 , 4 , . . . , donde el termino /i-esimo esta dado 
por 


a 


n 


n/1, 

(n - l)/2. 


si n es par 
si n es impar 


Mostrar que si x y y son enteros positivos y x > y, entonces 
xy=f(x + y)~ f(x - y). 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 


PR0YECT0 DE TRABAJO 


La mesa que desaparece 


El procedimiento siguiente muestra como hacer desaparecer una 
mesa jquitando solo la mitad de esta! 

a) La mesa original tiene una longitud L. 


L 



b) Eliminar \ de la mesa centrandose en el punto medio. Cada parte 
restante tiene una longitud menor de \l. 



c) Eliminar g de la mesa tomando secciones de j^L de longitud de la 
parte central de cada una de las dos piezas restantes. Ahora, usted 
ha eliminado 4 + g de la mesa. Cada pieza restante tiene 

una longitud menor de \l. 



d) Eliminar de la mesa tomando secciones de longitud ^ L de las 
partes centrales de cada uno de los cuatro fragmentos restantes. 
Ahora, usted ha eliminado \ + | ^ de la mesa. Cada trozo 

restante tiene una longitud menor de ^ L . 



Continuando este proceso ^ocasionara que desaparezca la mesa, 
aunque se haya eliminado solo la mitad? (,Por que? 


PARA MAYOR INFORMACION Lea el articulo “Cantor’s Disappea- 
ring Table” de Larry E. Knop en The College Mathematics Journal. 
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Criterio de la integral y series p 

■ Emplear el criterio de la integral para determinar si una serie infinita converge o 
diverge. 

■ Usar las propiedades de las series p y de las series armonicas. 

El criterio de la integral 

En esta seccion y en la siguiente, se estudiaran varios criterios de convergencia que apli- 
can a las series con terminos positivos. 


TEOREMA 9.10 EL CRITERIO DE LA INTEGRAL 

Si / es positiva, continua y decreciente para x > 1 y a n = fin), entonces 

oo 

2 C '» y f(x)dx 

n = i J i 

o ambas convergen o ambas divergen. 


y 



( DEMOSTRACION ) Comenzamos dividiendo el intervalo [l , n\ en n — 1 subintervalos de 
longitud unidad o unitaria, como se muestra en la figura 9.8. Las areas totales de los rec- 
tangulos inscritos y los rectangulos circunscritos son 

2/(0 =/( 2) +/(3) + • • ■ + fin) 

i = 2 

2/(0 =/( 1) +/( 2) + ■ ■ • + fin - 1) 

i= 1 

El area exacta bajo la grafica de/para x = 1 a x = n se encuentra entre las areas inscrita 
y circunscrita. 


Area inscrita. 


Area circunscrita. 


y 



2 /(o ^ [ fi x ) dx - 2 /( o 

t=2 J 1 i=l 

Empleando la n-esima suma parcial, S n =/( 1) + /(2) + • ■ ■ + fin), se puede escribir 
esta desigualdad como 

S n ~fi\)< J fix) dx < S n _ v 

Ahora, suponiendo que ff fix) dx converge a L, se sigue que para n > 1 
S n ~fi\)<L M* S n < L + /(l). 

Por consiguiente, {S n } es acotada y monotona, y por el teorema 9.5 converge. Por consi- 
guiente, 2 a n converge. Para la otra direction de la demostracion, asumir que la integral 
impropia diverge. Entonces f"f(x)dx tiende a infinito cuando 77 — »oo, y la desigualdad 
S n _ , > f" fix) dx implica que {S n } diverge. Asi pues, 2 a n diverge. 


CR1LV Recordar que la convergencia o divergencia de 2 a n no se ve afectada al anular los 
primeros N terminos. Analogamente, si las condiciones para el criterio de la integral se satisfacen 
para todo x > N > 1 , se puede simplemente usar la integral J^° f{x) dx como criterio de conver- 
gencia o divergencia. (Esto se ilustra en el ejemplo 4.) ■ 
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CAPITULO 9 


Series infinitas 


y 

1.25 -- 



1 2 3 4 5 


Como la integral impropia converge, la 
serie infmita tambien converge 

Figura 9.9 


EJEMPLO I Aplicacion del criterio de la integral 


/ L 

Aplicar el criterio de la integral a la serie ^ z + i ' 

Solucion La funcion fix) = x/(x 2 + 1) es positiva y continua para x > 1. Para deter- 
minar si/es decreciente, encontrar la derivada. 

, = (x 2 + 1)(1) - x{2x) = -x 2 + 1 

7 W (x 2 + l) 2 (x 2 + l) 2 

Asi, f\x) < 0 para x > 1 y se sigue que/satisface las condiciones del criterio de la inte- 
gral. Se puede integrar para obtener 


foo i Co 

Jl + 1 2 J 1 


2x 


x 2 + 1 


dx 


\ Mm f AA 
2 fc->oo J j x + 1 

ln(x 2 + 1) 


= A lfm 

2 b—>o o 

l 


t/x 

1 


— lfm [ln(Z? 2 + 1) — In 2] 

2 b—>oo 


= oo. 

Por tanto, la serie diverge. 


EJEMPLO 2 Aplicacion del criterio de la integral 

oo J 

Aplique el criterio de la integral a la serie ^ ^ . 

Solucion Como /(x) = l/(x 2 + 1) satisface las condiciones para el criterio de la inte- 
gral (verificar), se puede integrar para obtener 



dx 


lim 

b—>oo 


lim 

b—> oo 


dx 


arctan x 


lim (arctan b — arctan 1) 

b—>o o 

77 77 7T 

2 ~ 4 ~ 4' 


Por tanto, la serie converge (ver la figura 9.9). 


TECNOLOGIA En el ejemplo 2, el hecho de que la integral impropia converja a tt/4 
no implica que la serie infmita converja a tt/4. Para aproximar la suma de la serie, se 
puede usar la desigualdad 

N 1 oo I Vi 1 

y —y 7 £ 5 -j r < y —y r + -j 7 dx. 

n + 1 «=l n + 1 £ 1 « + 1 JiV X 2 + 1 

(Ver el ejercicio 68.) Entre mayor sea el valor V, mejor es la aproximacion. Por ejem- 
plo, usando N = 200 se obtienel .072 < L 1 / (n 2 + 1) < 1.077. 


SECCION 9.3 Criterio de la integral y series p 


621 


Serie armonica 

Pitagoras y sus disclpulos prestaron minu- 
ciosa atencion al desarrollo de la miisica 
como una ciencia abstracta. Esto llevo al 
descubrimiento de la relation entre el tono y 
la longitud de la cuerda vibrante. Se 
observo que las armonlas musicales mas her- 
mosas correspondlan a las proporciones mas 
simples de mimeros enteros. Matematicos 
posteriores desarrollaron esta idea en la 
serie armonica donde los terminos de la 
serie armonica corresponden a los 
nodos en una cuerda vibrante que produce 
multiplos de la frecuencia fundamental. Por 
ejemplo, y es el doble de la frecuencia 
fundamental, y es el triple de la frecuencia, 
y asi sucesivamente. 


Series p y series armonicas 

En el resto de esta seccion se investigara un segundo tipo de serie que admite un criterio 
aritmetico de convergencia o divergencia muy sencillo. Una serie de la forma 


00 1 1 

nP P 


1_ J_ 

1 p ' 2 P + 3 p + 


Serie p. 


es una serie p donde p es una constante positiva. Para p = 1 , la serie 


^ 1,11 

y-=i+-+-+- 


Serie armonica. 


es la serie armonica. Una serie armonica general es de la forma 21 /(an + b). En musi- 
ca, las cuerdas del mismo material, diametro y tension cuyas longitudes forman una serie 
armonica producen tonos armonicos. 

El criterio de la integral es adecuado para establecer la convergencia o divergencia de 
las series p. Esto se muestra en la demostracion del teorema 9.11. 


TE0REMA9.il CONVERGENCIA DE SERIES p 
La serie p 

S J_ _ J_ J_ J_ J_ 

n ^ l nP ~ V 2 p 3 p 4 p 

1. converge si p > 1, y 

2. diverge si 0 < p < 1. 


( DEMOSTRACION ) La demostracion se sigue del teorema del criterio de la integral y del teo- 
rema 8.5 los cuales establecen que 



VIULV La suma de la serie del ejem- 
plo 3b puede mostrarse que es it 2 / 6. 
(Esto fue demostrado por Leonhard 
Euler, pero la demostracion es dema- 
siado diffcil para presentarla aquf.) 
Asegurarse de ver que el criterio de la 
integral no dice que la suma de la serie 
sea igual al valor de la integral. Por 
ejemplo, la suma de la serie en el 
ejemplo 3b es 


OO 

2 

n= 1 


1 


n 


2 


1.645 

6 


pero el valor de la integral impropia 
correspondiente es 


0 dx 
x L 


L ■ 


converge si p > 1 y diverge si 0 < p < 1 . 


EJEMPLO 3 Serie p convergente y divergente 

Discutir la convergencia o divergencia de a) la serie armonica y b ) la serie p con p = 2. 


Solucion 

a) Del teorema 9.11, se sigue que la serie armonica 


2 


n = 1 


1 

n 


l 

1 



P = l 


diverge. 

b) Del teorema 9.1 1, sigue que la serie p 


^1111 
/ — 1 ~ T? "b "b “b 
n 2 l 2 2 2 3 2 


P = 2 


1 


converge. 





622 


CAPITULO 9 


Series infinitas 


EJEMPLO 4 Analisis de la convergencia de una serie 


Determinar si la siguiente serie converge o diverge. 


2 

n = 2 


l 

n In n 


Solucion Esta serie es similar a la serie armonica divergente. Si sus terminos fueran 
mayores que los de la serie armonica, se esperana que fuera divergente. Sin embargo, 
como sus terminos son menores, no se sabe que esperar. La funcion f(x) = I /(x In x) es 
positiva y continua para x > 2. Para determinar si / es decreciente, primero se escribe / 
como /(. x) = (x 1 n x) 1 y despues se encuentra su derivada. 

f'(x) = (-l)(xlnx)- 2 (l + lnx) = ~ 1 + hl ^ 

x (In x) 

Asi, fix) < 0 para x > 2 y se sigue que / satisface las condiciones para el criterio in- 
tegral. 

r ■ b _nz£ (b 

J 2 x In x J 2 In x 

r i b 

= lfm ln(ln x) 

b— >oo 2 

= Km [ln(ln b) — ln(ln 2)] = oo 

b— >oo 

La serie diverge. ^ • 


VlilLV La serie infinita en el ejemplo 4 diverge muy lentamente. Por ejemplo, la suma de los 
primeros 10 terminos es aproximadamente 1.6878196, y la suma de los primeros 100 terminos es 
solo un poco mas grande: 2.3250871. La suma de los primeros 10 000 terminos es aproximadamente 
3.015021704. Se puede ver que aunque la serie infinita “suma hacia el infinito”, lo hace muy lenta- 
mente. ■ 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 24 confirmar que el criterio de la integral 
puede aplicarse en la serie. Entonces, usar el criterio de la inte- 
gral para determinar la convergencia o divergencia de la serie. 


i- 2 


i 


3. y — 

“, 2 " 


_ i n + 3 
1 


2. y 

„=i 3 n + 5 

OO 

4. £ 3 ~ n 


oo 

5. 


oo 

6- 2 


n/2 


„ l , l l l l 

7. — + — + — + — + — + ■ ■ ■ 

2 5 10 17 26 

„ 1 1 1 1 1 

8. — + — + — + — + — +■■■ 

3 5 7 9 11 

In 2 In 3 In 4 In 5 In 6 

2 + 3~ l ~4~ l ~5 + 6 + 

In 2 In 3 In 4 In 5 In 6 

10 . —F + —F + —F + —F + —F + 

72 73 74 75 76 


11 . 


1 


1 


1 


71(71 + l) 72(72+1) 75(73 + i) 

1 

7n( 7« + 1 ) 


1 2 3 

I2 -4 + 7 + 12 + 


+ n 2 + 3 + 


13. ^ 


1 


„= i 7 n + 2 


is- 2 ■ ^ 

n = 1 


nr 
arctan n 


17. y 9 , 

£ i ” 2 + 1 

i 


19. £ 


21. s 


(2 n + 3) 3 
4;i 

£ i 2« 2 “^T 


23. 2 


^ (4 n + 5) 3 / 2 


14- 

n = 2 n 

1 


16. 2 


18. £ 


= 2 n 7ln n 
1 


,~3 n In n ln(ln n ) 

20. y 

„=i n + 1 

OO y, 

21 


24. f 


—j /! 4 + 2n 2 + 1 
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En los ejercicios 25 y 26, aplicar el criterio de la integral para 
determinar la convergencia o divergencia de la serie donde k es 
un entero positivo. 


25 ‘ li 


—j n k + c 


26. 2 ,7 * e " 


En los ejercicios 27 a 30, explicar por que el criterio de la inte- 
gral no aplica a la serie. 


27. £ 


(- 1 )" 


28. ^ e n cos n 

n=\ 
oo 

30. J 


.K 2 + sen n 

2 \S,^r- 


En los ejercicios 31 a 34, aplicar el criterio de la integral para 
determinar la convergencia o divergencia de la serie p. 


c) s n 


6 -- 


4 -- 


2 — 


F++++++++-K ” 

2 4 6 8 10 


e) s n 
3 — 
2 --' 
1 -- 


I I I I I I I I I l > n 


2 4 6 8 10 


d) s n 


5 -- 

4 

3 

2 

1 


I I I I II I I I I » n 

2 4 6 8 10 


f) s n 


6 — 
5 — 
4 — 
3 — 
2 — 
1 


I I I I I I I I I l > n 


2 4 6 8 10 


3i. 2 - 

n = 1 77 

OO 1 


31 2 , JI75 

oo I 

34 - 2 . h 


En los ejercicios 35 a 42, usar el teorema 9.11 para determinar la 
convergencia o divergencia de la serie p. 


43 - 


45. ^ 


47. £ 


n = \ V n 
2 


= i n v n 


oo 9 

«■ 2 ; 

n = 1 " 


46 ‘ 

,i = l v« 


48 - 2 4 


35- 2 36 ‘ 2 ^75 

« = 1\W n = \ n 

„ t , 1 1 1 

37. 1 H H -p ^ 7 = + • • • 

72 ^3 74 

-'+H+7+S+-- 

39. 1 H p H p H p H p + • • • 

2v/2 3^3 4^4 5^5 

, 1 1 1 1 

40. 1 + — p H — p H — — H — — + • • • 

7/4 7/9 yi6 4/25 


2 , 7 1 -04 


49. Analisis numerico y grafico Usar una herramienta de grafi- 
cacion para encontrar la suma parcial indicada S n y completar la 
tabla. Entonces usar una herramienta de graficacion para repre- 
sentar los primeros 10 terminos de la sucesion de sumas par- 
ciales. En cada caso comparar el ritmo o velocidad a la cual la 
sucesion de las sumas parciales se aproxima a la suma de la 
serie. 


11 

5 

10 

20 

50 

100 

S„ 







OO 

a) 2 3 

n= 1 



15 

4 


OO 1 


42. 2 


n” 


En los ejercicios 43 a 48, asignar la serie a la grafica de la 
sucesion de sus sumas parciales. [Las graficas se etiquetan a), b), 
c), d ), e ) y /).] Determinar la convergencia o divergencia de la 
serie. 


50. Razonamiento numerico Como la serie armonica diverge, se 
sigue que para cualquier numero real positivo M existe un entero 
positivo N tal que la suma parcial 



a) 



b ) 


4 — 
3 — 
2 - 
1 — 


-I-H-++++++-K 
2 4 6 8 10 


a) Usar una herramienta de graficacion para completar la tabla. 


M 

2 

4 

6 

8 

N 






b ) Conforme el numero real M crece a incrementos iguales, 
crece tambien a incrementos iguales? Explicar. 
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Desarrollo de conceptos 


51. Enunciar el criterio de la integral y dar un ejemplo de su uso. 

52. Definir una serie p y enunciar los requisites para su conver- 
gencia. 

53. Un alumno de la clase de calculo le dice a un amigo que la 
serie siguiente converge porque los terminos son muy 
pequenos y se aproximan a 0 rapidamente. ^Esta el alumno 
en lo correcto? Explicar. 

1 1 1 

10 000 + 10 001 + 10 002 + ' ' ' 

54. En los ejercicios 43 a 48, lfm a = 0 para todas las series 

n— » oo 

pero no todas convergen. ^Es esta una contradiccion del teo- 
rema 9.9? Por que algunas convergen y otras divergen? 
Explicar. 

55. Sea / una funcion positiva, continua y decreciente para 
x > 1, tal que a n — f{n). Usar una grafica para ordenar las 
cantidades siguientes en orden decreciente. Explicar su 
razonamiento. 

7 r 7 6 

«) 2 a » h'* dx c ) 2 a " 

n = 2 J 1 n = 1 


converge a S , entonces el residuo R N = s-s N esta acotado por 

0 < R n < [ f{x) dx. 

Jn 

68. Mostrar que el resultado del ejercicio 67 puede escribirse como 

n oo n r°° 

2 “ 2 °n ~ 2 °n + /W 

n= 1 n=l n= 1 JN 


En los ejercicios 69 a 74, usar el resultado del ejercicio 67 para 
aproximar la suma de la serie convergente usando el numero 
indicado de terminos. Incluir una estimation del error maximo 
en su aproximacion. 


69. 

70. 

71. 

72. 

73. 



n= 1 


OO 

2 

n= I 

oo 

2 

n = \ 

oo 

2 

n = I 

oo 

2 

n= 1 


1 ... 

—7, sets terminos 
rr 

1 , . 

cuatro terminos 
n 3 


o diez terminos 

n 2 + 1 

7 , , r , , , diez terminos 

(n + l)[ln(n + l)] 3 


ne " 2 , cuatro terminos 


Para discusion 


56. Usar una grafica para demostrar que la desigualdad es cierta. 
^Que se puede concluir acerca de la convergencia o diver- 
gencia de la serie? Explicar. 



2 



— t dx 
x 1 


En los ejercicios 57 a 62, encontrar los valores positivos de p para 
la cual la serie converge. 


OO 

74 2 e ", cuatro terminos 

n=l 


En los ejercicios 75 a 80, usar el resultado del ejercicio 67 para 
encontrar N tal que R N < 0.001 en las series convergentes. 


75. 



76. J) 


1 

n 3 / 2 


77. £ 


79. y , — - 

-4*1 n 2 + 1 


78. 


•p- 


80. 5) 


n 2 + 5 


57. X 


w(ln n) 


59. 2 


& (1 + n 2 Y 


64 2^7 

n = 1 P 


v In n 

58 ‘ 2^7 


60. ^ n(l + n 2 y 

n= 1 
oo 

62. X 


n In n[ln(ln n)] p 


En ejercicios 63 a 66, usar el resultado del ejercicio 57 para 
determinar la convergencia o divergencia de la serie. 


63. f 


1 


n In n 


oo 

64. 2 


1 


65. 2 


1 


«(ln n) 2 


n = 2 n y (In n) 2 

OO 1 

66. y , , 

n =2 n In (n 2 ) 


OO J oo 

81. a) Mostrar que 2 — py converge y 2 — diverge. 

n = 2 n ' n=2 n 11 

b) Comparar los primeros cinco terminos de cada serie del 
apartado a). 

c ) Hallar n > 3 tal que 


1 1 
n 11 nlnn' 


ft* 82. 


Se usan diez terminos para aproximar una serie p convergente. 
Por consiguiente, el resto es una funcion de p y es 


0 < R l0 (p) < I 

J10 



p > 1. 


a) Realizar la integracion en la desigualdad. 


67. Sea /una funcion positiva, continua y decreciente para x > 1, 
tal que a n = f(n). Demuestre que si la serie 



n= 1 


b) Usar una herramienta de graficacion para representar grafi- 
camente la desigualdad. 

c) Identificar cualquier asmtota de la funcion error e interpretar 
su significado. 
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83. Constante de Euler Sea 


n I I 1 


a) Mostrar que ln(/7 + 1) < S n < 1 + In n. 

b ) Mostrar que la sucesion {a,,} = {S„ — In 77} es acotada. 

c) Mostrar que la sucesion {a n } es decreciente. 

d) Mostrar que a n converge a un lfmite y (llamado constante de 
Euler). 

e) Aproximar y usando a 100 . 


84. Encontrar la suma de la serie 




85. Considerar la serie 


^ x lan . 

n = 2 

a) Determinar la convergencia o divergencia de la serie para 
x = 1. 

b) Determinar la convergencia o divergencia de la serie para 
x = 1/e. 

c) Hallar los valores positivos de x para la cual la serie converge. 


86. La funcion zeta de Riemann para los numeros reales se define 
para todo x para el cual la serie 

OO 

ZM = 2 n~ x 

n= 1 

converge. Encontrar el dominio de la funcion. 


Repaso En los ejercicios 87 a 98, determinar la convergencia o 
divergencia de las series. 


87. y 

3,7 - 2 

00 1 

89 - 1 

n = 1 n V n 

00 /9\« 


93. ^ 


=1 V« 2 + 1 

-T 

n— I V «/ 

1 


95. 2 1 + 

n= I 
OO 

97. £ 


n =2 ”(ln n) 3 


88 . 2 ) 


n=2 njn 1 - 1 


90. 3 V 

,, 0.9 


92. y (1.042)" 

n = 0 

94. f ^ 

*=1 \« « 

OO 

96. ^ l n n 

n = 2 

98. f In 3 n 

n = 2 « 3 


PR0YECT0 DE TRABAJO 


La serie armonica 


La serie armonica 


^1,111 

n= 1 n 234 


+ - + 
n 


es una de las series mas importantes en este capltulo. Aunque sus ter- 
minos tienden a cero cuando n aumenta, 

lrm 1 = 0 

n->oo n 


la serie amronica diverge. En otras palabras, aunque los terminos se van 
haciendo cada vez mas y mas pequenos, la suma “es infinita”. 


a) Una manera de demostrar que la serie armonica diverge se 
atribuye a Jakob Bernoulli. El agrupo los terminos de la serie 
armonica como sigue: 


1 




+ 16 + 


> 


1 

2 






1 

> 2 

Escribir un parrafo corto que explique como se puede usar esta 
manera de agrupar los terminos para mostrar que la serie armo- 
nica diverge. 


b) Usar la demostracion del criterio de la integral, teorema 9.10, 
para mostrar que 


ln(n + 1) < 1+ T + | + ^ + 


H — < 1 + In n. 
n 


c) Usar el inciso b ) para determinar cuantos terminos M se necesi- 
tarian para que 



d) Mostrar que la suma del primer millon de terminos de la serie 
armonica es menor de 15. 

e) Mostrar que las desigualdades siguientes son validas. 


i 2t . i , t , 

In 10 < in + ii + 


to 


li 


, J_ ^ i 20 

+ 20 — 9 


i 201. 1 . 1 . 

An i no — inn ' ini ' 


I 1 . , 200 

^ 200 S ln 99 


100 - 100 ^ 101 
f) Usar las ideas del inciso e) para encontrar el lfmite 
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[|Q Comparacion de series 

■ Usar el criterio de comparacion directa para determinar si una serie converge o 
diverge. 

■ Usar el criterio de comparacion en el lfmite para determinar si una serie converge o 
diverge. 

Criterio de comparacion directa 

Para los criterios de convergencia desarrollados hasta ahora, los terminos de la serie tienen 
que ser bastante simples y la serie debe tener caracterfsticas especiales para que los cri- 
terios de convergencia se puedan aplicar. Una ligera desviacion de estas caracterfsticas es- 
peciales puede hacer que los criterios no sean aplicables. Por ejemplo, en los pares si- 
guientes, la segunda serie no puede analizarse con el mismo criterio de convergencia que 
la primera serie aunque sean similares. 

CO 1 CO 

1. ^ — es geometrica, pero ^ — no lo es. 

n=0 ^ n = 

OO ] GO 

2. ^ — es una serie p, pero ^ — no lo es. 

/i — 1 n = l « + 1 

2 

3 - a n = {n 2 ” 3)2 se inte g ra facilmente, pero b n = ” g)2 no. 

En esta section se estudian dos criterios adicionales para series con terminos positivos. 
Estos dos criterios amplfan la variedad de series que se pueden analizar respecto a con- 
vergencia o divergencia. Permiten comparar una serie que tenga terminos complicados 
con una serie mas simple cuya convergencia o divergencia es conocida. 


TEOREMA 9.12 CRITERIO DE COMPARACION DIRECTA 

Sea 0 < a n < b n para todo n. 

OO OO 

1. Si ^ b n converge, entonces ^ a„ converge. 

n = 1 n = 1 

OO OO 

2. Si ^ a n diverge, entonces ^ b„ diverge. 

n= 1 n = 1 


( DEMOSTRACION ) Para demostrar la primera propiedad, sea L = ^ b n y sea 

n= 1 

S„ = «i + a 2 + • • ■ + a n . 

Como 0 < a n < b n , la sucesion S u S 2 , S 3 , . . . es no decreciente y acotada superiormente 
por L, asf que debe converger. Como 


OO 



se sigue que X a n converge. La segunda propiedad es logicamente equivalente a la pri- 
mera. 


WU1LV Como se ha enunciado, el criterio de comparacion directa requiere que 0 < a n < b n para 
todo n. Como la convergencia de una serie no depende de sus primeros terminos, se podrfa modificar 
el criterio requiriendo solo que 0 < a n < b n para todo n mayor que algun entero N. ■ 


SECCION 9.4 Comparacion de series 
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EJEMPLO I Aplicacion del criterio de comparacion directa 


Determinar la convergencia o divergencia de 


2 


n= 1 


l 

2 + 3"' 


Solucion Esta serie se parece a 


2 


n= 1 


3"' 


Serie geometrica convergente. 


La comparacion termino a termino da 


1 1 = , 

Qn 2 + 3" < 3” " 


n > 1. 


Por tanto, por el criterio de la comparacion directa, la serie converge. 


EJEMPLO 2 Aplicacion del criterio de comparacion directa 

Determinar la convergencia o divergencia de 

oo J 

2 + Vn 


Solucion Esta serie se parece a 


2 


n= 1 


l 

„l/2- 


Serie p divergente. 


La comparacion termino a termino da 


1 


2 + Jh 



n > 1 


WiULV Para verificar la ultima 
desigualdad en el ejemplo 2, intentar 
mostrar que 2 + s/n < n cuando 
n > 4. m 


la cual no satisface los requisitos para la divergencia. (Recordar que si la comparacion ter- 
mino a termino revela que una serie es menor que una serie divergente, el criterio de com- 
paracion directa no concluye nada.) Esperando que la serie dada sea divergente, se puede 
comparar con 

oo J 

> — . Serie armonica divergente. 

« = 1 n 

En este caso, la comparacion termino a termino da 


1 

— < 
n 



n > 4 


y, por el criterio de comparacion directa, la serie dada diverge. 


Recordar que ambas partes del criterio de comparacion directa requieren que 0 < 
a n < b n . Informalmente, el criterio dice lo siguiente sobre las dos series con terminos no 
negativos. 

1. Si la serie “mayor” converge, la serie “menor” tambien converge. 

2. Si la serie “menor” diverge, la serie “mayor” tambien diverge. 
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CAPITULO 9 


Series infinitas 


CG2® Como con el criterio de com- 
paracion directa, el criterio de com- 
paracion en el limite puede modificarse 
para requerir solo que a„ y b n sean po- 
sitives para todo n mayor que algun 
entero N. ■ 


Criterio de comparacion en el limite 

A menudo una serie dada parece una serie p o una serie geometrica; sin embargo, no se puede 
establecer la comparacion termino a termino necesaria para aplicar el criterio de compara- 
cion directa. Bajo estas circunstancias se puede aplicar un segundo criterio de comparacion, 

llamado criterio de comparacion en el limite. 


TEOREMA 9.13 CRITERIO DE COMPARACION EN EL LIMITE 

Suponga que a n > 0, b n > 0, y 



donde L es finito y positivo. Entonces las dos series X a y X b n o convergen ambas 
o divergen ambas. 


( DEMOSTRACION ) Como a„ > 0, b„ > 0, y 



existe N > 0 tal que 


0 < t 2 < L + 1, 

b„ 


para n > N. 


Esto implica que 

0 < a n < (L + 1 )b n . 

Por tanto, por el criterio de comparacion directa, la convergencia de X b n implica la con- 
vergencia de X a n . Similarmente, el hecho de que 


lim I — | = t 

n—>oo \Cl 


puede usarse para mostrar que la convergencia de X a n implica la convergencia de X b n . 


EJEMPLQ 3 Aplicacion del criterio de 


Mostrar que la siguiente serie armonica general 


1 


n = i an + b 


, a > 0, b > 0 


Solucion Por comparacion con 

2 1 

n= 1 n 


Serie armonica divergente. 


comparacion en el limite 

diverge. 


se tiene 


lim 


1 /{an + b) 
\/n 


lim — — - 

n — >oo an + b 


l 

a 


Como este limite es mayor que 0, se puede concluir por el criterio de comparacion en el 
limite que la serie dada diverge. 
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El criterio de comparacion en el limite funciona bien para comparar una serie algebraica 
“complicada” con una serie p. A1 elegir una serie p apropiada, se debe elegir una en la que 
el termino n-esimo sea de la misma magnitud que el termino n-esimo de la serie dada. 


Serie dada 


Serie de comparacion 

Conclusion 

OO 

V 

1 

OO I 

2s 

n= 1 11 


Ambas serie convergen. 

n= 1 

4« + 5 


oo 1 

V 1 


oo | 

Jn 


Ambas serie divergen. 

V3 n 

- 2 


^ n 2 - 

10 

^ n 2 

A „5 
n= 1 n 

oo 1 

2s 

n= 1 11 

Ambas serie convergen. 

, A 4n 5 + 

r? 


En otras palabras, al elegir una serie para comparacion, se pueden despreciar todos menos 
las potencias mas altas de n en el numerador y el denominador. 


EJEMPLO 4 Aplicacion del criterio de comparacion en el limite 

Determinar la convergencia o divergencia de 


„=i n- + Y 

Solucion Despreciando todas las potencias de n menos las potencias mas altas en el 
numerador y en el denominador, se puede comparar la serie con 


V ^ _ V 1 

A „2 A. „ 3 / 2 ‘ 


Serie p convergente. 


Como 


Km " = lim 

n— >oo b n n—>o o 

= lim ■ 

n— »oo i 


, 3/2 


= 1 


se puede concluir por el criterio de comparacion en el limite que las series dadas conver- 
gen. 


EJEMPLO 5 Aplicacion del criterio de comparacion en el limite 

Determinar la convergencia o divergencia de 
^ n2 n 

4» 3 + r 

Solucion Una comparacion razonable sera comparar con las series 


oo 'in 

zh- 

/; = 1 n 


Serie divergente. 


Notese que estas series divergen segun el criterio del termino n-esimo. Por el limite 

a / n 2 n 

Km y- — Km (— r ,, 

n —> oo b n /i— >oo \4n 3 + 1 )\2 n 

= lim ^ 1, , -a = t 

n-> oo 4 + (1/n 3 ) 4 


se puede concluir que la serie dada diverge. 
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EDI 


Ejercicios 


1. Analisis grafico Las figures muestran la grafica de los prime- 
ros 10 terminos y la grafica de los primeros 10 terminos de la 
sucesion de sumas parciales, de cada serie. 

V 6 „ V 6 

„ = i « 3/2 + 3 y „-“i n Jn 2 + 0.5 

a ) Identificar la serie en cada figure. 

b) ^Que serie es una serie p? ^Es convergente o divergente? 

c) En las que no son series p , comparer las magnitudes de sus 
terminos con los terminos de la serie p. ^Que conclusion se 
obtiene acerca de la convergencia de las series? 

d) Explicar la relacion entre las magnitudes de los terminos de 
las series y las magnitudes de sus sumas parciales. 


2,^ 

n = 1 n 


Sn 




2. Analisis grafico Las figures muestran la grafica de los prime- 
ros 10 terminos y la grafica de los primeros 10 terminos de la 
sucesion de sumas parciales, de cada serie. 

oo O oo O go A 

^ ^ VI 

»=1 Vn’ „=i Jn - 0-5’ y „=, Jn + 0.5 

a) Identificar la serie en cada figure. 

b) ^Que serie es una serie p? ^Es convergente o divergente? 

c) Para las que no son series p, comparer las magnitudes de sus 
terminos con las magnitudes de los terminos de la serie p. 
^Que conclusion se saca sobre la convergencia de las series? 

d) Explicar la relacion entre las magnitudes de los terminos de 
las series y las magnitudes de sus sumas parciales. 



1 1 1 1 1 1 - r " t - » 

2 4 6 8 10 


20- 



A 

16 

y m 

12- 

* • * 

8 

/ 

4 —| 

*y 


- 9 


2 4 6 8 10 


Grafica de terminos Grafica de sumas parciales 

En los ejercicios 3 a 14, aplicar el criterio de comparacion direc- 
ta para determinar la convergencia o divergencia de las series. 


3- 2 


n 2 + 1 


OO 

4- 2 


n = 1 


1 

3 n 2 + 2 


OO 1 

7. y 

4" + 1 

9 a In n 
' n + 1 

OO 1 

ii. y 4 


is. y e - 2 


6 - 2 


Jn- 1 


oo An 

8 . y — 

_ S" 


io. y 


5 " + 3 

1 


i2. y 


n = 1 Jn 3 + 1 

1 

4 Jn - 1 


oo 'in 

i 4 . y - 

2" - 1 


En los ejercicios 15 a 28, aplicar el criterio de comparacion en el 
limite para determinar la convergencia o divergencia de las series. 


15. 

00 

1 

n= 1 

n 

16. 

00 

1 

n = 1 

5 

n 2 + 1 

4" + 1 

17. 

oo 

2 

n = 0 

1 

18. 

oo 

2 

n— 1 

2" + 1 

Jn 2 + 1 

5" + 1 

19. 

oo 

2 

n = 1 

2 n 2 - 1 

20. 

oo 

2 

«= 1 

n + 5 

3m 5 + 2n + 1 

m 3 — 2n + 3 

21. 

oo 

2 

n = 1 

n + 3 

22. 

oo 

2 

rt= 1 

1 

n(n 2 + 4) 

n 2 (n + 3) 

23. 

oo 

2 

n — 1 

1 

24. 

oo 

2 

n = 1 

n 

njn 2 + 1 

(, n + 1)2"-' 

25. 

oo 

2 

n= 1 

n k ~ l 

26. 

oo 

2 

n — 1 

5 

i . i n 4_. 

n k + 1 

n + Jn 2 + 4 


oo 

1 

sen — 
n 


oo 

1 

tan - 
n 

27. 

s 

n= 1 

28. 

s 

n = 1 


En los ejercicios 29 a 36, analizar la convergencia o divergencia, 
usando por lo menos una vez cada criterio. Identificar que crite- 
rio fue usado. 

a) Criterio del termino n-esimo b) Criterio de la serie 

geometrica 

c ) Criterio de la serie p d) Criterio de la serie 

telescopica 

c) Criterio de la integral f) Criterio de comparacion 

directa 

g) Criterio de comparacion en el limite 


29. y^ 

n = i n 

oo 1 

3i. y 

n= 1 J ^ 1 

2 n 


33. y 


\ 3n - 2 


35. y 


& (n 2 + l) 2 


oo / 1 \n 

2 ■ <-7 

32 2,^ 

1 1 


34. y — - - - „ 

„ = i \n + 1 n + 2 

OO l 

36 - n(n + 3) 
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37. Aplicar el criterio de comparacion en el lfmite con la serie ar- 
monica para mostrar que la serie S a n (donde 0 < a n < a n _ l ) 
diverge si lfm na n es finito y distinto de cero. 

fl — ^ OO 

38. Demostrar que, si P(n ) y Q{n) son polinomios de grado j y k, 
respectivamente, entonces la serie 

■S P(n) 
n=\ G(«) 

converge si j < k — 1 y diverge si j > k — 1 . 


OO 

53. Considerar la serie V rx. 

(2« - l) 2 

a) Verificar que la serie converge. 

b ) Usar una herramienta de graficacion para completar la tabla. 


n 

5 

10 

20 

50 

100 

S„ 







En los ejercicios 39 a 42, aplicar el criterio polinomial del ejerci- 
cio 38 para determinar si la serie converge o diverge. 

39. | + | + ll + n + % + ' ' ' 

40. 3 + g+ f5 + 24 + 35 + - 

1 


«• 2 


“j n 3 + 1 


42- 2 


n 3 + 1 


c) La suma de la serie es 7 t 2 /8. Hallar la suma de la serie 

oo 1 

n?3 (2« “ D 2 ' 

d ) Usar una herramienta de graficacion para encontrar la suma 
de la serie 

oo l 

„?10 ( 2 « - D 2 ' 


En los ejercicios 43 y 44, aplicar el criterio de divergencia del 
ejercicio 37 para demostrar que la serie diverge. 


43. £ 


“j 5;i 4 + 3 


OO 

44. £ 

n= 1 


3« 2 + 1 

4 n 3 + 2 


En los ejercicios 45 a 48, determinar la convergencia o divergen- 
cia de la serie. 


45. 

1 

200 

+ 

i 

400 

+ 

i 

600 

+ 

i 

800 

+ 

46. 

1 

200 

+ 

1 

210 

+ 

1 

220 

+ 

1 

230 

+ 

47. 

1 

201 

+ 

1 

204 

+ 

1 

209 

+ 

1 

216 

+ 

48. 

1 

201 

+ 

1 

208 

+ 

1 

227 

+ 

1 

264 

+ 


Desarrollo de conceptos 


49. Revisar los resultados de los ejercicios 45 a 48. Explicar por 
que se requiere el analisis cuidadoso para determinar la con- 
vergencia o divergencia de una serie y por que considerar 
solo las magnitudes de los terminos de una serie puede ser 
enganoso. 

50. Enunciar el criterio de comparacion directa y dar un ejemplo 
de su uso. 

51. Enunciar el criterio de comparacion en el lfmite y dar un 
ejemplo de su uso. 

52. La figura muestra los primeros 20 terminos de la serie con- 

OO OO 

vergente ^ a n y los primeros 20 terminos de la serie ^ a n 2 . 

n= 1 n = 1 

Identificar las dos series y explicar su razonamiento al hacer 
la eleccion. 


1 . 0 -- 
0 . 8 - 
0 . 6 --' 
0.4 — 
0 . 2 - 


i i i i i i Tm> 

4 8 12 16 20 


n 


Para discusion 


54. Parece que los terminos de la serie 

- ■ ■ 

1000 T 1001 T 1002 T 1003 T 

son menores que los terminos que corresponden a la serie 
convergente 

1 +- + *+ — + ■ ■ ■ 

Si el enunciado anterior es correcto, la primera serie con- 
verge. i,Esto es correcto? ^Por que sf o por que no? Plantear 
un enunciado sobre como la divergencia o convergencia de 
una serie es afectada por la inclusion o exclusion del primer 
numero finito de terminos. 


Verdadcro o falso? En los ejercicios 55 a 60, determinar si la 
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que lo demuestre. 


55. Si 0 < a n < b n y ^ a n converge, entonces ^ b n diverge. 

n = 1 n = 1 

oo oo 

56. Si 0 < a n + 10 < b n y ^ b n converge, entonces ^ a n converge. 

n = 1 n = 1 

oo oo 

57. Si a n + b n < c n y ^ c n converge, entonces las series ^ a n y 

n= 1 n=l 

oo 

2 b„ convergen. (Asumir que los terminos de las tres series 

n= 1 

son positivos.) 

OO OO 

58. Si a n < b n + c n y ^ a n diverge, entonces las series ^ b n y 

n= 1 n= 1 

oo 

2 c n divergen. (Asumir que los terminos de las tres series 

n=l 

son positivos.) 

OO OO 

59. Si 0 < a n < b n y ^ a n diverge, entonces ^ b n diverge. 

n = 1 n = 1 

oo oo 

60. Si 0 < a„ - b n y 2 b n diverge, entonces ^ a n diverge. 
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61. Demostrar que si las series no negativas 

E a n y H b » 

n = 1 « = 1 

convergen, entonces tambien converge la serie 

OO 

2 “A- 

« = 1 

62. Usar el resultado del ejercicio 61 para demostrar que si la serie 

OO 

no negativa ^ a n converge, entonces tambien converge la serie 



n= 1 


63. Encontrar dos series que demuestren el resultado del ejercicio 61. 

64. Encontrar dos series que demuestren el resultado del ejercicio 62. 

65. Suponer que Sa„yS b n son series con terminos positivos. 
Demostrar que si Jim -g- = 0 y 2 b n converge, 2 tambien 
converge. 

66. Suponer que y 2 son series con terminos positivos. 
Demostrar que si lfm — = oo y 2 b n diverge, 2 a n tambien 

n—>cc b n 

diverge. 


67. Usar el resultado del ejercicio 65 para mostrar que cada serie 
converge. 


a) 


OO 

,i?i (n + l ) 3 


n = 1 


68 . Usar el resultado del ejercicio 66 para mostrar que cada serie 
diverge. 


, ^ In n 

“> z vr 


» 


69. Suponer que 2 a n es una serie con terminos positivos. Demos- 
trar que si 2 a n converge, entonces 2 sena n tambien converge. 

OO ] 

70. Demostrar que la serie V 

H ^ 1 + 2 + 3 + 


+ n 


converge. 


In yi 

71. Demostrar que ^ - — — converge en compai*acion con ^ ~ 5 / 4 - 


T\ ris/n 


Preparacion del examen Putman 


72. ^Es la serie infmita 

OO | 

2 yj{n + \)/n 
n= 1 n 

convergente? Demostrar su afirmacion. 

oo 

73. Demostrar que si ^ a n es una serie convergente de numeros 

n= 1 

reales positivos, entonces tambien lo es 

OO 

11= l 

Estos problemas fueron preparados por el Committe on the Putnam Prize 
Competition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reser- 
vados. 


PR0YECT0 DE TRABAJO 


El metodo de la solera 


La mayorfa de los vinos se produce completamente de uvas culti- 
vadas en un solo ano. El jerez, sin embargo, es una mezcla comple- 
ja de vinos viejos con vinos nuevos. Esto se hace con una sucesion 
de barriles (llamada una solera) apilados unos encima de los otros, 
como se muestra en la fotografia. 



El vino mas viejo esta en la hilera inferior de barriles, y el mas nuevo 
esta en la hilera superior. Cada ano, la mitad de cada barril en la fila 
inferior se embotella como jerez. Los bandies inferiores se llenan 
entonces con vino de los barriles de la hilera siguiente. Este proceso 


se repite a lo largo de la solera, con vino nuevo que se agrega a los 
barriles de arriba. Un modelo matematico para la cantidad, por ano, 
de vino de n anos que se extrae de la solera (con k hileras) cada ano 
es 


/(». k) 



k < n. 


a) Considerar una solera que tiene cinco hileras k, numeradas 
k = 1,2, 3, 4 y 5. En 1990 ( n = 0), la mitad de cada barril en la fila 
de arriba (fila 1) se lleno con el vino nuevo. ^Cuanto de este vino se 
extrajo de la solera en 1991? ^.En 1992? ^,En 1993? . . . ^En 2005? 
^.Durante que ano(s) se extrajo de la solera la mayor cantidad del 
vino de 1990? 


b) En el apartado a), sea a n la cantidad de vino de 1990 que es 
extraldo de la solera en el ano n. Calcular 


OO 

S Q n- 

n=0 

PARA MAYOR INFORMACION Ver el artlculo “Finding Vintage 
Concentrations in a Sherry Solera” por Rhodes Peele y John T. 
MacQueen en los UMAP Modules. 
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Series alternadas o alternantes 


■ Usar el criterio de la serie alternada o alternante para determinar si una serie infinita 
converge. 

■ Usar el resto o residuo de una serie alternada o alternante para aproximar la suma de 
esa serie. 

■ Clasificar una serie como absolutamente convergente o condicionalmente conver- 
gente. 

■ Reordenar una serie infinita para obtener una suma diferente. 


Series altemadas o alternantes 


Hasta ahora solo hemos analizado series con terminos positivos. En esta seccion y la si- 
guiente se estudian series que contienen terminos positivos y negativos. Las series mas 
sencillas de este tipo son las series alternadas o alternantes cuyos terminos alternan en 
signo. Por ejemplo, la serie geometrica 


2 

n = 0 



2 (-i> 

n = 0 


2 " 



1 J_ 
8 + 16 


es una serie geometrica alternante con r = — \. Las series alternadas o alternantes pueden 
ser de dos tipos: los terminos impares son negativos o los terminos pares son negativos. 

TEOREMA 9.14 CRITERIO DE LA SERIE ALTERNADA 0 ALTERNANTE 
Sea a n > 0. Las series alternadas o alternantes 

oo oo 

n= 1 n= 1 

convergen si se satisfacen las siguientes dos condiciones. 

1. lfm a n = 0 2. a n+l < a n , para todo n 

n — »oo 


( DEMOSTRACION Considerar la serie alternada o alternante 2 (— 1)" + 1 a n . En esta serie, la 
suma parcial (donde 2 n es par) 

S 2n = («1 - a l) + («3 - « 4 ) + («5 “ «e) + ' ■ • + («2«-l - a 2„) 


todos sus terminos son no negativos, y por consiguiente { S 2n } es una sucesion no decre- 
ciente. Pero tambien se puede escribir 

Sin = a \ ~ (« 2 “ a 3 ) - (a 4 - a 5 ) - ■ ■ • - ( a 2n _ 2 - a 2n _^ - a 2n 


que implica que Sin < «, para todo entero n. Ast pues, ] S 2l; } es una sucesion acotada, no 
decreciente que converge a algun valor L. Como S 2n -i ~ a 2n = S 2n y a 2n — > 0, se tiene 


lfm Sn 


= lfm S 2 „ + lfm a 7 


= L + lfm a 2n = L. 

n^>oo 


Como tanto S 2n como Sin- j convergen al mismo lfmite L, se sigue que {S n } tambien converge 
a L. Consecuentemente, la serie alternada o alternante dada converge. 


V1ULV La segunda condicion en el criterio de la serie alternada o alternante se puede modificar 
para requerir solo que 0 < a n + 1 < a n para todo n mayor que algun entero N. ■ 
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EJEMPLO I Aplicacion del criterio de la serie alternada o alternante 


WiULV La serie del ejemplo 1 es 11a- 
mada serie amionica alternada o alter- 
nante. Volveremos a esta serie en el 
ejemplo 7. ■ 


00 1 

Determinar la convergencia o divergencia de (— 1)' ! + 1 — . 

n= l n 

Solucion Notar que Km a„ = Km — = 0. Asf, la primera condicion del teorema 9.14 

n — >oo " n — >oo ^ 

es satisfecha. Tambien notar que la segunda condicion del teorema 9.14 esta satisfecha 
porque 


3 " + 1 n + 1 “ n a " 


para todo n. Por consiguiente, aplicando el criterio de la serie alternada o alternante, se 
puede concluir que la serie converge. 


EJEMPLO 2 Aplicacion del criterio de la serie alternada o alternante 

QQ 

Determinar la convergencia o divergencia de ^ 

n = 1 


n 

( — 2)"“ 1 


Solucion Para aplicar el criterio de la serie alternada o alternante, notar que, para n > 1 , 

1 < n 

2 n + 1 
2' 1 ~ 1 n 

2" ~ n + 1 


(n + 1)2"“ 1 < n2" 
n + 1 n 


2” 2" “ 1 ’ 

Asf, a, i + 1 = ( n + l)/2' ! < n/2"~ l = a n para todo n. Ademas, por la regia de L’Hopital, 


lfm - 

x — >oo , 


1 


= Km - — tt — — r = 0 kA Km - — r = 0. 

x—>oo 2 JC_1 (ln 2) n^o o 2" _1 

Por consiguiente, por el criterio de la serie alternada o alternante, la serie converge. 


EJEMPLO 3 Casos en los que el criterio de series alternadas 
o alternantes no funciona 


WillLV En el ejemplo 3 a, recordar 
que siempre que una serie no satisface 
la primera condicion del criterio de la 
serie alternada o alternante, se puede 
usar el criterio del termino rc-esimo 
para la divergencia para concluir que la 
serie diverge. ■ 


a) La serie alternada o alternante 


OO 

2 

n= 1 


(— l)' i + 1 (n + 1) 
n 



cumple la segunda condicion del criterio de la serie alternada o alternante porque a n+l < a n 
para todo n. Sin embargo, no se aplica el criterio de la serie alternada o alternante, porque 
la serie no satisface la primera condicion. De hecho, la serie diverge. 
b ) La serie alternada o alternante 


2 12 12 12 1 

— — _-g_ — __j__ — _q__ — _q-. . . 

1 1 2 2 3 3 4 4 

satisface la primera condicion porque a n tiende a 0 cuando n — >oo. Sin embargo, no se 

puede aplicar el criterio de la serie alternada o alternante, porque la serie no satisface la 
segunda condicion. Para concluir que la serie diverge, se puede argumentar que $2N es igual 
a la A'-esima suma partial de la serie armonica divergente. Esto implica que la sucesion de 
sumas parciales diverge. Asf pues, la serie diverge. 
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El resto o residuo de una serie alternada o alternante 

Para una serie alternada o alternante convergente, la suma parcial S N puede ser una apro- 
ximacion util para la suma S de la serie. El error al usar S ~ .S' v es el resto o residuo 
R N = S — S N . 


TEOREMA 9.15 RESTO DE UNA SERIE ALTERNADA 0 ALTERNANTE 

Si una serie alternada o alternante convergente satisface la condition a n + 1 < a n , 
entonces el valor absolute del resto o residuo R N que se tiene al aproximar la suma S 
con S N es menor (o igual) que el primer termino desechado. Es decir, 

1^ — S N \ = \R n \ < ci N+l . 


( DEMOSTRflClON ) La serie obtenida al eliminar los N primeros terminos de la serie dada sa- 
tisface las condiciones del criterio de series alternadas y tiene una suma de R N . 

OO N 

R n = S - S N = 2 (- 1)" + 1 a- - t (~ !)" +1 a- 

n = 1 n= 1 

= ('- l ) Ar 0 ^ +1 + (- 1 ) A,+ 1 a N+2 + (- 1)^+2 a N+ 3 + • • • 

— ( — 1)^(0^+ 1 — a N + 2 a N+ 3 — • ' 

\R N \ — a N+ 1 — a N+ 2 a N+ 3 _ a N+ 4 a N+ 5 _ 

— a N + 1 _ ( a N+ 2 ~ a N+ 3 ) _ ( a N+ 4 _ a N+ 5 ) _ ' ' ' — a N+ 1 

Por consiguiente, |,S — .S' iV | = \R n \ < a N+l , lo cual prueba el teorema. 


EJEMPLO 4 Calculo aproximado de la suma de una serie alternada 
o alternante 


Aproximar la suma de la serie siguiente por medio de sus primeros seis terminos. 


2 (~ i) n+i 

n = 1 



1 _ 1 j_ j_ 

1! 2! + 3! 4! + 5! 6! 


TECNOLOGIA Mas adelante, 
en la seccion 9.10, se podra 
demostrar que la serie del ejemplo 4 
converge a 

« 0.63212. 
e 

Por ahora, utilizar una herramienta 
de graficacion para obtener una 
aproximacion a la suma de la serie. 
^Cuantos terminos se necesitan para 
obtener una aproximacion que no 
este a mas de 0.00001 de la suma 
real? 


Solucion La serie converge segun el criterio de la serie alternada o alternante porque 


1 J_ 

(n + 1 )! ill y 


Km ^- = 0. 

n — >oo n\ 


La suma de los primeros seis terminos es 

1 1 _ J_ _L 1 _ 91 

6 _ 2 + 6 24 + 120 720 _ 144 


0.63194 


y, por el teorema del resto de la serie alternada o alternante, se tiene 

5 040 


1^ ‘^6 l^l — a l 


5040 


0 . 0002 . 


Asf, la suma de S esta entre 0.63194 — 0.0002 y 0.63194 + 0.0002, y se concluye que 
0.63174 < S < 0.63214. 
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CAPITULO 9 


Series infinitas 


Convergencia absoluta y condicional 

Ocasionalmente, una serie puede tener tanto terminos positivos como negativos sin ser una 
serie alternada o alternante. Por ejemplo, la serie 

■K sen;; sen 1 sen 2 sen 3 
Y. — r- = — r- + — r- + + • ■ ■ 


tiene terminos positivos y negativos, pero no es una serie alternada o alternante. Una ma- 
nera de tener alguna information sobre la convergencia de esta serie es investigar la con- 
vergencia de la serie 


2 


n= 1 


sen 77 


Mediante comparacion directa, se tiene | sen n | < 1 para todo n , por lo que 


senTz 1 

< — 

77 z 77 z 


n > 1. 


Por consiguiente, por el criterio de la comparacion directa, la serie 
El siguiente teorema dice que la serie original tambien converge. 


sen n 


converge 


TEOREMA 9.16 CONVERGENCIA ABSOLUTA 

Si la serie 2| a n \ converge, entonces la serie 2 a n tambien converge. 


( DEMOSTRflClON ) Como 0 < a n + \a n \ < 2\a n \ para todo n, la serie 

OO 

2 + l Q »l) 

n= 1 

converge por la comparacion con la serie convergente 

OO 

2 2 kl • 

n= 1 

Ademas, como a n = 

OO OO 

2 a n = 2 ( a 
n = 1 n = 1 

donde las dos series de la derecha convergen. Por tanto, se sigue que 2 a n converge. 


(i a n + \a n \) — \a n \, se puede escribir 

OO 

+ H) - 2 \ a n\ 
n = 1 


El recfproco del teorema 9.16 es falso. Por ejemplo, la serie armonica alternada o 
alternante 

(- 1)" + 1 1111 

— — — — q. — — — . . 

n 12 3 4 

converge de acuerdo con el criterio de la serie alternada o alternante. Sin embargo, la serie 
armonica diverge. Este tipo de convergencia se llama convergencia condicional. 


DEFINICIONES DE CONVERGENCIA ABSOLUTA Y CONDICIONAL 

1. 2 a n es absolutamente convergente si 2 \a n \ converge. 

2. 2 a„ es condicionalmente convergente si 2 a n converge pero 2 \a n \ diverge. 


SECCION 9.5 


Series altemadas o alternantes 
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EJEMPLO 5 Convergencia absoluta y condicional 

Determinar si cada una de las series es convergente o divergente. Clasificar cada serie 
como absolutamente convergente o condicionalmente convergente. 

- (-1 )"n! _ 0! 1! 2! 3! 

a) ,^ 0 2 " ~ 2 ° 2 1 + 2 2 2 3 + ‘ ' 

A V 7 i yr V2 V 3 74 


Solucion 

a) Por el criterio del termino n-esimo para la divergencia, se concluye que esta serie 
diverge. 

b) La serie dada puede mostrarse que es convergente por el criterio de la serie alternada o 
alternante. Ademas, como la serie p 

(- 1 )" 1111 

7 n 71 72 73 74 

diverge, la serie dada es condicionalmente convergente. 


2 

n = 1 


EJEMPLO 6 Convergencia absoluta y condicional 


Determinar si cada una de las series es convergente o divergente. Clasificar cada serie 
como absolutamente convergente o condicionalmente convergente. 


«) s 

n= 1 
00 

*> 2 


(- l)n(n+l)/2 

7 

(-1)" 
ln(rz +1) 


_ 1 _ 1 J_ J_ 

3 9 + 27 + 81 

1 1 1 J_ 

In 2 In 3 In 4 In 5 


Solucion 

a) Esta no es una serie alternada o alternante. Sin embargo, como 


2 


n= 1 


]Jn(n+ l)/2 

3"~ 


2 


n= 1 


3 " 


es una serie geometrica convergente, se puede aplicar el teorema 9.16 para concluir que 
la serie dada es absolutamente convergente (y por consiguiente convergente). 

b) En este caso, el criterio de la serie alternada o alternante indica que la serie dada con- 
verge. Sin embargo, la serie 


2 


n= 1 


(- 1 )" 
ln(n + 1) 


1 1 1 

In 2 + In 3 + In 4 + ' 


diverge por la comparacion directa con los terminos de la serie armonica. Por consi- 
guiente, la serie dada es condicionalmente convergente. 


Reordenacion de series 

Una suma finita como (1+3— 2 + 5— 4) puede reordenarse sin cambiar el valor de la 
suma. Esto no es necesariamente cierto en el caso de una serie infinita. En este caso 
depende de que la serie sea absolutamente convergente (toda reordenacion tiene la misma 
suma) o condicionalmente convergente. 
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CAPITULO 9 Series infinitas 


PARA MAYOR INFORMACION Georg 
Friedrich Riemann (1826-1866) 
demostro que si 2 a n es condicional- 
mente convergente y S es cualquier 
numero real, pueden reordenarse los 
terminos de la serie para converger a S. 
Para mas sobre este tema, ver el artfcu- 
lo “Riemann’s Rearrangement 
Theorem” de Stewart Galanor en 
Mathematics Teacher. 


EJEMPLO 7 Reordenamiento de una serie 

La serie armonica alternada o alternante converge a In 2. Es decir, 

°° 11111 

^ (— l)" + 1 — = — + — — — + ■ ■ • = In 2. (Ver ejercicio 59, seccion 9.10.) 

n = i ”12 3 4 

Reordenar la serie para producir una suma diferente. 

Solucion Considerar la reordenacion siguiente. 


1_1 1_1_1 1_J 1 1 _ 1 

2 4 + 3 6 8 + 5 10 12 + 7 14 



1 _ 1 J_ _ J 1_ J_ 

2 4 + 6 8 + 10 12 + 14 



1 

2 


(In 2) 


Reordenando los terminos se obtiene una suma que es la mitad de la suma original. 



Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 6, asociar la serie con la grafica de su suce- 
sion de sumas parciales. [Las graficas se etiquetan a), b), c), d), 
e ) y/).] 


«) S n 
6 - 

2 :: • 

3--* 

2 — 

1 -- 


--2 4 6 8 10 


b) S n 

3 — • 

2 •••••••• 

1 -- 

H — I I I I I I I I I h 
2 4 6 8 10 




5- 

-• 

4- 

• ******* 

3- 


2- 


1 - 



2 4 6 8 10 


d) 



e) S n 

8 -- 

6 — • * * 

4 — 

2 — 

~ l I I I I I I I 11 > 

2 4 6 8 10 


f) s n 
6 

3" • 

3 — 

2 — 

1 -- 


2 4 6 8 10 


°o f, 

i. f 4 

Mi 


2- 2 

n= 1 


(- 1)“ _1 6 


(- 1)' 1 


oo 

5- 2 


n2" 


OO 

6- 2 


(-1)”- 1 10 
n2" 


^ Analisis numeric o y grafico En los ejercicios 7 a 10, explorar el 
resto de la serie alternada o alternante. 

a) Usar una herramienta de graficacion para encontrar la suma 
parcial indicada S n y completar la tabla. 


n 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Sn 












b) Usar una herramienta de graficacion para representar los 
primeros 10 terminos de la sucesion de sumas parciales y una 
recta horizontal que represente la suma. 

c) ((Que patron existe entre el diagrama de los puntos sucesivos 
en el apartado b) y la recta horizontal que representa la suma 
de la serie? ;,La distancia entre los puntos sucesivos de la recta 
horizontal crece o decrece? 

d) Discutir la relacion entre las respuestas en el apartado c) y el 
resto de la serie alternada o alternante como se indico en el 
teorema 9.15. 


7 - 2 

n = 1 

oo 

8 - I 

n = 1 
oo 

9 - 2 

ti — i 

oo 

10. 2 


(-1)"- 1 

77 

In - 1 

4 

(-1)"- 1 

1 

(n - 1)! 

e 

(- 1)— 1 

7 T 2 

n 2 

12 

(-i)- 1 


(2 n ~ 1): 



4. 
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En los ejercicios 11 a 36, determinar la convergencia o divergen- 
cia de la serie. 


11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 

25. 

27. 

29. 

31. 


33. 


34. 

35. 


36. 


MM 

n + 1 


f (- 1)” 

A 3" 

« (— 1)"(5h - 1) 

A 4 n + 1 

oc (-!)« + ! 

Ml 3 B + 2 

S (- 1)" n 2 

A n 2 + 5 
f (- 0" 

Mi Jn 

^ (-l)' l + 1 (n + 1) 

A M« + 1) 

(2 n — 1)77 


2 COS «7T 
n = I 

■gg (- 1)" 


^ (~i) ,,+1 Jn 
A n + 2 

co (— 1)' I + 1 n\ 

a 1 • 3 • 5 • ■ ■ (2,1 

00 9 ( — 1 \« + 1 00 

y 1 M = ye- 
n' = 1 e" - e " Mi 


- 1 ) 


12 . £ 

n — 1 

CXD 

14- 2 

n = 1 
00 

16. 2 

n= 1 
00 

18. 2 

n = 1 
00 

20 . 2 

n = 1 
00 

22 . y 

n = 1 
00 

24. y 

n — 1 
00 

26. 2 

«= 1 
OO 

28. 2 

n = 1 
00 

30. 2 

n — 0 
00 

32. 2 

n — 1 

(2b - 1) 


• • (3 n - 2) 

l)' , + 1 csch n 


OO 9 f — lV*+l 00 

y 1 j = y (— 1 )' I + 1 sech « 

A e" + g-' 1 A v ’ 


(— l) n + 1 M 
3n + 2 

(- 1 )" 

e" 

(— l)' 1 n 
ln(n +1) 

(- 1 )” 

In (n + 1) 

(— 1)" + 1 n 
n 2 + 5 
(~ 1 )' , + 1 « 2 
n 2 + 4 

(— l) ,, + 1 ln(>; + 1) 
n + 1 

1 (2 n — 1 )tt 

- sen 

n 2 

1 

— cos Mr 
n 

(-I)' 1 

(2 n + 1)! 

(~1)' , + 1 Vn 
\fn 


En los ejercicios 37 a 40, aproximar la suma de la serie usando 
los primeros seis terminos. (Ver ejemplo 4.) 


37 . y^f 2 

Mo »! 


39 . 2 

n = 1 


n\ 

(— 1) M + 1 3 
n 2 


00 


38. 2 

« = i 


(~1) ,, + 1 4 
ln(n + 1) 


40. 2 

n = 1 


(-1)" 


2" 


En los ejercicios 41 a 46, a) aplicar el teorema 9.15 para deter- 
minar el numero de terminos requerido para aproximar la suma 
de la serie convergente con un error menor de 0.001, y b) usar 
una herramienta de graficacion para aproximar la suma de la 
serie con un error menor de 0.001. 


41. ftii-i 

^ 77 ^ p 

00 (— ] )n 

43. 2 = sen 1 

Mo (2n + 1)! 


00 ( — 1 \n + 1 

45. 2 — = In 2 

rt = l 


n 


42. f tl£— L 

A 2 Ji 

00 ( — 1 

44 . y Vrr = cos 1 
M> (2b) ! 

00 ( — 1 V l+ 1 5 

46. Y - = In - 

A «4" 4 


En los ejercicios 47 a 50, aplicar el teorema 9.15 para determi- 
nar el numero de terminos requerido para aproximar la suma de 
la serie con un error menor de 0.001. 


47. 2 


(- 0 " 


OO 


49. 2 

n = 1 


MM 1 

2 n 3 — 1 


48. 2 

n — \ 


50. 2 

n = 1 


MH 1 

n 2 

mm 1 

«5 


En los ejercicios 51 a 70, determinar si la serie converge condi- 
cionalmente o absolutamente, o diverge. 


51. 

53. 

55. 

57. 

59. 

61. 


63. 


65. 

67. 

69. 


f Mi! 

2j 9 n 

n = 1 ^ 

^ (- 0 " 

Ml n\ 

fi (-!)«+! 
A (« + 3) 2 
« (-!)» + ! 

n = l 

S (— 1)' ! + 1 n 2 

A (« + D 2 

^ (- 0 ” 

A 2 n ] n „ 

^ (-1)";7 

2j - S. 

n = 2 n J 

^ (-1)" 

„4 (2n +1)! 

£5 cos mr 


^ COS«7T 

n = 1 11 


52. 

54. 

56. 

58. 

60. 

62. 

64. 

66 . 

68 . 

70. 


2 


n = 1 


00 

2 


« = 1 
00 


2 


00 

2 

-1 = 1 

00 

2 


(- 

d„ + i 


n 2 

(- 

1 ) n + 1 Vn 


n 3 

(- 

i) n+i 

n 

+ 3 

(- 

i)„+i 


n^Jn 

(— l) ,l + 1 (2n + 3) 
n + 10 


2 MM- 


« = 0 


00 

2 


(-D ” +1 

n 4 / 3 


OO 



Hi 

V« + 4 


OO 

^ (— l) n + 1 arctan n 

n = \ 


2 

‘i 1 


sen[(27i — l)7r/2] 
n 


Desarrollo de conceptos 


71. Definir una serie alternada o alternante. 


72. Enunciar la prueba de serie alternada o alternante. 

73. Escribir el residuo despues de N terminos de una serie alter- 
nada o alternante convergente. 

74. En sus propias palabras, establecer la diferencia entre con- 
vergencia absoluta y convergencia condicional de una serie 
alternada o alternante. 


75. En las figuras se muestran las graficas de las sucesiones de 
las sumas parciales de dos series. ^Que grafica representa las 
sumas parciales de una serie alternada o alternante? Ex- 
plicar. 


a) 


S„ 
1 -- 


-1 -- 
-2 — 
-3 — 


I I I I I I 


V) 


4 — 
3 — 
2 — 
1 -- 


I I I I I I 
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Para discusion 


76. ^Son correctas las siguientes afirmaciones? ^Por que si o por 
que no? 

a ) Si Sa,jE ( — a (1 ) convergen, entonces E |fl„| converge. 

b ) Si 2 a n diverge, entonces E |a,J diverge. 


91. X 5 


7 r 


93. ^ 100e- n / 2 

n — 1 

- (— 1)" + 1 4 

A 3« 2 - 1 


92. £ 

11 ~ 1 

oo 

94. ^ 

n = 0 
oo 

96. X 


in 2 

2 n 2 + 1 

(-1)" 
n + 4 
In n 
n 


^Verdadero o falso? En los ejercicios 77 y 78, determinar si las 
declaraciones son verdaderas o falsas. Si es falsa, explicar por 
que o dar un ejemplo que lo demuestre. 

oo ( — 

77. En la serie altemada o altemante V , la suma parcial Sj 00 

n = l n 

es un sobreestimado de la suma de la serie. 

78. Si E a n y E b n convergen, entonces E a n b n converge. 


En los ejercicios 79 y 80, encontrar los valores de p para los 
cuales la serie converge. 

7 ,. |. ( -,,(±) 8 „. | ( _ 0 .(_L_) 

81. Demostrar que si E |a„| converge, entonces E a 2 converge. ^Es 
verdadero el reclproco? Si no lo es, dar un ejemplo que demues- 
tre su falsedad. 

82. Usar el resultado del ejercicio 79 para dar un ejemplo de una 
serie p altemada o alternante que converja, pero cuya serie p co- 
rrespondiente diverja. 

83. Dar un ejemplo de una serie que demuestre la declaracion del 
ejercicio 81. 

84. Encontrar todos los valores de x para los cuales la serie E (x"/n) 
a) converja absolutamente y b) converja condicionalmente. 

85. Considerar la serie siguiente. 

1 _ I 1 _ I 1 _ _1_ _ ]_ 

2 3 + 4 9 + 8 27 + ’ ’ ’ + 2" 3' 1 + ’ ’ ' 

a) ^Satisface esta serie las condiciones del teorema 9.14? 
Explicar por que si o por que no. 

b) ^.Converge la serie? En ese caso, ^,cual es la suma? 

86. Considerar la serie siguiente. 


n = 1 

a) ^Satisface esta serie las condiciones del teorema 9.14? 
Explicar por que si o por que no. 

b) ^Converge la serie? En ese caso, ^,cual es la suma? 

Repaso En los ejercicios 87 a 96, demostrar la convergencia o 
divergencia e identificar el criterio usado. 


si n es impar 


si n es par 


87. ^ 


10 


A n 3 / 2 

n = 1 ' 1 
oo 'T.n 

*>• 2 . h 


88. 2 

n = 1 
oo 

90. 2 


3 

n 2 + 5 
1 

2 " + 1 


97. El argumento siguiente, 0 = 1, es incorrecto. Describir el error. 
0 — 0 + 0 + 0 + * • ■ 

= (1 - 1) + (1 - 1) + (1 - 1) + • • ■ 

= 1 + (- 1 + 1 ) + (-1 + 1 ) + ■ ■ ■ 

= 1 + 0 + 0 + • • ■ 

= 1 

98. El argumento siguiente, 2 = 1, es incorrecto. Describir el error. 
Multiplicar cada lado de la serie armonica altemada o altemante 



por 2 para obtener 



Ahora reunir los terminos con un mismo denominador (como lo 
indican las flechas) para obtener 



La serie resultante es la misma con que se empezo. Asf, 2S = S 
y dividir cada lado por S para obtener 2 = 1. 


PARA MAYOR INFORMACION Para mas sobre este ejercicio, 
ver el artlculo “Riemann’s Rearrangement Theorem” de Stewart 
Galanor en Mathematics Teacher. 


Preparacion del examen Putman 


99. Asumir como sabido a ciencia cierta (verdadero) que la serie 
armonica altemada o alternante 

n i _! + i_i + i_i + i_i + . . . 

2 + 3 4 + 5 6*1 8 ' 

es convergente, y denota su suma por s. Reordenar la serie 

1) como sigue: 

21 . + I _ I + I + if & I + 1 + + _ i + . . . 

ZllTj 2 t 5 t 7 4 t 9 t 11 6 t 

Asumir como sabido a ciencia cierta (verdadero) que la serie 

2) tambien es convergente, y denotar su suma por S. Denotar 
s k y S k , la suma k-esima parcial de la serie 1) y 2), respecti- 
vamente. Demostrar cada declaracion. 

0 S 3n = s 4n + I s 2n , ii) S * s 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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El criterio del cociente y el criterio de la rafz 


■ Usar el criterio del cociente para determinar si una serie converge o diverge. 

■ Usar el criterio de la raiz para determinar si una serie converge o diverge. 

■ Revisar los criterios de la convergencia y divergencia de una serie infinita. 

El criterio del cociente 

Esta seccion empieza con un criterio de convergencia absoluta: el criterio del cociente. 


TEOREMA 9.17 CRITERIO DEL COCIENTE 


Sea 2 a„ una serie con terminos distintos de cero. 


1. 2 a n es absolutamente convergente si lfm 


< 1. 


2. 2 a„ es divergente si Km 

a n+ 1 

> 1 o Km 

a n+ 1 

n — >oo 

“n 

n — >oo 



3. El criterio del cociente no es concluyente si Km 


<*n ± i 

a„ 


oo. 

= 1. 


( DEMOSTRACION ) Para demostrar la propiedad 1 , asumir que 


lfm 

n — >oo 


q«+i 

a„ 


= r < 1 


y elegir un R tal que 0 < r < R < 1 . Por la definicion en el Kmite de una sucesion, existe 
un TV > 0 tal que \a n+ Ja n \ < R para todo n > N. Por tanto, se pueden escribir las 
desigualdades siguientes. 


a N+ 1 
a N+ 2 
a N+ 3 


< < l a N+l|-^~ < 


La serie geometrica 2 (a^vlR" = \&m\R + l a vl^ 2 + • • ■ + \a N \R" + ■ ■ ■ converge, y 
asf, por el criterio de la comparacion directa, la serie 

OO 

2 l fl N+J = l a N+ll "*■ I + 2 1 + ' ' ' + + ' ' ' 

n= 1 

tambien converge. Esto implica a su vez que la serie 2 a n converge, porque suprimir un 
numcro finito de terminos (n = N — 1) no afecta la convergencia. Por consiguiente, por el 
teorema 9.16, la serie 2 a n es absolutamente convergente. La demostracion de la propiedad 
2 es similar y se deja como ejercicio (ver ejercicio 99). 


dULV El hecho de que el criterio del cociente no sea concluyente cuando \a n +i/ a n \ 1 puede 
verse comparando las dos series 2(l/n)y2(l/n 2 ).La primera serie diverge y la segunda converge, 
pero en ambos casos 

Km 

n — »oo d n 


= l. 
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Series infinitas 


Aunque el criterio del cociente no es una panacea como criterio de convergencia, es 
particularmente util para series que convergen rapidamente. Series que involucran facto- 
rials o exponenciales frecuentemente son de este tipo. 


EJEMPLO I Aplicacion del criterio del cociente 

Determinar la convergencia o divergencia de 

2^ 

n\ 

Solucion Como a n = 2 n /n\, se puede escribir lo siguiente. 

Un paso frecuente 
en la aplicacion del criterio del 
cociente es simplificar cocientes 
o factoriales. Asf, en el ejemplo 1 
notar que 

n\ _ n\ _ 1 

(n + 1)! (n + l)n! n + 1 

La serie converge porque el lfmite de \a n , ,/«„ es menor que 1. 


Km 

n — >oo 


= lfm 

ft— >oo 

= Km 

n — >co 


= lfm 

n — >oo n + 1 


2 n + l 2“ 
(n + 1)! n\ 
2 n + 1 nV 
(n + 1)! ’ 2"_ 
2 


= 0 < 1 


EJEMPLO 2 Aplicacion del criterio del cociente 


Determinar si cada serie converge o diverge. 


«) 2 


n 2 2 ,H 


»> 2 


n= \ « ! 




n = 0 J 

Solucion 

a) Esta serie converge porque el lfmite de \a n+l /a n \ es menor que 1. 


Km 

n—>oo 


= lfm 

n — > oo 

= lfm 


(» + D 2 ^ 

2{n + l) 2 


3" 


3 7! 2 


-!<> 


ft) Esta serie diverge porque el lfmite de \a n + Ja n \ es mayor que 1. 


Km 

ft— » OO 


«„+l 

= Km 

~(n + 1)" +1 



ft— >oo 

L (n + 1)! 

U n /J 


= Km 

"(n + 1) ,!+1 



ft— >oc 

L (« + i) 

U n /J 


- IfmKAA: 

ft— > oo 72 

= Km ( 1 + — V 


= e > 1 


SECCION 9.6 El criterio del cociente y el criterio de la rafz 


643 


EJEMPLO 3 Un caso en que el criterio del cociente no decide 


CO 

Determinar la convergencia o divergencia dc ^ (— 

n — 1 


i> 


V n 

n + 1 


Solucion 

lfm 

n — >oo 


El Kmite de \a n+ Ja n \ es igual a 1. 

Jn + 1 \( n + 1 


= Km 

n — >oo 


= Km 

n — >oo 


n + 2 JJi 

fn + 1 /« + 1 


n \« + 2 


= yru) 

= 1 


WH1LV Para toda serie p, el criterio 
del cociente no es concluyente. ■ 


Por tanto, el criterio del cociente no es concluyente. Para determinar si la serie converge 
se necesita recurrir a un criterio diferente. En este caso, se puede aplicar el criterio de la 
serie alternada. Para demostrar que a n + 1 < a n , sea 


fix) 


x + r 


Entonces la derivada es 


fix) = 


—x + 1 
2fx(x + l) 2 


Como la derivada es negativa para x > 1, se sabe que / es una funcion decreciente. 
Tambien, por la regia de L’Hopital, 


„ „ 1/(2^) 

Km = Km 

x— >oo X * 1 x— >oo 1 


1 


= Km r 

x->oo 2^/x 
= 0. 


Por consiguiente, por el criterio de la serie alternada o alternante, la serie converge. 


La serie del ejemplo 3 es condicionalmente convergente. Esto se sigue del hecho que 
la serie 

OO 

S \ U n\ 

n : = 1 

diverge (por el criterio de comparacion en el Kmite con SI / s/n), pero la serie 

CO 

S a n 

n : = 1 

converge. 


TECNOLOGIA Una computadora o herramienta de graftcacion puede reforzar la 
conclusion de que la serie del ejemplo 3 converge condicionalmente. Sumando los 
primeros 100 terminos de la serie, se obtiene una suma de aproximadamente -0.2. (La 
suma de los primeros 100 terminos de la serie 2 \a n \ es aproximadamente 17.) 
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CAPITULO 9 


Series infinitas 


El criterio de la rai'z 

El siguiente criterio para convergencia o divergencia de series es especialmente adecuado 
para series que involucran n-esimas potencias. La demostracion de este teorema es similar 
a la dada para el criterio del cociente, y se deja como ejercicio (ver ejercicio 100). 

TEOREMA 9.18 EL CRITERIO DE LA RAIZ 
Sea 2 a n una serie. 

1. 2 a n converge absolutamente si 11m 1 a n < 1 . 

n — »oo 

2. 2 a„ diverge si Km y/\a n \ > 1 o lim </|a„| = oo. 

n—>oo n—>oo 

3. El criterio de la rafz no es concluyente si Km -y/|a„| = 1 . 

n— >oo 


V1ULV El criterio de la rafz siempre es no concluyente para toda serie p. ■ 

EJEMPLQ 4 Aplicacion del criterio de la raiz 

Determinar la convergencia o divergencia de 

OO yy 2n 

Y — 

Solucion Se puede aplicar el criterio de la rafz como sigue. 

g2 n/n 

n n/n 
e± 
n 
1 

Como este lfmite es menor que 1 , se puede concluir que la serie es absolutamente conver- 
gente (y por consiguiente converge). 




= Km 

n — »oo 


= Km 

n—> oc 

= o < 


PARA MAYOR INFORMACI ON 
Para mas informacion sobre la utilidad 
del criterio de la rafz, ver el artfculo 
“N\ and the Root Test” de Charles C. 
Mumma II en The American 
Mathematical Monthly. 


Para ver la utilidad del criterio de la rafz en el caso de la serie del ejemplo 4, tratar de 
aplicar el criterio del cociente a esa serie. A1 hacer esto, se obtiene lo siguiente. 


Km 

a n+ 1 

= lfm 

n — >oo 


n — »oo 


= Km e 2 
= Km e 2 


(n + 1)' ! + 1 ‘ n" 
n" 


n — >oo [n + 1)' I + 1 

n W 1 

n—>oo \n+l/\n+l 


= 0 


Notar que este lfmite no es tan facil de evaluar como el lfmite obtenido con el criterio de 
la rafz en el ejemplo 4. 
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Estrategias para analizar la convergencia de series 

Hasta ahora se han estudiado 10 criterios para determinar la convergencia o divergencia de 
una serie infinita. (Ver el resumen en la tabla en la pagina 646.) La habilidad de elegir y 
aplicar los criterios solo se adquiere con la practica. A continuacion se da un conjunto de 
pautas para elegir un criterio apropiado. 


Estrategia para analizar la convergencia o divergencia de series 

1. ( Tiende a 0 el termino n-esimo? Si no es asf, la serie diverge. 

2. ^Es la serie de alguno de los tipos especiales: geometrica, serie p, telescopica o 
alternante? 

3. <\Se puede aplicar el criterio de la integral, el de la rafz o el cociente? 

4. Puede compararse la serie favorable o facilmente con uno de los tipos especiales? 


En algunos casos puede haber mas de un criterio aplicable. Sin embargo, el objetivo debe 
ser aprender a elegir el criterio mas eficaz. 


EJEMPLO 5 Aplicacion de las pautas para analizar series 


Determinar la convergencia o divergencia de cada serie. 


n + 1 

3n + 1 

1_ 

„-^i 3 n + 1 
s ( n + 1 
g \2n + 1 


a) 2 


d) 2 


77 


*> 2 V6 

n= 1 \° 


e) £ (-1)" 


4n + 1 


c) ^ ne " 

n= 1 

°° lit 

/) y — 

n= 1 


Solucion 

a) En esta serie, el lfmite del termino n-esimo no es 0 (a n — >| o n— »oo). Por tanto, de 
acuerdo con el criterio del termino n-esimo, la serie diverge. 

b ) Esta serie es geometrica. Es mas, como la razon de los terminos r = tt/6 es menor que 
1 en el valor absoluto, puede concluirse que la serie converge. 

c) Como la funcion fix) = xe~* 2 se integra facilmente, se puede usar el criterio de la inte- 
gral para concluir que la serie converge. 

d ) El termino n-esimo de esta serie se puede comparar al termino n-esimo de la serie 
armonica. Despues de usar el criterio de comparacion en el lfmite, se puede concluir 
que la serie diverge. 

e ) Esta es una serie alternada o alternante cuyo termino n-esimo tiende a 0. Como 
a n+l < a n , se puede usar el criterio de la serie alternada o alternante para concluir que 
la serie converge. 

f) El termino n-esimo de esta serie involucra un factorial, lo que indica que el criterio del 
cociente puede ser el adecuado. Despues de aplicar el criterio del cociente, se puede 
concluir que la serie diverge. 

g) El termino n-esimo de esta serie involucra una variable que se eleva a la potencia 
n-esima que indica que el criterio de la rafz puede ser el adecuado. Despues de aplicar 
el criterio de la rafz, se puede concluir que la serie converge. 
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CAPITULO 9 Series infinitas 


Resumen de criterios para las series 


Criterio 

Serie 

Condicion(es) de 
la convergencia 

Condicion(es) de 
la divergeneia 

Comentario 

Termino n-esimo 

oo 

S U n 

n= 1 


lim a n =£ 0 

n— > oo 

Este criterio no sirve 
para demostrar la con- 
vergencia 

Series geometricas 

oo 

^ ar n 

n = 0 

\r\ < 1 

|r| > 1 

a 

Suma: S = 1 

1 — r 

Series telescopicas 

oo 

2 ( b n ~ b n+ l) 
n= 1 

lim b n = L 

n—>oo 


Suma: S = b { — L 

Series p 

oo | 

y — 

nil nP 

p > 1 

0 < /? < 1 


Series alternadas 
o alternantes 

OO 

y (-d-v 

n = 1 

0 < a n + l < a n 
y lim a n = 0 

«— >oo 


Residuos: 

K\ - a N + 1 

Integral 
(/ continua, 
positiva y 
decreciente) 

oo 

y 

n= 1 

a n = f(n) > 0 

r 

f(x) dx converge 

Too 

/(x) dx diverge 

Residuo: 

r oo 

0 < 7?^ < I /(x) dx 

Jv 

Raiz 

OO 

y 

n= 1 

lim \a n \ < 1 

n—> oo 

lim > 1 o 

tt— >oo 

= OO 

El criterio no es conclu- 
yente si 

Km Vki = !■ 

n—> oo 

Cociente 

oo 

y 

n= 1 

lim °" +1 <1 

«->°o 

lim > 1 o 

w_> °o 

= OO 

El criterio no es conclu- 
yente si 

lim Ur±1 = 1. 

«-»°o 

Comparacion 
directa ( a n , b n > 0) 

oo 

y 

n= 1 

V <a n < b n 

OO 

y ^ b n converge 

n= 1 

0 < < a„ 

oo 

y y K diverge 

n= 1 


Comparacion en el 
limite (a n , b n > 0) 

oo 

y a n 

n=l 

Km ^ = L > 0 

oo 

y ^ b n converge 

n= 1 

lim y = L > 0 

«— >00 £7^ 

OO 

y y diverge 

n = 1 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, verificar la formula. 


1- = (« + !)(»)(« - 1) 

( 2 * - 2 )! 1 
‘ (2/t)! (2k)(2k — 1) 


3. 1 • 3 • 5 ■ ■ ■ (2k 


1) 


( 2 *)! 

2 k k\ 


. 1 2 k k\(2k - 3)(2 k ~ 1) 

‘ 1 • 3 • 5 • • • (2k - 5) (2k)! ’ 


En los ejercicios 5 a 10, asociar la serie con la grafica de su suce- 
sion de sumas parciales. [Las graficas se etiquetan a), b), c), d), 
e ) y /)•] 


a) S n b) s„ 


7 - 

• 2 - 

- • 

6 - 

• 


5 - 

• 3 _ 


4 - 

• 2 








2 - 

l 


1 - 

2 



1 1 1 1 1 1 1 1 1 ; n 



2 4 6 8 10 

II II II II Ik 
2 4 6 8 10 


c ) 


l -- 


3HHHH-+-H— I— 

2 4 6 8 10 


e ) 



d) 



f ) 




6- 2 

n = 1 

oo 

7- 2 



(— 3)” + 1 
n\ 


«• 2 


( 2 «) ! 


9 - 2 


4 n V 1 
5m — 3/ 


10. £ 4e“' ! 

n = 0 


Analisis numerico, grafico y analitico En los ejercicios 11 y 12, a) 
verificar que la serie converge, b) Usar una herramienta de grafi- 
cacion para encontrar la suma parcial indicada S„ y completar la 
tabla. c) Usar una herramienta de graficacion para representar 
graficamente los primeros 10 terminos de la sucesion de sumas 
parciales. d) Usar la tabla para estimar la suma de la serie. e) 
Explicar la relacion entre las magnitudes de los terminos de la 
serie y el ritmo o velocidad a la que la sucesion de las sumas par- 
ciales se aproxima a la suma de la serie. 


n 

5 

10 

15 

20 

25 

S„ 







ii- 2 

n = 1 
oo 

12. 2 


M 2 + 1 


En los ejercicios 13 a 34, aplicar el criterio del cociente para 
determinar la convergencia o divergencia de la serie. 


OO 


13. y — 

Zj 9 n 


n= 1 

15. y ^ 

n = 0 J 

2 S' 


OO y, 

19. V f 

An 

n = 1 H 
oo An 

2 h 

n = 1 


23. 2) 

n = 0 
oo 1 

25. y — 

m3" 


M 

(- 1 )" 2 " 


i! 


n = 1 
oo 0 n 


27. y - 
A. n! 


14 . 2 


1 


oo 

16. 2 




oo M 3 

20. y 7- 

n = 1 H 

a (-1 )» +1 (m + 2) 
22 ‘ ,,2. m(m + 1) 
(-1)" '(3/2)" 


24. £ 

#J = 1 
OO 

26. f 


(2m)! 


#7 1 

28. y — 

n’< 


6 " 


2 ’- .?„(»+«■ 


30. 2 


(»!) 


=o (3 m)! 

oo 

3L 2 2^tt 

« (- l)"2 4 " 

32 ‘ „2 0 (2m + 1)! 

„ ^ (-i)” + 1 M! 

' ,2o 1 • 3 . 5 ■ ■ • (2m + 1) 


34. y 


(- 1)”[2 • 4 • 6 ■ ■ ■ (2n)] 
2 • 5 • 8 ■ • ■ (3 m - 1) 



648 


CAPITULO 9 Series infinitas 


En los ejercicios 35 a 50, aplicar el criterio de la raiz para deter- 
minar la convergencia o divergencia de la serie. 


35. £ 

/(= 1 
oo 

37. £ 


1 


—j \2n + 1 

«• 

43. y (2^A + l)" 

n = 1 
00 n 

45. y ” 

An 

4 \ S ,( H )" 

oo }1 

49. y 7, r 

«=2 On n)" 


36. y 

(1 = 1 
OO 

38. y 


1 


2n 


= y \n + 1 

oo /4 M _L a\n 

40. y /4 ' 7 3 ' 


42 . y 


— 


—j \2/t + 1 

oo 

44. y e- in 

«-mr 

48. y ( lnwV 

n = 1 V J 

50. y^ 

A (n'O 2 


71. a) y 

n = C 
oo 

» 2 


(-D" 


o 1 


„=o (2n + 1)! 
(- I )' 1 " 1 
i(2n - 1)! 
(- I )"" 1 


7? ^ V (~ ')" 

} „l 2 («- 1)2- 1 


*) 2 


£ i (2« + 1)! 


«) 2 


(~1)" + 1 
n2" 

(“ 1 )" + 1 


„ = o (« + 1)2" 


En los ejercicios 73 y 74, escribir una serie equivalente en la que 
el indice de suma empiece en n = 0. 


73. y 


oo On 

74. y , 

(n — 


“I ' n=2 (« ~ 2)! 

En los ejercicios 75 y 76, a) determinar el numero de terminos 
requerido para aproximar la suma de la serie con un error 
menor que 0.0001, y b) usar una herramienta de graficacion 
para aproximar la suma de la serie con un error menor que 
0.0001. 


75 ft^ 
k 2 k k\ 


76 f (- 3 )* 

‘ 1 • 3 • 5 • • • (2k + 1) 


En los ejercicios 51 a 68, determinar la convergencia o divergen- 
cia de la serie usando el criterio apropiado de este capitulo. 
Identificar el criterio aplicado. 


si. y 

n= 1 
oo 

53. y 


— 1) K + 1 5 

52. 

OO 

v 

100 

n 

h 

n = 1 

n 

3 

54. 

OO 


! sfn 

2j 

n = 1 

V 3 j 

5 n 

56. 

oo 

V 

n 


57. y 


(— 1)”3” 


59. y 10,7 + 3 


6i. y 

n=l 

oo 

63. y 

n - 1 
oo 

65. y 


Aj yjin 
n = 1 nA 

cos n 


58. y 

n= ] 
oo 

60 . y 


10 
= 1 3 Vn 3 
2 " 


n7" 


(— 1)"3" 


62 . y 


£ 1 4 " 2 - 1 
oo (- 1)« 


n In n 


n — l 


66. y 


n 

(— 1)”3” 

n2 n 


M V (-3)' 1 

,k 3 • 5 ■ 7 ■ ■ ■ (2 n + 1) 


68. y 


3 • 5 ■ 7 ■ ■ ■ (2w + 1) 
18"(2n - l)n! 


En los ejercicios 69 a 72, identificar las dos series que son iden- 
ticas. 


69. a) y 


n5 n 


70. a) y 


3r 

4/ 


oo yjS.n 

b) y 


»o (« + 1)! 

^ (n + 1)5" + 1 

c) Sl^nir 


b) y {n + 1) 

n=0 

oo /T\n-1 


En los ejercicios 77 a 82, los terminos de una serie y a„ se 

n = 1 

deflnen por recurrencia. Determinar la convergencia o divergen- 
cia de la serie. Explicar el razonamiento. 


__ 1 4 n - 1 

77. = 2’ a " +l = 3^r+~2 a " 

„ D o 2n + 1 

78. a, = 2,a„ +1 =^^a„ 

sen n + 1 

79. Qi = 1, a n+ 1 = -j= — a„ 

Jn 


80. a, = -,a B+1 = 


cos n + 1 


81. fll = |,a„ +1 = U + ~j a n 


1 


82. a, = -,a„ + 1 = 47a„ 


En los ejercicios 83 a 86, aplicar el criterio del cociente o el de 
la raiz para determinar la convergencia o divergencia de la serie. 

„„ , 1-2 1-2-3 1-2-3-4 

‘ + l-3 + l-3-5 + l- 3- 5- 7 + ’’’ 

84. 1+- + 4 + 4 + 4 + -A+ - ■ ■ 

3 3 2 3 3 3 4 3 5 

1 1 1 1 

85 ‘ (In 3) 3 + (In 4) 4 + (In 5) 5 + (In 6) 6 + ‘ ‘ ‘ 


1 • 3 

86 . 1 + . — + 


1-3-5 


1-2-3 1 • 2 ■ 3 • 4 • 5 

1 • 3 • 5 • 7 


1-2-3-4-5-6-7 


+ 
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En los ejercicios 87 a 92, encontrar los valores de x para las cua- 
les la serie converge. 


«*■ 2 2 t 


89. £ 

»■ 1 rij 


92. £ 

n = 0 


(- 1)"(JC + 1)" 


(x + 1)" 


X + 1 V 


88 . £ 


90. 2 2 ( x ~ !)" 
« = 0 


Desarrollo de conceptos 


93. Enunciar el criterio del cociente. 

94. Enunciar el criterio de la rafz. 

95. Se dice que los terminos de una serie positiva parecen tender 
a cero rapidamente cuando n tiende a infinito. De hecho, 
a 7 < 0.0001. No habiendo otra informacion, ^implica esto 
que la serie converge? Apoyar la conclusion en ejemplos. 

96. La grafica muestra los primeros 10 terminos de la sucesion 
de sumas parciales de la serie convergente. 


OO 

2 

n= 1 


In 

3 n + 2 


n 


Encontrar una serie tal que los terminos de su sucesion de 
sumas parciales sean menores que los terminos correspon- 
dientes de la sucesion en la frgura, pero tales que la serie 
diverja. Explicar el razonamiento. 


3 

2 


1 -- 



1 _ 

2T • 


2 


-H- 


4 6 


10 


97. Aplicando el criterio del cociente, se determina que una serie 
altemada o alternamente converge. ^Converge la serie condi- 
cional o absolutamente? Explicar. 


Para discusion 


98. ^Que se puede concluir acerca de la convergencia o divergen- 
cia de 2 a n para cada una de las siguientes condiciones? 
Explicar la respuesta. 


a) lfm 

n—>oo 

c ) lfm 


= 0 b) lfm 

n — »oc 

3 


= 1 


d) lfm |cz„| = 2 




n—*oo 


99. Demostrar la propiedad 2 del teorema 9.17. 

100. Demostrar el teorema 9.18. ( Sugerencia para la propiedad 1: 
Si el lfmite es r < 1, elija un numero real R tal que r < R < 1 . 
De acuerdo con las definiciones del lfmite, existe algun N > 0 
tal que 'l/fflj < R para n > N.) 


En los ejercicios 101 a 104, verificar que la prueba del cociente 
no es conclusiva para la serie p. 


101 . 


OO 1 

2 ~^ 3/2 

n= 1 n 


103. 



OO 

102 . ^ 

n= I 


1 

rd' 2 


OO 

104. ^ 

0—1 


n p 


105. Mostrar que el criterio de la rafz no es concluyente para la serie p. 

OO 1 

y 

& * p 

106. Mostrar que el criterio del cociente y de la rafz no son con- 
cluyentes para la serie p logarftmica. 

OO ] 

„? 2 "( ln n Y 

107. Determinar la convergencia o divergencia de la serie 
o=i M ! 

cuando a) x — 1, b) x = 2, c) x = 3 y d) x es un entero posi- 
tivo. 

OO 

108. Mostrar que si ^ a n es absolutamente convergente, entonces 

n= 1 

OO OO 

2 a n - 2 \ a n\- 
n = 1 n = 1 

109. Redaccion Lea el artfculo “A Differentiation Test for 
Absolute Convergence” de Yaser S. Abu-Mostafa en Mathe- 
matics Magazine. Escribir despues un parrafo que describa ese 
criterio. Incluir ejemplos de series que convergen y ejemplos 
de serie que divergen. 


Preparacion del examen Putman 


110 . ^,Es la serie siguiente convergente o divergente? 



^9 2!/ 19\ 2 

7 + 3 2 \ 7 / 




+ mr 


5 4 \ 7 


+ ■ ■ ■ 


111. Mostrar que si la serie 

a l + a 3 ' * * + a n + * • • 
converge, entonces la serie 


a, + ^ ^ + • 

1 2 3 


a„ 

+ — + 
n 


tambien converge. 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. 
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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Polinomios de Taylor y aproximacion 


■ Encontrar aproximaciones polinomiales de las funciones elementales y compararlas 
con las funciones elementales. 

■ Encontrar aproximaciones mediante polinomios de Taylor y Maclaurin a funciones 
elementales. 

■ Emplear el residuo de un polinomio de Taylor. 


Aproximaciones polinomiales a funciones elementales 


y 



Cerca de (c,/(c)), la grafica de P puede 
usarse para aproximar la grafica de /. 

Figura 9.10 


El objetivo de esta seccion es mostrar como pueden usarse las funciones polinomiales 
como aproximaciones a otras funciones elementales. Para encontrar una funcion polino- 
mial P que aproxime otra funcion / se comienza por elegir un numero c en el dominio de 
/ en el que P y t tengan el mismo valor. Es decir, 

P(c) = /(c). Las graficas de / y P pasan por (c,/(c)). 

Se dice que la aproximacion polinomial se expande alrededor de c o esta centrada en c. 
Geometricamente, el requisito de que P(c) =/(c) significa que la grafica de P debe pasar 
por el punto (c,/(c)). Por supuesto, hay muchos polinomios cuyas graficas pasan por el 
punto (c,/(c)). La tarea es encontrar un polinomio cuya grafica se parezca a la grafica de 
/en la cercania de este punto. Una manera de hacer esto es imponer el requisito adicional 
de que la pendiente de la funcion polinomial sea la misma que la pendiente de la grafica 
de/en el punto (c,/(c)). 

P '(c) = /'(c) Las graficas de / y P tienen la misma pendiente en (c,/(c)). 

Con estos dos requisitos se puede obtener una aproximacion lineal simple a / como se 
muestra en la figura 9.10. 


EJEMPLO I Aproximacion a f(x) = e x mediante un polinomio 
de primer grado 

Dada la funcion f(x) = e x , encontrar una funcion polinomial de primer grado 
P/x) = a 0 + a t x 

cuyo valor y pendiente en x = 0 coincidan con el valor y la pendiente de /. 


y Ax) = e* 



P, es la aproximacion polinomial de 
primer grado de f(x) = e x 

Figura 9.11 


Solucion Como f(x) = e x y f'(x) = e x , el valor y la pendiente de/en x = 0 estan dados 
por 

/( 0) = e° = 1 

y 

m =e°= 1. 

Como //(x) = a 0 + a x x, se puede usar la condicion P/0) =/(0) para concluir que 
a 0 = 1. Es mas, como P, '(x) = a x , se puede usar la condicion P, '(0) =/'( 0) para concluir 
que a l = 1. Por consiguiente, 

P/x) = 1 + x. 

La figura 9.11 muestra las graficas de P/x) = 1 + x y /(x) = e x . 


CE29 En el ejemplo 1 no es la primera vez que se usa una funcion lineal para aproximar otra fun- 
cion. El mismo procedimiento se uso como base para el metodo de Newton. ■ 
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En la figura 9.12 se puede ver que, en los puntos cercanos a (0, 1), la grafica de 

P j (x) = 1 + X Aproximacion de primer grado. 


y fix) = e x 



P 2 es la aproximacion polinomial de segun- 
do grado para fix) = e x 

Figura 9.12 


esta razonablemente cerca a la grafica de fix) = e x . Sin embargo, al alejarse de (0, 1), las 
graficas se apartan y la precision de la aproximacion disminuye. Para mejorar la aproxi- 
macion, se puede imponer otro requisito todavla: que los valores de las segundas derivadas 
de P y/sean iguales en x = 0. El polinomio de menor grado, P 2 , que satisface los tres re- 
quisites, P 2 (0 ) = /( 0), P 2 '{ 0) = /'( 0) y Pf'iO) = /"(()), puede mostrarse que es 


P 2 {x ) = 1 + x + \x 2 . 


Aproximacion de segundo grado. 


Es mas, en la figura 9.12 se puede ver que P 2 es una mejor aproximacion que P l . Si se con- 
tinua con este patron, requiriendo que los valores de P„{x) y de sus primeras n coincidan 
con las de f(x) = e x en x = 0, se obtiene lo siguiente. 


P„(x) = 1 + x + -x 2 + 


3! 


x 3 + 


+ — x" 
n\ 


Aproximacion de n-esimo grado. 


EJEMPLO 2 Aproximacion a f(x) = e x mediante un polinomio 
de tercer grado 


Construir una tabla que compare los valores del polinomio 


1 


P 3 (x) = 1 + X + —X 2 + —X 3 
con fix) = e x para varios valores de x cercanos a 0. 


Aproximacion de tercer grado. 


Solucion Usando una herramienta de graficacion o una computadora, se pueden obtener 
los resultados mostrados en la tabla. Note que para x = 0, las dos funciones tienen el 
mismo valor, pero al alejarse x del valor 0, la precision de la aproximacion polinomial 
P 3 (x) disminuye. 


X 

-1.0 

-0.2 

-0.1 

0 

0.1 

0.2 

1.0 

e x 

0.3679 

0.81873 

0.904837 

1 

1.105171 

1.22140 

2.7183 

P 3 (x) 

0.3333 

0.81867 

0.904833 

1 

1.105167 

1.22133 

2.6667 


-3 


P 3 es la aproximacion polinomial de tercer 
grado para fix) = e x 

Figura 9.13 



TECNOLOGIA Puede usarse una herramienta de graficacion para comparar la grafi- 
ca del polinomio de aproximacion con la grafica de la funcion/. Por ejemplo, en la figu- 
ra 9. 13 la grafica de 


P 3 (x) = 1 + x + \x 2 + gx 3 


Aproximacion de tercer grado. 


se compara con la grafica de /(x) = e x . Si se tiene acceso a una herramienta de grafi- 
cacion, se puede tratar de comparar las graficas de 


P 4 (x) = 1 + x + \x 2 + \x 3 + j^x 4 

P 5 (x) = l + x + \x 2 + lx 3 + t^x 4 + p|oX 5 

P 6 (x) = 1 + X + ^X 2 + |x 3 + yjx 4 + 120X 5 + 720X 6 


Aproximacion de cuarto grado. 
Aproximacion de quinto grado. 
Aproximacion de sexto grado. 


con la grafica de/. ^,Que se nota? 
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CAPITULO 9 Series infinitas 



Brook Taylor (1685-1731) 

Aunque Taylor no fue el primero en buscar 
aproximaciones polinomiales para funciones 
trascendentes, su trabajo, publicado en 
1 7 1 5, fue una de las primeras obras acerca 
de la materia. 


Polinomios de Taylor y de Maclaurin 

La aproximacion polinomial de fix) = e x dada en el ejemplo 2 estaba centrada en c = 0. 
Para aproximaciones centradas en un valor arbitrario de c, es conveniente escribir el poli- 
nomio en la forma 

P n (x) = a 0 + afx — c) + a 2 (x — c) 2 + a 3 (x — c) 3 + ■ ■ • + a n (x — c)". 

En esta forma, las derivadas sucesivas dan como resultado 

P„'(x) = a ] + 2 a 2 {x — c) + 3 a 3 {x — c) 2 + • ■ ■ + na n ( x — c)" -1 
P„"(x) = 2 a 2 + 2{3a^)(x — c) + ■ ■ ■ + n{n — 1 )a n (x — c) n ~ 2 
P n "'{x) = 2 ( 303 ) + • ■ ■ + n(n — 1 )(n — 2 )a n (x — c)" -3 

PPb) = n(n - 1 ){n - 2) ■ • ■ (2)(l)o„. 

Sea x = c, obteniendo entonces 

PJ C ) = a 0 , P„'(c ) = a lt P„"(c ) = 2 a 2 , . . P„ (,,) (c) = n\a„ 

y como el valor de / y sus primeras n derivadas debe coincidir con el valor de P n y sus 
primeras n derivadas en x = c, se sigue que 


f(c) = a 0 , f'(c) = aj, 



n\ 


Con estos coeficientes se puede obtener la definicion siguiente de polinomios de Taylor, 
en honor al matematico ingles Brook Taylor, y polinomios de Maclaurin, en honor al 
matematico ingles Colin Maclaurin (1698-1746). 


W1ULV Los polinomios de Maclaurin 
son tipos especiales de polinomios de 
Taylor en los que c — 0. ■ 


DEFINICIONES DEL P0LIN0MI0 DE TAYLOR Y DE MACLAURIN DE GRADO n 


Si/tiene n derivadas en c, entonces el polinomio 

P,X x ) =/(c) + f'{c)(x - c) + - c) 2 + • • • + ^—^{x - c)' ! 

se llama polinomio de Taylor de grado n para fen el punto c. Si c = 0, entonces 


Pjx) =/( 0) + f'(0)x + =®x 2 + ^ x 3 + 


• + 


/!^o) „ 


7.! 


tambien se llama polinomio de Maclaurin de grado n para /. 


EJEMPLO 3 Un polinomio de Maclaurin para f(x) = e x 


Encuentre el polinomio de Maclaurin de grado n para f{x) = e x . 


PARA MAYOR INFORMACI ON 
Para ver como usar series para obtener 
otras aproximaciones para e, ver el 
artfculo “Novel Series-based 
Approximations to e” de John Knox y 
Harlan J. Brothers en The College 
Mathematics Journal. 


Solucion De la discusion en la pagina 651, el polinomio de Maclaurin de grado n para 
fix) = e x esta dado por 

P (jt) = 1 + X + XT.X 2 + ^TX 3 + • ■ ■ + ' x". 

2 ! 3 ! n\ 
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EJEMPLO 4 Encontrar polinomios de Taylor para In x 

Encontrar los polinomios de Taylor P {) , I\ , P 2 , P 3 y P 4 para fix) = In x centrado en c = 1. 


Solucion Desarrollando respecto a c = 1 se obtiene lo siguiente. 


fix) = In X 

fi 1) = lnl = 0 

2; 

ii 

* | — 

/'(1) = Y= 1 

fix) = l - 

x z 

fV) - 

2’ 

fix) = =5 

X J 

n i) = ft = 2 

II 

1 

/ (4) (1) = -fi = - 


Por consiguiente, los polinomios de Taylor son como sigue. 

P 0 (x) =/( 1) = 0 

PM =/(l) +/'( l)(x- 1) = (x- 1) 

PM =/(i) + /'( i)(* - i) + - i) 2 

= U - i) - f (x - i ) 2 

pM) =/(i) +/'0)(* - i) + (* - i) 2 + - i) 3 

= (x - 1) - |(x - l) 2 + |(x - l) 3 

PM =/(D + /'(D(* - 1) + ^(x - l) 2 + ^(x - l) 3 


= (x - 1) - |(x - l) 2 + | (x - l) 3 - |(x - l) 4 

La figura 9.14 compara las graficas de / J h P 2 , P 3 y P 4 con la grafica de /(x) = lnx. 
Notar que cerca de x = 1 las graficas son casi indistinguibles. Por ejemplo, P 4 (0.9) ~ 
-0.105358 yln(0.9) * -0.105361. 


y 



y 



y 



Cuando n aumenta, la grafica de P„ se convierte en una mejor aproximacion de la grafica de /(x) = In x cerca de x = 

Figura 9.14 





1 
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y 


2 -- 

f(x) = COS X 



En la cercania de (0, 1), la grafica de P 6 
puede usarse para aproximar la grafica de 
/( x) = cosx 

Figura 9.15 


y 



En la cercania de (77-/6, 1/2), la grafica de 
P 3 puede usarse para aproximar la grafica 
de /(x) = senx 

Figura 9.16 


EJEMPLO 5 Encontrar los polinomios de Maclaurin para cos x 

Encontrar los polinomios de Maclaurin P 0 , P 2 , P 4 y P 6 para fix) = cos x. Usar P 6 (x) para 
aproximar el valor de cos (0.1). 

Solucion Desarrollando respecto de c = 0 se obtiene lo siguiente. 


/(x) = cos X 

m = 

cos 0=1 

f'(x ) = — sen x 

m = 

- sen 0 = 0 

f"{x) = — cos X 

no) = 

— cos 0 = — 1 

f"\x) = senx 

/'"( 0 ) = 

sen 0 = 0 


A traves de repetida derivation puede verse que el patron 1 , 0, — 1 , 0 se repite y se 
obtienen los polinomios de Maclaurin siguientes. 

P 0 (x) = 1, P 2 (x) = 1 - ^jx 2 , 

P 4 (x) = 1 - jf x 2 + jf 4 , P 6 (x) = 1 - ^y.x 2 + j^x 4 - ^yx 6 

Usando P 6 (x), se obtiene la aproximacion cos (0.1) ~ 0.995004165, que coincide con el 
valor de la herramienta de graficacion a nueve decimales. En la figura 9.15 se comparan 
las graficas de f(x) = cos x y P 6 . 

Notar que en el ejemplo 5 los polinomios de Maclaurin para el cos x solo tienen poten- 
cias pares de x. Similarmente, los polinomios de Maclaurin para sen x solo tienen po- 
tencias impares de x (ver ejercicio 17). Esto generalmente no es verdad para los poli- 
nomios de Taylor para sen x y cos x desarrollados respecto de c A 0, como se puede ver 
en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 6 Encontrar un polinomio de Taylor para sen x 

Encontrar el tercer polinomio de Taylor para f(x) = senx, desarrollado respecto de 
c = 77/6. 

Solucion Desarrollando respecto de c = 77/6 se obtiene lo siguiente. 


f{x) = sen x 
f'(x) = cos x 
f"(x) = — sen x 
f"'{x) = —cos x 


f 


77 1 

= Sen 6 = 2 


/if 1= 


f" 


r 


-sen 


6 2 
77 1 

2 

77 V 3 

= - cos - = -_ 


Asf, el tercer polinomio de Taylor para f(x) = senx, desarrollado respecto a c = 77/6, es 

I tt\ 




77 


77 


f 


_ 1 73/ 77\ 1 

2 + 2 [ X 6 j 2(2!) 


2 ! 


-f' ,+ 


r 


73 ( 
2(3!) V 

La figura 9.16 compara las graficas de /(x) = senx y P 3 . 


77 \ 2 
X ~ ~6 


31 

77\3 

X “ 6 j 


-7 
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Los polinomios de Taylor y de Maclaurin pueden usarse para aproximar el valor de 
una funcion en un punto especffico. Por ejemplo, para aproximar el valor de ln(l.l), se 
pueden usar los polinomios de Taylor para fix) = lnx desarrollados respecto de c = 1, 
como se muestra en el ejemplo 4, o se pueden usar los polinomios de Maclaurin, como se 
muestra en el ejemplo 7. 

EJEMPLO 7 Aproximacion por polinomios de Maclaurin 

Usar un polinomio de Maclaurin para aproximar el valor de ln(l.l). 

Solucion Como 1 . 1 esta mas cerca de 1 que de 0, se deben considerar polinomios de 
Maclaurin para la funcion g(x) = ln(l + x). 


g(x) = ln(l + x) 

g ( 0 ) = ln(l + 0 ) = 0 

g'ix ) = (1 + *)~ l 

g '( 0 ) = (i + o )- 1 = 1 

g"(x) = -(1 + x)~ 2 

g '( o ) = -d + 0 )“ 2 = -1 

g'"(x) = 2(1 + x )“ 3 

g m (0) = 2(1 + 0)- 3 = 2 

g ( 4 ) ( x ) = - 6(1 + x )~ 4 

g ( 4 )( 0 ) = - 6(1 + 0)- 4 = -6 


Notar que se obtienen los mismos coeficientes que en el ejemplo 4. Por consiguiente, el 
polinomio de Maclaurin de cuarto grado para g(x) = ln(l + x) es 


P 4 (x) = g(0) + g'{ 0)x + 




2 ! 


3! 


-x 3 + 


4! 


1 , , 1 3 1 4 

= x — ~x~ + —x — ~x . 

2 3 4 

Por consiguiente, 

ln(l.l) = ln(l + 0.1) « P 4 (0.1) 


0.0953083. 


Verificar que el polinomio de Taylor de cuarto grado (del ejemplo 4), evaluado en 
x = 1 . 1 , da el mismo resultado. ^ ■ 


n 

^(0.1) 

i 

0.1000000 

2 

0.0950000 

3 

0.0953333 

4 

0.0953083 


La tabla a la izquierda ilustra la precision de la aproximacion del polinomio de Taylor 
al valor que da la herramienta de graficacion para ln(l.l). Se puede ver que conforme n 
crece, P n (0.1) tiende al valor de la herramienta de graficacion que es 0.0953102. 

Por otro lado, la siguiente tabla ilustra que conforme se aleja uno del punto de desa- 
rrollo (o de expansion) c = 1, la precision de la aproximacion disminuye. 


Aproximacion de ln(l + x) mediante un polinomio de Taylor de cuarto grado 


X 

0 

0.1 

0.5 

0.75 

1.0 

ln(l + x) 

0 

0.0953102 

0.4054651 

0.5596158 

0.6931472 

P 4 (x) 

0 

0.0953083 

0.4010417 

0.5302734 

0.5833333 


Estas dos tablas ilustran dos puntos muy importantes sobre la precision de los poli- 
nomios de Taylor (o de Maclaurin) para su uso en aproximaciones. 

1. La aproximacion es normalmente mejor en los valores de x cercanos a c que en valores 
alejados de c. 

2. La aproximacion es generalmente mejor para los polinomios de Taylor (o de Maclau- 

rin) de grado mas alto que para los de grado mas bajo. 
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CAPITULO 9 


Series infinitas 


Residuo de un polinomio de Taylor 

Una tecnica de aproximacion es de poco valor sin alguna idea de su precision. Para medir 
la precision de una aproximacion al valor de una funcion fix) mediante un polinomio de 
Taylor P n ix), se puede usar el concepto de residuo R n (x) . definido como sigue. 



Asi, R n (x) = fix) ~ R n (x) . El valor absoluto de Rfx) se llama error de la aproximacion. 
Es decir, 


Error = |/f„(x)| = | fix) - P„(jc)|. 


El siguiente teorema da un procedimiento general para estimar el residuo de un poli- 
nomio de Taylor. Este importante teorema es conocido como el teorema de Taylor, y el 
residuo dado en el teorema se llama formula del residuo de Lagrange. (La demostracion 
del teorema es larga, y se da en el apendice A.) 


TEOREMA 9.19 TEOREMA DE TAYLOR 


Si una funcion /es derivable hasta el orden n + 1 en un intervalo I que contiene a c, 
entonces, para toda x en /, existe z entre x y c tal que 

fix) = fic) + f'icfix - c) + ~ cf + • • • + ^ ^ C \x - c)" + R n ix) 


donde 

J? ( x ) = l - c ) h +1 

lA> in + l)! 1 c> • 


VUILV Una consecuencia util del teorema de Taylor es que 

KM I ^ ^ +1)! m4x l/ ( " +1) MI 

donde max|/^' I + 1 *(z)| es el valor maximo de f^ n + 1 \z) entre x y c. ■ 

Para n = 0, el teorema de Taylor establece que si / es derivable en un intervalo I conte- 
niendo c, entonces, para cada x en /, existe z entre x y c tal que 

fix) = fic) +fiz)ix - c) o f'iz ) = — 

X — c 

;,Rcconoce este caso especial del teorema de Taylor? (Es el teorema del valor medio.) 

Al aplicar el teorema de Taylor, no se debe esperar poder encontrar el valor exacto de 
z. (Si se pudiera hacer esto, no serfa necesaria una aproximacion.) Mas bien, se trata de 
encontrar limites para p " + P(z) a partir de los cuales se puede decir que tan grande es el 
resto Rjx). 
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EJEMPLO 8 Determinar la precision de una aproximacion 

El polinomio de Maclaurin de tercer grado para sen x esta dado por 



Usar el teorema de Taylor para aproximar sen (0.1) mediante P 3 (0.1) y determinar la pre- 
cision de la aproximacion. 


Solution Aplicando el teorema de Taylor, se tiene 


x , , x 

sen x = x — — + R^(x) = x — — + 




3! 


3! 


4! 


ViilLV Intentar verificar los resulta- 
dos obtenidos en los ejemplos 8 y 9 
usando una herramienta de graficacion. 
En el ejemplo 8, se obtiene 

sen (0.1) = 0.0998334. 

En el ejemplo 9, se obtiene 

P 3 (1.2) = 0.1827 


y 

ln( 1 .2) « 0.1823. ■ 


donde 0 < z < 0. 1 . Por consiguiente, 
(0.1)3 


sen (0.1) = 0.1 - 


3! 


0.1 - 0.000167 = 0.099833. 


Como f^\z) = sen z, se sigue que el error |/? 3 (0. 1) | puede acotarse como sigue. 


0 < /C(0.1) = S -^ (0.1) 4 < = 0.000004 


4! 


4! 


Esto implica que 

0.099833 < sen (0.1) = 0.099833 + R 3 (x) < 0.099833 + 0.000004 
0.099833 < sen (0.1) < 0.099837. 


EJEMPLO 9 Aproximar un valor con una precision determinada 

Determinar el grado del polinomio de Taylor P n (x ) desarrollado respecto de c = 1 que 
debe usarse para aproximar ln(1.2) de manera que el error sea menor que 0.001. 


Solution Siguiendo el modelo del ejemplo 4, se puede ver que la derivada de orden 
(n + 1) de f(x) = In x esta dada por 


Usando el teorema de Taylor, se sabe que el error |/?„( 1 .2) | esta dado por 
f (n + l) {z). 


K(l-2)| 


(n + 1)! 


(1.2 - l) n + 1 


n\ 

1 

- z n+ 1 

(n + 1)!_ 


( 0 . 2)" +1 


( 0 . 2)"+ 1 
z n + 1 (n + 1) 


donde 1 < z < 1.2. En este intervalo, (0.2 )" +1 /[z" + 1 (n + 1)] es menor que (0.2)" +1 / 
(n + 1) . As! pues, se busca un valor de n tal que 

(0 2 )" + 1 

, < 0.001 O 1 000 < (n + 1)5" + '. 

(n + 1) 

Por ensayo y error, puede determinarse que el menor valor de n que satisface esta desigual- 
dad es n = 3. Por tanto, se necesita el polinomio de Taylor de tercer grado para lograr la 
precision deseada al aproximar ln(1.2). ^ m 
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1091 Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, asociar la aproximacion polinomial de 
Taylor para la funcion fix) = e - * 2 / 2 con la grafica correcta. 
[Las graficas se etiquetan a), b), c) y d).\ 




1 - g(x) = ~\x 2 + 1 

2. g(x) = |x 4 - lx 2 + 1 

3. g(x) = e _1/2 [(x + 1) + 1] 

4. g(x) = e~ 1/2 \ji{x - l) 3 - (x - 1) + l] 

En los ejercicios 5 a 8, encontrar una funcion polinomial de 
primer grado P 1 cuyo valor y pendiente coincidan con el valor y 
pendiente de / en x = c. Usar una herramienta de graficacion 
para representar graficamente / y P v ;,C6mo se le llama a Pft 

5. fix) = -7=, c = 4 

Vj' 

7- fix) = sec x, c = — 


6- fix) = 3r , c ~ 8 

</x 

77 

8. fix) = tan x, c = — 


Analisis grafico y numerico En los ejercicios 9 y 10, usar una 
herramienta de graficacion para representar graficamente / y su 
aproximacion polinomial de segundo grado P 2 en x = c. 
Completar la tabla que compara los valores de / y P 2 . 


9- fix) = A=, c = 1 

y/X 

p 2 ix) = 4 — 2(x — 1) + |(x — l) 2 


X 

0 

0.8 

0.9 

1 

1.1 

1.2 

2 

fix) 








p 2 ix) 









10. fix) = sec x, c = — 


P 2 (x) 

— x/2 + 

V2(x - 

-;) + 


H) 

2 

Jt 

-2.15 

0.585 

0.685 

77 

4 

0.885 

0.985 

1.785 

fix) 








!\ix) 









11. Conjetura Considerar la funcion fix) = cos x y sus poli- 

nomios de Maclaurin P 2 , P 4 y P 6 (ver ejemplo 5). 

a) Usar una herramienta de graficacion para representar grafi- 
camente/y las aproximaciones polinomiales indicadas. 

b ) Evaluar y comparar los valores de f("\ 0) y Pjf\ 0) para 
n = 2, 4 y 6. 

c) Usar los resultados del apartado b) para hacer una conjetura 
sobre /*” ( (0) y pW(0). 

12. Conjetura Considerar la funcion fix) = xV 1 . 

a) Encontrar los polinomios de Maclaurin P 2 , P 3 y P 4 para /. 

b) Usar una herramienta de graficacion para representar f, P 2 , 
p 3 y p 4- 

c) Evaluar y comparar los valores de f("\ 0) y P^ ,!) (0) para 
n = 2, 3 y 4. 

c/) Usar los resultados del apartado c) para hacer una conjetura 
sobre f("\ 0) y P,|"*(0). 


En los ejercicios 13 a 24, encontrar el polinomio de Maclaurin de 


grado n para la funcion. 

13. fix) = e 3x , n = 4 
15. /(x) = e - */ 2 , = 4 

17. fix) = senx, n = 5 
19. /(x) = xe x , n — 4 

a./W-jff, »-5 

23. /(x) = secx, n = 2 


14. fix) 

= e _j: , n = 5 

16. fix) 

= e"7 3 , n = 4 

18. fix) 

= sernrx, n = 3 

20. fix) 

= x 2 e~ x , n = 4 

22. /(x) 

* 

= , n = 4 

x + 1 

24. fix) 

= tan x, n = 3 


En los ejercicios 25 a 30, encontrar el polinomio de Taylor de 
grado n centrado en c. 

25. fix) = — , n = 3, c = 1 

26. fix) = A, n = 4, c = 2 

27. fix) = ~Jx, n = 3, c = 4 

28. fix) = f/x, n = 3, c = 8 

29. f(x) = lnx, n = 4, c = 2 

30. fix) = x 2 cos x, n = 2, c = tt 
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En los ejercicios 31 y 32, usar un sistema algebraico por 
computadora para encontrar los polinomios de Taylor indicados 
para la funcion /. Representar graficamente la funcion y los poli- 
nomios de Taylor. 


31. f(x ) = tan me 

(a) n = 3, c = 0 

(b) n = 3, c = 1/4 


32. fix) = l/(x 2 + 1) 

(a) n = 4, c = 0 

(b) n = 4, c = 1 


33. Aproximaciones numerical y graficas 

a) Usar los polinomios de Maclaurin //(jc), P 3 (x) y P 5 (x) para 
fix) = senx para completar la tabla. 


X 

0 

0.25 

0.50 

0.75 

1.00 

sen x 

0 

0.2474 

0.4794 

0.6816 

0.8415 

Plix) 






P 3 ix) 






P s (x) 







b ) Usar una herramienta de graficacion para representar 
f(x) = sen x y los polinomios de Maclaurin en el apartado a). 


c ) Describir el cambio en la precision de una aproximacion 
polinomial conforme aumenta la distancia al punto en el que 
se centra el polinomio. 


Para discusion 


34. Aproximaciones numericas y graficas 

a) Usar los polinomios de Taylor /\(x), P^{x) y P 4 (x) corres- 
pondientes a f(x) = e* centrada en c = 1 para completar 
la tabla. 


X 

1.00 

1.25 

1.50 

1.75 

2.00 

e x 

e 

3.4903 

4.4817 

5.7546 

7.3891 

Plix) 






P 2 (x) 






PM 







f\*b) Usar una herramienta de graficacion para graficar 
fix) = e* y los polinomios de Taylor en el inciso a), 
c) Describir el cambio en la precision de aproximaciones 
polinomiales a medida que aumenta el grado. 


Aproximaciones numericas y graficas En los ejercicios 35 y 36, 
a) encontrar el polinomio de Maclaurin / 3 (x) para fix), b ) 
completar la tabla para fix) y / 3 (x), y c ) dibujar las graficas de 
fix) y / 3 (x) en el mismo eje de coordenadas. 


X 

-0.75 

-0.50 

-0.25 

0 

0.25 

0.50 

0.75 

fix) 








PM 









35. fix) = arcsen x 


36. fix) = arctan x 


En los ejercicios 37 a 40, la grafica de y = fix) se muestra con 
cuatro de sus polinomios de Maclaurin. Identiflcar los poli- 
nomios de Maclaurin y usar una herramienta de graficacion 
para confirmar sus resultados. 





En los ejercicios 41 a 44, aproximar la funcion al valor dado de 
x, usando el polinomio encontrado en el ejercicio indicado. 


e ix , /(|), ejercicio 13 
x , /Q), ejercicio 20 
= lnx, /(2.1), ejercicio 29 


= r 2 . 


En los ejercicios 45 a 48, usar el teorema de Taylor para obtener 
una cota superior para el error de la aproximacion. Despues 
calcular el valor exacto del error. 


45. cos(0,3) -l-m* (0J) ‘ 


2 ! 


4! 


I 2 l 3 l 4 

46 . e « 1 + 1+ _ + _ + _ 


(0.4) 3 
2 • 3 
(0-4)3 


47. arcsen (0.4) ~ 0.4 + 

48. arctan(0.4) ~ 0.4 — 


If 

5! 


En los ejercicios 49 a 52, determinar el grado del polinomio de 
Maclaurin requerido para que el error en la aproximacion de la 
funcion en el valor indicado de x sea menor que 0.001. 

49. sen(0.3) 

50. cos(O.l) 

51. e 0 6 

52. ln(l.25) 
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En los ejercicios 53 a 56, determinar el grado del polinomio de 
Maclaurin requerido para que el error en la aproximacion de la 
funcion en el valor indicado de x sea menor que 0.0001. Usar un 
sistema algebraico por computadora para obtener y evaluar las 
derivadas requeridas. 

53. fix ) = ln(x + 1), aproximacion /(0.5). 

54. f(x ) = cos(ttx 2 ), aproximacion /(0. 6). 

55. fix) = e“ TO , aproximacion /( 1.3). 

56. fix) = e~ x , aproximacion /(l). 

En los ejercicios 57 a 60, determinar los valores de x para los 
cuales la funcion pueda reemplazarse por el polinomio de Tay- 
lor si el error no puede ser mayor que 0.001. 

2 3 

57. fix) = e x ~\+x + - — I- — , jc < 0 

J 2! 3! 

58. f{x ) = sen x ~ x — — 

59. fix) = cos jc = 1 - — + 

60. fix) = e~ 2x ~ 1 — 2x + 2x 2 — ^ x 3 


Desarrollo de conceptos 


61. Una funcion elemental se aproxima por un polinomio. En 
sus propias palabras, describir que significa decir que el 
polinomio se desarrollci respecto a c o centrado en c. 

62. Cuando una funcion elemental / es aproximada por un 
polinomio de segundo grado P, centrada en c, ^,que se sabe 
sobre / y P 2 en c? Explicar el razonamiento. 

63. Enumerar la definition de un polinomio de Taylor grado n 
para / centrado en c. 

64. Describir la precision del polinomio de Taylor grado n para / 
centrado en c conforme aumenta la distancia entre c y x. 

65. En general, ^como cambia la precision de un polinomio de 
Taylor cuando el grado del polinomio aumenta? Explicar el 
razonamiento. 

66. Las graficas muestran aproximaciones polinomiales de 
primero, segundo y tercer grados de P 1 , P, y P 3 para una 
funcion /. Etiquetar las graficas de P v P, y P 3 . 


y 



67. Comparacion de los polinomios de Maclaurin 

a) Comparar los polinomios de Maclaurin de grado 4 y grado 5, 
respectivamente, para las funciones fix) = e x y gix) = xe x . 
^,Cual es la relation entre ellos? 


b) Usar el resultado en el apartado a ) y el polinomio de 
Maclaurin de grado 5 para fix) = sen* para encontrar un 
polinomio de Maclaurin de grado 6 para la funcion 
gix) = x sen x. 

c ) Usar el resultado en el apartado a) y el polinomio de Mac- 
laurin de grado 5 para fix) = sen* para encontrar un po- 
linomio de Maclaurin de grado 4 para la funcion 
gix) = (sen x)/x. 

68. Derivation de los polinomios de Maclaurin 

a) Derivar el polinomio de Maclaurin de grado 5 para f{x) = 
sen x y comparar el resultado con el polinomio de Maclaurin 
de grado 4 para gix) = cos x. 

b ) Derivar el polinomio de Maclaurin de grado 6 para 
fix) = cosv y comparar el resultado con el polinomio de 
Maclaurin de grado 5 para gix) = sen x. 

c) Derivar el polinomio de Maclaurin de grado 4 para fix) = e x . 
Describir la relation entre las dos series. 

69. Razonamiento grafico La figura muestra la grafica de la fun- 
cion fix) = sen (ttx/4) y el polinomio de Taylor de segundo 
grado P 2 ix) = 1 - (it 2 /32)(jc - 2) 2 centrado en x = 2. 


y 



a) Usar la simetrfa de la grafica de/para escribir el polinomio 
de Taylor de segundo grado Q 2 (x) para / centrado en 
x = — 2. 

b ) Usar una traslacion horizontal del resultado en el apartado a) 
para encontrar el polinomio de Taylor de segundo grado 
R-,(x) para/centrado en x = 6. 

c) ^Es posible usar una traslacion horizontal del resultado en el 
apartado a) para escribir el polinomio de Taylor de segundo 
grado para/centrado en x — 4? Explicar su razonamiento. 

70. Demostrar que si/es una funcion impar, entonces su polinomio 
de Maclaurin de grado n contiene solo terminos con potencias 
impares de x. 

71. Demostrar que si/es una funcion par, entonces su polinomio de 
Maclaurin de grado n contiene solo terminos con potencias 
pares de x. 

72. Sea P„ix) el polinomio de Taylor de grado n para / en c. 
Demostrar que P„ic) =/(c) y P^ k \c) =/®(c) para 1 < k < n. 
(Ver ejercicios 9 y 10.) 

73. Redaction La demostracion en el ejercicio 72 garantiza que el 
polinomio de Taylor y sus derivadas coinciden con la funcion y 
sus derivadas en x = c. Usar las graficas y tablas de los ejerci- 
cios 33 a 36 para discutir que pasa con la precision del poli- 
nomio de Taylor cuando uno se aleja d et = c. 
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Series de potencia 


■ Comprender la definition de una serie de potencia. 

■ Calcular el radio y el intervalo de convergencia de una serie de potencia. 

■ Determinar la convergencia en los puntos terminales de una serie de potencia. 

■ Derivar e integrar una serie de potencia. 


Series de potencia 


EXPLORACION 


Razonamiento grafico Usar una 
herramienta de graficacion para 
aproximar la grafica de cada serie de 
potencia cerca de x = 0. (Usar los 
primeros terminos de cada serie.) 
Cada serie representa una funcion 
muy conocida. ^Cual es la funcion? 



(- l)”x" 
n\ 

(- l)”x 2 ” 

(2 n)\ 

(— l)"x 2n+1 
(2 n + 1)! 

(- l)"x 2 ' ,+ 1 
2 n + 1 



2"x" 

n\ 


En la seccion 9.7 se presento el concepto de aproximacion de las funciones por medio de 
polinomios de Taylor. Por ejemplo, la funcion fix) = e x puede ser aproximada por sus 
polinomios de Maclaurin como sigue. 


e? = 1 
e x ~ 1 

1 

e x » 1 
e x » 1 


+ x 


+ JC + — 

2 ! 

2 3 

x z x 4 

+ x + ii + Ji 

x 2 x 3 x 4 

+ X+ 2! + 3! + 4! 

r 2 v 3 r 4 r 5 

+ x + v + y. + » + v 


Polinomio de grado 1 . 
Polinomio de grado 2. 

Polinomio de grado 3. 

Polinomio de grado 4. 

Polinomio de grado 5. 


En esa seccion se vio que la aproximacion es mejor cuanto mayor es el grado del poli- 
nomio. 

En esta y las proximas dos secciones se vera que varios tipos importantes de fun- 
ciones, incluyendo 

f(x) = e x 

pueden ser representadas exactamente por medio de una serie infinita llamada serie de 
potencia. Por ejemplo, la representation de serie de potencia para e x es 


y 2 

^= 1 + x + -+- + 


r 

+ ^! + - 


Para cada numero real x puede mostrarse que la serie infinita a la derecha converge al 
numero e x . Sin embargo, antes de hacer esto se tratan algunos resultados preliminares rela- 
cionados con series de potencias, empezando con la definition siguiente. 

DEFINICION DE SERIES DE POTENCIA 

Si x es una variable, entonces una serie infinita de la forma 

OO 

^ a n x n = a 0 + ape + a 2 x 2 + a 3 x 3 + ■ • ■ + a n x n + ■ ■ • 

«= o 

se llama serie de potencia. De manera mas general, una serie infinita de la forma 

OO 

^ a n (x — c) n = a 0 + a^x — c) + a 2 (x — c) 2 + • • • + a n (x — c) n + • • ■ 

n = 0 

se llama serie de potencia centrada en c, donde c es una constante. 


WiHLV Para simplificar la notation para series de potencia, se establece que (x — c)° = 1, aun 
cuandox = c. ■ 
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EJEMPLO I Series de potencia 

a) La serie de potencia siguiente esta centrada en 0. 

OO X" W Y 2 y-3 

X — 1 A A A 

2^- 1+ -> + y + ^ + - ' ■ 

n = 0 1 ’ A 

b) La serie de potencia siguiente esta centrada en — 1 . 

OO 

2 (~ l)"(x + 1)' ! = 1 — (x + 1) + (x + l) 2 — (x + l) 3 + • ■ ■ 


c ) La serie de potencia siguiente esta centrada en 1. 


OO 1 11 

2 - (x - 1)" = (x - 1) + - (x - l) 2 + - (x - l) 3 + 
11 =] n 


Radio e intervalo de convergencia 

Una serie de potencia en x puede verse como una funcion de x 


Un solo punto 

— + 

c 


Un intervalo 



R R 


La recta real 

► -V 

C 


fix) = 2 a n {x - c) n 

n = 0 

donde el dominio de fe s el conjunto de todas las x para el que la serie de potencia con- 
verge. La determinacion del dominio de una serie de potencia es la preocupacion primaria 
en esta seccion. Claro esta que cada serie de potencia converge en su centra c porque 

OO 

/(c) = 2 U n( C ~ C )" 

n = 0 

= a 0 (l) + 0 + 0 + - ■ • + 0 + ■ ■ ■ 

= a o- 

Asl, c siempre queda en el dominio de/. El importante teorema siguiente establece que el 
dominio de una serie de potencia puede tomar tres formas basicas: un solo punto, un inter- 
valo centrado en c, o toda la recta real, como se muestra en la figura 9.17. Una 
demostracion se da en el apendice A. 


El dominio de una serie de potencia tiene 
solo tres formas basicas: un solo punto, un 
intervalo centrado en c, o toda la recta real 

Figura 9.17 


TEOREMA 9.20 CONVERGENCIA DE UNA SERIE DE POTENCIA 

Para una serie de potencia centrada en c, exactamente una de las siguientes afirma- 
ciones es verdadera. 

1. La serie converge solo en c. 

2. Existe un numero real R > 0 tal que la serie converge absolutamente para 
|x — c| < R, y diverge para |x — c| > R. 

3. La serie converge absolutamente para todo x. 

El numero R es el radio de convergencia de la serie de potencia. Si la serie solo 
converge en c, el radio de convergencia es R = 0, y si la serie converge para todo x, 
el radio de convergencia es R = oo. El conjunto de todos los valores de x para los 
cuales la serie de potencia converge es el intervalo de convergencia de la serie de 
potencia. 
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Para determinar el EJEMPLO 2 Hallar el radio de convergencia 

radio de convergencia de una serie de 

potencia, aplicar el criterio del .Sg 

cociente, como se demuestra en los Hallar el radio de convergencia de ^ n \x". 

ejemplos 2, 3 y 4. 

Solucion Para x = 0, se obtiene 


/( 0 ) = £ n\ 0 " = 1+0 + 0 + - ■ ■ = 1 . 

n = 0 

Para cualquier valor fijo de x tal que \x\ > 0, sea u n = n\x n . Entonces 


Km 

U n+l 

= lim 

ft— >oo 

u„ 

ft— >oo 


(n + l)!x" +1 


n !x” 

= |x| 11m ( n + 1) 


Por consiguiente, por el criterio del cociente, la serie diverge para \x\ > 0 y solo converge 
en su centra, 0. Por tanto, el radio de convergencia es R = 0. 


EJEMPLO 3 Hallar el radio de convergencia 

Hallar el radio de convergencia de 

OQ 

5 3(x - 2)". 

n = 0 


Solucion Para x + 2, sea u n = 3(x — 2)". Entonces 


Km 

n — >oo 


U 


n + 1 


U 


n 


lim 

n — >oo 

llm 

n — »oo 


3(x - 2)' i + 1 
3(pc — 2) n 
\x — 2| 


lx — 2 


Por el criterio del cociente, la serie converge si |x — 2| < 1 y diverge si |x — 2| > 1. Por 
consiguiente, el radio de convergencia de la serie es R = 1 . 


EJEMPLO 4 Hallar el radio de convergencia 


Hallar el radio de convergencia de 

oo (- l)"x 2n + 1 
(2 n + 1 )! ■ 


Solucion Para u n = (— l)"x 2n+1 /{2n + 1)! Entonces 


Km 

n — >oo 


lim 

ft— >oo 


(~l)” +l 


y2n + 3 


(2 n + 3)! 
(- l)”x 2n + 1 
(2 n + 1)! 


Km 

ft— > OO 


(2n + 3)(2n + 2)' 


Para cualquier valor fijo x, este Kmite es 0. Por el criterio del cociente, la serie con- 
verge para todo x. Por consiguiente, el radio de convergencia es R = oo. 
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Convergencia en los puntos terminales 

Notar que para una serie de potencia cuyo radio de convergencia es un numero frnito R, el 
teorema 9.20 no dice nada sobre la convergencia en los puntos terminales del intervalo de 
convergencia. Cada punto terminal debe analizarse separadamente respecto a convergencia o 
divergencia. Como resultado, el intervalo de convergencia de una serie de potencia puede 
tomar cualquiera de las seis formas mostradas en la figura 9.18. 


Radio: 0 

— ♦ 

c 


Radio: oo 


c 


Radio: if 

R 




(c - R, c + R) 


(c - R. c + R] 


Intervalos de convergencia 

Figura 9.18 


R 

[ n- 

L c ' 

[c - if, c + if) 


if 



[c - if, c + if] 


EJEMPLO 5 Hallar el intervalo de convergencia 


Hallar el intervalo de convergencia de ^ 


Solucion Haciendo u n = x" / n se tiene que 




x n+1 

W„+l 

K 

= lfm 

n—>oo 

(n + 1) 
x n 
n 


= lfm 

71— » OO 

nx 



71+1 



— \x\. 




Por tanto, por el criterio del cociente, el radio de convergencia es R = 1 . Y como la serie 
es centrada en 0, converge en el intervalo (— 1, 1). Sin embargo, este intervalo no es nece- 
sariamente el intervalo de convergencia. Para determinar el intervalo se debe analizar la 
convergencia en cada uno de sus puntos terminales. Cuando x = 1, se obtiene la serie 
armonica divergente 


2 


n= 1 


l 

n 


1 1 1 

“ 1 + 2 + 3 + 


Diverge cuando x = 1 . 


Cuando x = — 1 , se obtiene la serie armonica alternada o alternante convergente 


1 


n= 1 


(- 1 )" 

n 


= -1 



Converge cuando x = — 1. 


Por tanto, el intervalo de convergencia para la serie es [— 1, 1), como se muestra en la figu- 
ra 9.19. 


Intervalo: [—1, 1) 
Radio: if = 1 


Figura 9.19 
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EJEMPLO 6 Hallar el intervalo de convergencia 


Hallar el intervalo de convergencia de 


^ (— \) n {x + 1)” 

Zj 9 n 

n = 0 ^ 


Solucion 


Km 

n — >oo 


Haciendo u„ 


Km 

ft— >oo 


= (— l)"(x + l)“/2" se obtiene 

(- l) ,,+ 1 (x + l) ,l + 1 

2 n+l 

(— l)”(x + 1)" 

2 " 


= Km 

n — >oo 


2 n (x + 1) 
2" + 1 


x + 1 
2 


Por el criterio del cociente, la serie converge si |(x + 1)/2| < 1 o \x + 1 1 < 2. Por tanto, 
el radio de convergencia es R = 2. Como la serie esta centrada en x = — 1, converge en el 
intervalo (—3, 1). Ademas, en los puntos terminales se tiene 



OO ( — 

1 )" (- 2 )" 
2 n 

oo 9 n 

= y - = 

jLj 9 « 

oo 

Si 

Diverge cuando x — — 


ft = 0 


ft = 0 ^ 

ft = 0 



y 





Intervalo: (-3, 1) 
Radio: R = 2 

OO ( — 

1 )"( 2 )" 

oo 

2 (- 1 )" 


Diverge cuando x — 1 . 

-f t » ^ 

. 2, 

9 ft 


4 ► x n = 0 


ft = 0 




ambos divergen. Por tanto, el intervalo de convergencia es (—3, 1), como se muestra en la 
Figura 9.20 figura 9.20. 


EJEMPLO 7 Hallar el intervalo de convergencia 


Hallar el intervalo de convergencia de 


OO 

2 

n = 1 


Solucion 

Km 

ft— » oo 


Haciendo u„ 


= Km 

ft— >oo 


= Km 

ft — > OO 


= x"/n 2 se obtiene 

x" +l /(n + l) 2 
x n /n 2 

n L x , , 

(n + l) 2 _ 


Por tanto, el radio de convergencia es R = 1 . Como la serie es centrada en x = 0, converge 
en el intervalo (—1, 1). Cuando x = 1, se obtiene la serie p convergente 


V — - — — — — 

^ n 2 ~ l 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 


+ ■ • • . 


Converge cuando x = 1 . 


Cuando x = — 1 , se obtiene la serie alternada convergente 
£5 (- 1)" _ 1 1 1 1 

2j ~ ~J^ + 22~ 32 + 42 ~ ' ' ' ' Converge cuando x = - 1. 

Por consiguiente, el intervalo de convergencia para la serie dada es [— 1, 1]. — 
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James Gregory (1638-1675) 

Uno de los primeros matematicos que traba- 
jaron con series de potencias fue el escoces 
James Gregory. El desarrollo un metodo de 
series de potencias para interpolar valores 
en una tabla, metodo que uso despues Brook 
Taylor en el desarrollo de los polinomios de 
Taylor y las series de Taylor. 


Derivacion e integracion de series de potencia 

La representation de funciones mediante series de potencias ha jugado un papel importante 
en el desarrollo del calculo. De hecho, mucho del trabajo de Newton con derivacion e inte- 
gration fue realizado en el contexto de las series de potencias especialmente su trabajo con 
funciones algebraicas complicadas y con funciones trascendentes. Euler, Lagrange, Leib- 
niz y Bernoulli usaron ampliamente las series de potencias en calculo. 

Una vez que se ha definido una funcion con una serie de potencia, es natural pregun- 
tarse como se pueden determinar las caracterfsticas de la funcion. (Es continua? ^Deri- 
vable? El teorema 9.21, el cual se establece sin la demostracion, contesta estas preguntas. 


TEOREMA 9.21 PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DEFINIDAS MEDIANTE SERIES 
DE POTENCIA 


Si la funcion dada por 


fix) = 2 a n (x - c) n 

n = 0 

= a 0 + a j(x — c) + a 2 {x — c) 2 + a 3 (x — c) 3 + • ■ ■ 

tiene un radio de convergencia de R > 0, entonces, en el intervalo (c — R, c + R) , f es 
derivable (y por consiguiente continua). Ademas, la derivada y la primitiva o anti- 
derivada de / son como sigue. 


1 - fix) = 2 ««„(■* - c) n 1 

n= 1 

= ctj + 2a 2 (x — c) + 3 a 3 (x — c) 2 + 
^ (x - c)" +1 


2. [fix) dx = C + Yj Q n <A 
J h=o n 


+ 1 


r | / \ . (x - c) 2 (x-cY 

= C + a 0 (x — c) + a x 1- a 2 r 


E1 radio de convergencia de la serie obtenida mediante la derivacion o integracion de 
una serie de potencia es el mismo que el de la serie de potencia original. Sin embar- 
go, el intervalo de convergencia puede diferir como resultado del comportamiento en 
los puntos terminales. 


El teorema 9.21 establece que, en muchos aspectos, una funcion definida me-diante 
una serie de potencia se comporta como un polinomio. Es continua en su intervalo de con- 
vergencia, y tanto su derivada como su antiderivada o primitiva pueden ser determinadas 
derivando e integrando cada termino de la serie de potencia dada. Por ejemplo, la deriva- 
da de la serie de potencia 


= si 


es 


„ X 2 X? X 4 

= l+X+ 2 + 3! + 4! + 


2 3 

f\x)= 1 +(2)§ + (3)fy + (4)fy + 

X 2 X 3 X 4 

= !+ x + — + — + — +■ 


= fix)- 


Notese que f'(x) = f(x). <',Se reconoce esta funcion? 
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EJEMPLO 8 Intervalos de convergencia de f(x), f'(x ) e f f(x ) dx 

Considerar la funcion dada por 

GO -y* ^ y3 

' w -5^- i + t + 3 + "- 

Calcular los intervalos de convergencia para cada una de las siguientes expresiones. 
a) I f(x) dx b) f(x) c ) f'(x) 

Solucion Por el teorema 9.21, se tiene 


f(x) = £ x n 1 

n = 1 

= 1 + X + X 2 + X 3 + 


y 


J 


f{x) dx 


C+ J 


n= 1 


X n+1 

n(n + 1) 


C + 


2 x 3 x 4 

1 • 2 + 2 • 3 + 3 ■ 4 


+ ■ • ■ . 


Por el criterio del cociente, se puede demostrar que cada serie tiene un radio de conver- 
gencia R = 1. Considerando el intervalo (—1, 1), se tiene lo siguiente. 

a) Para $ fix) dx, la serie 

oo -^n + 1 

7 ~r Intervalo de convergencia: [— 1, l] 

„=i »(« + !) 

converge para x = ±l, y su intervalo de convergencia es [—1,1]. Ver figura 
9.21a. 

b ) Para f(x), la serie 

OO y n 

y — Intei'valo de convergencia: [— 1, 1) 

„=1 « 

converge para x = — 1 y diverge para x = 1. Por tanto, su intervalo de convergencia es 
[— 1, 1). Ver figura 9.21 b. 

c) Para f'(x), la serie 

OO 

^ X n 1 Intei'valo de convergencia: (— 1, 1). 

n~ l 

diverge para x = ±1, y su intervalo de convergencia es (— 1, 1). Ver figura 9.21c. 


Intervalo: [—1, 1] 


Intervalo: [—1, 1) 



Intervalo: (-1, 1) 

Radio: R = 1 

r i 1 


Radio: R = 1 

r , 



Radio: R = 1 

I 

L J 

-1 c = 0 1 


L 

-1 c = 0 

1 


\ 

-1 c = 0 

a) 

Figura 9.21 


b) 



c ) 


En el ejemplo 8 parece que de las tres series, la de la derivada, f'(x), es la que tiene 
menor posibilidad de converger en los puntos terminales. De hecho, puede mostrarse que 
si la serie de f'(x) converge en los puntos terminales x = c ± R, la serie de fix) tambien 
converge en ellos. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, establecer donde esta centrada la serie de 
potencia. 


oo 

i. 

n = 0 

fj (a- - 2)” 
A „3 


g (-l)"l -3- ■ • (2n — 1) 
• „A 2"n! 

^ (- 1)”(* - tt) 2 ' 1 

’ n = 0 ( 2 ”) ! 


En los ejercicios 5 a 10, hallar el radio de convergencia de la serie 
de potencia. 


x" 


5 - I (-D'iTTT 

n = o n -r i 

s (44" 

• A ,|2 


9- S 


,, = o( 2 «) ! 


6. £ (4x)" 

/; = 0 

„ ^ (-l)"*" 
A v- 

S (2 n)\x 2n 

' A « ! 


En los ejercicios 11 a 34, hallar el intervalo de convergencia de la 
serie de potencia. (Asegurarse de incluir un analisis de la con- 
vergencia en los puntos terminales del intervalo.) 


ii- 2 


= n \4 


13 « (-D”-r" 

n 


is. y — 

17 ? 


17. 2 (2n)! ( t 


19. y 


(-1)” + 1 jc” 

4 n 


21 ^ - 4 )" 


23. y 

w=0 

oo 

25. J) 

n = 1 
oo 

27. § 


,/9” 

(-1)" + 1 (* - l) n+1 


n + 1 


(* ~ 3)" 


„ = i n + 1 

oo v 3 n + 1 

29. y 


(- 2 *)"' 


12. y 


= n \7 


14. y (— l)" + 1 (n + 1 )ji 


i6. 5; 


(3jc)" 


18. y 


„ = o( 2 «) ! 

(-lyv 


20. y 


=o ( n + !)( n + 2) 
(- 1)" n\(x - 5) n 


3" 


a (x - 3)” + 1 
• „4(« + D4" + 1 


24 2 

i; = 1 

oo 

26. f 


(-1)" + 1 (* - 2)" 


(— 1)" x 


// 2 " 

n v 2 n + 1 


28. y 

n = 0 


2/7 + 1 
(— 1)” jc 2m 


31. £ 

ll= 1 

oo 

32. f 


=o (3« + 1)! 

2 • 3 • 4 • • • (« + l)x n 

n = 1 

2 n 


30. 2 


= i (2w) ! 


n! 

2 • 4 • 6 ■ 


3 • 5 • 7 ■ 


■ (2« + 1)_ 


a (— 1)” + 1 3 • 7 • 11- ■ -(4//- 1 )(jc-3)" 

2j An 

n = 1 ^ 

S n!(x + 1)” 

,k 1 ’ 3 • 5 • • • ( 2,7 - 1 ) 


En los ejercicios 35 y 36, hallar el radio de convergencia de la 
serie de potencia, donde c > 0 y k es un entero positivo. 


S (x - c)"- 1 

A r n - 1 


36. 2 


( kn ) ! 


En los ejercicios 37 a 40, hallar el intervalo de convergencia de la 
serie de potencia. (Asegurarse de incluir un analisis de la con- 
vergencia en los puntos terminales del intervalo.) 


37. 2 


oo / v \ n 


n = 0 'k 


k > 0 


38. 2 


(— 1)" + 1 (x — c) n 


39 g kjk + 1 ){k + 2) • • • jk + n - l)x" k > ( 

„ = i n\ 

V ,l! ( x ~ c)" 

’ „A ! • 3 • 5 • • • (2/7 - 1) 


En los ejercicios 41 a 44, escribir una serie equivalente en la que 
el indice para la suma empiece en n = 1. 


41. V - 

oo r 2n + 1 

43 ‘ „?o(2n+ 1)! 


42. 2 ( l) ,, + 1 (/7 + l)x n 

71 = 0 


44. 2 


j-l) n x 2n+1 
2n + 1 


En los ejercicios 45 a 48, calcular los intervalos de convergencia 
de a) f(x), b) f\x), c) f”(x) y d) f f(x) dx. Incluir una verifi- 
cation para la convergencia en los puntos terminales del inter- 
valo. 


45. f(x) 

46. f(x) 

47. fix) 

48. fix) 


^ (-l)" + 1 (x- 5)" 

n = l n5 ‘' 

Y ( _ 1)” + 1 U “ 1)” +1 
„ = o n + 1 
S (- l) n + 1 (^ - 2)" 


Redaction En los ejercicios 49 a 52, relacionar la grafica de los 
primeros 10 terminos de la sucesion de sumas parciales de la 
serie 


= s 
11=0 



con el valor indicado de la funcion. [Las graficas se etiquetan a), 
b ), c) y d).\ Explicar como eligio su opcion. 


a) S n 
3 -- 
2 — 
1 


I I I I I I I h 


b ) 
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c) s„ 
2 — 


1 


2 4 6 8 


d ) 


I I I I I I I I h 


49. s(l) 50. g( 2) 

51. 2(3.1) 52. 2(- 2) 

Redaction En los ejercicios 53 a 56, relacionar la grafica de los 
primeros 10 terminos de la sucesion de sum as parciales de la 
serie 


OO 

sto = % (2*0" 

#1 = 0 

con el valor indicado de la funcion. [Las graficas se etiquetan a), 
b ), c) y d ).] Explicar como eligio su opcion. 


a) 


A — 
3 - 

2 -- . 
1- 


I I I I I I I I l> 

123456789 


b) 


2.0 — 

1.5 

1.0 

0.5 + 


+4- 

-l 


11111111 + 

123456789 


<0 S„ 


1 . 00 - 


0 . 75 - 

- • * 

0 . 50 - 


0 . 25 - 


-1 

123456789 





d ) 


18 - 

• 

15 - 

• 

12 - 

• 

9 - 

• 

• 

6 - 

• 

• 

3 - 

• 

• 


123456789 



55. 




Desarrollo de conceptos 


57. Definir una serie de potencia centrada en c. 

58. Describir el radio de convergencia de una serie de potencia. 
Describir el intervalo de convergencia de una serie de poten- 
cia. 

59. Describir las tres formas basicas del dominio de una serie de 
potencia. 


Desarrollo de conceptos ( continuacion ) 


60. Describir como derivar e integrar una serie de potencia con 
un radio de convergencia R. ^Tendran las series resultantes 
de las operaciones de derivacion e integration un radio de 
convergencia diferente? Explicar. 

61. Dar ejemplos que demuestren que la convergencia de una 
serie de potencia en los puntos terminales de su intervalo de 
convergencia puede ser condicional o absoluta. Explicar su 
razonamiento. 


Para discusion 


62. Escribir una serie de potencia que tenga el intervalo de la 
convergencia indicado. Explicar su razonamiento. 

a) (-2,2) b) (-1, 1] c) (-1,0) d) [-2,6) 


a) Hallar los intervalos de convergencia de / y g. 

b) Mostrar que fix) = g(x). 

c) Mostrar que g '(x) = —fix). 

d) Identificar las funciones / y g. 

OO Y n 

64. Sea fix) = ^ — . 

« = o n - 

a) Hallar el intervalo de convergencia de /. 

b) Demostrar que f'(x) =/(x). 

c) Demostrar que /( 0) = 1 . 

d) Identificar las funciones /. 

En los ejercicios 65 a 70, demostrar que la funcion representada 
por la serie de potencia es una solucion de la ecuacion diferencial. 


65. y = ^ 


(- l)”x 2,1+1 

,^o (2 n + 1)! 


y" + y = 0 


66 - y = 2 


(-1)” x 2 ‘ 

(2 «)! 


67. y = f 


„=o (2n + 1)!’ 


y’+y = 0 

y"~y = o 


68- y = 2 


«=o (2«)!’ 


y"~y = o 


69 - y = S y"-*y'-y = o 

70 , = , , v (-O' 1 * 4 " 

y 2 2 "n! • 3 • 7 • 11 • • • (4n - 1) 

71. Funcion de Bessel La funcion de Bessel de orden 0 es 


y"+ x 2 y = 0 


, M = v 

oW +o 2 2<: (A:!) 2 • 

a) Mostrar que la serie converge para todo x. 

b ) Mostrar que la serie es una solucion de la ecuacion diferen- 
cial x 2 J 0 " + xJ Q ' + x 2 J 0 = 0. 

c) Usar una herramienta de graficacion para representar el poli- 
nomio constituido por los primeros cuatro terminos de J 0 . 

d) Aproximar J 0 dx a una precision de dos decimales. 
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72. Funcion de Bessel La funcion de Bessel de orden 1 es 


7|(x) = 


( — l) k x 2. 


%2 2k+1 k\(k +1)!' 


a) Demostrar que la serie converge para todo x. 

b) Demostrar que la serie es una solucion de la ecuacion dife- 

rencial x 2 J l " + xJ x ' + (x 2 — 1) = 0. 

c ) Usar una herramienta de grafiacion para representar el poli- 
nornio constituido por los primeros cuatro terminos de J l . 

d) Mostrar que J 0 '(x) = — (jc) . 

H.V* En los ejercicios 73 a 76, la serie representa una funcion muy 
conocida. Usar un sistema algebraico por computadora para 
representar graficamente la suma parcial S 10 e identificar la fun- 
cion a partir de la grafica. 


oo 

75. f(x) = ^ (— l) n x n , —1 < x < 1 

n = 0 

oo y2/i ^ 

77. Investigation El intervalo de convergencia de la serie geo- 


metrica ^ 


es ( — 4, 4). 


a) Hallar la suma de la serie cuando x = 2 . Usar una herra- 
mienta de graficacion para representar graficamente los 
primeros seis terminos de la sucesion de sumas parciales y la 
recta horizontal que representan la suma de la serie. 

b) Repetir el apartado a) para x = — §. 

c) Escribir un parrafo corto comparando el ritmo o velocidad de 
convergencia de las sumas parciales con la suma de la serie en 
los apartados a) y b). ^Como difieren las graficas de las sumas 
parciales cuando convergen hacia la suma de la serie? 

d) Dado cualquier numero real positivo M, existe un entero po- 
sitivo N tal que la suma parcial 


2 


5 


> M. 


Usar una calculadora para completar la tabla. 


M 

10 

100 

1 000 

10 000 

N 






78. Investigation El intervalo de convergencia de la serie 

E (3x)"es(-f,y). 

n — 0 


a) Hallar la suma de la serie cuando x = Usar una herra- 
mienta de graficacion para representar graficamente los 
primeros seis terminos de la sucesion de sumas parciales y la 
recta horizontal que representan la suma de la serie. 

b ) Repitir el apartado a ) con x = 

c ) Escribir un parrafo corto comparando el ritmo o velocidad de 
convergencia de las sumas parciales con la suma de la serie en 
los apartados a) y b). ^Como difieren las graficas de las sumas 
parciales cuando convergen hacia la suma de la serie? 


d) Dado cualquier numero real positivo M, existe un entero po- 
sitivo N tal que la suma parcial 


2 

n — 0 




> M. 


Usar una herramienta de graficacion para completar la tabla. 


M 

10 

100 

1000 

10 000 

N 






^Verdadero o falso? En los ejercicios 79 a 82, determinar si la 
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por que o 
dar un ejemplo que demuestre su falsedad. 

OO 

79. Si la serie de potencia ^ a n x n converge para x = 2, entonces 

n = o 

tambien converge para x = — 2. 


80. Es posible encontrar una serie de potencia cuyo intervalo de 
convergencia es [0, oo). 

OO 

81. Si el intervalo de convergencia de ^ a n x n es (— 1, 1), entonces 

n = o 


el intervalo de convergencia de ^ a n ( x — 1)" es (0, 2). 

n = 0 
oo 

82. Si /( x) = ^ o n x n converge para \x\ < 2, entonces 


[' f(x) dx=f -2s-. 

) 0 n ’ „i« + 1 


Y (« + P)! ^ 

„=o + qY* 


tiene un radio de convergencia de R = oo si p y q son enteros 
positivos. 

84. Sea g(x) = 1 + 2 jc + jc 2 + 2x 3 + x A + ■ • • , donde los coefi- 
cientes son c 2n = 1 y c 2n+ 1 = 2 para n > 0. 

a) Hallar el intervalo de convergencia de la serie. 

b ) Hallar una formula explfcita para g(x). 

OO 

85. Sea f(x) = ^ c n x n , donde c n+3 = c n para n > 0. 

n = o 

a) Hallar el intervalo de convergencia de la serie. 

b ) Hallar una formula explfcita para f(x). 


86. 


Demostrar que si la serie 


de potencia 

OO 


tiene un radio 


de convergencia de R, entonces 
vergencia de -Jr. 


^ c n x 2n tiene un radio de con- 


87. Para n > 0, sea R > 0 y c„ > 0. Demostrar que si el intervalo 

OO 

de convergencia de la serie ^ c„(x — x 0 ) n es [jt 0 — R, x 0 + R] 

n = 0 

entonces la serie converge condicionalmente en x 0 — R. 
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Representation de funciones en series de potencia 


■ Hallar una serie geometrica de potencia que representa una funcion. 

■ Construir una serie de potencia aplicando operaciones de series. 



Joseph Fourier (1768-1830) 

Parte de las contribuciones acerca de la re- 
presen tacion de funciones mediante series de 
potencia se deben al matematico frames 
Joseph Fourier. El trabajo de Fourier es 
importante en la historia del calculo, en 
parte porque obligo a matematicos del siglo 
xvm a cuestionar el estrecho concepto de 
funcion que prevalecia entonces. Cauchy y 
Dirichlet fueron motivados por el trabajo de 
Fourier sobre series, y en 1837 Dirichlet 
publico la definition general de una funcion 
que se usa actualmente. 


Series geometricas de potencia 

En esta section y en la proxima, se estudiaran varias tecnicas para hallar una serie de 
potencia que represente una funcion dada. 

Considerar la funcion dada por fix) = 1/(1 — x). La forma de / se parece mucho a la 
suma de una serie geometrica 


a ii< 

ar' 1 = , r < 1. 

1 — r 

En otros terminos, si se toma a = 1 y r = x, una representation de 1/(1 — x), en forma de 
una serie de potencia centrada en 0, es 


OO 

2 

n = 0 


- = 2 x " 

A n = 0 

= 1 + x + x 2 + x 3 + 


X < 1. 


Naturalmente, esta serie representa a /(x) = 1/(1 — x) solo en el intervalo (— 1, 1), mien- 
tras que/esta definida para todo x =£ 1, como se muestra en la figura 9.22. Para represen- 
tar/en otro intervalo, se debe desarrollar otra serie diferente. Por ejemplo, para obtener la 
serie de potencia centrada en — 1 , se podria escribir 


1 _ 1 _ 1/2 _ a 

1 — x 2 — (x + 1) 1 — [(x + l)/2] 1 — r 

lo cual implica que a = yyr=(x+ l)/2. Asl, para |x + 1 1 < 2, se tiene 




n = 0 

r 


1 \/x + 1 

2 


j + ( x + i) + U + i ) 2 + U + i ) 3 + 

2 4 8 


x + 1 < 2 


la cual converge en el intervalo (—3, 1). 



y 



f(x) = ^ x n , dominio: — 1 < x < 1 

n = o 


Figura 9.22 
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Series infinitas 


EJEMPLO I Hallar una serie geometrica de potencia 
centrada en 0 

4 

Hallar una serie de potencia para /(x ) = — ~j~ 2 ’ centra da en 0. 


Division larga 

2 — x + \x 2 — \x 3 + ■ ■ ■ 
2 + x]~4 

4 + 2x 


— 2x 

— 2x — 


x 

x 


2 


2 


+ & 


1 3 1 4 

“ 2 * “ 4 * 


Solucion Escribiendo f(x) en la forma a/{ 1 — r) se obtiene 

4 _ 2 _ a 

2 + x 1 — (—x/2) 1 — r 

lo cual implica que a = 2 y r = —x/2. Por tanto, la serie de potencia para /(x) es 



Esta serie de potencia converge cuando 



lo cual implica que el intervalo de convergencia es (— 2, 2). 

Otra manera de determinar una serie de potencia para una funcion racional como la 
del ejemplo 1 es usar la division larga. Por ejemplo, dividiendo 2 + x en 4, se obtiene el 
resultado mostrado a la izquierda. 


EJEMPLO 2 Hallar una serie geometrica de potencia 
centrada en I 

Hallar una serie de potencia para /(x) = — , centrada en 1 . 


Solucion Escribiendo /(x) en la forma a/(l — i j se obtiene 

I _ 1 _ a 

x 1 — (—x +1) 1 — r 

lo cual implica que a = 1 y r = 1 — x = — (x — 1). Por tanto, la serie de potencia para 
fix) es 


1 

X 


S ar " 

n = 0 

QQ 

2 [-(*- 1 )]" 


QO 

= 2 (- i) n (x - 1)" 

n = 0 

= 1 — (x — 1) + (x — l) 2 — (x — l) 3 + • ■ 

Esta serie de potencia converge cuando 
|x — 1 1 < 1 

lo cual implica que el intervalo de convergencia es (0, 2). 
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Operaciones con series de potencia 

La versatilidad de las series geometricas de potencia se mostrara mas adelante en esta sec- 
cion, despues de una discusion acerca de las operaciones con series de potencia. Estas 
operaciones, usadas con la derivacion y la integration, proporcionan un medio para desa- 
rrollar series de potencia para una gran variedad de funciones elementales. (Por simplici- 
dad, las propiedades siguientes se enuncian para una serie centrada en 0.) 


OPERACIONES CON SERIES DE POTENCIA 

Sea f{x) = 2 a n x' 1 y g(x) = 2 b n x". 

OO 

1. f(kx) = a n k n x 11 

n = 0 
co 

2. fix") = a n x” N 

n = 0 

oo 

3. fix) ± g(x) = ia„ ± b n )x n 

n = 0 


Las operaciones descritas pueden modificar el intervalo de convergencia de la serie 
resultante. Por ejemplo, en la suma siguiente, el intervalo de convergencia de la suma es 
la intersection de los intervalos de convergencia de las dos series originales. 


2 + 2 V2 
n = 0 n = 0 ' ^ 


(-1. l) n (-2,2) 


= 2 


n = 0 



(-1,1) 


EJEMPLO 3 Suma de dos series de potencia 


Hallar una serie de potencia, centrada en 0, para fix) = 


3x - 1 
v 2 — 1 


Solucion Usando las fracciones parciales, se puede escribir f(x) como 


3 * - 1 


v-2 - 


2 1 
+ 


1 X + 1 X — 1 


Sumando las dos series geometricas de potencia 

2 00 

x + I 1 - (-11 n ? 0 


H<i 


1 — 1 oo 

r = 3 =-y x "’ \x\ < 1 

X - l l - X 

se obtiene la serie de potencia siguiente. 


3 * - 1 


. = ^ [2(— 1)" — l]x" = 1 — 3x + x 2 — 3x 3 4- 

J- „ =n 


A _ . . . 


El intervalo de convergencia para esta serie de potencia es (— 1, !)■ 
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EJEMPLO 4 Hallar una serie de potencia mediante integracion 

Hallar una serie de potencia para fix) = In x, centrada en 1 . 


Solucion Por el ejemplo 2, se sabe que 


\ oo 

— = ^ (— l)"(x — 1)”. Intervalo de convergencia: (0, 2). 

* n = 0 


Integrando esta serie se obtiene 


In x = | — dx + C 

n = 0 11 ^ 1 

Haciendo x = 1 , se concluye que C = 0. Por consiguiente, 

oo ( y 1 1 

In* = S (- 1 )" „ + i 

n = o n ~r l 

= (x - 1) _ (x - l) 2 + (x - l) 3 _ (x - l) 4 + 


Intervalo de 
convergencia: (0, 2] 


Notar que la serie converge en x = 2. Esto es consistente con la observacion hecha en la 
seccion precedente de que la integracion de una serie de potencia puede alterar la conver- 
gencia en los puntos terminales del intervalo de convergencia. 


TECNOLOGIA En la seccion 9.7, el polinomio de Taylor de cuarto grado para la fun- 
cion logarltmica natural 


lnx ~ (x — 1) 


(x — l) 2 (x — l) 3 (x — l) 4 
2 3 4 


fue usado para aproximar ln(l.l). 

ln(l.l) - (0.1) - ^(O.l) 2 + |(0.1) 3 - i(0.1) 4 
« 0.0953083 


Se sabe ahora por el ejemplo 4 que este polinomio representa los primeros cuatro ter- 
minos de la serie de potencia para In x. Es mas, usando el resto de la serie alternada o 
alternante, puede determinarse que el error en esta aproximacion es menor que 

Kl ^ N 
= f (O.D 5 
= 0 . 000002 . 


En los siglos xvn y xvm se calcularon tablas matematicas para los logaritmos y para va- 
lores de otras funciones trascendentes. Tales tecnicas numericas estan lejos de ser obso- 
letas, porque es precisamente con estos medios que las modernas herramientas de grafi- 
cacion estan programadas para evaluar funciones trascendentes. 
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Srinivasa Ramanujan (1887-1920) 

Las series que pueden usarse para aproximar 
7i han interesado a matematicos durante los 
liltimos 300 anos. Una serie interesante para 
aproximar Her la descubrio el matematico 
liindu Srinivasa Ramanujan en 1914 (ver 
ejercicio 67). Cada termino sucesivo de la 
serie de Ramanujan agrega aproximada- 
mente ocho digitos mas al valor de 1/jr. 

Para mas informacion sobre el trabajo de 
Ramanujan, ver el articulo“Ramanujan and 
Pi”de Jonathan M. Borwein y Peter B. 
Borwein en Scientific American. 


EJEMPLO 5 Hallar una serie de potencia mediante integracion 

Hallar una serie de potencia para g(x) = arctan x, centrado en 0. 

Solucion Como D x [arctan x] = 1/(1 + x 2 ), puede usarse la serie 


fix) = yctt : = £ (- 1)"*" 

1 X n= 0 

Sustituyendo x 2 para x se obtiene 

1 °° 

fix 2 ) = ~r~r~i = 5 (~ i)"* 2 " 

1 X n = 0 

Por ultimo, integrando, se obtiene 
1 


arctan x = 


1 + X ‘ 


dx + C 


= c + 2 (- 1 )" 


2 n + 1 


= E (- * 1 )" 


2 n + 1 


X 3 + 5 7 + 


Intervalo de convergencia: ( — 1 , 1). 


Sea x = 0, entonces C = 0. 


Intervalo de convergencia: (—1.1). 


Puede mostrarse que la serie de potencia desarrollada para arctan x en el ejemplo 5 
tambien converge (a arctan x) para x = ± 1. Por ejemplo, cuando x = 1, puede escribirse 

1 1 1 

arctan 1 = 1— — + — — — + ■ • ■ 

3 5 7 


7 T 

4' 


Sin embargo, esta serie (desarrollada por James Gregory en 1671) no proporciona una 
manera practica de aproximar tt debido a que converge tan lentamente que se necesitarian 
cientos de terminos para obtener una precision razonable. El ejemplo 6 muestra como usar 
dos series diferentes de arctangente para obtener una aproximacion muy buena de tt usan- 
do unos cuantos terminos. Esta aproximacion fue desarrollada por John Machin en 1706. 


EJEMPLO 6 Aproximacion a 77 mediante una serie 

Usar la identidad trigonometrica 

1 1 TT 

4 arctan - - arctan — = — 
para aproximar el ntimero tt [ver ejercicio 50b], 

Solucion Al usar solo cinco terminos de cada una de las series para el arctan(l/5) y 
arctan( 1/239), se obtiene 

4^4 arctan-^ — arctan ~ 3.1415926 

lo cual coincide con el valor exacto de 7 r con un error menor que 0.0000001. 
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Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 4, calcular una serie geometrica de potencia 
para la funcion, centrada en 0, a) mediante la tecnica mostrada 
en los ejemplos 1 y 2, y b) mediante la division larga. 


1- fix) 
3. fix) 


1 

4 - x 
3 

4 + x 


2- fix) 


1 

2 + x 


4- fix) 



x 


En los ejercicios 5 a 16, hallar una serie de potencia para la fun- 
cion, centrada en c, y determinar el intervalo de convergencia. 


5- fix) = 
7- fix) = 


c = 1 


6. fix) = 


5 — x’ 


c = -3 


1 

3 — x 

, 1 o , C = 0 8. h{x) = - — 1 -T-, c = 0 

1 — 3x 1 — 5x 


9 ■ g(x) = „ 5 C = -3 10. /(x) = 3 


2x - 3’ 
2 


2x - r 


c = 2 


c = 0 ,2 '- fW -3JT2- '- 3 


13- g(*) = 


4x 


x 2 + 2x — 3’ 


c = 0 


* , / \ 3x - 8 

14- g(x) = , 77 c = 0 


15. fix) = 


3x 2 + 5x - 2 
2 


1 — x 2 


c = 0 


16. fix) = 


c = 0 


5 + jc 2 ’ 

En los ejercicios 17 a 26, usar la serie de potencia 

rb = 2(-D"*" 

1 ~ X n =0 

para determinar una serie de potencia, centrada en 0, para la 
funcion. Identificar el intervalo de convergencia. 


17. h(x) = 


18. hix) = 


-2 


1 1 
+ 


. — 1 1 + x 1 — x 

X _ 1 1 

: 2 - 1 _ 2(1 + jc) _ 2(1 - jc) 


19. fix) = - 


1 


(x + l) 2 rfx Lx + 1 


1 


20. fix) = 

21. fix) = ln(x + 1) = 


1 


2 _ 

(x + l) 3 <ix 2 Lx + 1_ 

1 


22. fix) = ln(l - x 2 ) = 
1 


x + 1 

1 

1 + x 


dx 

dx — 


1 


- dx 


23. g(x) = 


25. h(x) = 


x 2 + 1 

1 

4x 2 + 1 


1 — x 
24. fix) = ln(x 2 + 1) 

26. fix) = arctan 2x 


Analisis grafico y numerico En los ejercicios 27 y 28, sea 


X 2 X 3 X- 1 

S " =X " 2 + 3 " 4 + 


xf 

n 


Usar una herramienta de graficacion para conlirmar grafica- 
mente la desigualdad. Despues completar la tabla para confir- 
mar numericamente la desigualdad. 


X 

0.0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

s„ 







ln(x + 1) 







S. + i 








27. S 2 < ln(x + 1) < S 3 

28. S 4 < In (x + 1) < 5 S 


En los ejercicios 29 y 30, a) representar graficamente varias 
sumas parciales de la serie, b) hallar la suma de la serie y su 
radio de convergencia, c) usar 50 terminos de la serie para 
aproximar la suma cuando x = 0.5, y d ) determinar que repre- 
senta la aproximacion y que tan buena es. 


29. J 

n = 1 


(-l)" +1 (x - 
n 


30. | 


(- l)"x 2 " + 1 
(2 n + 1 )! 


D" 


En los ejercicios 31 a 34, relacionar la aproximacion polinomial 
de la funcion fix) = arctan x con la grafica correcta. [Las grafi- 
cas se etiquetan a), b), c) y d).\ 
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En los ejercicios 35 a 38, uasar la serie para f(x) = arctan x para 
aproximar el valor, usando R N < 0.001. 


35. arctan t 
4 

arctan x 2 , 

37. dx 


r 3/4 
5. « 

Jo 


36. I arctan x 2 dx 
r i/2 

38. x 2 arctan x dx 

Jo 

En los ejercicios 39 a 42, usar la serie de potencia 
1 

1 - JC 


2 i*i < i. 


Hallar la representation por medio de una serie de la funcion y 
determinar su intervalo de convergencia. 


39. f(x) = 


1 


(1 - x) 2 


40. fix) = 


(1 - x) 2 


4L = (f^ 2 


42 fix) = X{1 + X) 
‘ f( > (1 - x) 2 


43. Probabilidad Una rnoneda se lanza repetidamente. La proba- 
bilidad que la primera cara ocurra en la n-esima lanzada es 
Pin) = (^) . Cuando este juego se repite muchas veces, el 
numero medio de lanzadas requerido hasta que la primera cara 
ocurra es 

OO 

E{n) = nP(n). 

n=l 

(Este valor se llama valor esperado de n.) Usar los resultados de 
los ejercicios 39 a 42 para encontrar E(n). la respuesta lo 
que se esperaba? ^Por que si o por que no? 

44. Usar los resultados de los ejercicios 39 a 42 para encontrar la 
suma de cada serie. 


, iv ( 2V ’ 

0) 5.1, "U 




Redaccion En los ejercicios 45 a 48, explicar como usar la se- 
rie geometrica 

1 




1 - x 


2 x " 


Ixl < 1 


para encontrar la serie para la funcion. No calcular la serie. 
1 


45. fix) = 
47. fix) = 


1 + x 
5 

1 + x 


46. f(x) = 2 

1 — x 

48. f(x) = ln(l — x) 

x + y 


49. Demostrar que arctan x + arctan y = arctan — para 

1 — xy 

xy ¥= 1 siempre que el valor del lado izquierdo de la ecuacion 
este entre — ir/2 y ir/2. 

50. Usar el resultado del ejercicio 49 para verificar cada identidad. 

, 120 1 7 T 

a) arctan — - arctan — = - 

1 It t 

b) 4 arctan — — arctan = — 

[Sugerencia: Usar el ejercicio 49 dos veces para encontrar 
4 arctan 5. Despues usar el apartado a).] 


En los ejercicios 51 y 52, a) verificar la ecuacion dada, y b ) usar 
la ecuacion y la serie para el arctangente para aproximar i r para 
una precision de dos decimates. 

1 It t 1 It t 

51. 2 arctan — — arctan — = — 52. arctan — + arctan — = — 

2 7 4 2 3 4 

En los ejercicios 53 a 58, calcular la suma de la serie convergente 
usando una funcion muy conocida. Identificar la funcion y 
explicar como se obtuvo la suma. 

1 00 1 

— 54. £ (-1)' 1+1 — 

In \ 3 "n 

OO 9 n OO 1 

55- S(-D" + 1 ^ 56 - T 


53. £ (-1)" + 1 


57. f (-1)" 


1 


2 2n+1 (2 n + 1) 


58. f (-1)" +1 


1 


3 2n ~ l i2n - 1) 


Desarrollo de conceptos 


59. Usar los resultados de los ejercicios 31 a 34 para dar un ar- 
gumento geometrico del porque las series para la aproxima- 
cion de fix) = arctan x tienen solo potencias impares de x. 

60. Usar los resultados de los ejercicios 31 a 34 para hacer una 
conjetura sobre los grados de las series para la aproxima- 
cion de fix) = arctan x que tienen extremos relativos. 

61. Una de las series en los ejercicios 53 a 58 converge a su suma 
a un ritmo rnucho rnenor que las otras cinco series. ^Cual es? 

1 Explicar por que esta serie converge tan lentamente. Usar una 
herramienta de graficacion para ilustrar el ritmo o velocidad 
de convergencia. 

OO 

62. El radio de convergencia de las series de potencia ^ a n x n 

n = 0 

es 3. ^.Cual es el radio de convergencia de la serie 

OO 

^ na n x n ~ l l Explicar el razonamiento. 

n= 1 

oo 

63. Las series de potencia ^ a n x n convergen para |x + 1 1 < 4. 


^,Que se puede concluir acerca de la serie ^ a n 

. , . n=0 

Explicar el razonamiento. 


n + 1 


Para discusion 

64. Encontrar el 

incorrecto. 

error Describir por que el enunciado esta 

oo - — -go 

2 




En los ejercicios 65 y 66, hallar la suma de la serie. 

(-1)" ^ (— l)' 1 tt 2 " + 1 


65. y 


„=o 3"(2« + 1) 


66- X 


,^ 0 3 2 ' 1 + 1 (2n + 1)! 


67. Ramanujan y Pi Usar una herramienta de graficacion para 
demostrar que 

78 S (4m)!(1 103 + 26 390 n) = i_ 

9801,^ o (n!)396 4n ~ i t 
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CAPITULO 9 Series infinitas 


9.10 


Series de Taylor y de Maclaurin 



Colin Maclaurin (1698-1746) 

Se acredita el desarrollo de las series de 
potencia para representar funciones al tra- 
bajo combinado de muchos matematicos de 
los siglos xvn y xvin. Gregory, Newton, 
John y James Bernoulli, Leibniz, Euler, 
Lagrange, Wallis y Fourier contribuyeron a 
este trabajo. Sin embargo, los dos nombres 
mas comunmente asociados con las series de 
potencia son Brook Taylor (1685-1731) y 
Colin Maclaurin. 


■ Hallar una serie de Taylor o de Maclaurin para una funcion. 

■ Hallar una serie binomial. 

■ Usar una lista basica de series de Taylor para hallar otras series de Taylor. 

Series de Taylor y de Maclaurin 

En la seccion 9.9 se obtuvieron series de potencia para varias funciones usando series geo- 
metricas con derivacion o integration termino-por-termino. En esta seccion se estudia un 
procedimiento general para obtener la serie de potencia para una funcion que tiene deri- 
vadas de todos los ordenes. El teorema siguiente da la forma que debe tomar toda serie de 
potencia convergente. 


TEOREMA 9.22 FORMA DE UNA SERIE DE POTENCIA CONVERGENTE 


Si / se representa por una serie de potencias f(x) = 2 a n (x — c)" para todo x en un 
intervalo abierto I que contiene c, entonces a n = f^"\c)/n\ y 

fix) =/(c) + /'(c) (x - c) + ~ c) 2 + ■ ■ ■ + f ^ (x - cY + ■ ■ ■ 


( DEMOSTRACION ) Suponer que la serie de potencia 2 af x — c)" tiene un radio de conver- 
gence R. Entonces, por el teorema 9.21, se sabe que la u-esima derivada de / existe para 
\x — c| < R, y mediante derivacion sucesiva se obtiene lo siguiente. 

Y°\x) = a 0 + a { (x — c) + a 2 (x — c) 2 + a 3 (x — c ) 3 + a 4 {x — c ) 4 + ■ ■ ■ 
f^\x) = a, + 2 a 2 (x — c) + 3 a 2 (x — c ) 2 + 4 a 4 {x — c ) 3 + ■ • ■ 

/®(x) = 2 a 2 + 3!a 3 (x — c) + 4 ■ 3 a 4 (x — c) 2 + • ■ • 

/ (3 *(x) = 3!a 3 + 4!a 4 (x — c) + ■ ■ ■ 


f (n \x) = n\a„ + (n + \)\a n+l {x - c) + • • • 


Evaluando cada una de estas derivadas en x = c se ve que 


/ (0) (c) = 0!a 0 

/ (1) (c) = Hfl, 

/ (2) (c) = 2!o 2 
/ (3) (c) = 3!a 3 

y, en general, f^ n \c) = n\a n . Despejando a n , se encuentra que los coeficientes de las series 
de potencia que representan a f(x) son 


W1ULV Asegurarse de entender el 
teorema 9.22. Este dice que si una 
serie de potencia converge a f(x), la 
serie debe ser una serie de Taylor. El 
teorema no dice que toda serie formada 
con los coeficientes de Taylor a n = 
f (n \c)/n ! converge a /(x). ■ 


f (n \c) 

n ! 


Notese que los coeficientes de la serie de potencia en el teorema 9.22 son precisamente los 
coeficientes de los polinomios de Taylor para f(x ) en c como se definio en la seccion 9.7. 
Por esta razon, la serie se llama serie de Taylor para fix) en c. 
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DEFINICION DE LAS SERIES DE TAYLOR Y DE MACLAURIN 


Si una funcion / tiene derivadas de todos los ordenes en x = c, entonces la serie 
V f (n) ( c \ v- r ( \ i r'( \( \ | . 

y r~ (* - c > =f\c) +f{c)(x - c) + ■ • • + — (x - c)" + • • • 

n = 0 fl1 « ! 

se llama serie de Taylor para f(x) en c. Ademas, si c = 0, entonces la serie es 

serie de Maclaurin para /. 


Si se conoce el patron para los coeficientes de los polinomios de Taylor para una fun- 
cion, se puede desarrollar facilmente el patron para formar la serie de Taylor correspon- 
diente. Por ejemplo, en el ejemplo 4 de la seccion 9.7, se encuentra que el polinomio de 
Taylor de cuarto grado para In x, centrado en 1 , es 

P 4 (x) = (x ~ 1) - |(x - l) 2 + |(x - l) 3 - |(x - l) 4 . 

A partir de este patron se puede obtener la serie de Taylor para In x centrada en c = 1, 

1 (— lV' +1 

(x - 1) - ±(x - l) 2 + ■ ■ ■ + ^ (x - 1)" + ■ ■ ■ . 

2 n 


EJEMPLO I Construction de una serie de potencia 

Aplicar la funcion /(x) = sen x para formar la serie de Maclaurin 

OO 

2 J + 


3! 


3 , / ( 4 , ( 0 ) 4 , 

x J H — — x 4 + 


4! 


y determinar el intervalo de convergencia. 


Solucion La derivation 

sucesiva de /(x) da 

/(x) = senx 

/( 0) = sen 0 = 0 

f'(x) = cos X 

/'( 0) = cos 0 = 1 

f"(x) = —senx 

/"( 0) = — sen 0 = 0 

/ (3) (x) = — cosx 

/(3)(0) = -cos 0 = - 

/ (4, (x) = senx 

/< 4) (0) = sen 0 = 0 

/ (5 Xx) = cos X 

/ (5) ( 0) = cos 0 = 1 


y asf sucesivamente. El patron se repite despues de la tercera derivada. Por tanto, la serie 
de potencia es como sigue. 


2 


n = 0 




oo (_l)» x 2«+l 

4 (2« + D! 


= /( 0) + / (0)x + ~^~x~ + — x 3 + 4 , x 4 + • 

= 0 + (l)x + ~yx 2 + ^px 3 + ~x 4 + JjX 5 + ~x 6 


+ 


(-D 7 + 

~tT x + 


X 3 X 5 X 7 

_X- 3! + 5!~7! + ' 


Por el criterio del cociente puede concluirse que esta serie converge para todo x. 


MS 
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-1, 

x<-% 


2 

sen x , 

\A*l 

1, 

x> ? 


2 


y 



Notar que en el ejemplo 1 no se puede concluir que la serie de potencia converge a sen 
x para todo x. Simplemente se puede concluir que la serie de potencia converge a alguna 
funcion, pero no se sabe con seguridad a que funcion. Esto es un punto sutil, pero impor- 
tante, en relacion con las series de Taylor o de Maclaurin. Para persuadir que la serie 

/(c) + f(c)(x - c) + ^^(x - c) 2 + ■ ■ • + f n \ C \ x - c)" + • • ■ 

podrfa converger a otra funcion que no fuera / recordar que las derivadas se evaluan en un 
solo punto. Puede pasar facilmente que otra funcion coincida con los valores de f "Kx) en 
x = c y discrepe en otros valores de x. Por ejemplo, si se forma la serie de potencia (cen- 
trada en 0) para la funcion mostrada en la figura 9.23, se obtiene la misma serie que en el 
ejemplo 1 . Se sabe que la serie converge para todo x, pero obviamente no puede converger 
tanto hacia f(x) como hacia sen x para todo x. 

Si / tiene derivadas de todos los ordenes en un intervalo abierto I centrado en c. La 
serie de Taylor para / no puede converger para algun x en I. O, aun cuando converja, puede 
no tener f{x) como su suma. No obstante, el teorema 9.19 dice que para cada n. 


r( \ r, * . ,,/ \ / \ . f'\c) ( v f (n \c) 

f W =/(c) +/(c)u - c) + -r-(x - cY + • • • + — 

z! n\ 


(x - c)" + R n {x), 


donde 


RJ X ) 


(n + 1)! 


(x — c)" +1 


Notar que en esta formula del residuo el valor particular de z que hace la formula del 
residuo verdadero depende de los valores de x y n. Si R n —> 0, entonces el teorema siguiente 
dice que la serie de Taylor para / realmente converge en f(x) para todo x en I. 


TEOREMA 9.23 CONVERGENCE DE LAS SERIES DE TAYLOR 


Si lfm R n = 0 para todo x en el intervalo 7, entonces la serie de Taylor para / 

n—>oo 

converge y es igual a /(x). 


fix) = 2 


/ W (c) 


(x — c)' ! . 


( DEMOSTRACION ) p a ra una serie de Taylor, la n-esima suma parcial coincide con el n-esimo 
polinomio de Taylor. Es decir, S n {x) = P n (x). Ademas, como 

p „(x) = fix ) - 7?„(x) 

se sigue que 

lim S n (x) = lim P n (x) 

n— >oo n—>oo 

= lim [/(x) - 77„(x)] 

n—>o o 

= fix) - lim R n (x). 

71— >00 

Asi, para un x, dado, la serie de Taylor (la sucesion de sumas parciales) converge a /(x) 
si y solo si R n (x) — » 0 cuando n —7 oo. ^ _ 


VULV En otras palabras, el teorema 9.23 dice que una serie de potencia formado con los coefi- 
cientes de Taylor a n — f ( "\c)/n \ converge a la funcion de la que se derivo precisamente en aquellos 
valores en los que el residuo tiende a 0 cuando n — > oo. ■ 
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En el ejemplo 1, derivamos la serie de potencia de la funcion del seno y tambien con- 
cluimos que la serie converge a alguna funcion en toda la recta real. En el ejemplo 2 ve- 
remos que la serie realmente converge para sen x. La observacion clave es que aunque el 
valor de z no es conocido, es posible obtener una cota superior para \f " + ^(z) | . 


EJEMPLO 2 Una serie de Maclaurin convergente 

Mostrar que la serie de Maclaurin para f(x) = sen x converge para sen x para todo x. 


Solucion Usando el resultado del ejemplo 1, se necesita demostrar que 


sen x = x — 


x 5 _ 
3! 5! 

es verdad para todo x. Como 


x' 

7! 


(_ 1 )« x 2n+ : 

(2 n + 1)! 


/ ( " + 1, (x) = +sen x 
o 

/(' , + 1) (x) = ±cosx 

se sabe que |/(" + 1 )(z)| — 1 para todo numero real z. Por consiguiente, para cualquier x 
fijo, se puede aplicar el teorema de Taylor (teorema 9.19) para concluir que 


0 < K(x)| 


/ ( " + 1) (z) 

(n + 1)! 


x n + 1 


(n + 1)!' 


De la discusion en la seccion 9. 1 respecto de los ritmos relativos de convergencia de suce- 
siones exponenciales y factoriales, se sigue que para un x fijo 


\r\n+l 

lim 7 7TT = 0. 

n — >oo )/7 + 1) ! 

Por ultimo, por el teorema del encaje o del emparedado, se sigue que para todo x, Rjx) — > 0 
cuando n — > oo. Asf, por el teorema 9.23, la serie de Maclaurin para sen x converge a sen x 
para todo x. 


La figura 9.24 ilustra visualmente la convergencia de la serie de Maclaurin para sen x 
comparando las graficas del polinomio de Maclaurin l\(x), P 3 (x), P 5 (x) y P 7 (x) con la gra- 
fica de la funcion seno. Notar que a medida que el grado del polinomio aumenta, su grafi- 
ca se parece mas a la de la funcion seno. 



Conforme ii aumenta, la grafica de P n se parece mas a la de la funcion seno. 

Figura 9.24 
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Series infinitas 


Las pasos para encontrar una serie de Taylor para fix) en c se resumen a continuation. 


Pasos para encontrar una serie de Taylor 

1. Derivar /( x) varias veces y evaluar cada derivada en c. 

f(c),f'(c),f"(c),f"'(c), ■ ■ ■ ,/M (c), • • • 

Intentar reconocer un patron en estos numeros. 

2. Usar la sucesion desarrollada en el primer paso para formar los coeficientes de 
Taylor a n = p"\c)/n\, y determinar el intervalo de convergencia de la serie de 
potencia resultante 

/(c) +f'(c){x - c) + ^y^(x - c) 2 + • ■ ■ + f - c)" + ■ • • . 

3. Dentro de este intervalo de convergencia, determinar si la serie converge o no a 

/(*)■ 


La determination directa de los coeficientes de Taylor o de Maclaurin usando 
derivation sucesiva puede ser dificil, y el siguiente ejemplo ilustra una manera mas sen- 
cilla para encontrar los coeficientes de manera indirecta usando los coeficientes de una 
serie de Taylor o de Maclaurin conocida. 


EJEMPLO 3 Serie de Maclaurin para una funcion compuesta 

Encontrar la serie de Maclaurin para f{x) = sen x 2 . 


Solution Para encontrar los coeficientes directamente para esta serie de Maclaurin, 
deben calcularse derivadas sucesivas de fix) = sen x 2 . Calculando solamente las dos pri- 
meras, 

f'{x) = 2xcosx 2 y /"(x) = — 4x 2 sen x 2 + 2cosx 2 


puede verse que esta tarea serfa bastante complicada. Afortunadamente hay una alternativa. 
Primero considerar la serie de Maclaurin para sen x encontrada en el ejemplo 1. 

g(x) = senx 

x 3 x 5 x 7 
~*~3! + 5! _ 7! + ’ 

Ahora, como sen x 2 = gix 2 ), puede sustituirse x para x 2 en la serie para sen x y obtener 
sen x 2 = g(x 2 ) 

y6 v 10 yl4 

_ X ~ 3! + '5!" _ ~V. + ‘ ' 


Asegurarse de entender el punto ilustrado en el ejemplo 3. Como el calculo directo de los 
coeficientes de Taylor o de Maclaurin puede ser tedioso, la manera mas practica de encontrar 
una serie de Taylor o de Maclaurin es desarrollar series de potencia para una lista bdsica de 
funciones elementales. A partir de esta lista puede determinarse la serie de potencia para 
otras funciones mediante las operaciones de adicion, sustraccion, multiplication, division, 
derivation, integration o composition con series de potencia conocidas. 
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Series binomiales 

Antes de presentar la lista basica de funciones elementales, construir una serie mas para una 
funcion de la forma fix) = ( 1 + x) k . Esto produce la serie binomial. 

EJEMPLO 4 Serie binomial 

Hallar la serie de Maclaurin para fix) = ( 1 + x) k y determinar su radio de convergencia. 
Asumir que k no es un entero positivo. 

Solucion Mediante derivation sucesiva, se tiene que 


fix) = (1 + a -) a ’ 

/( 0) = 1 

fix) =k( 1 + xf-' 

f( 0) = k 

fix) = k{k — 1)(1 + x ) k ~ 2 

f"i 0) = k(k- 1) 

fix) = fk - l)(>t - 2)(1 + x ) k ~ 3 

no) = f -m- 2 ) 

fix) = k ■ ■ ■ (k — 11 + 1)(1 + x) k ~ n 
cual produce la serie 

f( 0) = k{k - 1) • • ■ {k - n + 1) 

1 + fa + k[k ~ ,,x 2 + . . . + w ■ 

■ ■ (k — n + 1)jc ,! | 


Como a n+ J a n — > 1, puede aplicarse el criterio del cociente para concluir que el radio de 
convergencia es R = 1. Por tanto, la serie converge a alguna funcion en el intervalo 
(- 1 , 1 ). 

Notar que el ejemplo 4 muestra que la serie de Taylor para (1 + x) k converge a algu- 
na funcion en el intervalo (— 1, 1). Sin embargo, el ejemplo no muestra que la serie real- 
mente converge a (1 + x) k . Para hacer esto, podrfa mostrarse que el resto R n (x) converge 
a 0 , como se ilustra en el ejemplo 2 . 



/(X) = -vTTx 

Figura 9.25 


EJEMPLO 5 Hallar una serie binomial 

Hallar la serie de potencia para f(x) = f 1 + x. 


Solucion Usando la serie binomial 

( 1 + ,)* - 1 + fa + ff + *(* - 0<* - 2W + 

se hace k = 5 y se escribe 

X 2x 2 2 • 5r 3 2 • 5 • 

(\ 1 1/3 = 1 4. A _ ^ 1 f f ± 1 . 

1 ’ 3 3 2 2! 3 3 3! 3 4 4! 

la cual converge para — 1 < x < 1 . 


TECNOLOGIA Usar una herramienta de graficacion para confirmar el resultado del 
ejemplo 5. A1 graficar las funciones 

/W -(!+*)'« y r 4 « = i + f-f + f 

en la misma pantalla, debe obtenerse el resultado mostrado en la figura 9.25. 
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Obtencion de la serie de Taylor de una lista basica 

La lista siguiente proporciona las series de potencia para varias funciones elementales con 
los intervalos de convergencia correspondientes. 


Series de potencia para funciones elementales 


Funcion 


— = 1 — (x — 1) + (x — l) 2 — (x — l) 3 + (x — l) 4 — ■ • • 4- (— 1)" (x — 1)" + 


Intervalo de 
convergencia 

0 < x < 2 


1 

1 + x 


= 1— x + x 2 — x 3 + x 4 — x 5 + ■ ■ ■ + (— l)"x" + 


1 < X < 1 


(x - l) 2 (x - l) 3 {x - l) 4 
lnx = (x — 1) + + • 


, l) n , 


0 < x < 2 


e x = 


1+JC+ 2! + 3! + 4! + 5! + - 


+ ~ + 
n\ 


-oo < x < oo 




+ 


{-\) n x 2n+l 
(2 n + 1)! 


— OO < X < oo 


c° s ,-l-- + --- + -- 

3 5 7 9 

X x D x' X 

arctan x = x- y + y- y + — - • 


(-1)”* 2 ” 

( 2 »)! 

(~l)"x 2n+1 
2 n + 1 


— oo < x < oo 


— 1 < x < 1 


arcsenx = x + 


1 • 3x 5 1 • 3 • 5x 7 


+ 


2-3 2-4-5 2 • 4 • 6 • 7 


+ 


(2 n) \x 2n + 1 
(2"n!) 2 (2/i + 1) 


- 1 < x < 1 


k(k - l)x 2 k(k - 1 )(k - 2)x 3 k(k - 1 )(k - 2){k - 3)x 4 
(1 + xf = 1 + kx + — + — + — + 


1 < x < L 


! La convergencia ax — ± 1 depende del valor de k. 


VUILV La serie binomial es valida para los valores no enteros de k. Pero, si k es un entero positi- 
vo, la serie binomial se reduce a un simple desarrollo binomial. ■ 


EJEMPLO 6 Obtencion de una serie de potencia a partir 
de la lista basica 


Hallar la serie de potencia para f(x) = cos Vx- 
Solution Usando la serie de potencia 

, X 2 X 4 X 6 X 8 

cosjc = | - 5 7 + ?T - 5 7 + ^- - • 

puede reemplazarse x por ^Jx para obtener la serie 


cosV* -l-ji + ^-5 + jf- 


Esta serie converge para todo x en el dominio de cos^/x;, es decir, para x > 0. 
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Las series de potencia pueden multiplicarse y dividirse como los polinomios. Despues 
de encontrar los primeros terminos del producto (o cociente), se puede reconocer un 
patron. 


EJEMPLO 7 Multiplication y division de series de potencia 

Hallar los primeros tres terminos distintos de cero de cada una de las series de Maclaurin. 
a) e x arctan x b ) tan x 


Solution 

a) A1 usar las series de Maclaurin para e x y arctan x de la tabla, se tiene 


e * arctan x = \ 1 + J7 + ^ + ^ + ^ + 


* 3 + 5 


Multiplicar estas expresiones y reunir los terminos como se harfa al multiplicar poli- 
nomios. 

1 + x + \x~ + gx 3 + ^ 4 x 4 + ■ ■ ■ 

X — lx 3 + lx 5 — . . . 


x + x 2 + {x 3 + gx 4 + ^x 5 + ■ • 


_ I v 3 _ 1 r 4 I r 5 _ 


+ lx 5 + . . . 


x + x 2 + \x 3 — ^x 4 + ^jx 5 + . . 


Asi, e x arctan x = x + x 2 + kx 3 + 


b) Al usar la serie de Maclaurin para sen x y cos x de la tabla, se tiene 


tan x 


x J x J 
x - T7 + — - 
sen x 3 ! 5 ! 


cos x x 2 x 4 

~~ 2! + 4! ~~ 


Dividir usando la division larga. 


1 — ^-x 2 + - 7 X 4 — • 

2 24 


1 , 2 , 

X + —X + — X + ■ ■ ■ 

3 15 

1 , 1 , 

x “ 6 X + 

1 . 1 , 

x ~ 2* + 24 X 

1 , 1 , 

-x 3 - + • • ' 

1 , 1 , 

-x 3 - -x 5 + ■ ■ • 

5 O 


15 


Asi, tan x = x + lx 3 + itx 5 + ■ ■ ■ 
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EJEMPLO 8 Una serie de potencia para sen 2 x 

Hallar la serie de potencia para f(x) — sen 2 x. 

Solution Reescribir sen 2 x como sigue. 

, 1 — cos 2x 1 cos 2x 

sen- x = = — — 

2 2 2 

Ahora, usar la serie para el cos x. 




cos 2x = 1 


2 2 

2 !' 


g 4 

4!' 


2 6 

6 !' 


2 s 


t! 


1 „ 1 2 , 2 3 , 2 5 , 2 7 „ 

— -cos 2x = — — + — x z — —x 4 4- — x° — — x B + • ■ • 

2 2 2! 4! 6! 8! 


1 1 


sen-x = 


1 _ 1 
2 2 


2 _ 2 _ 23 
2! X " 4!' 


2 5 

6 !' 


2 7 


2! 4! 

Esta serie converge para — oo < x < oo. 


2 , 2 3 2 5 , 2 7 „ 

= —x 2 — — x 4 + — x 6 — — x s + 


Como se menciono en la section precedente, las series de potencia pueden usarse para 
obtener tablas de valores de funciones trascendentes. Tambien son utiles para estimar los 
valores de integrales definidas para las que no pueden encontrarse las antiderivadas o pri- 
mitivas. El ejemplo siguiente demuestra este uso. 


EJEMPLO 9 Aproximacion de una integral definida mediante 
una serie de potencia 


Usar una serie de potencia para aproximar 
-1 

e~ ^ dx 


con un error menor que 0.01. 

Solution Sustituyendo x por — x 2 en la serie para e x se obtiene lo siguiente. 


= 1 — _V"2 

2! 3! 4! 


e x dx = 


X 3 X 5 X 7 X 9 

x 3 + 5 • 2! 7 • 3! + 9 • 4! 


_ 1 J 1_ J_ 

3 + 10 42 + 216 

Sumando los primeros cuatro terminos, se tiene 
-1 

e~ xl dx ~ 0.74 


lo cual, por el criterio de la serie alternada o alternante, tiene un error menor que 

tie ~ 0-005. 


SECCION 9. 10 Series de Taylor y de Maclaurin 


687 


9.10 


Ejercicios 


En los ejercicios 1 a 12, usar la definition para encontrar la serie 
de Taylor (centrada en c) para la funcion. 


En los ejercicios 41 a 44, encontrar la serie de Maclaurin para la 
funcion. (Ver ejemplo 7.) 


1. fix) 

= e 2x , c = 0 

2. fix) = e 3x , c = 0 

41. fix) = a sen a 

42. hix) = a cos a 


3- fix) 

7 T 

= COS X, c = — 

4 

4. fix) = sen a, c = 

43. gix) = 

[sen* A 

» x =£ 0 

44. fix) = 

[ arc sen x 

X 

A + 0 

5. fix) 

= K c = i 

6. fix) = , c = 2 

1 — X 


[l, A = 0 

1 

[i. 

A = 0 


7. fix) = In x, c = 1 

8. f{x) = e x , c = 1 

9. fix) = sen 3x, c = 0 

10. fix) = ln(x 2 +1), c = 0 

11. fix) = sec x, c = 0 (primeros tres terminos distintos de cero) 

12. f(x) = tan x, c = 0 (primeros tres terminos distintos de cero) 

En los ejercicios 13 a 16, demostrar que la serie de Maclaurin 
para la funcion converge a la funcion para toda x. 


13. f[x) = cos x 
15. fix) = senh x 


14. fix) = e 21 
16. fix) = cosh a 


En los ejercicios 45 y 46, usar una serie de potencia y el hecho de 
que i 2 = — 1 para verificar la formula. 

45. gix) = ^ ie' x — e~ ,x ) = sen a 

46. gix) = \ie‘ x + e~' x ) = cos a 

En los ejercicios 47 a 52, encontrar los primeros cuatro terminos 
distintos de cero de la serie de Maclaurin para la funcion, mul- 
tiplicando o dividiendo las series de potencia apropiadas. Usar la 
tabla de series de potencia para las funciones elementales de la 
pagina 684. Usar una herramienta de graficacion para repre- 
sentar graficamente la funcion y su aproximacion polinomial 
correspondiente. 


En los ejercicios 17 a 26, usar la serie binomial para encontrar 
la serie de Maclaurin para la funcion. 


17. fix) = 
19. fix) = 
21. fix) = 


1 


(1 + a) 2 

1 


Vl — X 

1 

V4 + x 2 


18. fix) = 
20. fix) = 
22. fix) = 


1 


(1 + xf 

1 

Vl — x 2 

1 


47. fix) = e x sen x 
49. hix) = cosxln(l + x) 
sen x 
1 + x 


51. g(*) 


48. gix) = e x cos x 
50. fix) = e x ln(l + x) 
e x 


52. fix) = 


1 + x 


23. fix) = yrr* 

25. fix) = yi + x 2 


(2 + a) 3 
24. fix) = f/1 + x 
26. fix) = Vi + a' 3 


En los ejercicios 53 a 56, relacionar el polinomio con su grafica. 
[Las graficas se etiquetan a), b), c ) y d).\ Obtener el factor comiin 
de cada polinomio e identiticar la funcion aproximada por el 
polinomio de Taylor restante. 


a) 


b) 


En los ejercicios 27 a 40, encontrar la serie de Maclaurin para la 
funcion. (Usar la tabla de series de potencia para las funciones 
elementales.) 


27. fix) = e xl ' 2 
29. fix) = ln(l + a) 


28. g( a) = e 3x 
30. fix) = ln(l + a 2 ) 



c) 



= sen 3 a 

32. fix) = sen ttx 




= cos 4 a 
= cos a 3 / 2 

34. fix) = COS 7TA 

4 - 

2- 

/A 


= 2 sen a 3 

= \ie x — e~ x ) = senh a 
= e x + e~ x = 2 cosh a 

-4 



- CN tJ- 
_ 1 1 

ii 




39. fix) = cos 2 a 

40. fix) = senh -1 a = ln(A + ^Jx 2 + 1 ) 


53. y = a 2 - 


3! 


54 ‘ ^ = X " 2! + 4! 


Sugerencia: Integrar la serie para 


V^TT' 


55. y — x + a 2 + 


2 ! 


56. y = a : 


= — v3 


X 3 + Jt 4 
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En los ejercicios 57 y 58, encontrar una serie de Maclaurin para 
fix). 


57. fix) = ) (e“' 2 - 1) dt 

Jo 

58. f[x) = I J 1 + t 3 dt 

Jo 

I En los ejercicios 59 a 62, verificar la suma. Entonces usar una he- 
rramienta de graficacion para aproximar la suma con un error 
menor que 0.0001. 


59. V (-1)' I + 1 - = In 2 

17 


60. y (-1)” 

n = 0 


(2 n + 1)!_ 


= sen 1 


Probabilidad En los ejercicios 77 y 78, aproximar la probabili- 
dad normal con un error menor que 0.0001, donde la probabi- 
lidad esta dada por 


P(a < x < b) 



e xl l 2 dx. 


y 



oo 9 n 

61. y = e 2 

A n I 




En los ejercicios 63 a 66, usar la representation en series de la 
funcion / para encontrar lim fix) (si existe). 

x->0 


63. fix) = 


1 — cosx 


,. J-t ^ senx 

64. f{x) = 

X 


77. P{0 < x < 1) 

78. P(1 < x < 2) 

«9:V En los ejercicios 79 a 82, usar un sistema algebraico por compu- 
tadora para encontrar el polinomio de Taylor de quinto grado 
(centrado en c ) para la funcion. Representar graficamente la 
funcion y el polinomio. Usar la grafica para determinar el inter- 
valo mas grande en que el polinomio es una aproximacion razo- 
nable de la funcion. 


65. fix) = 1 66. fix) = ln(x + 

X X 

En los ejercicios 67 a 74, usar una serie de potencia para apro- 
ximar el valor de la integral con un error menor que 0.0001. (En 
los ejercicios 69 y 71, asumir que el integrando se define como 1 
cuando x = 0.) 


f 1 


f 1/4 

67. dx 

68. 

x ln(x + 1) dx 

Jo 


Jo 

f 1 sen x 


r 

69. dx 

70. 

cos x z dx 

Jo X 


Jo 

f 1 ^ 2 arctan x . 


r 1/2 

71. dx 

72. 

arctan x 2 dx 

Jo x 


Jo 

r 0.3 


r 0.2 

73. V 1 + x 3 dx 

74. 

y 1 + x 2 dx 

J 0.1 


Jo 


Area En los ejercicios 75 y 76, usar una serie de potencia para 
aproximar el area de la region. Usar una herramienta de grafi- 
cacion para verificar el resultado. 



79. fix) = x cos 2x, c = 0 

80. fix) = sen^ln(l + x), c = 0 

81. gix) = V x In x, c — 1 

82. hix) = f/x arctan x, c = 1 


Desarrollo de conceptos 


83. Enunciar los pasos para encontrar una serie de Taylor. 

84. Si / es una funcion par, (,que debe ser verdad acerca de los 
coeficientes a n en la serie de Maclaurin 

OO 

/(■*) = £ a„x n l 

n = Q 

Explicar el razonamiento. 

85. Definir la serie binomial. ^,Cual es su radio de conver- 
gencia? 
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87. Movimiento de un proyectil Un proyectil disparado desde el 
suelo sigue la trayectoria dada por 

y = ( tan 9 ~ k^e) x ~ i ln ( 1 “ ^cte) 

donde v 0 es la velocidad inicial, 6 es el angulo de proyeccion, 
g es la aceleracion debida a la gravedad y k es el factor de retar- 
do causado por la resistencia del aire. Usando la representacion 
de series de potencia 


92. Encontrar la serie de Maclaurin para 

/W = ln T^ 

y determinar su radio de convergencia. Usar los primeros cuatro 
terminos de la serie para aproximar In 3. 

En los ejercicios 93 a 96, evaluar el coeficiente binomial usando 
la formula 


ln(l + x) = x — 



-l < x < 1 


( k\ _ k(k - 1 )(k - 2){k — 3) • • • [k - n + 1) 

\/i / n ! 


verificar que la trayectoria se puede reescribir como 


y = 


(tan 6)x + 


gx 2 

2v 0 2 cos 2 9 


+ 


kgx 3 + 

3v 0 3 cos 3 9 


k 2 gx* + 
4v 0 4 cos 4 9 


donde k es un niimero real, n es un entero positivo, y 



88. Movimiento de un proyectil Usar el resultado del ejercicio 87 
para determinar la serie para la trayectoria de un proyectil lan- 
zado desde el nivel del suelo con un angulo de 9 = 60°, una 
velocidad inicial de v 0 = 64 pies por segundo y un factor de 
retardo k = j^. 

89. Investigacion Considerar la funcion /definida por 


fix) = 


e l P 2 , i^O 
0, x = 0. 


a) Dibujar una grafica de la funcion. 

b ) Usar la forma alternativa de la definicion de la derivada (sec- 
cion 2.1) y la regia de L'Hopital para mostrar que/'(0) = 0. 
[Continuando este proceso, puede mostrarse que /*"*(0) = 0 
para n > 1 .] 

c) Usando el resultado en el apartado b), encontrar la serie de 
Maclaurin para/. ^Converge la serie a/? 

90. Investigacion 

a) Hallar la serie de potencia centrada en 0 para la funcion 
c , ^ ln(x 2 + 1) 

fix) = — • 


b) Usar una herramienta de graficacion para representar gra- 
ficamente f y el polinomio de Taylor de grado ocho P & (x) 
para /. 

c) Completar la tabla, donde 

F{x) = f ln ^ 2 + ^ dt y C(x) = f P g (t) dt. 

Jo ' Jo 


X 

0.25 

0.50 

0.75 

1.00 

1.50 

2.00 

F[x) 







G(x) 








d) Describir la relacion entre las graficas de / y P% y los resul- 
tados dados en la tabla en el apartado c). 
x n 

91. Demostrar que 11m “7 = 0 para todo x real. 

n — >oo n\ 


93. 

95. 


94. 

96. 


-2 

2 

-1/3 

5 


97. Escribir la serie de potencia para (1 + x) k en terminos de los 
coeficientes binomiales. 


98. Demostrar que e es irracional. 


Sugerencia: Asumir que 


e = p/q es racional (p y q son enteros) y considerar 


e=l + l+ ^7+'-'+4 + 

2! n\ 


99. Mostrar que la serie de Maclaurin para la funcion 


g(x) = 


1 — X — X 2 


es 

00 

1 F n x" 

n= 1 

donde F n es el n-esimo numero de Fibonacci con F l = F 2 = 1 
yFn = F n — 2 + F n _ v para n > 3. 

[Sugerencia: Escribir 

x ~ 

r = fl n + a,x + a-,* +■■• 

1 — x - x 2 

y multiplicar cada lado de esta ecuacion por 1 — x — x 2 .) 


Preparacion del examen Putman 


100. Asumir que |/(jc)| < 1 y |/"(x) | < 1 para todo x en un 
intervalo de longitud por lo menos 2. Mostrar que 
\f'[x) | < 2 en el intervalo. 

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition. © 
The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. 
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Ejercicios de repaso 


En los ejercicios 1 y 2, escribir una expresion para el termino 
n-esimo de la sucesion. 


1111 1 

L 2’ 3’ 7’ 25’ 121’ ' 


2 . - - — — 
2’ 5’ 10’ 17’ 


19. Interes compuesto Se hace un deposito de $8 000 en una 
cuenta que gana 5% de interes compuesto trimestral. El balance 
en la cuenta despues de n trimestres es 

I 0.05\" 

A„ = 8 000 I 1 + — I , n = 1, 2, 3, • • • . 


En los ejercicios 3 a 6, relacionar la sucesion con su grafica. [Las 
graficas se etiquetan a), b ), c) y d).\ 


a) 


H — I — i — I — I — I — i — I — I — I— 


b) 


4 


8 10 



c) 


4 -- 

3 

2 

1 


-1 -- 


H — I — I — I — I — I — I — + — I — H 


4 


8 • 10 


d) 


I I I T t ♦ ♦ ♦ ♦ ♦ » 

8 10 


4 


3. a, = 4 + 


5. a„ = lOlOJ)"- * 1 


4 - a n = 4 - j n 


6. a n = 6(- 


r 1 


En los ejercicios 7 y 8, usar una calculadora para representar 
graficamente los primeros 10 terminos de la sucesion. Usar la 
grafica para hacer una inferencia acerca de la convergencia o 
divergencia de la sucesion. Verificar su inferencia analiticamente 
y, si la sucesion converge, encontrar su limite. 


a) Calcular los primeros ocho terminos de la sucesion {A (1 }. 

b ) Hallar el balance de la cuenta despues de 10 anos calculando 
el termino 40 de la sucesion. 

20. Depreciation Una companfa compra una nueva maquina por 
$175 000. Durante los siguientes 5 anos la maquina perdera valor 
a un ritmo o velocidad de 30% por ano. (Es decir, al final de cada 
ano, el valor perdido sera 70% de lo que era al principio del ano.) 

a ) Hallar una formula para el termino n-esimo de la sucesion 
que da el valor V de la maquina en t anos despues de que fue 
comprada. 

b ) Hallar el valor perdido de la maquina despues de 5 anos. 

Analisis numerico, grafico y anaUtico En los ejercicios 21 a 24, 
a) usar una herramienta de graficacion para encontrar la suma 
parcial indicada S k y completar la tabla, y b) usar una herra- 
mienta de graficacion para representar los primeros 10 terminos 
de la sucesion de sumas parciales. 


n 

5 

10 

15 

20 

25 

S n 







2L 2 \2 

n = 1 


23. | 


r 

(-D" +i 

= i (2n)! 


22 . ^ 

11= 1 
OO 

24. 2 


(- 1 )" 


2 n 

1 


n(n +1) 


En los ejercicios 25 a 28, encontrar la suma de la serie conver- 
gente. 


7. a., = 


5 n + 2 


8. a„ = sen- 


En los ejercicios 9 a 18, determinar la convergencia o divergen- 
cia de la sucesion con el termino n-esimo dado. Si la sucesion 
converge, encontrar su limite. ( bye son numeros reales posi- 
tives.) 


9. a„ = (l)' + 3 


_ n 3 + 1 
1L a " n 2 
n 


13. a„ = 


n 2 + 1 


17. a„ = 




10. a=l + 


12. a„ = 


n + 1 


14. a n = — 
In n 


15. a n = Vn + 1 — 16. a n = ( 1 + — 


18. a n = {b n + c") 1/n 


oo /9\« 

25 - 2 f 


27. £ [(0.6)" + (0.8)"] 


oo O/i + 2 

26. y — — 


28. 2 


2 \" 1 

3/ (n + l)(n + 2) 


En los ejercicios 29 y 30, a) escribir el decimal repetido como una 
serie geometrica y b ) escribir su suma como la razon de dos enteros. 


29. 0.09 


30. 0.64 


En los ejercicios 31 a 34, determinar la convergencia o divergen- 
cia de la serie. 


31. 2( 1 - 67 )" 

n=0 

^ (~ l)"n 

,k Inn 


32. 2(°- 67 )'‘ 

n = 0 

oo 1 

34. y ! - 

A 3n + 2 
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35. Distancia Una pelota se deja caer de una altura de 8 metros. 
Cada vez que se deja caer h metros rebota hasta una altura de 
0.7/7. Encontrar la distancia total recorrida por la pelota. 

36. Salario Se tiene un trabajo en el que gana el primer ano un 
sueldo de $42 000. Durante los siguientes 39 anos, se recibira 
5.5% de aumento cada ano. ^Cual serfa la compensacion total en 
un periodo de 40 anos? 

37. Interes compuesto Se hace un deposito de $300 al final de 
cada mes durante 2 anos en una cuenta que paga 6% de interes 
compuesto continuo. Determinar el saldo de la cuenta al final de 
2 anos. 

38. Interes compuesto Se hace un deposito de $125 al final de 
cada mes durante 10 anos en una cuenta que paga 3.5% mensual 
compuesto. Determinar el equilibrio en la cuenta al final de 10 
anos. 


En los ejercicios 39 a 42, determinar la convergencia o divergen- 
cia de la serie. 


3,|!M 


00 1 

4 \?,^ 

«• l (A - i 


En los ejercicios 43 a 48, determinar la convergencia 0 divergen- 
cia de la serie. 


43. f - 

„ = , 5 n - 1 


45. ^ 


1 


47. X 


n = 1 V« 3 + 2n 

1 • 3 • 5 • • • (277 - 1) 


A 2 ■ 4 • 6 ■ (277) 


44. X 

n = 1 


46. X 

n = 1 


n 

Vn 3 + 377 
77+1 
77(77 + 2) 



Analisis grafico y analitico En los ejercicios 61 y 62, a) verificar 
que la serie converge, b) usar una herramienta de graficacion 
para encontrar la suma parcial indicada S n y completar la tabla, 
c) usar una herramienta de graficacion para representar grafi- 
camente los primeros 10 terminos de la sucesion de sumas par- 
ciales, y d) usar la tabla para estimar la suma de la serie. 


n 

5 

10 

15 

20 

25 

S„ 







OO 

61. X« 

n= 1 



00 


62. X 

n = 1 


(— 1)" l n 
7? 3 + 5 


HS 63. Redaccion Usar una herramienta de graficacion para comple- 
tar la tabla para a) p — 2yb)p = 5. Escribir un parrafo corto 
describiendo y comparando los datos en la tabla. 


N 

5 

10 

20 

30 

40 

N 1 

// = 1 






[‘Ufa 

L 







64. Redaccion Se dice que los terminos de una serie positiva pare- 
cen tender a cero muy lentamente cuando n tiende a infinito. (De 
hecho, a 15 = 0.7.) Si no se da otra information, ^,se puede con- 
cluir que la serie diverge? Apoyar la respuesta con un ejemplo. 

En los ejercicios 65 y 66, encontrar el polinomio de Taylor de ter- 
cer grado centrado en c. 

65. f(x ) = e 3x , c = 0 


En los ejercicios 49 a 54, determinar la convergencia o divergen- 
ce de la serie. 


66. f(x) = tan x , c = — — 


ss. f — IV' 


n = 1 


S (~1)"77 

‘ A n 2 - 3 

(-D"» 


53. X 


50. X 


52. X 


(-D"(» + 1) 

n 2 + 1 
(-1)" Vt? 

77 + 1 


OO 

54. X 


n = 2 


(-1)" In 77 3 
77 


En los ejercicios 55 a 60, determinar la convergencia 0 divergen- 
ce de la serie. 


En los ejercicios 67 a 70, usar un polinomio de Taylor para 
aproximar la funcion con un error menor que 0.001. 

67. sen 95° 68. cos(0.75) 

69. ln(1.75) 70. e -°' 25 

71. Un polinomio de Taylor centrado en 0 se usara para aproximar la 
funcion coseno. Encontrar el grado del polinomio requerido para 
obtener la exactitud deseada en cada intervalo. 

Error maximo Intervalo 


55. X 


3 77 - lY 1 


1 \2n + 5 
77 


57. Y — 

k e n 

//- l n 

a 1 • 3 • 5 • ■ • (277 - 1) 
k \ 2 • 5 • 8 • ■ -(377 - 1) 


56. X 

n — ] 

00 ,, ■ 

58. V - 

Zj f>n 


4 n 


„= 1 V 7 ” - 1 

00 yi I 

— 1 e' 


72. 


a) 0.001 [-0.5, 0.5] 

b) 0.001 [-1,1] 

c) 0.0001 [-0.5, 0.5] 

d) 0.0001 [-2,2] 

Usar una herramienta de graficacion para representar grafica- 
mente la funcion coseno y los polinomios de Taylor del ejerci- 
cio 71. 
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En los ejercicios 73 a 78, encontrar el intervalo de convergencia En los ejercicios 95 a 100, encontrar la suma de las series con- 

de la serie de potencias. (Asegurarse de incluir una verification vergentes utilizando una funcion muy conocida. Identificar la 

para la convergencia en los puntos terminales del intervalo.) funcion y explicar como se obtuvo la suma. 


73. £ 



« (- l) n (x - 2)" 

4 (* + l)^ 

OO 

77. ^ n '( x ~ 2 )" 

n = 0 


oo 

74. £ (2x) n 


n = 0 


76. 2 

n = 1 
oo 

78. £ 


3" jx - 2) n 
n 

( x - 2)" 

2" 


En los ejercicios 79 y 80, demostrar que la funcion representada por 
la serie de potencia es una solution de la ecuacion diferencial. 


OO 

79. y = £ (-1)' 
/ 1 = 0 


x 2n 

4" (n!) 2 


x 2 y" + xy’ + x 2 y = 0 


80. 


y = 


^ (-3)” x 2n 
4 2" n\ 


y" + 3xy' + 3y = 0 


En los ejercicios 81 y 82, encontrar una serie geometrica de po- 
tencia centrada en 0 para la funcion. 

*'• sW ■ 

81 * rb 

83. Encontrar una serie de potencia para la derivada de la funcion 
del ejercicio 81. 

84. Encontrar una serie de potencia para la integral de la funcion del 
ejercicio 82. 

En los ejercicios 85 y 86, encontrar una funcion representada 
por la serie y dar el dominio de la funcion. 

2 4 8 

85. 1 + - x + - x 2 + — x 3 + ■ • • 

86. 8 — 2(x — 3) + Ux - 3) 2 - - 3) 3 + ■ ■ ■ 

2 8 


En los ejercicios 87 a 94, encontrar la serie de potencia para la 
funcion centrada en c. 


3 77 

87. fix) = senx, c = — 
89. f{x) = 3\ c = 0 

91. fix) = - c = - 1 

X 

93. gix) — v/l + x, c = 0 


88. fix) = cos x, c = 


90. fix) — esc x, c = — 
(primeros tres terminos) 
92. fix) = Vx, c = 4 

1 


94. hix) = 


(1 + *) 3 


c = 0 


95. 


CO 

2 (-D" + 1 

« = i 


1 

4 n n 


97. 


OO 

2 


n = 0 


l 

2 " n ! 


98. 


CO 

2 


n = 0 


2 ” 

3" n ! 


99. 

100. 


E (- 1 )" 

n = 0 
oo 

E (-D" 


22n 

3 2 " (2u) ! 

1 

3 2n + 1 (2 n + 1)! 


96. ^ (-1)" + 1 

n = 1 


l 

5" n 



Redaction Una de las series en los ejercicios 45 y 57 con- 
verge a su suma a un ritmo o velocidad mas lento que la otra 
serie. ^Cual es? Explicar por que esta serie converge tan despa- 
cio. Usar una herramienta de graficacion para ilustrar el ritmo 
o velocidad de convergencia. 


102. Usar la serie binomial para encontrar la serie de Maclaurin 


para fix) 


1 

v/ 1 + .Y 3 


103. Construyendo series de Maclaurin Determinar los prime- 
ros cuatro terminos de la serie de Maclaurin para e 2x 

a) usando la definition de la serie de Maclaurin y la formula 
para el coeficiente del termino n-esimo, a n = / ,,!) (0)/«! 

b) reemplazando x por 2x en la serie para e*. 

c) multiplicando la serie para e x por ella misma, ya que e 2x = 

e x • e x . 

104. Construyendo series de Maclaurin Seguir el patron del ejer- 
cicio 103 para encontrar los primeros cuatro terminos de la 
serie para sen 2x. ( Sugerencia : sen 2x = 2 sen x cos x.) 


En los ejercicios 105 a 108, encontrar la representation mediante 
una serie de la funcion definida por la integral. 


lnc sen t 

105. — — dt 

Jo ‘ 


, f 


106. | cos dt 


ln(f + 1) 


107. 

108. 


dt 


f x e' - 1 

‘Jo 1 


dt 


En los ejercicios 109 y 110, usar una serie de potencia para 
encontrar el limite (si existe). Verificar el resultado usando la 
regia de L’Hopital. 


109. 


11m 


arctan x 


^ fx 


110. 11m 


arcsen x 
x 


Solution de problemas 
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Solucion de problemas 


1. Conjunto de Cantor (Georg Cantor, 1845-1918) es un subcon- 
junto del intervalo de la unidad [0, 1]. Para construir el conjunto 
Cantor, primero eliminar el tercio central (^, §) del intervalo, 
dejando dos segmentos de la recta. En el segundo paso, eliminar 
el tercio central de cada uno de los dos segmentos restantes, 
dejando cuatro segmentos de recta. Continuar con este proce- 
dimiento indefinidamente, como se muestra en la figura. El con- 
junto de Cantor consiste en todos los numeros que quedan en el 
intervalo unidad [0, 1], 


0 1 


2 t 

3 


0 1 
9 


2 I 

9 3 



a) Hallar la longitud total de todos los segmentos de la recta eli- 
minados. 

b) Dar tres numeros que estan en el conjunto de Cantor. 

c) Sea C n la longitud total de los segmentos de la recta restantes 
despues de n pasos. Encontrar Km C n . 

n—>oo 


5. Se apilan bloques identicos de una unidad de longitud sobre el 
borde de una mesa. El centro de gravedad del bloque superior debe 
quedar sobre el bloque debajo de el, el centro de gravedad de los 
dos bloques superiores debe quedar sobre el bloque debajo de ellos, 
y asf sucesivamente (ver la figura). 



a) Si hay tres bloques, demostrar que es posible apilarlos de 
manera que el borde izquierdo del bloque superior se encuen- 
tre yr unidades mas alia del borde de la mesa. 

b) y,Es posible apilar los bloques de manera que el borde derecho 
del bloque superior se encuentre mas alia del borde de la 
mesa? 

c) y,Q u 6 tan lejos de la mesa pueden apilarse los bloques? 

6 . a) Considerar la serie de potencia 


2. a) Dado que Km a 2 = L y Km a 2 +1 = L, demostrar que [a) 

x — >oo X — »oo n 

es convergente y que Km a n = L. 

x — »oo 


b) Sea a l = 1 y a n + 1 = 1 + — - - — . Escribir los primeros 

t a n 

ocho terminos de {a n }. Usar el apartado a ) para demostrar que 
Km a = V2. Esto produce una expansion en fracciones 

x — »oo 

continuas 

Jl = 1 + 1 . 


3. Puede demostrarse que 

oo l 7J.2 

^ ~ = — [ver ejemplo 3b), section 9.3]. 


Usar este hecho para demostrar que ^ 


,,4, (2 n - l) 2 


4 . Sea T un triangulo equilatero con lados de longitud 1 . Sea a n el 
numero de cfrculos que pueden empacarse en n hileras dentro del 
triangulo. Por ejemplo, flj = 1, a 2 = 3 y a 3 = 6, como se mues- 
tra en la figura. Sea A n el area combinada de los a n cfrculos. 
Encontrar Km A . 

n—>o o 



oo 

^ a n x" = 1 + 2jc + 3jc 2 + x 3 + 2jc 4 + 3jc 5 + jc 6 + • ■ ■ 

n = 0 

en la que los coeficientes a n = 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, . . . son pe- 
riodicos con periodo p = 3. Hallar el radio de convergencia 
y la suma de esta serie de potencias. 

b) Considerar una serie de potencia 

OO 

2 « n* " 

n = 0 

en la cual los coeficientes son periodicos, ( a n+p = a p ) y 
a n > 0. Hallar el radio de convergencia y la suma de esta 
serie de potencia. 

7. Y,Para que valor de las constantes positivas ay b converge la serie 
siguiente absolutamente? <-,Para que valores converge condicio- 
nalmente? 



8. a) Hallar una serie de potencia para la funcion 
f{x) = xe x 

centrada en 0. Usar esta representation para encontrar la 
suma de la serie infinita 

oo 1 

„?! nl(n + 2)' 

b ) Derivar la serie de potencia para f{x) = xti. Usar el resultado 
para encontrar la suma de la serie infinita 

S»+l 
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9. Hallar f (12 \ 0) si f(x) = e * 2 . (Sugerencia: No calcular las deri- 
vadas.) 

10. La grafica de la funcion 

r i, x = o 

= t *>0 

se muestra debajo. Usar el criterio de la serie alternada o alter- 

r°° 

nante para demostrar que la integral impropiaj f(x) dx con- 
verge. 

y 



11. a) Demostrar que 
3ete 

00 

1 


r°° i 

J 2 x(ln 


x) 


; dx converge si y solo si p > 1. 


b) Determinar la convergencia o divergencia de la serie 
1 


— 4 n ln(n 2 ) 

12. a) Considerar la siguiente sucesion de numeros definida recur- 
siva o recurrentemente. 

a l = 3 

a 2 = -v/3 

a 3 = y/ 3 + y/3 


a „+ 1 = V3 + a n 

Escribir las aproximaciones decimales de los primeros seis 
terminos de esta sucesion. Demostrar que la sucesion con- 
verge y encontrar su lfmite. 

b) Considerar la siguiente sucesion recursivamente definida por 
a x = yfa y a n + 1 = J a + a n , donde a > 2. 

J a , y/a + s/a, y/ a + J a + s/a, . . . 

Demostrar que esta sucesion converge y encuentra su lfmite. 
13. Sea {fl„} una sucesion de numeros positivos que satisfacen 

lfm (aj 1 /" = L < -, r > 0. Demostrar que la serie ^ a n r " 


n — >oo 

converge. 


14. Considerar la serie infinita ^ 


1 


Zj 7« + (-i)“‘ 

n = l 

a) Hallar los primeros cinco terminos de la sucesion de sumas 
parciales. 

b) Demostrar que el criterio del cociente no es concluyente para 
esta serie. 

c) Usar el criterio de la rafz para probar la convergencia o diver- 
gencia de esta serie. 


15. Obtener cada identidad usando la serie geometrica apropiada. 

ok = 101010101 ■ • • ks = l - 0204081632 ■ • • 

16. Considerar una poblacion idealizada con la caracterfstica 
de que cada miembro de la poblacion produce una 
descendiente al final de cada periodo. Cada miembro 
tiene un ciclo de vida de tres periodos y la poblacion 
empieza con 10 miembros recien nacidos. La tabla sigu- 
iente muestra la poblacion durante los primeros cinco 
periodos. 


Clasificacion 
por edades 

Periodo 

1 

2 

3 

4 

5 

0-1 

10 

10 

20 

40 

70 

1-2 


10 

10 

20 

40 

2-3 



10 

10 

20 

Total 

10 

20 

40 

70 

130 


La sucesion para la poblacion total tiene la propiedad de que 

= £„_! + S„_ 2 + S„_ 3> n > 3. 

Encontrar la poblacion total durante cada uno de los proximos 
cinco periodos. 

17. Imaginar que se esta apilando un numero infinito de esferas de 
radios decrecientes, una encima de otra, como se muestra en la 
figura. Los radios de las esferas son de 1 metro, 1 / J 7. metros, 
1 / J3 metros, etc. Las esferas estan hechas de un material que 
pesa 1 newton por metro cubico. 

a) f,Que tan alta es esta pila infinita de esferas? 

b) ^Cual es el area de la superficie total de todas las esferas en 
la pila? 

c) Mostrar que el peso de la pila es finito. 


£ 


V3 


V2 



lm 


18. a) Determinar la convergencia o divergencia de la serie 

OO 1 

n= 1 Zn 

b) Determinar la convergencia o divergencia de la serie 


1 1 

sen sen 

2 n 2n + 1 


Apendices 


ApendiceA Demostracion de teoremas seleccionados A-2 
Apendice B Tablas de integracion A-20 


A-l 


Demostracion de teoremas seleccionados 


TEOREMA 1.2 PROPIEDADES DE LOS LIMITES (PROPIEDADES 2, 3, 4 Y 5) (PAGINA 59) 

Sean bye numeros reales, sea n un numero entero positivo y/y g funciones con los 
siguientes Kmites: 

li'm/M = L y Km g(x) = K 

x—>c X —>c 

2. Suma o diferencia: Km [f(x) ± gM] = L±K 

x—>c 

3. Producto: Km [/MgM] = LK 

X — >C 

f(x) L 

4. Cociente: Km — = — siempre que K 0 

x— >c K 

5. Potencia: Km [/(x)]” = L" 


( DEMOSTRACION ) Para demostrar la propiedad 2, se elige £ > 0. Puesto que e/2 > 0, se 
sabe que existe <5 1 > 0 tal que 0 < |x — c \ < d implica que | /(x) — L\ < e/2. Se sa- 
be tambien que existe d 2 > 0 tal que 0 < | x — c \ <d 2 implica que | g(x) — K \ < e/2. Sea 
d el menor de c) , y d 2 \ entonces, 0 < | x — c \ <6 implica: 

I/M - L\ < | y |gM ~ K\ <^. 

Por tanto, aplicando la desigualdad del triangulo se deduce que: 

|[/M + gM] - (L + AO I ^ I/M - L\ + |gM - K\ <f + f = e 

lo que implica que: 

Km [/M + sMl = L + K = Km/M + lim gM- 

x— >c x—>c x—>c 

La demostracion de que: 

lfm [f{x) - gM] = L - K 

x — »c 

es semejante. 

Para demostrar la propiedad 3, dado que 
lfm f{x) = L y Km g(x) = K 

x — >c x— >c 

se puede escribir 

/MgM = [fix) ~ L\ [gM ~ K] + [Lgix) + Kfix)\ - LK. 

Como que el Kmite de/(x) es L y el Kmite de g(x) es K, se tiene 

lfm [fix) — L] = 0 y Km [gM — K] = 0. 

x— >c x—>c 
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A-3 


Sea 0 < e < 1. Entonces existe d > 0 tal que siO< | jc — c | <d, entonces 
I fix) - L - 0| < s y |g(x) - K - 0| < e 

lo cual implica que 

|[/M - L] [g(x) - K] - 0| = I fix) ~ L\ |g(x) - K\ < ee < s. 

Por tanto, 

lim [f{x) - L\ [g(x) - K] = 0. 

X — >C 

Ademas, por la propiedad 1, se tiene: 

Km Lgix) = LK y Km Kf(x) = KL. 

x — >c x—>c 

Por ultimo, por la propiedad 2, se tiene que: 

Km f(x)g(x) = lim \f(x) — L ] [g(x) — K] + Km Lg{x) + Km Kf{x) — Km LK 

x — >c x— >c x—>c x—>c x—>c 

= 0 + LK + KL - LK 
= LK. 

Para demostrar la propiedad 4, observese que basta demostrar que: 

feisrr 

Entonces se puede emplear la propiedad 3 para escribir: 

Km 44 = Km f{x) -4- = Km/(x) • lim — 4r = ^ ' 

A->C g\X) A->C g(jC) A — >C A >C K 

Sea e > 0. Como Km g(x) = K, existe (5! > 0 tal que si 

A — >C 

i i | . , |X| 

0 < \x — c\ < 6j, entonces |g(x) — K \ < ^ 
lo cual implica que 

I K\ 

]A| = |g(x) + [|A| - g(x)]| < |g(x)| + ||A| - g(x)| < |g(x)| + — . 

Esto es, si 0 < | x — c | < (5 b 

1^1 | / 1 2 
~T <lsWI 0 1BTW 

De manera semejante, existe un d 2 > 0 tal que si 0 < x — c < d 2 , entonces 
UW - K\ < s. 

Sea d el menor de (5[ y (5 2 . Si 0 < | x — c \ < <5, se tiene 

1 1 \ T r / \ , 12 \K\ 2 

" R ’ E3T 1 sWI * W\'W\~ e = e - 


1 1 


K ~ g(x) 

gix) K 


g(x)K 


Por tanto, Km — — -r — — • 
x->c g(xj K 

Por ultimo, la propiedad 5 se obtiene por induccion matematica empleando la propie- 
dad 3. 
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TEOREMA 1.4 LIMITE DE UNA FUNCION RADICAL (PAGINA 60) 

Sea n un entero positivo. El siguiente lfmite es valido para toda c sines impar, y para 
toda c > 0 si n es par. 

lfm ifc = Vc. 

J t—>C 


( DEMOSTRACION ) Considerese el caso en que c > 0 y n es un entero positivo. Para un £ > 0 
dado, se necesita encontrar un <3 > 0 tal que 

\lfc — Vc| < s siempreque 0 < \x — c| < 8 
lo que equivale a decir 

— e < fx — f~c < e siempre que — 8 < x — c < 8. 

Supongase que £ < 'if:, lo cual implica que 0 < fc — £ < if:. Sea ahora <3 el menor 
de los dos numeros. 


c — (</c ~ e) y (Vc + e) ~ c 


Entonces se tiene: 


— 8 < x — c 
— [c — (-l/c — e) ] < x — c 
(Vc — e) — c < x — c 
(Vc — e) < x 
!fc — £ < l/x 

~£ < VX 


< 

8 


< 

(Vc + 

e) 1 

< 

{Vc + 


< 

(Vc + 

e) 

< 

life + 

£ 

Vc < 

£. 



I M)RI \I \ 1.5 LIMITE DE UNA FUNCION COMPUESTA (PAGINA 61) 

Si/y g son funciones tales que lfm g(x) = L y lfm fix) = f(L), entonces: 

x—>c x— >L 

lfm f(g{x)) =/( lfm g(x)) =f(L). 

x—>c \x—>c ) 

( DEMOSTRACION ) Para todo £ > 0 dado, hay que encontrar un (3 > 0 tal que: 

|/(g(x)) -/(E) | < £ siempreque 0 < \x - c| < 8. 

Como el limite de f(x) cuando x L es /(E), se sabe que existe d , > 0 tal que 

| f{u) — /(E) | < e siempreque | u — L \ < 

Ademas, como el lfmite de g(x) cuando x — > c es E, se sabe que existe <5 > 0 tal 
que 

|g(x) — E| < siempreque 0 < \x — c\ < 8. 

Por ultimo, haciendo u = g(x), se tiene 

|/(g(x)) —/(E) | < £ siempreque 0 < \x — c| < S. 
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TEOREMA 1.7 FUNCIONES QUE COINCIDEN TODOS LOS PUNTOS SALVO EN UNO 
(PAGINA 62) 

Sean c un numero real y sea fix) = g(x) para todos los valores de x A c en un inter- 
valo abierto que contiene c. Si existe el lfmite de g(x) cuando x tiende a c, entonces 
tambien existe el lfmite de f(x ) y 

lfm f(x) = lfm g{x). 

x — >c x—>c 


( DEMOSTRACION ) Sea L el lfmite de g(x) cuando x—>c. Entonces, para todo s > 0 existe un 
<3 > 0 tal que f(x) = g(x) en los intervalos abiertos (c — d, c)y ( c , c + (5), y 

|g(jc) — L\ < e siempre que 0 < |x — c| < 8. 

Como f(x) = g(x) para todo x en el intervalo abierto distinto de x = c, se sigue que: 

| f(x) — L\ < e siempre que 0 < \x — c| < 8. 

Por tanto, el lfmite de f(x) cuando x — > c es tambien L. 


TEOREMA 1.8 TEOREMA DEL ENCAJE 0 DEL EMPAREDADO (PAGINA 65) 

Si h{ x) < f{x) < g(x) para todos los valores x en un intervalo abierto que contiene a 
c, excepto posiblemente en c, y si 

lfm h(x) = L = lfm g(x) 

x — x — >c 

entonces existe lfm f(x) y es igual a L. 


( demostracion ) Para e > 0 existen > 0 y c5 2 > 0 tales que 
\h(x) — L\ < e siempre que 0 < \x — c\ < 

y 

|g(x) — L\ < e siempre que 0 < |jc — c| < S 2 . 

Como h(x) < f(x) < g(x) para todo x en un intervalo abierto que contiene a c, excepto po- 
siblemente en c, existe d 3 > 0 tal que h(x) < f(x) < g(x) para 0 < | x — c \ < d 3 . Sea d el 
menor de (5 1; d 2 y d 3 . Entonces, si 0 < | x — c \ < d, se sigue que | h(x) — L \ < £ y \ g(x) 
— L | < e, lo cual implica que 

— e < h(x) — L < e y — e < g(x) — L < e 
L — e < h(x) y g(x) < L + e. 

Ahora bien, como h(x) < f(x) < g(x), se sigue que L — £ < fix) < L + £, lo cual implica 
que | f(x) — l \ < £. Por tanto, 


lfm f{x) = L. 
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Demostracion de teoremas seleccionados 


TEOREMA 1.11 PROPIEDADES DE CONTINUIDAD (PAGINA 75) 

Si b es un numero real yf y g son continuas en x = c, entonces las siguientes funciones 
tambien son continuas en c. 

1. Multiplo escalar: hf 

2. Suma o diferencia: f±g 

3. Producto: fg 

f 

4 . Cociente: — si g(c) A 0. 

g’ 


( DEMOSTRACION ) Como/y g son continuas en x = c, se puede escribir 
Inn f(x) = /(c) y lfm g(x) = g(c). 

x—>c x—>c 

Por la propiedad 1, cuando b es un numero real, se sigue del teorema 1.2 que 
lfm [(bf)(x)] = Km [bf(x)] = b lfm [/(*)] = bf(c) = ( bf)(c ). 

x — >c x — >c x—>c 

Por tanto, bfe s continua en x = c. 

Por la propiedad 2, se sigue del teorema 1.2 que 
lfm (/ ± g)(jc) = lfm [f{x) ± g(x)] 

x—>c x — >c 

= lfm [/W] ± lfm k(x)] 

x — >c x—>c 

= /(c) ± f?(c) 

= (/ ± g)(c). 

Entonces, f±ges continua en x = c. 

Por la propiedad 3, se sigue del teorema 1.2 que 

li'm (fg)(x) = K'm [/(x)g(x)] 

x—>c x—>c 

= lfm [/(x)] lfm [g(x)] 

x—>c x—>c 

= f{c)g{c) 

= ( fg){c )■ 

En consecuencia,/g es continua en x = c. 

Por la propiedad 4, cuando g(c) A 0, se sigue del teorema 1.2 que 
Km —(x) = Km 44 

JT^C g X^C g(x) 

lfm f(x) 

X—>C 

lfm g{x) 

X — >C 

= /(c) 
g(c) 


En consecuencia, — es continua en x = c. 
g 
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TEOREMA 1.14 ASINTOTAS VERTICALES (PAGINA 85) 


Sean/y g funciones continuas en un intervalo abierto que contiene a c. Si /(c) A 0, 
g(c ) = 0, y existe un intervalo abierto que contiene a c tal que g(x) A 0 para todo 
x A c en intervalo, entonces la grafica de la funcion dada por 


h(x) 


= fix) 
g(x ) 


tiene una asfntota vertical en x = c. 


( DEMOSTRACION ) Considerese el caso en el que /(c) > 0 y existe una b > c tal que c < x 
< b implica que g(x) > 0. Entonces, para M > 0 se elige un <5, tal que 


r( \ o /■/ \ 

0 < x — c < implica que < f(x) < ~ ^ 


y un (5 2 tal que 

0 < x — c < S 2 implica que 0 < g(x) < 


fjc ) 

2 M’ 


Ahora sea (5 el menor de (5[ y d 2 . Entonces deducir que 


n x v /M fi°) 

0 < x — c < 8 implica que — ^ 

Por tanto, se sigue que 


2M 

fie). 


= M. 


y fix) 

lim — r— = oo 

y la recta x = c es una asfntota vertical de la grafica de h. 


FORMULA ALTERNATIVA PARA LA DERIVADA (PAGINA 101) 


La derivada de/en c esta dada por 
/'(c) - lim &WW 

x — X — C 

siempre que este lfmite exista. 


( DEMOSTRACION ) La derivada de/en c esta dada por 


fie) 


lim 

Aa— >0 


fjc + Ax) - /(c) 

Ax 


Sea x = c + Ax. Entonces x —> c a medida que Ax — > 0. Por tanto, sustituyendo c + Ax 
por x se tiene: 


fie) 


lfm 

Ax — >0 


fjc + Ax) - /(c) 

Ax 


lfm 

X — >C 


fix) ~ fjc) 

X — c 
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TEOREMA 2.10 REGLA DE LA CADENA (PAGINA 131) 

Si y =f(u ) es una funcion derivable de u, y si u = g(x) es una funcion derivable de x, 
entonces y = f(g(x )) es una funcion derivable de x y 

dy _ dy du 
dx du dx 
o lo que es equivalente, 

[/(#(*))] =f{g(x))g'(x). 


( DEMOSTRACION ) En la seccion 2.4 se hizo h(x) = f(g(x )) y se utilizo la formula alternativa 
de la derivada para demostrar que h’ic) = f'(g(c)) g'(c), siempre que g(x) A g(c) para todos 
los valores de x distintos de c. Ahora se da una demostracion mas general. Se empieza por 
considerar la derivada de/. 


fix) = Km /(X + A A X) - /(X) = Km ^ 

Aa — >0 Ax Aa ->0 Ax 

Para un valor fijo de x, se define una funcion rj tal que 


i7(Ax) 


0, Ax = 0 

Ax A 0. 


Como el Kmite de fj(Ax) cuando Ax — > 0 no depende del valor de f](0), tenemos: 

= 0 


Km tj(Ax) = Km 

Ax — >0 Aa— >0 




y se puede concluir que rj es continua en 0. Ademas, dado que Av = 0 cuando Ax = 0, la 
ecuacion: 


Ay = Axtj(Ax) + A x/'(x) 

es valida ya sea que Ax sea o no cero. Ahora, haciendo Am = g(x + Ax) — g(x), se puede 
usar la continuidad de g para concluir que: 


Km Am = Km [g(x + Ax) — g(x)] = 0 

Ax — >0 Aa— >0 


lo que implica 

Km tj(A u) = 0. 

A.v— >o 


Por ultimo. 

Ay = Amtj(Am) + A uf'(u)-^^ = ^ tj(Au) + ^ /'(«), Ax A 0 
y tomando el Kmite cuando Ax — » 0, se tiene: 


dy 

dx 


du 

— lim 

dx 


tj(Am) 


du . 
ax 


fm + //-(») 

dx dx 
du ^ \ 


du dy 
dx du 
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INTERPRETACION DE LA CONCAVIDAD (PAGINA 190) 

1. Sea/derivable en un intervalo abierto I. Si la grafica de/es concava hacia arriba 
en I, entonces su grafica queda por encima de todas sus rectas tangentes en I. 

2. Sea/derivable en el intervalo abierto I. Si la grafica de/es concava hacia abajo 
en I, entonces su grafica queda por abajo de todas sus rectas tangentes en I. 


( DEMOSTRACION ) Supongase que/es concava hacia arriba en I = ( a , b). Entonces/' es 
creciente en ( a , b). Sea c un punto dentro del intervalo I = (a, b ). La ecuacion de la recta 
tangente a la grafica de/en la c dada es: 

g(x) = /(c) + /'(c) (x - c). 

Si x esta en el intervalo abierto (c, b), la distancia dirigida que va del punto (x, fix)) (en la 
grafica de/) al punto ( x , g(x)) (en la recta tangente) esta dada por: 

d = fix) - [/(c) + /'(c)(x - c)] 

= fix) -/(c) - f(c)(x - c). 

Ademas, por el teorema del valor medio, existe un numero z en (c, x) tal que 

_ fix) ~ /(c) 

X — c 
Por tanto, se tiene: 

d = f(x) - /(c) - f'(c)(x - c) 

= f'(z)(x - c) -f'(c)(x - c) 

= [f(z) - f'{c)](x - c). 

El segundo factor ( x — c ) es positivo porque c < x. Ademas, puesto que/' es creciente, 
se sigue que el primer factor \f'(z) — /'(c)] tambien es positivo. Por consiguiente, d > 0 
y se concluye que la grafica de /esta sobre la recta tangente en x. Si x esta en el intervalo 
abierto (a, c), se puede aplicar un argumento similar. Con esto queda demostrado el primer 
enunciado; la demostracion del segundo enunciado es semejante. 



TEOREMA 3.7 PRUEBA DE LA CONCAVIDAD (PAGINA 191) 

Sea/una funcion cuya segunda derivada existe en un intervalo abierto I. 

1. Si f (x) > 0 para todo x en /, entonces la grafica de/es concava hacia arriba en I. 

2. Si/" (x) < 0 para todo x en /, entonces la grafica de/es concava hacia abajo en I. 


( DEMOSTRACION ) Por la propiedad 1 , suponer que f (xj > 0 para todo x en (a, b). Entonces, 
por el teorema 3.5, /' es creciente en [a, b]. Por tanto, por la definicion de concavidad, la 
grafica de/es concava hacia arriba en (a, b). 

Por la propiedad 2, suponer que /" (x) < 0 para todo x en ( a , b ). Entonces, por el teorema 
3.5, /' decrece en [a, b \. Por tanto, por la definicion de concavidad, la grafica de/es concava 
hacia abajo en ( a , b). 
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TEOREMA 3.10 LIMITES EN EL INFINITO (PAGINA 199) 

Si r es un numero racional positivo y c es cualquier numero real, entonces 
Km — = 0. 

x— >oo X r 

C 

Ademas, si x r esta definida para x < 0, entonces Km — = 0. 

*->-00 X 


( DEMOSTRACION ) Se empieza por demostrar que: 
Km ' = 0. 

a— » oo X 


Si £ > 0, sea M = He. Entonces, para x> M se tiene: 


x > M = — - < s 

e x 



< e. 


Por tanto, empleando la definicion de lfmite en el infinito, se concluye que el Kmite de 
1 /jc, cuando x — > 00 es 0. Ahora, usando este resultado, y haciendo r = min, se puede es- 
cribir: 



= 0 


La demostracion de la segunda parte del teorema es similar. 


TEOREMA 4.2 FORMULAS DE SUMA (PAGINA 260) 


n 


1. 

2 . 

3 . 

4 . 



cn 




n(n + 1) 

2 

n(n + 1)(2 n + 1) 

6 

n 2 (n + l) 2 
4 
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( DEMOSTRACION ) La propiedad 1 es inmediata. Si se suma n veces el numero c, se obtiene 
la suma cn. 


Para demostrar la propiedad 2, se escribe la suma en orden creciente y en orden decreciente, 
y se suman los terminos correspondientes de la siguiente manera: 


II 

1 


+ 

2 


+ 

3 


+ • ■ 

■ ■ + (n 

- 

1) 

+ 

n 

i = l 

1 






1 




1 



i 

ii 

n 


+ ( n 

- 

1) 

+ (n 

- 

2) 

4- ■ ■ 

■ • + 

2 


+ 

i 

i— i 

i 



i 



1 




1 



i 

n 

22«- = 
1=1 

( n + 

1) 

+ (n 

+ 

1) 

+ ( n 

+ 

1) 

+ ■ ■ 

■ ■ + (n 

+ 

1) 

+ ( n 

+ 








n terminos 







Por tanto: 



n(n + 1) 
2 


La propiedad 3 se demuestra por induccion matematica. En primer lugar, para n = 1 es 
verdadera, ya que: 

, 1(1 + 1)(2 + 1 ) 

l = 1 - = 1 = . 

6 

Suponiendo ahora que el resultado es verdadero para n = k, se comprueba que tambien es 
verdadero para n = k + 1 : 


1 

2 

i = i 


k + 1 k 

I « 1 2 - j i ! + <* + a 2 

= w ± ogt ± o + 

6 

= — — — (2k 2 + k + 6k + 6) 

6 

= ^[(2* + 3)(*+2)] 

_ (k + 1 )(k + 2)[2 (k + 1) + 1] 
6 


La propiedad 4 se puede demostrar mediante un argumento con induccion matematica. 


TEOREMA 4.8 CONSERVACION DE DESIGUALDADES (PAGINA 278) 


1. Si/es integrable y no negativa en el intervalo cerrado [a, b], entonces: 


0 < f fix) dx. 


2. Si/y g son integrables en el intervalo cerrado [a, b] y f(x) < g(x) para todas las 
x en [a, b], entonces: 



dx < 


f 


g (x) dx. 
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( DEMOSTRACION ) Para demostrar la propiedad 1 supongase que ocurre lo contrario, que: 



dx = I < 0. 


Entonces, sea a = x 0 < x I < x 2 < ■ ■ • < x„ = b una partition de [a, b] y sea 

R = X /fa) Ax - 

i = 1 

una suma de Riemann. Como /(x) > 0, se sigue que R > 0. Ahora, para 1 1 A | | suficiente- 
mente pequena, se tiene | R — I \ < —1/2, lo cual implica que: 


J/(c,)Ax, = R < I — ^ < 0 


lo que no es posible. De esta contradiction se concluye que: 

0 < f f{x) dx. 

Ja 

Para demostrar la propiedad 2 del teorema, observese que fix) < g(x) implica que g(x) — 
fix) > 0. Por tanto se puede aplicar la propiedad 1 para concluir que: 


0 < 
0 < 


fix) dx < 


kU) - fix)] dx 


g(x) dx — f(x) dx 



PROPIEDADES DE LA FUNCION LOGARITMO NATURAL (PAGINA 325) 
La funcion logaritmo natural es inyectiva. 
lim lnx = — oo y Km lnx = oo 

x— >0 + x — >oo 


C DEMOSTRACION ) Recordar de la section P.3 que la funcion/es inyectiva si para x { y x 2 en 
su dominio 

x x + x 2 d> f(x x ) A fix 2 ). 

Sea f(x) = lnx. Entonces, fix) = — > Oparax > 0. Asi que/es creciente en su dominio 

entero (0, oo) y, por tanto, es estrictamente monotona (ver la section 3.3). Se eligio x, y 
x 2 en el dominio de/de manera que x, A x 2 . Puesto que/es estrictamente monotona, se 
sigue que 

fix i) < fix 2 ) O fixfi > f{x 2 ). 

En cualquier caso, /(xj A /(x 2 ). Asi que, /(x) = In x es inyectiva. Para verificar los limi- 
tes, se empieza mostrando que In 2 > Por el teorema del valor promedio para integrales, 
puede escribirse 

In 2 = f -dx = -(2 - 1) = - 
Ji x c c 


donde c esta en [ 1 , 2] . 
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Esto implica que 

1 < c < 2 



1 > In 2 > ^. 

2 

Ahora sea N un numero positivo (grande). Como In x es creciente, se sigue que si 
x > 2 2N , entonces: 

In x > In 2 2N = 2N In 2. 

Sin embargo, puesto que In 2 > se sigue que 

In x > 2N In 2 > 2AfQ) = N. 

Esto verifica el segundo lfmite. Para verificar el primero, sea z = \lx. Entonces, z — > 00 cuando 
x — » 0 + , y se puede escribir: 

lim In x = lim ( — In — ) 

x->0 + x— >0 + \ x) 

= lim (— Inz) 

Z — >GO 

= — lim In z 

Z—>o o 

= — oo 


TEOREMA 5.8 CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD DE LAS FUNCIONES INVERSAS 
(PAGINA 347) 

Sea/una funcion cuyo dominio es un intervalo I. Si existe la funcion inversa de/, son 
ciertas las siguientes afirmaciones: 

1. Si/es continua en su dominio, entonces/ -1 es continua en su dominio. 

2. Si/es creciente en su dominio, entonces/ -1 es creciente en su dominio. 

3. Si/es decreciente en su dominio, entonces/ -1 es decreciente en su dominio. 

4. Si/es derivable en un intervalo que contiene c y /'(c) A 0, entonces/ -1 es deri- 

vable en /(c). 


( DEMOSTRACION ) Para demostrar la propiedad 1 , se muestra en primer lugar, que si / es 
continua en I y tiene inversa, entonces /es estrictamente monotona en I. Supongase que/ 
no es estrictamente monotona. En tal caso, existen en I numeros x h x 2 y x 3 tales que x, < 
x 2 < x 3 , pero f(x 2 ) no esta entre f(x,) y f(x 2 ). Sin perdida de la generalidad, supongase que 
f(x } ) < f(x 3 ) < f(x 2 ). Por el teorema del valor intermedio, existe x 0 entre x, y x 2 tal que f(x 0 ) 
= f(x 3 ). Asf,/no es inyectiva y no puede tener inversa. Por tanto,/debe ser estrictamente 
monotona. 

Puesto que/es continua, el teorema del valor intermedio implica que el conjunto de valores 
de/ 

i f(x): x e 1} 

forma un intervalo J. Suponer que a es un punto interior de J. De acuerdo con el argumento 
anterior, f\a) es un punto interior de I. Sea e > 0. Existe 0 < < £ tal que: 


h = (/ Ha) - «i, / Ha) + *?i) £ L 
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Como/es estrictamente monotona en el conjunto de valores {/(x): x E /} forma un 
intervalo / C J. Sea <3 > 0 tal que (a — d, a + d) O J v Por ultimo, si 


|y — a\ < 8, entonces \f *(y) — / '(a)! < ^ < s. 

Por tanto, f ~ 1 es continua en a. Una demostracion similar puede darse en el caso en que a 
sea un punto terminal. 

Para demostrar la propiedad 2, sean y, y y 2 elementos en el dominio de f~\ con y, < y 2 . 
Entonces, en el dominio de/existen x, y x 2 tales que 

fix J = y! < y 2 = fixf)- 


Como/es creciente, /(x,) < f(x 2 ) exactamente cuando x, < x 2 . Por consiguiente: 


/ 'iyf = x 1 < X 2 =f '( y 2 ) 

lo cual implica que es creciente (la propiedad 3 se demuestra de manera similar). 
Por ultimo, para demostrar la propiedad 4, considerese el limite 


if ') \a ) = ltm 


/-/y) 

y — a 


donde a esta en el dominio d ef~ l y f'(a) = c. Puesto que/es derivable en un intervalo que 
contiene c,/es continua en ese intervalo y entonces es f ' en a. Por tanto, y — > a implica 
que x — » c, y se tiene: 


if-') '(a) = Km 

X — 

= Km 

x— >c 


fix ) ~fic) 

1 

^ fjx) - f(c) J 


l.m /M ~ /(c) 

AT — >C X C 


1 

/'(c)- 


Por tanto, existe (/ '/(a) y f 1 es derivable en f(c). 


TEOREMA 5.9 DERIVADA DE UNA FUNCION INVERSA (PAGINA 347) 

Sea/una funcion derivable en un intervalo I. Si/tiene una funcion inversa g, entonces 
g es derivable en todo x en la que f'(g(x )) A 0. Ademas: 

s ' w */4r 


( DEMOSTRACION ) De la demostracion del teorema 5.8, haciendo que a = x, se sabe que g 
es derivable. Empleando la regia de la cadena, se derivan ambos miembros de la ecuacion 
x = f(g(x)) para obtener: 

1 = figix)) -^[gix)]- 

Puesto que/'(g(x)) A 0, se puede dividir entre esa cantidad, para obtener: 

i Mx}] - rm- 
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TEOREMA 5.10 OPERACIONES CON FUNCIONES EXPONENCIALES (PROPIEDAD 2) 
(PAGINA 353) 


e 

2. — = £ a-b (Sean ay b cualesquiera numeros reales.) 
e h 


( DEMOSTRACION ) Para comprobar la propiedad 2, se puede escribir 
= In e a — In e b = a — b = ln(e a ~ b ) 

Puesto que la funcion logaritmo natural es inyectiva, puede concluirse que 



TEOREMA 5.15 

UN LIMITE QUE INVOLUCRA AL NUMERO e (PAGINA 366) 

Km 

x — >oo 

( 1 + B 

" = Km 

A— »00 

r : -j 

X 

= e 


1 


( DEMOSTRACION ) Sea y = Km 1 3 — . Aplicando el logaritmo natural en ambos lados, 

,• X— >oo V x) 

se tiene: 

In y = In Km ( 1 + — 

_x— >oo\ x 

Puesto que la funcion logaritmo natural es continua, se puede escribir 


lny = Km 


x In 1 + 


, ifm fMliilM 


Haciendo x = — , se tiene 
t 

ln(l + t) 

In y = Km 

f-> o+ t 


= Km 

r— >0+ 


ln(l + t) — In 1 


= — In x en x = 1 
ax 


= — en x = 1 
x 

= 1. 


Por ultimo, como In y = 1 se sabe que y = e, v se puede concluir que 
Km ( 1 + = e. 

x — >oo \ X) 


TEOREMA 5.16 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 
(arcsen u y arccos u) (PAGINA 376) 


Sea u una funcion derivable de x. 

d r t u' 

—I arcsen u\ = 
dx 


J\ — li 1 


d r , — u ' 

— arccos u = — 
dx L J 
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( DEMOSTRACION ) 

Metodo 1: Aplicar el teorema 5.9. 

Sea/(x) = sen x y g(x) = arcsenx. Puesto que/es derivable en — 7r/2 < y < tt/2, sepuede 
aplicar el teorema 5.9. 

1 1 1 1 
p = = = — = — 

f(g(x )) cos(arcsenx) Vl - sen 2 (arcsenx) Vl - x 2 

Si u es una funcion derivable de x, entonces es posible usar la regia de la cadena para es- 
cribir 

dr u' , . du 

— larcsen u\ = — , donde u = — . 

dx VI — m 2 dx 

Metodo 2: Usar diferenciacion implicita. 

Sea y = arccos x, 0 < y < it. Asi que, cos y = x,y se puede usar diferenciacion implicita 
de la siguiente manera: 

cos y = x 

dy . 

— senv — = 1 

" dx 

dy _ _ -1 _ -1 

dx sen v Vl - cos 2 y Vl - x 2 

Si u es una funcion derivable de x, entonces puede usarse la regia de la cadena para escribir 

d r i — u ' , , du 

— arccos u\ = — , donde u — 

dx 1 J Vl - u 2 dx 


TEOREMA 8.3 TEOREMA GENERAL DEL VALOR MEDIO (PAGINA 570) 

Si/y g son derivables en un intervalo abierto (a, b) y continuas en [a, b], y si ademas 
g'(x) A 0 para todo x en (a, b), entonces existe algun punto c en (a, b) tal que: 

f'(c ) = f(b) - f(a ) 
g\c) g(b) - g(a) 


( DEMOSTRACION ) Se puede suponer que g(a ) A g(b), ya que de otra manera, por el teorema 
de Rolle se sigue que g'(x) = 0 para algun x en (a, b ). Ahora, se define h(x) como: 


h(x) = f(x) - 


f(b) ~ f(a ) " 

-gib) - g{a)_ 


g(x)- 


Entonces: 


y 


hia) 

h(b) 


= /(«) - 


= f(b) - 


fib) 

.gib) ~ gia)_ 

fib) ~fja) 
-gib) - gia)_ 


gia) 

gib) 


fja)gjb) - fjb)g(a) 
gib) - gia) 

fja)gjb) - f(b)g(a) 
g(b) - g(a) 


y, por el teorema de Rolle existe un punto c en (a, b) tal que 


h'ic) = f'ic) ~ 


fib) ^ fja) 
gib) - gia) 


g'ic) = 0 


lo cual implica que Li—L = ^ a \ 

g'ic) gib) -giaf 
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TEOREMA 8.4 REGLA DE L’HOPITAL (PAGINA 570) 


Sean fyg funciones derivables en un intervalo abierto (a, b) que contiene a c, excepto 
posiblemente en la misma c. Supongase que g'(x) A 0 para todo x en (a, b), excep- 
to posiblemente en la propia c. Si el li'mite def(x)/g(x) cuando x tiende a c produce la 
forma indeterminada 0/0, entonces 


Ifm ^4 * Hm 

AT— X— >c 


fix) 

g'(x) 


siempre que el Kmite de la derecha exista (o sea infinito). Este resultado tambien es 
valido si el li'mite de f(x)/g(x) cuando x tiende a c produce cualquiera de las formas 
indeterminadas °°/°o, (— oo)/co ; oo/(— oo) 5 0 (— °o)/(— °°). 


Se puede utilizar el teorema del valor medio generalizado para demostrar la regia de 
L’Hopital. Solo se da la demostracion de uno de los varios casos de esta regia, dejando los 
demas casos en los que x — » c _ y x — » c, como ejercicio para el lector. 


( DEMOSTRACION ) Considerese el caso en el que Km/(x) = Oy lfm g(x) = 0. Se definen 
las siguientes nuevas funciones: 


F(x) 


I fix), X A c 

[0, x = c ^ 



x A c 
x = c 


Para todo x, c<x<b, FyG son derivables en (c, x] y continuas en [c, x] . Se puede aplicar 
el teorema del valor medio generalizado, para concluir que en (c, x) existe un numero z tal 
que: 


F\z) F{x) - F(c) _ F(x) _ f'(z) _ f(x) 

G'(z) G(x) - G(c) G(x) g'( z ) g(xY 


Por ultimo, si se hace que x tienda a c por la derecha, x — > c + , se tiene que z — > c + , ya que 
c < z < x, y 


Km 

x — >c + 


fix) 

g(x) 


lfm 

X— >C + 


g'iz) 


Km 

z— >C + 


fiz) 

g'iz) 


fix 

g'ix'y 


TEOREMA 9.19 TEOREMA DE TAYLOR (PAGINA 656) 


Si una funcion /es derivable hasta el orden n + 1 en un intervalo I que incluye a c, 
entonces, para todo x en I existe z entre x y c tal que 

f n \c) 


fix ) = /(c) + fic)ix - c) + (x - c) 2 + • 


2 ! 


+ 


■ (x ~ c) + R n (x) 


donde 


r (x) = l — ( x - rY+ 1 

" W (n + 1)! ' J • 


( DEMOSTRACION ) Para determinar R„(x), se fijaxen/(x A c) y se escribe R n (x) = fix) — P n (x) 
donde P„(x) es el n-esimo polinomio de Taylor para/(x). Sea ahora g una funcion de t de- 
finida por: 


f M it) 

n\ 


(x - t) n - R n (x) 


(x — t)" + x 
(x — c) n + 1 


git) = fix) - fit) - fit)ix - t) - ■■ ■ 
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Demostracion de teoremas seleccionados 


La razon por la que se define g de esta manera es que la derivation con respecto a t tiene un 
efecto telescopico. Por ejemplo, se tiene: 


dt 


~ f'(t)(x - tj\ = -fit) + fit) - t) = - /"(f) (x ~ t). 


El resultado es que la derivada g'{t) se simplifica a 

S'(t) = ~ f n] ^ (x ~ t )” + (n + 1 )R„(x) J X _ J} +1 

para todo t entre c y x. Ademas, para un x fijo: 

g(c) = fix) ~ \JPfx) + R n (x)] = f(x ) - fix) = 0 

y 

g(x) = fix) - fix) - 0 - ■ ■ • - 0 = fix) - fix) = 0. 


Por tanto, g satisface las condiciones del teorema de Rolle, y se sigue que existe un numero 
z entre c y x tal que g'(z) = 0. Si se sustituye t por z en la ecuacion de g (t) y despues se 
despeja Rf x) se obtiene: 


g'iz) = 
R„ix) = 


f {n+l) iz) 

n\ 


(x 


z) n + in + l)R„(x) 


f (n+1) iz) 
in + 1)! 


ix 


c) n + l . 


jx - z) n 
(x — c) n + 1 


= 0 


Por ultimo, como g(c) = 0, se tiene: 

0 = fix) ~ fic) - fic)ix - c) - ■ ■ ■ - f J C ^ ix - c) n - Rfx) 

fix) = fic) + f\c) (x - c) + • ■ • + J-AfL ( x _ c y + R J x j 

nl 


TEOREMA 9.20 CONVERGENCIA DE UNA SERIE DE POTENCIAS (PAG. 662) 

Para una serie de potencias centrada en c, exactamente uno de los siguientes enun- 
ciados es verdadero. 

1. La serie converge solo en c. 

2. Existe un numero real R > 0 tal que la serie se converge absolutamente para 
|x — c| < R y diverge para |x — c| > R. 

3. La serie converge absolutamente para todo x. 

El numero R es el radio de convergencia de la serie de potencias. Si la serie converge 
solo en c, el radio de convergencia es R = 0, y si la serie converge para todo x, el radio 
de convergencia es R = El conjunto de todos los valores de x para los cuales la serie 
exponential converge es el intervalo de convergencia de la serie de potencias. 


( DEMOSTRACION ) Con el fin de simplificar la notation, se demostrara el teorema para la 
serie de potencias 2 a„x" centrada en x = 0. La demostracion para una serie de potencias 
centrada en x = c se deduce con facilidad. Un paso clave en esta demostracion usa la pro- 
piedad de completitud del conjunto de los numeros reales: si un conjunto no vacfo S de 
numeros reales tiene una cota superior, entonces debe tener una minima cota superior (vea 
la pagina 603). 

Se debe mostrar que si una serie de potencias 2 c/„x" converge en x = d, d A 0, entonces 
converge para todo b que satisface \b\ < \d\ . Como 2 a n x" converge, el lfm a n d" = 0. 

n— >oo 
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Por tanto, existe un N> 0 tal que a n d" < 1 para todo n > N. Entonces, para todo n > N : 


\a„b"\ = 


, d" 


b n 


b" 

a„b n — 

^3 

C 

II 


< 


n d n 

i n i 

d n 


d n 


Asf, para |fo| < \d\, 


< 1 , lo cual implica que 


2 


b n 

d n 


es una serie geometrica convergente. Por el criterio de comparacion, la serie 2 a n b" tambien 
converge. 


Del mismo modo, si la serie de potencias 2 a n x" diverge en x = b, donde b A 0, entonces 
diverge para todo d que satisface \d\ > \b\ . Si 2 a„d" convergiera, entonces el argumento 
anterior implicarfa que 2 u H b" tambien fuera divergente. 


Por ultimo, para demostrar el teorema, supongase que ninguno de los casos 1 y 3 sea 
verdadero. Entonces existen puntos by d tales que 2 a„x" converge en b y diverge en d. Sea 
S = {x: 2 a n x" converge}. S no es un conjunto vacfo ya que b E S. Si x E S, entonces |jr|< 
|rf| , lo cual muestra que |c/| es una cota superior del conjunto no vacfo S. Por la propiedad 
de completitud, S tiene una minima cota superior, R. 

Ahora, si |;t|> R, entonces x S de manera que 2 a n x" diverge. Y si |x| < R, entonces 
|jc| no es cota superior de S, por lo que existe b en S que satisface \b\ > |x|. Como b €E S, 
2 a n b" converge lo que implica que 2 a„x" converge. 


Tablas de integration 


Formulas u" 


1. u" du = 


n + 1 


+ C, n # — 1 


2. j — du = ln| m | + C 


Integrates con la forma a + bu 


3. 


4. 


5. 


6 . 


7. 


8 . 


9. 


10 . 


11 . 


12 . 


13. 


a + bu 


du = j^(bu — a ln|<7 + bu\) + C 


l ( a 
du = —x 


(a + bu) 2 b 2 


+ ln| " + i ’" 1 ) + c 


du = 


1 


(a + bu) n b 2 

u 2 , = _}_ 

a + bu b 3 


-1 


+ 


_{n — 2)(a + bu)' 1 2 (n — 1 ){a + bu)" 1 


+ C, n 1,2 


bii 

— (2a — bu) + a 2 ln|a + bu\ 


+ C 


- du = bu 


(a + bu) 2 b 3 \ a + bu 


u 1 
(a + buy du _ b 3 

" 2 du = ± 


2 a 


(a + bu)" b 3 


a + bu 2 (a + bu) 2 

-1 


2 a ln|a + bu\ J + C 

+ ln|n + bu\ 
2a 


a~ 


+ C 


+ 


/ ! . \ du = - In 

u\a + bit) a 


_(n — 3)(a + bu)" 3 ( n — 2)(a + bu)" 2 (n — l)(a + bu)" 1 

+ C 


+ C, n ¥= 1, 2, 3 


u 

a + bu 


1 , 1/1 1 , 

du = — 1 — In 

u\a + bu) a\a + bu a 


1 


u 

a + bu 


+ C 


, 1/1 b, 

2 i , , \ du = — - + - In 
u (a + bu) a\u a 


a + bu 


+ C 


1 


u 2 (a + bu )' 


du = — - 


1 


a + 2bu 2b 

— — H In 

u(a + bu) a 


a + bu 


+ C 
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Integrales con la forma a + bu + cm 2 , b 1 A 4ac 


14. 


15. 


1 


a + bu + cu 2 


du = 


2 2cu + b 

? arctan — , . = + C, 


J4ac — b 2 J 4ac — b 2 


b 2 — 4ac 


In 


2 cm + b — V £> 2 — 4ac 


2cm + £> + — 4ac 

1 


— ^ ^ du = — (in I a + £>m + cm 2 I — ft . , 

<7 + ftn + cm 2c V I a + OM + CM 


ft 2 < 4ac 
+ C, b 2 > 4 ac 
du 


Integrales con la forma + bu 
16 . u"^J a + bu du = 


b{2n + 3) 


u ll (a + bu) 3 / 2 — na u" 1 Vfl + bu du 


17. 

18. 
19. 


1 


UsJ a + bu 
1 


du = 


: du = 


1 

Vo 

2 


In 


Vm + bu 


Vfl + ftM + Vm 


+ C, a > 0 


a + Z?m 

: arctan / h C, a < 0 


-1 


m' ! V« + ftM a(n — 1) 

+ ftM 


a + bu (2 n — 3)b 


du = 2 + ftM + o — , du 

m / mvm + bu 


+ 


1 


7” 1 V« + &M 


t/n 


, n A 1 


. v a + bu , 

20. ^m = "7 A 

m" - 1) 


(a + bu) 3 / 2 (2 n — 5 )b f + bu 


+ 


■ du 


, n A 1 


21 . 


22 . 


m —2(2fl - bu) , — — — 

, - du = — , v« + bu + C 

Vfl + bu 3b- 


: du = 


+ bu (2n + 1 )b 


u"^/a + bu — na 


+ bu 


du 


Integrales con la forma a- ± u~, a > 0 


23. 

24. 

25. 


1 , 1 M 

du = — arctan — \- C 
a a 


a 2 + m 2 

1 


- du = — 


■ c/m = 


~ du = — In 

— M“ 2(7 


m — a 
u + a 


+ C 


1 


(fl 2 ± M 2 )" 2(7 2 (« — 1) 


(a 2 ± u 2 )"-' + (2 ' ? 3) J (a 2 ± u 2 )"-‘ 


■ du 


n A 1 


Integrales con la forma Vm 2 ± a 2 , a > 0 

26. I sju 2 ± a 2 du = ^-(mVm 2 ± a 2 ± a 2 \n\u + Vm 2 ± fl 2 |) + C 


27. I m 2 >/m 2 ± « 2 du = — [m( 2 m 2 ± (7 2 )Vm 2 ± a 2 — a 4 ln|M + Vm 2 + fl 2 |] + C 


28. 


Vm 2 + 


■ du = Vm 2 + a 2 — a In 


+ Vm 2 + a 2 


+ C 
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29. 


J~u 


0 7 

iZ. f-fZ. 


du = V a 2 — a 2 — a arcsec + C 


30. 


Va 2 ± a 2 


du = 




+ ln|a + Vm 2 ± a 2 1 + C 


31. 


^==rf M = ln| M + ^ 


a 2 ± a 2 + C 


32. 


1 -1 

du = In 

a 


uV« 2 + a 2 


a + V« 2 + a 2 


+ c 


33. 


1 / 1 |«| , ^ 
du = — arcsec J — 1 + C 


«7« 2 — a 2 a a 


34. 


i <r/w = 


V« 2 + a 2 ”” 2 


± a 2 -+- a 2 ln|a + Ju- ± a 2 |) 4- C 


35. 


36. 


1 


u 2 ^/u 2 ± a 2 

1 


t/a = 


V« 2 ± a 2 


+ C 


, +M 

t/a = — — , = + C 


(a 2 ± a 2 ) 3 / 2 a 2 V^ TJ 


Integrates con la forma J a 2 — u 2 , a > 0 

37. I Va 2 — a 2 du = -H u J d 2 — u 2 + a 2 arcsen — ) + C 

J 2 \ a ) 

38. J m 2 V a 2 — u 2 du = ^ u(2u 2 — a 2 )^Ja 2 — u 2 + a 4 arc: 


+ C 


39. 


V, 


<7m = Va 2 — a 2 — a In 


+ Va 2 — tP 


+ C 


40. 


Va 2 - ” 2 


a^ — — Va 2 — a 2 a „ 

— a^a = arcsen — h C 


41. 


1 u 

du = arcsen — h C 
a 


Va 2 — a 2 


42. 


43. 


1 -1 

/ , , t/a = In 

wva — a a 


+ Va 2 — u 1 


+ C 




■ du = — 


— ( —uja 2 — ir + a 2 arcsen — ] + C 
2 \ a) 


44. 


w 2 Va 2 — tr 


: = 


— Va 2 — a 2 


+ C 


45. 


r z/m = 


(a 2 - a 2 ) 3 / 2 aVa 2 - a 2 


+ C 
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Integrales con la forma sen u o cos u 


46. sen u du = — cos u + C 


47. cos u du = sen u + C 


48. I sen 2 u du = —(u — sen u cos u) + C 


49. I cos 2 u du = ~(u + sen u cos u) + C 


, , sen" 1 u cos u n — 1 ( | , cos" 1 u sen u n — 1 . __ , 

50. sen" u du = 1 sen" z u du 51. cos" u du = 1 cos" z u du 


52. u sen u du = sen u — u cos u + C 


54. u" sen u du = — u" cos u + n I u" 1 cos u du 


56. 


58. 


1 


1 ± sen u 
1 


du = tan u + sec u + C 


du = In I tan u I + C 


sen u cos u 


53. u cos u du — cos u + u sen u + C 


55. u" cos u du = u" sen u — n w" 1 sen u du 


57. 


1 


1 ± cos u 


du = —cot u ± esc u + C 


Integrales con la forma tan u, cot u, sec u, esc u 


59. tan u du = —In cos u\ + C 


61. sec u du = lnlsec u + tan u\ + C 


62. esc u du = lnlcsc u — cot u\ + C o esc u du = — lnlcsc u + cot «| 4- C 


60. cot u du = In sen u\ + C 


63. tan 2 u du = — u + tan u + C 


64. cot 2 u du = — u — cot u + C 


65. sec 2 u du = tan u + C 


66. esc 2 u du = — cot u + C 


_ . tan" 1 u , _ 9 , 

67. | tan" u du = . | tan" z u du , n =f 1 


68. cot" u du = 


69. sec" u du = 


72—1 

cot"' 1 u 
77—1 

sec" ~ 2 u tan u n — 2 

+ 


70. esc" u du = — 


72 — 1 72 —1 

CSC" -2 U cot U 72 — 2 


72 — 1 72 —1 


(cot" -2 u) du, n J= l 

sec" -2 u du, n J= l 
esc" ~ 2 u du, n =£ 1 


71. I du = ^(u ± In I cos u ± sen u\ ) + C 

J 1 ± tan u 2' 1 17 


73. 


1 


1 ± sec u 


du = u + cot u + esc u + C 


72. 


74. 


du = ]r(u + lnlsenrr ± costtI) 4- C 

1 ± cot u 2 ' 1 17 


1 


1 ± CSC u 


du = u — tan u ± sec u + C 
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Integrates con funciones trigonometricas inversas 


75. J arcsen u du = u arcsen u + Vl — u 2 + C 
77. arctan u du = u arctan u — In J\ + ir + C 



[" arcsec u du = u arcsec u 

8 «.j 

f arccsc u du = u arccsc u 

Integrates con la forma e" 

81 .j 

[” e“ du = e u + C 

83. j 

\»-e-„u = u-e.-„\u- 

85. j 

f e au 

e au sen bu du = . , i 

a + b 

86. j 

f . . e au 

e a “ cos budu = , , „ I 

a 2 + b A 

Integrates con la forma In u 


( a sen bu — b cos bu ) + C 
(a cos bu + b sen bu) + C 


87. In u du = u(— 1 + In u) + C 


89. u" In u du = 


(n + I) 21 

90. I (In u ) 2 du = u [2 — 2 In u + (In it) 2 ] + C 


Integrates con funciones hiperbolicas 
92. cosh u du = senh u + C 


94. J sech 2 u du = tanh u + C 

96. sech u tanh u du = — sech u + C 


76. J arccos u du = u arccos u — Vl — u 2 + C 
78. arccot u du = u arccot u + InVl + u 2 + C 


82. j ue“ du = (u — l)e" + C 

1 


84. 


1 + e“ 


du — u ln( 1 + e“) + C 


88 . 


it . , 

u In u du = — ( — 1 + 2 In u) + C 
4 


j[— 1 + (n + 1) In u] + C, n — 1 


91. (In u)" du = «(ln u) n — n (In u) n 1 du 


93. J senh u du = cosh u + C 

95. Jcsch 2 udu = — cothw + C 

97. csch u coth u du = — csch u + C 


Integrates con funciones hiperbolicas inversas (en forma logaritmica) 
du 


98. 

100 . 


Vm 2 ± a : 

du 

u s/a 2 ± u‘ 


= ln(w + Vm 2 ± a 2 ) + C 


99. 


du 1 , 

= — m 


a 2 — u 2 2 a 


a + u 


a — u 


+ C 


= — In 


1 a + Vn 2 ± 


+ C 


Soluciones de los ejercicios impares 


Capitulo P 

Seccion P.1 (pagina 8) 

1 . b 2.d 3 .a 4. c 


5. Las respuestas varfan. 


X 

-4 

-2 

0 

2 

4 

y 

0 

1 

2 

3 

4 


y 




9. Las respuestas varfan. 


X 

-5 

-4 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

y 

3 

2 

1 

0 

1 

2 

3 




13. Las respuestas varfan. 


X 

-3 

-2 

-l 

0 

1 

2 

3 

y 

-1 

3 

2 

-3 

Indef. 

3 

3 

2 

1 


y 



15. 


19. 

23. 

29. 

31. 

33. 

37. 

39. 

41. 


Xmfn = -5 
Xmax = 4 
Xscl = 1 
Yrm'n = — 5 
Ymax = 8 
Yscl = 1 


17. y = V5 — x 


5 


(- 4 . 00 , 3 ) 

( 2 , 1 . 73 ) 




-3 


a) y = 1.73 b) x = - 4 


(0,-5), (|, 0) 21. (0, -2), (-2,0), (1,0) 

(0,0), (4,0), (-4,0) 25. (4,0) 27. (0,0) 

Simetrica respecto al eje y 
Simetrica respecto al eje x 

Simetrica respecto al origen 35. No hay simetrfa 

Simetrica respecto al origen 
Simetrica respecto al eje y 



A-25 


A-26 


Soluciones de los ejercicios impares 


45. y = 9 - x 2 

Simetrfa: respecto al eje y 


y 



47. y = (x + 3) 2 

Simetrfa: ninguna 


y 



49. y = x 3 + 2 

Simetrfa: ninguna 


51. y = rV-t + 5 

Simetrfa: ninguna 


y 



Simetrfa: respecto al origen 



y = 8/x 

Simetrfa: respecto al origen 



y 



57. y = 6 — |x| 

Simetrfa: respecto al eje y 



59. y x = Jx + 9 
y 2 = — Jx + 9 
Simetrfa: respecto al eje x 



"■ » - 

lb — x 

Simetrfa: respecto al eje x 
63. (3,5) 65. (-1,5), (2, 2) 

69. (-1, -1), (0,0), (1, 1) 

71. (-1,-5), (0,-1), (2,1) 


3 



jo. V2) 


6, 0) 




*(a-V2) 


-3 


67. (-1, -2), (2, 1) 

73. (-2,2), (-3, 73) 


75. a) 

b) 


y = -omit 2 + 5. Tit + 26.9 



El modelo es un buen ajuste para 
los datos. 


c) 212.9 

77. x ~ 3 133 unidades 79. y = (x + 4)(x — 3)(x — 8) 

81. a) Demostracion b) Demostracion 

83. Falso. (4, — 5) no es un punto de la grafica de x = v 2 — 29. 

85. Verdadero 87. x 2 + (v — 4) 2 = 4 


Seccion P.2 (pagina 16) 

1. m =1 3. m = 0 5. m = — 12 




11 . m no esta definida. 13. m = 2 




15. 

19. 

21 . 


(0, 2), (1, 2), (5, 2) 17. (0, 10), (2, 4), (3, 1) 

a) | b) 10,/TOft 



Ano (0 <H> 2000) 


b) Menor rapidez de crecimiento 
de la poblacion de 2004 a 2005. 


23. m = 4, (0, -3) 

25. m = (0, 4) 27. m no esta definida, no tiene interseccion 

con y 


29. 3x - 4y + 12 = 0 31. 2x - 3y = 0 




Soluciones de los ejercicios impares A-27 


33 . 3jc — y — 11 =0 



37 . 2x - y - 3 = 0 



41 . x — 6 = 0 



35 . 2x — y = 0 


y 



y 



y 



45 . x — 3 = 0 

51 . 


47 . 3x + 2y - 6 = 0 49 . x + y - 3 = 0 







l 

|A- 


Las rectas en a) no parecen perpendiculares, pero lo son en b) 
debido a que se utiliza una configuration cuadrada. Las rectas 
son perpendiculares. 

61 . a) x + 7 = 0 b) y + 2 = 0 

63 . a) 2x — y — 3 = 0 b) x + 2y — 4 = 0 

65 . a) 40x - 24y - 9 = 0 b) 24* + 40y - 53 = 0 


67 . V = 25 Or - 150 69 . V = - 1 600 r + 30 000 

71 . y = 2x 73 . No son colineales, porque 



79 . 5F - 9C - 160 = 0; 72°F = 22.2°C 

81 . a) Wj = 14.50 + 0.75x, W 2 = 11.20 + 1.30* 



c) Cuando se producen 6 unidades, el salario de ambas opciones 
es de $19.00 por hora. Seleccionar la option 1 si se producen 
6 unidades. Seleccionar la option 2 si se producen mas de 6 
unidades. 


83 . a) x = (1 530 - p)/15 
b ) 



c) 49 unidades 


45 unidades 

85 . 1 2_y + 5x - 169 = 0 87 . 2 89 . {5j2)/2 91 . 2^2 

93 . Demostracion 95 . Demostracion 97 . Demostracion 99 . Verdadero 

Seccion P.3 (pagina 27) 

1. a) Dominio de /: [ — 4, 4]; rango de /: [—3,5] 

Dominio de g: [ — 3, 3]; rango de g: [ — 4,4] 

b ) /( — 2) = -1; g(3) = -4 

c ) x = — 1 d) x = 1 e) x = — \,x=\yx = 2 

3 . a) -4 b) -25 c) lb - 4 d) lx - 11 

5 . a) 5 b) 0 c) 1 d) 4 + 2r - t 2 

7. a) 1 b) 0 c) 9. 3x 2 + 3x \x+ (Arc) 2 , txx ¥= 0 

11 . (V x — 1 — x + l)/[(x — 2)(x — 1)] 

= — 1/[V* — l(l + Vx~— l)], jc + 2 

13 . Dominio: (— oo, oo); rango: [0, oo) 

15 . Dominio: [0, oo); rango: [0, oo) 

17 . Dominio: Todos los numeros reales t tales que t + 4n + 2, 
donde n es un entero; rango: (— oo, — 1] U [1, oo) 

19 . Dominio: ( — oo, 0) U (0, oo); rango: (— oo, 0) U (0, oo) 

21 . Dominio: [0, 1] 

23 . Dominio: Todos los numeros reales x tales que x 2njr , donde 

n es un entero 

25 . Dominio: (— oo, — 3) U (—3, oo) 

27 . a) - 1 b) 2 c) 6 d) 2t 2 + 4 

Dominio: (— oo, oo); rango: (— oo, 1) U [2, oo) 
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Soluciones de los ejercicios impares 


29. a) 4 b) 0 c) -2 d) -b 2 

Dominio: (— oo, oo); rango: (— oo, 0] U [1, oo) 


57. a ) Traslacion vertical b) Reflexion alrededor del eje x 


31. f{x) = 4 - x 

Dominio: (— oo, oo) 
Rango: (— 00 , 00 ) 


33. h(x) = Jx — 6 
Dominio: [6, 00 ) 
Rango: [0, 00 ) 




35. f(x ) = — x 2 

Dominio: [—3, 3] 
Rango: [0, 3] 


37. g(t) = 3 sen Trt 
Dominio: (— 00 , 00 ) 
Rango: [—3,3] 




39. El estudiante viaja \ mifla/minuto durante los primeros 4 mi - 
nutos, se detiene por los siguientes 2 minutos y viaja 1 milla/ 
minuto durante los ultimos 4 minutos. 

41. y no es una funcion de x. 43. y es una funcion de x. 

45. y no es una funcion de x. 47. y no es una funcion de x. 

53. e 54. g 



c ) 









59. a) 0 b) 0 c) -1 d) Vl5 

e) V-v 2 — 1 /) x — 1 (x £ 0) 

61. (/» g)(x) = y; dominio: [0, 00 ) 

(g «/)( x) = |y|; dominio: ( — 00 , 00 ) 

No, sus dominios son diferentes. 

63. (f°g)(x) =?>/(x 2 — 1); dominio: (— 00 , — 1) U (— 1, 1) U (1, 00 ) 
(g °/)( x) = ( 9/x 2 ) — 1 ; dominio: (- 00 , 0) U (0, 00 ) 

No 

65. a) 4 b) -2 

c) Indefinida. La grafica de g no existe en x = —5. 

d) 3 e) 2 

f) Indefinida. La grafica de/no existe enr= —4. 

67. Las respuestas varfan. 

Ejemplo: f(x) = Jx\ g(x) = x - 2; h(x) = 2x 
69. Par 71. Impar 73. a) (§, 4) b) (|, — 4 ) 

75. / es par. g no es ni par ni impar. h es impar. 

77. fix) = — 5y — 6, — 2<y<0 79. y = — J —x 

81. Las respuestas varfan. 83. Las respuestas varfan. 

Ejemplo de respuesta: Ejemplo de respuesta: 




87. a) T( 4) = 16°C, T{ 15) ® 23°C 

b) Los cambios en la temperatura ocurren 1 hora mas tarde. 

c) Las temperaturas son 1° mas bajas. 
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Ano (5 <-» 1955) 


b ) 


A(20) ~ 384 acres/granja 


f 2 jc — 2, six £ 2 

91 . f(x) = \x\ + \x — 2| = | 2, siO < x < 2 

[— 2x + 2, six £ 0 
93 . Demostracion 95 . Demostracion 
97 . a ) V(x) = x(24 — 2x) 2 , 0 < x < 12 



-100 


4 x 16 x 16 cm 


Altura, x 

Longitud 
y ancho 

Volumen, V 

1 

24 - 2(1) 

1 [24 - 2(1)] 2 = 484 

2 

24 - 2(2) 

2[24 - 2(2)] 2 = 800 

3 

24 - 2(3) 

3 [24 - 2(3)p = 972 

4 

24 - 2(4) 

4[24 - 2(4)p = 1 024 

5 

24 - 2(5) 

5 [24 - 2(5)p = 980 

6 

24 - 2(6) 

6[24 - 2(6)p = 864 


Las dimensiones de la caja que proporcionan el volumen 
maximo son 4 x 16 x 16 cm. 

99 . Falso. Por ejemplo, si /(x) = x 2 , entonces /(— 1) =/( 1). 

101 . Verdadero 103 . Problema Putnam A 1, 1988 


Seccion P.4 (pagina 34) 

1. Trigonometrica 3 . Sin relacion 
5 . a) y b ) 7 . a) 

b) 



d = 0.066 F 
10 



El modelo ajusta bien. 
3.63 cm 


Lineal aproximadamente 
c) 136 

9 . a) y = 0.151x + 0.10; r « 0.880 
b) f 



c) 


d) 

11 . a) 


b) 


Un mayor consumo de energfa per capita en un pais tiende 
a estar relacionado con un mayor producto interno bruto 
per capita. Los cuatro palses que mas difieren del modelo 
lineal son Venezuela, Corea del Sur, Hong Kong y Reino 
Unido. 

y = 0.155x + 0.22; r = 0.984 

y, = 0.04040? 3 - 0.3695t 2 + 1.123? + 5.88 

y 2 = 0.264? + 3.35 

y 3 = 0.01439t 3 - 0.1886f 2 + 0.476? + 1.59 
y 1 + y 2 + y 3 = 0.05479 f 3 - 0.5581? 2 + 1.863? + 10.82 
Alrededor de 47.5 centavos/milla 



13 . a) t = 0.002s 2 - 0.045' + 1.9 
b) 20 


c) 


d) 


e) 


15 . 



De acuerdo con el modelo, los tiempos requeridos para 
alcanzar velocidades menores de 20 rnillas por hora son 
todos casi los mismos. 

? = 0.002s 2 + 0.025 + 0.1 



No. De la grafica en el apartado b) se observa que el mo- 
delo del apartado a) se acerca a los datos mas que el modelo 
mostrado en d). 

y = -1.806.x 3 + 14.58x 2 + 16.4x + 10 
c) 214 hp 



17 . a) 

b) 

d) 


SI. A1 tiempo ? hay uno y solo un desplazamiento y. 
Amplitud: 0.35; periodo: 0.5 c) y = 0.35 sen(4T7?) + 2 
El modelo parece ajustarse 
bien a los datos. 

(0.125, 2.35) 


(0.375, 1.65) 


19 . Las respuestas varian. 21 . Problema Putnam A2, 2004 


o 
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Soluciones de los ejercicios impares 


Ejercicios de repaso para el capftulo P (pagina 37) 

1. (§, o), (0, — 8) 3. (3, 0), (o, |) 5. Simetria respecto al eje y 







3 

m = 7 


25. y = \x — x ° 27. y = — \x — 2 o 

lx — Ay — 41 = 0 2x + 3y + 6 = 0 




29. a) lx - 16y + 101 = 0 b) 5x - 3y + 30 = 0 
c) 5x + 3y = 0 d) x + 3 = 0 
31. V-« 12 500 - 850f; $9 950 


33. No es funcion 


35. Es funcion 



37. a) Indefinida b ) —1/(1 + Ax), A x± 0, —1 
39. a ) Dominio: [ — 6, 6]; rango: [0,6] 

b) Dominio: (— oo, 5) U (5, oo); rango: (— oo, 0) U (0, oo) 

c) Dominio: (— oo, oo); rango: (— oo, oo) 






Todas las graficas pasan por el origen. Las graficas de 
potencias impares de x son simetricas con respecto al origen 
y las graficas de potencias pares de x son simetricas con 
respecto al eje y. Conforme las potencias se incrementan las 
graficas se hacen mas planas en el intervalo — 1 < x < 1. 
Las graficas de estas ecuaciones con potencias pares se 
extienden en los cuadrantes I y II. 
b) La grafica de y = x 7 debe pasar por el origen y por los 
cuadrantes I y III. Debe ser simetrica con respecto al origen 
y bastante plana en el intervalo (-1, 1). La grafica y = x 8 
debe pasar por el origen y por los cuadrantes I y II. Debe ser 
simetrica con respecto al eje y bastante plana en el intervalo 
(- 1 , 1 ). 

45. a) A = x(12 — x) 
b) Dominio: (0, 12) 

c) Area maxima: 

36 pulg 2 ; 6x6 pulg. 


12 
o 
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47. a) 

b) 

c ) 

d) 

49. a) 

b) 

d) 


Grado mi'nimo: 3; coeficiente dominante: negativo 
Grado mi'nimo: 4; coeficiente dominante: positivo 
Grado mi'nimo: 2; coeficiente dominante: negativo 
Grado mi'nimo: 5; coeficiente dominante: positivo 
Si. A cada tiempo t le corresponde uno y solo un desplaza- 
rniento y. 

Amplitud: 0.25; Periodo: 1.1 c) y ~ 4 cos(5.7f) 

El modelo parece ajustarse 
a los datos. 

2.2 


-0.5 


( 1 . 1 , 0 . 25 ) 



( 0 . 5 , - 0 . 25 ) 


SP Solucion de problemas (pagina 39) 

1. a) Centro: (3, 4); radio: 5 

b) y = ~\x c) y = \x-\ d) (3, -f) 


a) H(x) - 2 = 


- 1 , x > 0 , , fl, x > 2 

b) H(x - 2) = 

-2, x <0 [O, jc < 2 


-4 -3 -2 -1 


12 3 4 


-4 -3 -2 -1 , 


12 3 4 


, , 1 — 1, jc > 0 [1, jc < 0 

c)-H(x) = { d) H(-x) = 

0 , x < 0 0 , x > 0 


-4 -3 -2 -1 , 


12 3 4 


l . . U’ X - 0 t N (l, X > 2 

e) \H{x) = \ 2 f)~H(x~ 2) + 2 = 

0 , jc < 0 \2, x < 2 


4 -- 

3 -- 


-4 -3 -2 -1 , 


1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 


12 3 4 


5. a) A(x) = jc[(100 — x)/2]; Dominio: (0, 100) 

b) 1 600 Las dimensiones de 50 m x 25 m 

dan el area maxima de 
1 250 m 2 . 

110 

0 

c) 50 m x 25 m; Area = 1 250 m 2 

7. T(x) = [2V4T3? + 7(3 - x) 2 + l]/4 
9. a) 5, menor b) 3, mayor c) 4.1, menor 

d) 4 + h e) 4; las respuestas varian. 

11. A1 utilizar la definicion de valor absoluto, se puede reescribir la 
ecuacion como 





| 2 y, y > 0 _ hx, x > 0 
[ 0, y < 0 _ [ 0, x < O' 


Para .* > 0 y y > 0, se tiene 2y = 2 jc — » y — x. Para cualquier 
x < 0, y se tiene y 5 0. De esta manera, la grafica de y + |y| 
= x + \x\ es como sigue. 



c) Conforme k se hace muy grande 


> 0 y 


16* 


0 . 


k - I l ) 2 

El centra del clrculo se acerca a (0, 0), y su radio se aproxi- 
ma a 0 . 

15. a) Dominio: (— 00 , 1) U (1, 00 ); rango: (— 00 , 0) U (0, 00 ) 

b) f(f(x)) = 

Dominio: (— 00 , 0) U (0, 1) U (1, 00 ) 

c) f(f(f(x)))=x 

Dominio: (— 00 , 0) U (0, 1) U (1, 00 ) 

La grafica no es un recta porque 
tiene huecos en x = 0 y 
x = 1 . 
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Capitulo 1 

Seccion 1.1 (pagina 47) 

1. A1 aplicar precalculo: 300 pies 

3. A1 aplicar calculo: la pendiente de la recta tangente enx = 2 esO. 16. 
5. o) A1 aplicar precalculo: 10 unidades cuadradas 
V) Calculo: 5 unidades cuadradas 



b) 1 ; §; § c) 2. Utilizar puntos cercanos a P. 

9. a) Area = 10.417; Area = 9.145 b) Utilizar mas rectangulos. 
11 . a) 5.66 b) 6.11 c) Aumentar el numero de segmentos. 

Seccion 1.2 (pagina 54) 


i. 


X 

3.9 

3.99 

3.999 

4.001 

4.01 

4.1 

fix) 

0.2041 

0.2004 

0.2000 

0.2000 

0.1996 

0.1961 


x - 4 i 1 

lfm — ; ~ 0.2000 El lfmite real es — . 

x 2 - 3x - 4 \ 5 

3. 


X 

-0.1 

-0.01 

-0.001 

0.001 

0.01 

0.1 

fix) 

0.2050 

0.2042 

0.2041 

0.2041 

0.2040 

0.2033 


lfm + ** ~ 0.2041 (e 1 lfmite real es — — . ) 

*->o x V 2V6 / 



9. 


X 

0.9 

0.99 

0.999 

1.001 

1.01 

1.1 

fix) 

0.2564 

0.2506 

0.2501 

0.2499 

0.2494 

0.2439 


x — 2 / 1 

lfm -it 1 ~ 0.2500 El lfmite real es — . 

Hir + r- 6 \ 4 

11 . 


X 

0.9 

0.99 

0.999 

1.001 

1.01 

1.1 

fix) 

0.7340 

0.6733 

0.6673 

0.6660 

0.6600 

0.6015 

x 4 - 1 / 

lfm , = 0.6666 

x->l X 6 - 1 V 

13. 

2 \ 

El lfmite real es — . j 

X 

-0.1 

-0.01 

-0.001 

0.001 

0.01 

0.1 

fix) 

1.9867 

1.9999 

2.0000 

2.0000 

1.9999 

1.9867 


sen 2x 

lfm — ~ 2.0000 (El lfmite real es 2.) 

-v— >0 X 


15. 1 17. 2 

19. No existe el lfmite. La funcion tiende a 1 por la derecha de 2 pero 
tiende a — 1 por la izquierda de 2. 

21 . 0 

23. No existe el lfmite. Cuando jc tiende a 0, la funcion oscila entre 

i y i - 

25. a) 2 

b) No existe el lfmite. La funcion tiende a 1 por la derecha de 1 
pero tiende a 3.5 por la izquierda de 1 . 

c) No existe el valor. La funcion no esta definida en x = 4. 

d ) 2 

27. lfm /0c) existe en todos los puntos de la grafica excepto en c = — 3 

X — 



puntos de la grafica excepto en 
c = 4. 


33. a) I®. 



O l 6 

8 


Soluciones de los ejercicios impares 
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b) 


t 

3 

3.3 

3.4 

3.5 

3.6 

3.7 

4 

c 

11.57 

12.36 

12.36 

12.36 

12.36 

12.36 

12.36 


lfm C(t) = 12.36 

H3.i 

c) 


t 

2 

2.5 

2.9 

3 

3.1 

3.5 

4 

C 

10.78 

11.57 

11.57 

11.57 

12.36 

12.36 

12.36 


No existe el li'mite porque los lfmites por la derecha y por la 
izquierda son diferentes. 

35. 8 = 0.4 37. S = n “ 0.091 

39. L = 8. Con 8 = 0.01/3 = 0.0033. 

41. L = 1. Con 8 = 0.01/5 = 0.002. 

43. 6 45. 3 47. 3 49. 0 51. 10 53. 2 55. 4 

57. 59. 10 


lim/W = g 

jc— >4 

Dominio: [—5, 4) U (4, oo) 
La grafica tiene un hueco 
en x = 4. 


]fm/(x) = 6 
jc— >9 

Dominio: [0, 9) U (9, oo) 
La grafica tiene un hueco 
en x = 9. 


61. Las respuestas varfan. Ejemplo de respuesta: cuando x tiende a ! 
por cualquier lado,/(x) se acerca arbitrariamente a 25. 


63. () Los valores de/se aproxi- 
man a diferentes numeros 
cuando x tiende a c por 
diferentes lados de c. 


ii ) Los valores de/crecen o 
decrecen indefinidamente 
cuando x tiende a c. 


-4 -3 -2 -1 


12 3 4 



iii) Los valores de/oscilan entre dos numeros fijos cuando x 
tiende a c. 


y 



65. a) r = — ■ 
v 


0.9549 cm 


b) ~r— < r < , o aproximadamente 0.8754 < r < 1.0345 

2t t 2t t 


(c) lfm 2 irr = 6; e = 0.5; 8 = 0.0796 

r —>3/tt 


67. 


X 

-0.001 

-0.0001 

-0.00001 

fix) 

2.7196 

2.7184 

2.7183 


X 

0.00001 

0.0001 

0.001 

fix) 

2.7183 

2.7181 

2.7169 


lfm f{x) = 2.7183 

x — >0 




8 = 0.001 
(1.999, 2.001) 


71. Falso. La existencia o no existencia de/(x) en x = c no influye 
en la existencia del lfmite de f(x ) cuando x — > c. 

73. Falso. Ver el ejercicio 17. 

75. Sf. Cuando x tiende a 0.25 por cualquiera de los lados, -J x se 
acerca arbitrariamente a 0.5. 


77. lfm 

jt->0 


sen nx 
x 


n 


79 a 81. Demostraciones. 83. Las respuestas varfan. 
85. Problema Putnam B 1, 1986. 


Seccion 1.3 (pagina 67) 




a) 0 

b) -5 



a) 

0 

b) 

= 0.52 

lo tt/6 

5. 

8 7. 

-1 9. 

0 11. 

7 

13. 

2 

15. 1 


17. 

1/2 

19. 1/5 

21. 7 

23 

. a) 

4 

b) 

64 c) 

64 

25. 

a) 3 

b) 2 c) 

2 27. 1 

29. 1 

1/2 

31. 1 


33. 

1/2 

35. -1 

37. a) 

10 

b) 

5 

c) 

6 d) 

3/2 

39. 

a) 64 

b) 2 

c) 12 

d) 

8 





41. 

a) - 1 

b) -2 









g(x) 


X 2 - 


■ y fix) = x - 


1 coinciden excepto en x = 0. 


x 
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43. a) 2 b) 0 

— x 

g(x) = 1 — y /(x) = x 2 + x coinciden excepto en x = 1 . 

45. -2 


fix) = 


x 2 - 1 

X + 1 


y g(x) = x — 1 coinciden excepto en x = — 1 . 


47. 12 

^3 g 

/(x) = — — y g(x) = x 2 + 2x + 4 coinciden excepto en x = 2. 

49. -1 51. 1/8 53. 5/6 55. 1/6 57. 75/10 

59. -1/9 61. 2 63. 2x - 2 

65. 1/5 67. 0 69. 0 71. 0 73. 1 75. 3/2 

77. 

La grafica dene un hueco en x = 0. 

■ 3 


Las respuestas varfan. Ejemplo: 


X 

- 0.1 

- 0.01 

- 0.001 

0.001 

0.01 

0.1 

fix) 

0.358 

0.354 

0.354 

0.354 

0.353 

0.349 


7TT2 - 72 ( .1 72 

lim ~ 0.354 El 1 mute real es — 7 = = — — . 

*->o X \ 272 4 


79. 


La grafica tiene un hueco en x = 0. 


Las respuestas varfan. Ejemplo: 


X 

- 0.1 

- 0.01 

- 0.001 

fix) 

-0.263 

-0.251 

-0.250 


X 

0.001 

0.01 

0.1 

fix) 

-0.250 

-0.249 

-0.238 


Uiu [ 1/(2 + x)] - ( 1 / 2 ) 

x — >0 X 


81 . 


-2-rr ^ 



— 0.250 | El lfmite real es — — . 


La grafica tiene un hueco en t = 0. 


^ 2ir 


Las respuestas varfan. Ejemplo: 


t 

- 0.1 

- 0.01 

0 

0.01 

0.1 

.fit) 

2.96 

2.9996 

? 

2.9996 

2.96 



Las respuestas varfan. Ejemplo: 


X 

- 0.1 

- 0.01 

- 0.001 

0 

0.001 

0.01 

0.1 

fix) 

- 0.1 

- 0.01 

- 0.001 

? 

0.001 

0.01 

0.1 



La grafica tiene un hueco en x = 0. 

97./ y g coinciden en todos los puntos, excepto en uno si c es un 
numero real tal que /(x) = g(x) para todo x + c. 

99. Se obtiene una indeterminacion cuando al evaluar un lfmite 
empleando sustitucion directa se produce una fraction que no 
tiene significado, como g. 

Las magnitudes de /(x) y g(x) son 
aproximadamente iguales cuando x 
se encuentra cercana a 0. Por tanto, 
su relacion es de 1 aproximadamente. 



103. — 64 pies/s (velocidad = 64 pies/s) 105. —29.4 m/s 
107. Sea /(x) = 1/x y g(x) = — 1/x. 

lfm/(x) y Km g(x) no existen. Sin embargo, 

x — >0 ,x—>0 


lfm [/(x) + g(x)] = Km 

x— >0 jc-a0 


X \ X 


= lfm 0 = 0 

x — >0 


y por tanto existe. 

109 a 113. Demostraciones 

[ 4, si x > 0 
[ — 4, si x < 0 
lfm |/(x) | = lfm 4 = 4 


115. Sea/(x) = 


o x— >o 

Km f(x) no existe porque parax < 0, f(x) = — 4 y para 

x — >0 

x > 0, fix) = 4. 
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117. Falso. No existe el lfmite porque de la funcion tiende a 1 por la 
derecha de 0 y a — 1 por la izquierda de 0. (Observar la siguiente 
grafica.) 


2 



119. Verdadero. 

121. Falso. No existe el lfmite porque la funcion f(x) tiende a 3 por 
la izquierda de 2 y a 0 por la derecha de 2. (Observar la siguien- 
te grafica.) 


-3 ■ — “ “ — ■ 6 


123. Demostracion. 

77 

125. a) Todos los valores x A 0, — + mr 



c ) 


El dominio no es obvio. El hueco en x = 0 no se ve de 
manera clara en la grafica. 



127. La calculadora no fue seleccionada en el modo de radianes. 

Seccion 1.4 (pagina 78) 

1. a) 3 b) 3 c) 3 ;/(jc) es continua sobre (— 00 , 00 ). 

3. a) 0 b) 0 c) 0; Discontinua en x = 3 

5. a) — 3 b) 3 c) No existe el lfmite. 

Discontinua en x = 2 

7 — 9 — 

11. No existe el lfmite. La funcion decrece indefinidamente cuando 
x tiende a —3 por la izquierda. 

13. -1 15. -l/x 2 17. 5/2 19. 2 

21. No existe el lfmite. La funcion decrece indefinidamente cuando 
x tiende a 77 por la izquierda y crece indefinidamente cuan- 
do x tiende a 77 por la derecha. 

23. 8 

25. No existe el lfmite. La funcion tiende a 5 por la izquierda de 3 
pero tiende a 6 por la derecha de 3. 

27. Discontinua en x = ±2 

29. Discontinua en todos los enteros 

31. Continua en [—7, 7] 33. Continua en [— 1, 4] 

35. Discontinuidad no removible en x = 0 
37. Continua para todo numero real x 
39. Discontinuidades no removibles en x = ±2 
41 . Continua para todo numero real x 


43. 

45. 

47. 

49. 

51. 

53. 

55. 

57. 

59. 

61. 


63. 

69. 

71. 

73. 


77. 

79. 

81. 


83. 


85. 


87. 

91. 

95. 


97. 


99. 


Discontinuidad no removible en x = 1 
Discontinuidad removible en x = 0 
Continua para todo numero real x 
Discontinuidad removible en x = — 2 
Discontinuidad no removible en x = 5 
Discontinuidad no removible en x = — 7 
Continua para todo numero real x 
Discontinuidad no removible en x = 2 
Continua para todo numero real x 

Discontinuidades no removibles en los multiplos enteros de 77/2 
Discontinuidad no removible en todo entero 

lfm f(x) = 0 

x — >0 + 

lfm f(x) — 0 

x — >0 — 

Discontinuidad en x = —2 



a = 7 65. a = 2 67. a = — 1, b = 1 

Continua para todo numero real x 
Discontinuidades no removibles en x = ± 1 

75. 

3 




-1.5 


-2 


8 


Discontinuidad no removible Discontinuidad no removible 

en todo entero en x = 4 

Continua en ( — 00 , 00 ) 

Continua en los intervalos abiertos . . . (-6,-2), (—2,2), 

(2, 6), . . . 

3 La grafica tiene un hueco en x = 0. La 

grafica parece continua, pero la fun- 
cion no es continua en [—4, 4], A partir 
4 de la grafica no resulta evidente que la 
funcion tiene una discontinuidad en 
x = 0. 

Puesto que f(x) es continua en el intervalo [1, 2] y /(l) = 37/12 
y /( 2) = —8/3, por el teorema del valor intermedio existe un 
numero real c en [1,2] tal que /(c) = 0. 

Puesto que/(x) es continua en el intervalo [0, 7 r] y/(0) = — 3 y 
/( 77 ) ~ 8.87, por el teorema del valor intermedio existe un nume- 
ro real c en [0, 77 ] tal que /(c) = 0. 

0.68,0.6823 89. 0.56,0.5636 

/( 3) =11 93-/(2) = 4 

a) El lfmite no existe en r = c. 

b ) La funcion no esta definida en x = c. 

c) El lfmite existe, pero no es igual al valor de la funcion en 

x = c. 

d ) El lfmite no existe en x = c. 

Si / y g son continuas para todos los numeros reales entonces 
tambien lo es / + g (teorema 1.11, parte 2). Sin embargo, f/g 
podrfa no ser continua si g( x) = 0. Por ejemplo, sean/(jc) = x y 
g(x) = x 2 — 1. Se cumple que/y g son continuas para todos los 
numeros reales, pero//g no es continua en.t= ±1. 

Verdadero 
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101. Falso. Una funcion racional se puede escribir como P(x)/Q(x), 
donde P y Q son polinomios de grado m y n, respectivamente. 
Puede tener a lo mas n discontinuidades. 

56 


103. 


lfm /(f) 

t— > 4 ~ ' 


28; Km /(f) 

4 + 


105. 


A1 final del dfa 3 la cantidad de cloro en la piscina es de 28 
onzas, aproximadamente. A1 comienzo del dfa 4, la cantidad de 
cloro en la piscina es de 56 onzas, aproximadamente. 

f0.40, 0 < f < 10 

C = | 0.40 + 0.05 [f — 91, f > 10, f no es un entero 
[o.40 + 0.05(f — 10), f > 10, f es un entero 


O* 

O* 

(>• 


Hay una discontinuidad no removible 
en cada entero mayor o igual que 10. 


2 4 6 8 10 12 14 


107 a 109. Demostraciones 



111. Las respuestas varfan. 

b ) A1 parecer existe una velocidad 
lfmite, posiblemente debido a 
la resistencia del aire. 


115. c = (-1 ± V 5)/2 

117. Dominio: [ — c 2 , 0) U (0, oo); Sea/(0) = l/(2c) 

119. h(x) tiene una discontinuidad no removible en todo numero 
entero, excepto en 0. 

15 


Nj 

. *-- -° . 




121. Problema Putnam B2, 1988 

Seccion 1.5 (pagina 88) 


1. lfm 


1 


3. lfm 


■44* X — 4 

1 


= oo, lfm 


x—>4 + (x — 4) 2 


■4- X - 4 


lfm 


jc-»4- (x — 4) 2 


5. lfm 2 

X-*~2 + 


.r 2 - 4 


lfm 2 

2" 


x 2 — 4 


7. lfm tan(Tr.v/4) = — oo, lfm tan(772r/4) = 00 

x — > — 2 1 x — > — 2 — 


X 

-3.5 

-3.1 

-3.01 

-3.001 

fix) 

0.31 

1.64 

16.6 

167 


X 

-2.999 

-2.99 

-2.9 

-2.5 

fix) 

-167 

-16.7 

-1.69 

-0.36 


11. 


X 

-3.5 

-3.1 

-3.01 

-3.001 

fix) 

3.8 

16 

151 

1501 


X 

-2.999 

-2.99 

-2.9 

-2.5 

fix) 

-1499 

-149 

-14 

-2.3 


lfm f(x) = — 00 lfm /( x) = 00 

x — > — 3 x — > — 3 _ 

13. jc = 0 15. x = ±2 17. No hay asfntota vertical. 

19. x = 2, x — — 1 21. f = 0 23. x = — 2, jc = 1 

25. No hay asfntota vertical. 27. No hay asfntota vertical. 
29. x = 2 + ft. w es un entero. 

31. f = mr, n es un entero no cero. 

33. Discontinuidad no removible en x = — 1 
35. Asfntota vertical en x = — 1 37. 00 39. 00 

41. 00 43. -j 45. \ 47.-00 49. 00 51. 0 

53. El lfmite no existe. 


55. 


57. 


lfm f(x) = -00 

x— »5 - 


lfm f(x) = 00 

X — > 1 + 

59. Las respuestas varfan. 


61. Las respuestas varfan. Ejemplo: /( x) = 2 


jc — 3 
x 2 - 4jc - 12 


63. 



65. 00 


67. a) |(200 tt) pies/s 

b) 200-77 pies/s 

c) lfm [50 77 s 2 d] = 00 

69. a) Dominio: x > 25 
b) 


X 

30 

40 

50 

60 

y 

150 

66.667 

50 

42.857 


c) lfm 


25jc 


25 + jc - 25 

Entre mas se acerca x a las 25 millas/hora, mas crece y. 


lfm /(jc) = 

x — >-3 + 


lfm fix) = 

:^-3- V 7 


— OO 


OO 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-37 


71. a) A = 50 tan 8 — 500; Dominio: (0, ir/2) 


0 

0.3 

0.6 

0.9 

1.2 

1.5 

m 

0.47 

4.21 

18.0 

68.6 

630.1 


c ) lfm A = oo 

0— >7t/2 _ 



0 


73. Falso; sea f(x) = ( x 2 — l)/(x — 1) 

75. Falso; sea f(x) = tan x 

77. Sea fix) = —z y e(x) = -K, y sea c = 0. lfm - 4 - = oo y 
-V 2 x 4 *->0 7 

1 / 1 1 \ [x 2 - 1 \ 

lfm r = oo, pero lfm I -r 7 = lfm ; — = — oo A 0. 

wO X x->0 \X 2 X 4 / x->0 \ JC 4 / 


79. Dado lfm f(x) = sea g(x) = l.Entonces por el teorema 1.15 
?(*) 

se tiene lfm = 0. 
f(x) 

81. Las respuestas varfan. 

Ejercicios de repaso para el capftulo 1 (pagina 91) 

1. A1 aplicar calculo Estimacion: 8.3 

11 




La estimacion del lfmite de/(x) , cuando x tiende a cero, es — 1 .00. 
5. 5; Demostracion 7. — 3; Demostracion 9. a) 4 b) 5 11. 16 

13. 76 « 2.45 15. 17. \ 19.-1 21. 75 

23. 0 25. 73/2 27. 29. ^ 


X 

1.1 

1.01 

1.001 

1.0001 

fix) 

0.5680 

0.5764 

0.5773 

0.5773 


La grafica tiene un hueco en jc = 1. 
lfm f(x) = 0.5774 

X — >1 + 


c) 73/3 

33. -39.2 m/s 35. -1 37. 0 

39. No existe el lfmite. El lfmite cuando t tiende a 1 por la izquierda es 
2, mientras que el lfmite cuando t tiende a 1 por la derecha es 1 . 
41. Continua para todo numero real* 


lfm f(x) = 0.5773 

X — > 1 + 



43. Discontinuidad no removible en todo numero entero 
Continua en (k, k + 1) para todo entero k 
45. Discontinuidad removible en x = 1 
Continua en ( — oo, 1 ) U (1, oo) 

47. Discontinuidad no removible en x = 2 
Continua en ( — oo, 2) U (2, oo) 

49. Discontinuidad no removible en x = — 1 
Continua en ( — oo, — 1) U (— 1, oo) 

51. Discontinuidad no removible en todo numero entero par 
Continua en (2k, 2k + 2) para todo entero k 
53. c = — I 55. Demostracion 
57. a) —4 b) 4 c) No existe el lfmite. 

59. x = 0 61. x = 10 63. —oo 65. j 

67. -oo 69. -oo 71. j 73. oo 

75. a) $14 117.65 b) $80 000.00 c) $720 000.00 d) oo 

SP Solucion de problemas (pagina 93) 

1. a) Perfmetro APAO = 1 + 7(v 2 — l) 2 + x 2 + Vx 4 + v 2 


Perfmetro A PBO = 1 + 7* 4 + (x — 1 ) 2 + 77777 


X 

4 

2 

1 

Perfmetro APAO 

33.0166 

9.0777 

3.4142 

Perfmetro A PBO 

33.7712 

9.5952 

3.4142 

r(x) 

0.9777 

0.9461 

1.0000 


X 

0.1 

0.01 

Perfmetro APAO 

2.0955 

2.0100 

Perfmetro A PBO 

2.0006 

2.0000 

r(x) 

1.0475 

1.0050 


c) 1 

3. a) Area (hexagono) = (373)/2 ~ 2.5981 
Area (cfrculo) = it ~ 3.1416 
Area (cfrculo) — Area (hexagono) ~ 0.5435 
b) A n = ( n/2 ) sen (2iT/n) 


n 

6 

12 

24 

48 

96 

K 

2.5981 

3.0000 

3.1058 

3.1326 

3.1394 


d) 3.1416 o tt 

5- a) m — -y b) y = j^x - -jt 

- 7169 - .7 + 12 

c) m = 

x — 5 

d) j 2 \ Es igual a la pendiente de la recta encontrada en b). 



-o.i 


La grafica tiene un hueco enr= 1 . 
9. a) Sv g 4 b) g l c) g v g 3 , g 4 


A-38 


Soluciones de los ejercicios impares 



La grafica dene un salto en 
cada numero entero. 


a) 

b) 

c) 

13. a) 


/(l) = 0, /(0) = 0, /(I) = -1, /(— 2.7) = -1 
lfm f(x) = - 1, li'm f(x) = - 1, lfm /U) = - 1 

x— >1“ x — > 1 + x— >1/2 

Existe una discontinuidad en cada entero. 

b) 0 lfm P a h (x) = I 

n x— >a + 

2 U) lfm P a b ix) = 0 

x— >« ’ 

iii) lfm P a fc (x) = 0 

1 -- » o x— >fc + ’ 

tv) lfm 1° fc (x) = 1 

CD » > x 

a 6 


c) Continua para todos los numeros reales positivos excepto 
a y b. 

d) El area bajo la grafica de U y por arriba del eje x tiene 
un valor de 1 . 


Capitulo 2 

Seccion 2.1 (pagina 103) 

1. a) m 1 = 0, m 2 = 5/2 b ) m l = — 5/2, m, = 2 



9. m = 3 11. fix) = 0 13. fix) = - 10 15. h\s) = f 

17. fix) = 2^+1 19. fix) = 3jc 2 — 12 


21 ■ /'(•*) = {x _\ } 2 23. fix) = 

25. a) Recta tangente: 27. 

y = 2x + 2 



1 

2Vx + 4 

fl) Recta tangente: 
y = 12x — 16 



/" 

/ 

/ 


-4 


29. a) 

ft) 


Recta tangente: 31. 



a) 

b) 


Recta tangente: 



33. y — 2x — 1 35. y = 3x — 2; y = 3x + 2 

37. y = -\x+ | 39. & 40. d 41. a 42. c 

43. g(4) = 5; g'(4) = -f 




51. Las respuestas varfan. 
Ejemplo de respuesta: 



53. f(x ) = 5 — 3x 
c = 1 

57. f(x) = —3x + 2 



61. y = 2 je + l;y = — 2 jc + 9 



55. fix) = -x 2 
c = 6 

59. Las respuestas varfan. 

Ejemplo de respuesta: fx) = x 3 


y 



Para esta funcion las pendientes de 
las rectas tangentes son siempre 
distintas para diferentes valores 
de x. 


Para esta funcion las pendientes de 
las rectas tangentes son algunas 
veces la misma. 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-39 


65. a) 


m = o ,/'(i) = im 

b ) H-\) = -in- 1 ) = ■ 



= l,/'(2) = 2 
l,/'(-2) = -2 


67. 


NI 



g(x) = /'(*) 


69. /(2) = 4;/(2.1) = 3.99; f(2) = -0.1 


Cuando x tiende a infinito, la grafica 
de/se aproxima a una recta de 
pendiente 0. Por tanto/'(x) 
tiende a 0. 



73. 6 75. 4 77. g(x) no t 

79. f(x) no es derivable en x = 
81. h{x) no es derivable en x - 
83. (— oo, 3) U (3, oo) 85. ( 
87. (l , oo) 

89. 2 


\ 





derivable en x = 0. 
6 . 

-7. 

oo, — 4) U ( — 4, oo) 



6 




-3 


(— oo, 5) U (5, oo) (— oo, 0) U (0, oo) 

93. La derivada por la izquierda es — 1 y la derivada por la derecha 
es 1, por tanto/no es derivable en x = 1. 

95. Las derivadas por la izquierda y por la derecha son 0, entonces 
/'(1) = 0. 

97. ft s derivable en x = 2. 

99. a) d = (3 |/n 4- 1 1)/ ~Jm 2 + 1 


No es derivable en m = — 1 


D) 


101. Falso. La pendiente es 11m + — fUL 

Ax —>0 Ax 

103. Falso. Por ejemplo, f{x) = |x|. Existen ambas derivadas por 
la izquierda y por la derecha, pero no son iguales. 

105. Demostracion. 


Seccion 2.2 (paginal 15) 

1. a) \ b) 3 3. 0 5. lx 6 7. -5/xf 9. l/(5x 4 / 5 ) 

11. 1 13. —4 1 + 3 15. 2x + I2x 2 17. 3 1 2 + lOr - 3 

77 11 

19. — cos 6 + sen 0 21. 2jc H — sen* 23. — r — 3 cos x 

2 2 x 2 

Funcion Reescribir Derivar Simplificar 


25. 

5 

" = 2^ 

5 -2 

y = 2 X 

y' = — 5jc 3 y' — 

27. 

6 

^ = (5x) 3 

v = —x- 3 
125 

, 18 _4 

y = _ 125'* y = 

29. 

^ fx 

y = x- x ' 2 

y'=-|x _3/2 y' = 

31. 

2 33. 

0 35. 8 37. 

3 39. 2x + 6/x 3 

41. 

2 1 + 12/t 4 

43. 8* + 3 

45. (x 3 - 8)/x 3 

47. 

3x 2 + 1 

„„ 1 2 

2jx x 2 ' 3 

4 2 

51 

5J 1 /* 3^/3 


5^ 

x 3 

18 

125x 4 

1 

2x 3 / 2 



59. (-1,2), (0,3), (1,2) 61. No hay tangentes horizontales. 

63. (tt, t r) 65. k = — 1, k = — 9 

67. k = 3 69. k = A/21 

71. 73. g'ix) = f'{x) 



La razon de cambio de/es constante y 
por tanto /' es una funcion constante. 





A-40 


Soluciones de los ejercicios impares 


77. y = 2x — 1 y = 4x — 4 




79. f'(x) = 3 + cos x + 0 para toda x. 81 . x — 4y + 4 = 0 

83. 364 

/'( 1) parece estar cerca de — 1. 

m = -i 


3.33 




(3.9, 7.7019), 

S(x) = 2.98 lx - 3.924 


b) 


c) 


T(x) = 3{x - 4) + 8 = 3x - 4 

La pendiente (y la ecuacion) de la recta secante tiende a la 
de la recta tangente en (4, 8), a medida que se toman puntos 
mas cercanos a (4, 8). 


20 





/ 


-2 


La aproximacion se hace menos precisa. 
d) 


Ax 

-3 

-2 

-1 

-0.5 

-0.1 

0 

/( 4 + Ax) 

1 

2.828 

5.196 

6.548 

7.702 

8 

7’ (4 + Ax) 

-1 

2 

5 

6.5 

7.7 

8 


Ax 

0.1 

0.5 

1 

2 

3 

/( 4 + Ax) 

8.302 

9.546 

11.180 

14.697 

18.520 

r(4 + Ax) 

8.3 

9.5 

11 

14 

17 


87. Falso. Sean/(x) = x y g(x) = x + 1. 

89. Falso. dy/dx = 0 91. Verdadero. 

93. Ritmo de cambio o velocidad promedio: 4 

Ritmos o velocidades instantaneas: /'( 1) = 4; f'( 2) = 4 
95. Ritmo de cambio o velocidad promedio: | 

Ritmos o velocidades instantaneas: /'(l) = l;/'(2) = \ 
97. a) s(t) = —16 f 2 4- 1362; v(f) = — 32f b) —48 pies/s 
b) s'(l) = —32 pies/s; s'(2) = —64 pies/s 

/ 1 ^^9 

<7) f = — — ~ 9.226 s e) —295.242 pies/s 

99. v(5) = 71 m/s; v(10) = 22 m/s 



105. a) R(v) = 0.417v - 0.02 

b) B(v) = 0.0056v 2 + O.OOlv + 0.04 

c) L(v) = 0.0056v 2 + 0.418v + 0.02 


d) 



e ) r(v) = 0.0112v + 0.418 
r(40) = 0.866 
T'(80) = 1.314 
L'(IOO) = 1.538 


/) La distancia de frenado aumenta con un ritmo o velocidad 
mayor. 

107. V'(6) = 108 cm 3 /cm 109. Demostracion. 

111. a) La razon de cambio del numero de galones de gasolina 
vendidos cuando el precio es de $2,979. 
b) En general, la razon de cambio cuando p = 2.979 debe ser 
negativa. A medida que los precios crecen, las ventas bajan. 

113. v = 2x 2 - 3x + 1 115. 9x + y = 0, 9* + 4y + 27 = 0 

117. a = \,b = 

119. f t (x) = | sen x\ es derivable para todo x A mr, n entero. 
f 2 ( x) = sen jf | es derivable para todo x A 0. 


Seccion 2.3 (pagina 126) 

1. 2(2x 3 - 6x 2 + 3x - 6) 3. (1 - 5f 2 )/(2V?) 

5. x 2 (3 cos x — x sen x) 7. (1 — x 2 )/(x 2 + l) 2 
9. (1 — 5jc 3 ) /[2 ^/x(x 3 + l) 2 ] 11. (xcosx — 2senjc)/x 3 

13. f'(x) = (x 3 + 4x)(6.x + 2) + (3x 2 + 2x — 5)(3x 2 + 4) 
= 15x 4 + 8x 3 + 2 lx 2 + 16x - 20 


f(0) = -20 


15. f{x) = 


6x + 4 


(* - 3) 2 


17. /'(x) = cos x — x senx 


25. 


m = 



- v) 

Funcion 

Reescribir 

Derivar 

Simplificar 

x 2 + 3x 

1 , 3 

y = -x 2 + -x 

, 2 , 3 
y = -x + - 
7 7 

, 2x + 3 

^ 7 

> 7 

6 

- V= L? 

6 -2 

v = -x 

, 12 _ 3 
y = y x 

, 12 
y= ~7j 

4x 3 / 2 

y= X 

y = 4x'/ 2 , 

y'= 2x-'/ 2 

N /x 


x > 0 


x > 0 

(x 2 - 1)(— 3 

- 2x) - (4 - 

II 

'h' 

1 

K 

cn 

. 3 ... x A 1 


27. 1 - 12/(x + 3) 2 = (x 2 + 6x - 3)/(x + 3) 2 

29. |x-*/ 2 + |x- 3 / 2 = (3x + l)/2x 3 / 2 

31. 6x 2 (i 3 — 2) 33. — (2x 2 — 2x + 3)/[x 2 (x — 3) 2 ] 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-41 


35. ( 6y 2 + 5)(y — 3)(y + 2) + ( 2 x 3 + 5jc) ( 1 ) (jc + 2) 
+ ( 2 x 3 + 5y)(y — 3)(1) 

= IOy 4 - 8y 3 - 21y 2 - IOy - 30 
(y 2 - c 2 )(2y) - (y 2 + c 2 )(2y) 4yc 2 

2 - c 2 ) 2 


37. 


(Y^ - C*)* (y 2 - C 2 ) 2 

39. t(t cos t + 2 sen t ) 41. -(t sen t + cos t ) / 1 2 

1 


43. — 1 + sec 2 y = tan 2 x 

— 6 cos 2 y + 6 senY — 6 sen 2 Y 3 


45. — tt. — 6 esc t cot t 

4 f 3/4 


47 


4 cos 2 y 


= — 1 + tan y sec x — tan 2 y) 
2 ' 

= ^ sec Y(tan x — sec x ) 

49. esc y cot y — cosy = cosy cot 2 y 51. y(ys6c 2 y + 2 tan y) 

53. 2y cos y + 2 sen x — x 2 sen x + 2x cos x 
= 4ycosy + (2 — Y 2 )senY 

(y + 2)(1) - (y + 1)(1)1 


55. (——4- 1(2) + (2y - 5) 


Y + 2 


(y + 2) 2 


2y 2 + 8y — 1 


57. 


(y + 2) 2 

1 — sen 8+8 cos 8 


, — 2 esc y cot y , /— 

59. y'=—, „ , -473 


(1 — sent?) 2 ' y (1 — cscy) 2 

61. h'(t) = secf(ftanf — l)/t 2 , 1/tr 2 

63. a) y = — 3x — 1 
b) 3 



65. a) y = 4y + 25 
b) 



67. a) 4y — 2y — tt + 2 = 0 
b) 4 


69. 2y + y - 4 = 0 


7 

(I4 

UL 



f 


71. 25y - 12y + 16 = 0 73. (1, 1) 75. (0, 0), (2, 4) 

77. Rectas tangentes: 2y + x = 7; 2v + x = — 1 



79. /( y) + 2 = §(y) 81. a) p'( 1) = 1 b) q'( 4) = 

83. (18? + 5)/(2Vt) cm 2 /s 

85. a) — $38.13 miles de dolares/100 componentes 
fe) —$10.37 miles de dolares/100 componentes 
c) — $3.80 miles de dolares/100 componentes 
El costo disminuye al aumentar el tamano pedido. 
87. 31.55 bacterias/hora 89. Demostracion 


-1/3 


91. a ) q(t) = — 0.0546f 3 + 2.529 1 2 - 36.89 1 + 186.6 
vit) = 0.0796t 3 - 2.162t 2 + 15.32? + 5.9 
b) 





v(0. 


16 

8 



c) A 


0.0796? 3 - 2.162? 2 + 15.32? + 5.9 
-0.0546? 3 + 2.529 1 2 - 36.89 1 + 186.6 



A representa el valor promedio 
(en miles de millones de dolares) 
por cada millon de computadoras 
personales. 


d ) A'(t) representa la razon de cambio del valor promedio de 
cada millon de computadoras personales por ano dado. 

93. 12y 2 + 12y - 6 95. 3/7* 97. 2/(y - l) 3 

99. 2 cos x — x sen x 101. 2y 103. 1/7* 

105. 0 107. 10 

109. Las respuestas varian. Por ejemplo: f(x) = (x — 2) 2 




115. 



117. v(3) = 27 m/s 
a( 3) = — 6 m/s 2 

La velocidad del objeto 
es decreciente. 


119. 


t 

0 

1 

2 

3 

4 

s{t) 

0 

57.75 

99 

123.75 

132 

v(t) 

66 

49.5 

33 

16.5 

0 

a(t) 

-16.5 

-16.5 

-16.5 

-16.5 

-16.5 


La velocidad promedio en el intervalo [0, 1] es 57.75, en 
[1, 2] es 41.25, en [2, 3] es 24.75 y en [3, 4] es 8.25. 


A -42 


Soluciones de los ejercicios impares 


121 . f("\x) = n(n — 1 )(n — 2) • • ■ (2)(1) = n! 

123. a) f"(x) = g(x)h”(x) + 2g'(x)h'{x) + g"(x)h(x ) 

/"'W = g(x)h"'{x) + 3g'(x)h"(x) + 

3g"C*M*) + g'"(x)h(x) 

f w (x) = g(x)h w (x) + 4 g'(x)h"'(x) + 6 g"(x)h"(x) + 
4g'"(x)h'(x) + g {4 \x)h{x) 

b ) / (n) W = g(x)h (n) (x) + - J^zrjj\S'(x)h l - n - l \x) + 

2 \{n- 2)! S"{x)h^(x) + • • • + 

(n -”l)!l! g( ''~ 1) ^ /,/ ^ + 

125. n = 1: f(x) = xcosx + senx 
n = 2: f'(x) = x 2 cosx + 2x senx 
n = 3: f'(x) = x 3 cosx + 3x 2 senx 
n = 4: f'(x) = x 4 cosx + 4x 3 senx 
Regia general:/'(x) = x" cos x + nx 1 ' 1 0 senx 
127. >>' = -l/x 2 ,/' = 2/x 3 , 

x 3 y" + 2x 2 y' = x 3 (2/x 3 ) + 2x 2 (— 1/x 2 ) 

=2-2=0 
129. y ' = 2 cos x, y" = —2 senx, 


y" + y = —2 senx + 2 senx +3 = 3 
131. Falso. dy/dx = f(x)g\x) + g{x)f’{x) 133. Verdadero 

135. Verdadero 137. f(x) = 3x 2 — 2x — 1 
139. f\x) = 2|x|;/"(0) no existe 141. Demostracion 


Seccion 2.4 (pagina 137) 


y = f(g(x)) u = g(x ) y = f(u) 

1. y = (5x — 8) 4 u = 5x — 8 y = u 4 

3. y = Vx 3 — 7 u = x 3 — 7 y = 

5. v = esc 3 x u = esc x y = u 3 


7. 12(4x - l) 2 9. - 108(4 - 9x) 3 

11. 1(5 - /)- 1/2 (- 1) = -1/(2V5 _ r) 

13. l(6x 2 + l)~ 2 / 3 (12x) = 4x/- 3 /(6x 2 + l) 2 
15. |(9 - x 2 ) 3 / 4 (-2x) = -x/ 4 /(9 - x 2 ) 3 17. -l/(x - 2) 2 

19. -2{t - 3) 3 (1) = — 2/(f - 3) 3 21. -l/[2V(x + 2) 3 ] 

23. x 2 [4(x - 2) 3 (1)] + (x - 2) 4 (2x) = 2x(x - 2) 3 (3x - 2) 

25. x(i)(l - x 2 )-V2(_2x) + (1 - x 2 )V2(l) = 

„ (.x 2 + l) 1 / 2 (l)-x(l/2)(.x 2 + l)- 1 ^) 1 

X 2 + 1 V(x 2 + l) 3 

— 2(x + 5)(x 2 + lOx - 2) -9(1 - 2v) 2 

(x 2 + 2) 3 (v + l) 4 

33. 2((x 2 + 3) 5 + x)(5(x 2 + 3) 4 (2x) + 1) 

= 20x(x 2 + 3) 9 + 2(x 2 + 3) 5 + 20x 2 (x 2 + 3) 4 + 2x 


35 . 


|(2 + (2 + x 1 / 2 )‘/ 2 )- 1 / 2 ^(2 + x V 2 )- i / 2 ^ ix - i / 2 

1 

8^/x(V 2 + Vx)(\/ 2 + 72 + ^) 


37. (1 - 3x 2 - 4x 3 / 2 )/[2Vx(x 2 + l) 2 ] 



El cero de y ' corresponde al punto de 
la grafica de la funcion en el que la 
recta tangente es horizontal. 


39. 


2x(x +1) 



y ' no tiene ceros. 


41. — [irx sen(rrx) + cos(ttx) + l]/x 2 

Los ceros de y ' corresponden a los 
puntos sobre la grafica de la funcion en 
los que las rectas tangentes son 
horizontales. 


43. a) 1 b) 2; La pendiente de sen ax en el origen es a. 
45. — 4 sen 4x 47. 15 s 2 3x 49. 2tt 2 xcos(t7x) 2 
51. 2 cos 4x 53. (—1 — cos 2 x)/sen 3 x 
55. 8 sec 2 x tan x 57. 1 0 tan 5 0 sec 2 5 0 



59. sen 20 cos 20 = — sen 40 

61 . 6™"^ - I) 63 . 1 + 2xcos(2x) 2 

cos 3 (rrt - 1) 2^x 

65. 2 sec 2 2x cos(tan 2x) 

t + 3 6 


67. s'{t) = 

7i. m = 




-5 


(t ~ l) 2 ’ 

75. a) 8x — 5y — 7 — 0 
b ) 


5 73. y ' = — 12 sec 3 4x tan 4x, 0 



77. a) 24x + y + 23 = 0 
b) 



79. a) 2x — y — 2tt =0 81. a) 4x — y + (1 — 77 ) = 0 

b) l b) 




A 


v- 

(+>) 


83. a) g '(1/2) = -3 

b ) 3x + y — 3 = 0 

c) 



85. a) ■s'(O) = 0 

b ) y = | 

c) 



(«4) 

f 

X . . 


\ 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-43 


87. 3x + 4y — 25 = 0 



89. 


7 7 3 v/3\ /57T 
6 ’ ~ 2 ~ ’ [ ~ 6 ~’ 




91. 2940(2 


lx) 2 


95. 2(cosjc 2 — 2x 2 sen x 2 ) 97. h"(x) = 18* + 6, 24 

99. f"(x) = —4x 2 cos(x 2 ) — 2 sen(jc 2 ), 0 




Los ceros de/' corresponden Los ceros de/' corresponden 
a los puntos donde la grafica de a los puntos donde la grafica de 
/ tiene tangentes horizontales. / dene tangentes horizontales. 

105. La razon de cambio de g sera tres veces mayor que la razon 
de cambio de/. 


107. a) g'(x) = fix) b) h'(x) = 2 f'(x) 

c ) r'(x) = — 3/'( — 3x) d) s'(x) =/'( x + 2) 



-2 

-l 

0 

1 

2 

3 

/'(*) 

4 

2 

3 

1 

3 

-1 

-2 

-4 

§'(*) 

4 

2 

3 

1 

3 

-1 

-2 

-4 

*'W 

8 

4 

3 

2 

3 

-2 

-4 

-8 

r'(x) 


12 

i 




s'(x) 

1 

3 

-1 

-2 

-4 




109. a) \ 

b) s '(5) no existe porque g no es derivable en 6. 

111. a ) 1.461 b) -1.016 

113. 0.2 rad, 1.45 rad/s 115. 0.04224 cm/s 

117. a) x = — 1.637? 3 + 19.31f 2 - 0.5f - 1 

b) — = -294.66f 2 + 2 317.2r - 30 
at 

c) Porque x, el numero de unidades producidas en t horas, 
no es una funcion lineal, y por tanto el costo respecto 
al tiempo t no es lineal. 

119. a) Si, si f(x + p) = f(x) para toda x, entonces f(x + p) 

= f'(x), lo cual muestra que tambien /' es periodica. 

b) Si, si g(x) =/( 2x), entonces g'(x) = 2f'(2x). Y dado que 
/' es periodica, tambien lo es g '. 

121 . a ) 0 

b) f'(x) = 2 sec x • sec x tan x = 2 sec 2 x tan x 
g '(x) = 2 tan x sec 2 x = 2 sec 2 x tan x 
fix) = g'(x) 


123. Demostracion 125. f'(x) = 2x 


x 2 -9 
\x 2 - 91 


x + ±3 


127. f'(x) = cos x senjc/|senjr|, x # kir 
129. a) P,(x) = 2/3 (jc - tt/6) + 2/V3 

P 2 (x) = 5/(3V3)(jc — tt/6) 2 + 2/3(x — tt/6) + 2/V3 
b) ^ ^ c) P 2 

d ) La precision empeora 
conforme uno se aleja de 
x = 7t/6. 




r --- 


p i 



131. Falso. Sif(x) = sen 2 2x, entonces /'(.v) = 2(sen 2x)(2 cos 2x). 
133. Problema Putnam Al, 1967 

Seccion 2.5 (pagina 146) 

1. —x/y 3. - Vyjx 5. ( y - 3x 2 )/(2y - x) 

7. (1 - 3x 2 y 3 )/(3x 3 y 2 - 1) 

9. (6xy — 3x 2 — 2y 2 )/(4xy — 3x 2 ) 

11. cos x/[4 sen(2y)] 13. (cosx — tan y — l)/(xsec 2 y) 

15. [ v cos(xy)]/[l — x cos(xv)] 

17. a ) y x = V64 — x 2 \ y 2 = — V64 — x 2 
b) 



c) y' = + 


V64" 


d) y' = — 


19. a ) yj = f V25 — x 2 \ y 2 = — |V25 — x 2 
b) 



c) y ' = 


4x 


5V25 


16 x 

25y 


d) y = -25-y 


21 . 


_y _i 

x’ 6 


23 - / indefinida 

y(x 2 + 49) 2 


25. - jA, 


27. — sen 2 (x + y) o — 


, ,,0 29. - 31. 0 

jc 2 + 1 2 


33. y = —x + 7 35. y = — jc + 2 

37. y = y3x/6 + 8V3/3 39. y = — fy.v + ff 

41. a) y = — 2x + 4 fc) Las respuestas varian. 

77 77 1 


43. cos 2 y, -- < y < 0 , 1 + v2 


2’ 1 + x 2 

47. — 36/y 3 49. (3x)/(4y) 

51. 2x + 3y - 30 = 0 


45. — 4/y 3 



-1 


A -44 


Soluciones de los ejercicios impares 


53 . En (4, 3): 

Recta tangente: Ax + 3y — 25 = 0 
Recta normal: 3x — Ay = 0 


En (-3,4): 

Recta tangente: 3x — Ay + 25 = 0 
Recta normal: Ax + 3y = 0 


r\ 

/f*' 





h 



k 



55 . x 2 + y 2 = r 2 => v' = ~x/y => y/x = pendiente de la recta 
normal. 


Entonces para ( x 0 , Vq) en el clrculo, x 0 =£ 0, una ecuacion de la 
recta normal es y = (y 0 /x 0 )x, la cual pasa por el origen. Si 
x 0 = 0, la recta normal es vertical y pasa por el origen. 

57 . Tangentes horizontales: (—4, 0), ( — 4, 10) 

Tangentes verticales: (0. 5), (—8, 5) 



Pendiente de la elipse: — 1 
Pendiente de la parabola: 
En (1, -2): 

Pendiente de la elipse: 1 
Pendiente de la parabola: 

63 . Denvadas: ? = = 

ax x ax 


61 . 


1 


1 

x 

y 


4 



Pendiente de la recta: -1 
Pendiente de la curva 
seno: 1 




— _c= 1 

7 

11 / 



65 . 

67 . 

69 . 


dy 3x 3 

a) ~r = — 

dx y 


b) 


dy 3 dx 
y — = 3x i — 
■ dt dt 


a) 


dy _ —3 cos 7 tx 


b ) — sen7ry 


= 3 cos TTX\ 


i dx 
[dt 


dx sen try 

Las respuestas varfan. En la forma explfcita de una funcion, 
la variable se escribe explfcitamente como una funcion de x. 

En una ecuacion implfcita, la funcion esta solamente implicada 
por una ecuacion. Un ejemplo de una funcion implfcita es xr + 
xy = 5, cuya forma explfcita es y = (5 — x 2 )/x. 



Utilizar el punto de 
partida B. 



^ = y[(V7 + l)x + (877 + 23)] 
y 2 =- ![(- 77 + 7)x - (23 - 877)] 
y 3 = -|[(V7 - l)x - (23 - 877)] 
y 4 = -|[(T7 + l)x - (877 + 23)] 
75 . Demostracion 77 . (6, —8), ( — 6, 8) 

79 . y = -^x + 273 , y = ^ x - 273 


81 . a) y = 2x — 6 

b ) 



c) 


[28 46 \ 

\17» 17/ 


Seccion 2.6 (pagina 154) 

1 . a) l b ) 20 3 . a) -f b ) | 

5 . a) —8 cm/s b) 0 cm/s c) 8 cm/s 

7 . a) 8 cm/s b) 4 cm/s c ) 2 cm/s 

9 . En una funcion lineal, si x cambia a un ritrno constante, asf lo 
hace y. Sin embargo, a menos que a = 1, y no cambia al mismo 
ritrno que x. 

11 . (4.r 3 + 6x)/7x 4 + 3x 2 + 1 

13 . a) 647rcm 2 /min b ) 25677 cm 2 /min 

15 . a) Demostracion 

441 77 dA 73 2 77 dA 1 2 

6 dt 8 3 dt 8 

c) Si 5 y d6/dt sonconstantes, dA/dt es proporcional a cos 6. 
17 . a) 2/(977) cm/min b ) 1/(1877) cm/min 
19 . a) 144 cm 2 /s b) 720 cm 2 /s 21 . 8/(40577) pies /min 
23 . a) 12.5% b) m/min 
25 . a) —j 2 pies/s; — \ pies/s; — y pies/s 
b) f^pies 2 /s c) rad/s 
27 . Razon de cambio vertical: ^ m/s 

Razon de cambio horizontal: — 73/15 m/s 
29 . a) — 750 mi/h b ) 30 min 

31 . -50/785 — —5.42 pies/s 33 . a) ypies/s b) y pies/s 
35 . a) 12 s b) \ 73 m c) (757r)/120 m/s 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-45 


37. Ritmo de evaporation proporcional a S - 


dV 

dt 


= kiAirr 2 ) 


37. a) 


y = 


dV .dr dr 

—— = 47jt . Por tanto k = 

dt dt dt 


39. 0.6 ohm/s 

2V2l 


41. 


dv 


43. 


525 
200 v 


dt 

0.017 rad/s 


16 r . d8 d6 v . n dv 

s 6—,— = — - cos 7 0 — 

v rff dt 16 r dt 


45. a) — pies/s b) 20077 pies/s c) Alrededor de 427.4377 pies/s 

47. Alrededor de 84.9797 mi /h 
dy dx 

49. a) — = 3— significa que y cambia tres veces mas que x. 
dt dt 

b) y cambia lentamente cuando x = 0 o x ~ L. y cambia 
mas rapidamente cuando x se acerca a la mitad del 
intervalo. 

51. — 18.432 pies/s 2 53. Alrededor de —97.96 m/s 

Ejercicios de repaso para el capftulo 2 (pagina 158) 

1. f'(x) = 2x - 4 3. f\x) = -2/(x - l) 2 

5. /es derivable para toda x i= 3. 

a ) SI 

b) No, porque las derivadas por la 
izquierda y por la derecha no son 
iguales. 




13. 


15. 0 17. 8x 7 19. 52 f 3 21. 3x 2 - 22x 23. -^= + — = 


V x 

25. — 4/(3r 3 ) 27. 4 — 5 cos 6 29.-3 sen0 — (cos 6)/4 



/' > 0 donde las pendientes de las 
rectas tangentes a la grafica de/ 
son positivas. 


33. a) 50 vibraciones /s/lb 
b) 33.33 vibraciones /s /lb 
35. 1354.24 pies o 412.77 m 



b) 50 

c) x = 25 

d) y ' = 1 — 0.04x 


X 

0 

10 

25 

30 

50 

y' 

i 

0.6 

0 

-0.2 

-1 


e) V'(25) = 0 

39. a) x'(t ) = 2t — 3 b ) (— oo, 1.5) c) x = — \ d) 1 

4(5x 3 — 15x 2 — 1 lx — 8) 43. ~Jx cos x + senx /(2 -Jx) 

-(x 2 + l)/(x 2 - l) 2 47. (8x)/(9 - 4x 2 ) 2 

4x 3 cos x + x 4 senx n , 

; 51. 3x- s x tan x + 6x s x 

cos 7 x 

— x senx 55. y = 4x — 3 57. y = 0 

v(4) = 20 m/s; a( 4) = —8 m/s 2 

— 48f 63. =5^^/x 65. 6s 2 0tan0 

y" + y = — (2 senx + 3 cos x) + (2 senx + 3 cos x) = 0 
2(x + 5)(— x 2 - lOx + 3) 


41. 

45. 

49. 

53. 

59. 

61. 

67. 

69. 

71. 

73. 

77. 

79. 

85. 


(x 2 + 3) 3 

s(s 2 — l) 3 / 2 (8s 3 — 3^ + 25) 

— 45 sen(9x + 1) 75. ^(1 — cos 2x) = sen 2 x 

1 / 2 , 


(x + 2 )(ttcos ttx ) — senirx 
(x + 2) 2 
(x + 2)/(x + l) 3 / 2 


81. -2 83. 0 


87. 5/[6(f + l) 1 / 6 ] 


s '\ 




g ' es diferente de cero para /' no tiene ceros. 
cualquier x. 

89. a) /'( 2) = 24 b) y = 24 1 - 44 


91. 



-11.1983 


n V3(x + 2) - 

b) y = — -y=-. + tan V3 

6 cos z V3 



A-46 


Soluciones de los ejercicios impares 


93. 14 — 4 cos 2x 95. 2 esc * 2 x cot x 
97. [8(21 + 1)]/(1 - r) 4 


99. 18 s 2 3d tan 38 + sen(0 — 1) 

101. a) — 18.667°/h b ) -7.284°/h 

c) — 3.240°/h d) — 0.747°/h 


103. 


2x + 3y 
3(x + y 2 ) 


105 Vy[2^x - Vy) 

yx(yx + 8^/y) 


107 ^ sen x sen y 
cos x — x cos y 

109. Recta tangente: 3x + y — 10 = 0 
Recta normal: x — 3y = 0 



2x - 9y 
9x - 32y 


111. a) 2 V2 unidades/s b) 4 unidades/s c) 8 unidades /s 
113. ^m/min 115. —38.34 m/s 

SP Solucion de problemas (pagina 161) 

1 -a) r = x 2 + (y - = \ 

V) Centro: (o, |); x 2 + (y — f) 2 = 1 


3. a) 

P ito = 

1 b) P 2 (x) = 1 - 

1 7 
2 * 



c) 

X 

- 1.0 

-0.1 

- 0.001 

0 

0.001 


COS X 

0.5403 

0.9950 

1.000 

1 

1.000 


P 2 (x) 

0.5 

0.995 

1.000 

1 

1.000 


X 

0.1 

1.0 

COS X 

0.9950 

0.5403 

P 2 (x) 

0.995 

0.5 


P 2 (x ) es una buena aproximacion de f(x) = cos x para 
valores de x cercanos a 0. 
d) P 3 ( x) = x ~ lx 3 
5. p(x) = 2x 3 + 4x 2 — 5 


7. a) Graficar: 


1 


yi ~ a Jx 2 {a 2 - x 2 ) 
y 2 = — - Jx 2 (a 2 — x 2 ) 


como ecuaciones 
separadas. 


b ) Las respuestas varian. Ejemplo de respuesta: 



c) 


Las intersecciones siempre seran (0, 0), (a, 0) y (— a , 0), 
y los valores maximos y mmimos de y parecen ser ±^a. 
aV 2 fl\ / aV 2 a\ / aV2 a\ / aV2 a 

2 ’2/’ l 2 ’ 2 /’ { 2 ’ 2/ { 2 ’ _ 2 


9. a) Cuando el hombre se encuentra a 90 pies de la luz, la parte su- 
perior de su sombra esta a 1 12^ pies de ella. La parte superior 

de la sombra del nino esta a 1 1 1 h pies de la luz, de manera que 

y 7 

la sombra del hombre se extiende ljg pies mas alia de la som- 
bra del nino. 

b) Cuando el hombre se encuentra a 60 pies de la luz, la parte su- 
perior de su sombra esta a 75 pies de ella. La parte superior de 
la sombra del nino esta a ll\ pies de la luz, de manera que la 
sombra del nino se extiende 2^ pies mas alia de la sombra del 
hombre. 

c) d = 80 pies 

d) Sea x la distancia entre el hombre y la luz, y ^ la distancia en- 
tre la luz y la parte superior de su sombra. 

Si 0 < x < 80, ds/dt = -50/9. 

Six > 80, ds/dt = -25/4. 

Existe una discontinuidad en x = 80. 

11. Demostracion. La grafica de L es una recta por el origen (0, 0). 
13. a) 


b ) 

d) 

e) Las respuestas varian. 

15. a) j seria la razon de cambio de la aceleracion. 

b) j = 0. La aceleracion es constante de manera que no hay 
cambio en la aceleracion. 

c) a: funcion de posicion, d: funcion de velocidad, 

b: funcion de aceleracion, c: funcion de estremecimiento 


z° 

0.1 

0.01 

0.0001 

senz 

z 

0.0174532837 

0.0174532924 

0.0174532925 


7r/180 c) (7t/180) cos z 

5(90) = l, C(180) = -1; (tt/180)C(z) 


Capitulo 3 

Seccion 3.1 (pagina 169) 

1. /'( 0) = 0 3. /'( 2) = 0 5. /'(— 2) no esta definida 

7. 2, maximo absoluto (y maximo relativo) 

9. 1, maximo absoluto (y maximo relativo); 

2, minimo absoluto (y mmimo relativo); 

3, maximo absoluto (y maximo relativo) 

11. x = 0, x = 2 13. t = 8/3 15. x = ir/3, 7 r, 5 tt/3 


17. Mmimo: (2, 1) 
Maximo: (—1,4) 

21. Mmimo: (— 1, — f) 
Maximo: (2, 2) 

25. Mmimo: (0, 0) 

Maximos: (— 1, £) y (l, 


19. Minimo: (1, —1) 
Maximo: (4, 8) 
23. Minimo: (0, 0) 
Maximo: (—1,5) 
27. Minimo: (1, —1) 
Maximo: (o, — 


29. Minimo: (—1, —1) 

Maximo: (3, 3) 

31. El minimo valor es — 2 para el intervalo — 2 < x < — 1 . 


Maximo: (2, 2) 

33. Minimo: (l/6, *j3/2) 
Maximo: (0, 1) 

37. a ) Minimo: (0, —3); 
Maximo: (2, 1) 

b) Minimo: (0, —3) 

c) Maximo: (2, 1) 

d) No hay extremos 


35. Minimo: ( 77 , —3) 

Maximos: (0, 3) y (277, 3) 
39. a) Minimo: (1, —1); 
Maximo: (— 1, 3) 

b ) Maximo: (3, 3) 

c) Minimo: (1, — 1) 

d) Minimo: (1, — 1) 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-47 



43. 



Maximo: (3, 36) 


45. 


Minimo: (4, 1) 
-73 + 1 3 


47. a) 


( 1 . 4 . 7 ); 


Minimos: , 

2 4 

'7 3 + 1 3 
2 ’ 4 

Maximo: (3,31) 

b) Minimo: (0.4398, -1.0613) 


( 0 . 4398 ,- 1 . 0613 ) 


49. Maximo: + 7l08)| = /"(7 3 - l) « 1.47 

51. Maximo: |/ (4) (0)| = ff 
53. Las respuestas varlan. Por 
ejemplo, la funcion /(x) = 

1 /x. fe s continua en (0, 1) 
pero no tiene un minimo 


55. Las respuestas varian. Por 
ejemplo: 


ni un maximo. 



57. a) Si b) No 59. a) No b ) Si 

61. Maximo: P(12) = 72; No. P es decreciente para I > 12. 

63. 6 = arc sec 73 « 0.9553 rad 

65. Verdadero. 67. Verdadero 69. Demostracion 

71. Problema Putnam B 3, 2004 

Seccion 3.2 (pagina 176) 

1. /(— 1) = /( 1) = 1; / no es continua en [— 1, 1], 

3- /( 0) = /( 2) = 0; / no es derivable en (0, 2). 

5. (2, 0), (- 1, 0 );/'(*) = 0 7. (0, 0), (-4, 0);/'(-f) = 0 

9- /'(- 1) = 0 11. /'(|) = 0 

15. No es derivable en x = 0 17. /'( — 2 + 75) = 0 

19. /'(tt/2) = 0; f'(3ir/2) = 0 21. /'(0.249) = 0 

23. No es continua en [0, it] 

25. 1 27. 075 



29. a) /( 1) = 7(2) = 38 

b) Velocidad = 0 para alguna f en (1, 2); f = § s 



33. La funcion no es continua en [0, 6], 

35. La funcion no es continua en [0, 6], 

37. a) Recta secante: x + y — 3 = 0 b) 

c) Recta tangente: Ax + 4y — 21 =0 

d) 


Secante\^ 

f 

w 


‘,\ s 


39. /'(- 1/2) = - 1 41. /'(l/73) = 3 1/73) = 3 

43. /'(8/27) = 1 
47. /'(tt/2) = 0 
49. a) a c ) 


45. / no es derivable enr = — 2 . 



Tangente^^ / 


.^^Secante 



b) y = f(* - 1) 

c) y = l(2x + 5 — 275) 


b) y = \x + | 

c) y = |x + 1 


53. a) —14.7 m/s fo) 1.5 s 

55. No. Por ejemplo, f(x) = x 2 en [— 1, 2], 

57. No. f{x) no es continua en [0, 1], De manera que no satisface la 
hipotesis del teorema de Rolle. 

59. De acuerdo con el teorema del valor medio, existe un momenta en 
el que la velocidad del aeroplano debe ser igual a la velocidad pro- 
medio que es de 454.5 mph. La velocidad era de 400 mi/h cuando 
el aeroplano acelero a 454.5 mph y se desacelero desde esa velo- 
cidad. 

61. Demostracion 

63. a) 



El teorema de Rolle no aplica. El teorema de Rolle no aplica. 


b ) Si; si 

c) Dado que /(— 1) = /(l) = 0, el teorema de Rolle aplica en 
[—1, 1]. Como /(l) = 0 y /( 2) = 3, el teorema de Rolle 
no aplica en [1, 2]. 

d) lim f'(x) = 0; lim f'(x) = 0 

x — > 3 — x— »3 + 


A-48 


Soluciones de los ejercicios impares 



67. Demostracion 
69. Demostracion 


71. a = 6, b = 1, c i* 2 73. f(x) = 5 75. /(x) = x 2 - 1 

77. Falso./ no es continua en [— 1, 1], 79. Verdadero 

81 a 89. Demostraciones 


Seccion 3.3 (pagina 186) 

1. a) (0, 6) b) (6, 8) 

3. Creciente en (3, oo); decreciente en (— 00 , 3) 

5. Creciente en (— 00 , — 2) y (2, 00 ); decreciente en (—2, 2) 

7. Creciente en (— 00 , — 1); decreciente en (—1, 00 ) 

9. Creciente en (1, 00 ); decreciente en (— 00 , 1) 

11. Creciente en ( — 2/2, 2V2) 

Decreciente en ( — 4, — 2/2.) y ( 2 V 2 , 4) 

13. Creciente en (0, n/2) y (3 n/2, 2 77 ); 

Decreciente en ( 77 / 2 , 3 n/2) 

15. Creciente en (0, 777 / 6 ) y (11 tt/6, 2tt); 

Decreciente en (7 77 / 6 , 11tt/6) 

17. a) Numero crftico: x = 2 

b) Creciente en (2, 00 ); decreciente en (— 00 , 2) 

c) Mmimo relativo: (2, — 4) 

19. a) Numero crftico: x = 1 

b) Creciente en ( — 00 , 1); decreciente en (1, 00 ) 

c) Maximo relativo: (1, 5) 

21. a ) Numeros crfticos: x = —2, 1 

b) Creciente en (— 00 , — 2) y (1, 00 ); decreciente en (— 2, 1) 

c) Maximo relativo: ( — 2, 20); mmimo relativo: (1, —7) 

23. a) Numeros crfticos: x — — |, 1 

b) Creciente en ( — 00 , — f), (1, 00 ) 

Decreciente en ( — §, l) 

c) Maximo relativo: ( — f, 

Mmimo relativo: (1,0) 

25. a) Numeros crfticos: x = ±1 

b) Creciente en ( — 00 , — 1) y (1, 00 ); decreciente en (— 1, 1) 

c) Maximo relativo: ( — 1, |); mmimo relativo: (l, — |) 

27. a) Numero crftico: x = 0 

b) Creciente en ( — 00 , 00 ) 

c) No tiene extremos relativos 
29. a) Numero crftico: x = — 2 

b ) Creciente en ( — 2, 00 ); decreciente en ( — 00 , —2) 

c) Mmimo relativo: ( — 2, 0) 

31. a) Numero crftico: x = 5 

b ) Creciente en ( — 00 , 5); decreciente en (5, 00 ) 

c) Maximo relativo: (5, 5) 

33. a) Numeros crfticos: x = ± V2/2; discontinuidad en: x = 0 

b) Creciente en (— 00 , — s/2/2) y (s/2/2, 00 ) 

Decreciente en (— /2/2, 0 ) y ( 0 , s/2/2) 

c) Maximo relativo: (— V2/2, —2 V 2 ) 

Mmimo relativo: (V 2/2, 2/2.) 


35. a) 

b) 

c ) 

37. a) 

b) 

c) 

39. a) 

b) 

c ) 

41. a) 

b ) 

c) 

43. a) 


b) 

45. a) 

b ) 

47. a) 


b ) 

49. a ) 


Numero crftico: x = 0; discontinuidades en x = ±3 
Creciente en ( — 00 , — 3) y ( — 3,0) 

Decreciente en (0, 3) y (3, 00 ) 

Maximo relativo: (0, 0) 

Numeros crfticos: x = —3, 1; discontinuidades en x = — 1 
Creciente en (— 00 , — 3) y (1, 00 ) 

Decreciente en ( — 3, — 1) y (— 1, 1) 

Maximo relativo: (—3, —8); mmimo relativo: (1, 0) 

Numero crftico: x = 0 

Creciente en ( — 00 , 0); decreciente en (0, 00 ) 

No tiene extremos relativos 

Numero crftico: x = 1 

Creciente en ( — 00 , 1); decreciente en (1, 00 ) 

Maximo relativo: (1,4) 

Numeros crfticos: x = 77 -/ 6 , 5n/6 
Creciente en (0, 77 / 6 ), ( 577 / 6 , 277 ) 

Decreciente en( 7 r/ 6 , 5 77 / 6 ) 

Maximo relativo: ( 77 / 6 , (77 + 6V5)/12) 

Mmimo relativo: ( 577 / 6 , (577 — 6V3)/12) 

Numeros crfticos: x = tt/A,5tt/A 
Creciente en (0, 77 / 4 ), (577/4, 277 ) 

Decreciente en ( 77 / 4 , 577/4) 

Maximo relativo: ( 77 / 4 , /2) 

Mmimo relativo: ( 577 / 4 , — s/2) 

Numeros crfticos: 

X = 77/4, 77/2, 377/4, 77, 577/4, 377/2, 777/4 
Creciente en ( 77 / 4 , 77 / 2 ), (377/4, 77 ), (577/4, 377/2), 

(777/4, 277 ) 

Decreciente en (0, tt/A), (n/2, 3n/A), (n, 5n/A), 

(377/2, 777/4) 

Maximos relativos: (n/2, 1), ( 77 , 1), (3 77 / 2 , 1) 

Mfnimos relativos: ( 77 / 4 , 0), (/in/ A, 0), (577/4, 0), (In/A, 0) 
Numeros crfticos: n/2,1 n/6, in/2, 1 1 77 / 6 


Creciente en I 0, 


Decreciente en 


77 

2 )’ u 

77 In 
2 ’ 6 


In 3 77) / 1 1 77 


b) Maximos relativos: 




2 /’ V 6 

377 II77 

T’~6 


T-o 


, 2n 


Mfnimos relativos: - — — 


1/E _I 

6 ’ 4 

51. a) f'( x) = 2(9 — 2x 2 )/ /9 — x 2 

c ) 


1 1 77 

IP 



Numeros crfticos: 
x = ±2/2/2 


d) f > Oen {-i/2/2,2/2/2) 

f < 0 en (-3, -3V2/2), (3V2/2, 3) 


Soluciones de los ejercicios impares 
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53. a) f'(t) = t(t cos t + 2 sen t ) 



c) Numeros crfticos: 
t = 2.2889, 5.0870 


d) f > 0 en (0, 2.2889), (5.0870, 2ir) 
f < 0 en (2.2889, 5.0870) 

55. a) f'(x) = — cos (jc/3) 



c) Numeros crfticos: 

x = 3 17-/2, 9ir/2 

r. f, „ /3ir 977 
rf) / > 0 en — . — 


/' < 0 en 



57. f(x) es simetrica respecto 
al origen. 

Ceros: (0,0), (±73, o) 




g(x) es continua en (— oo, oo) 
y f{x) tiene huecos en x = 1 
y x = — 1. 




65. a) Creciente en (2, oo); decreciente en ( — oo, 2) 
b) Mmimo relativo: x = 2 
67. a) Creciente en (— oo, — 1) y (0, 1); 
decreciente en ( — 1, 0) y (1, oo) 
b) Maximos relativos: x = — 1 y jc = 1 
Minimo relativo: x = 0 

69. a) Numeros crfticos: x = — 1, x = 1, x = 2 

fr) Maximo relativo enr = 1, minimo relativo en ,v = 2 
y ni uno ni otro enr= — 1 
71. g'(0) < 0 73. g'(— 6) < 0 75. g'(0) > 0 




b) Numeros crfticos: x ~ —0.40 y x ~ 0.48 

c) Maximo relativo: (0.48, 1.25) 

Minimo relativo: ( — 0.40,0.75) 

81. a ) s'it) = 9.8(sen 6)t\ velocidad = |9.8(send)?| 

b) 


0 

0 

ir/4 

tt/3 

IT 12 

2tt/3 

3ir/4 

77 

s'it) 

0 

4.9^2 1 

4.9V3 1 

9.8 1 

4.9V3 1 

4.9 V2 1 

0 


La velocidad es maxima en 6 = ir/2. 


X 

0.5 

1 

1.5 

2 

2.5 

3 

fix) 

0.5 

1 

1.5 

2 

2.5 

3 

gix) 

0.48 

0.84 

1.00 

0.91 

0.60 

0.14 


fix) > gix) 



c) Demostracion 


fix) > gix) 

85. r = 2R/3 

, dR 0.004r 3 - 4 

87 . a) —— = . „ = 

dT 2V0.0017- 4 -4 T + 100 

Numero critico: T = 10 


Resistencia minima: Aproximadamente 8.3666 ohms 
b) 125 



Resistencia minima: Aproximadamente 8.3666 ohms 
89. a) v(f) = 6 — 2 1 b) (0, 3) c) (3, oo) d) t = 3 
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Soluciones de los ejercicios impares 


91. a) v(t) = 3t 2 - lOf + 4 

b) (o, (5 - 7l3)/3) y ((5 + Vl3)/3, Oo) 

( 5 - 713 5 + yi 3 \ ^ 5 ± 713 

c) f = 

93. Las respuestas varian 
95. a) Grado mi'nimo: 3 

b) a 3 (0) 3 + a 2 ( 0) 2 + a/0) + a 0 = 0 
a 3 (2) 3 + a 2 (2) 2 + a j(2) + a 0 = 2 

3a 3 (0) 2 + 2a 2 (0) + a 1 = 0 
3a 3 (2) 2 + 2a 2 (2) + = 0 

c) f(x) = ~\x 3 + fx 2 

97. a) Grado mi'nimo: 4 

b) a 4 (0) 4 + a 3 (0) 3 + a 2 (0) 2 + a/0) + a 0 = 0 
a 4 (2) 4 + a 3 (2) 3 + a 2 ( 2) 2 + a/2) + a 0 = 4 
a 4 (4) 4 + a 3 (4) 3 + a 2 (4) 2 + a/4) + a 0 = 0 

4a 4 (0) 3 + 3a 3 (0) 2 + 2a 2 (0) + a x = 0 
4a 4 (2) 3 + 3a 3 (2) 2 + 2a 2 (2) + = 0 

4a 4 (4) 3 + 3a 3 (4) 2 + 2a^(4) + = 0 

c) f(x) = l x A — 2x 3 + 4x 2 

99. Verdadero 101. Falso. Sea f{x) = x 3 . 

103. Falso. Sea/(jc) = jc 3 . Flay un numero critico en x = 0, pero 
no un extremo relativo. 

105 a 107. Demostraciones 

Seccion 3.4 (pagina 195) 

1. f > 0,/" >0 3. /' < 0,/" < 0 

5. Concava hacia arriba: (— 00 , 00 ) 

7. Concava hacia arriba: (— 00 , 1); concava hacia abajo: (1, 00 ) 

9. Concava hacia arriba: (— 00 , 2); concava hacia abajo: (2, 00 ) 

11. Concava hacia arriba: (— 00 , —2), (2, 00 ) 

Concava hacia abajo: (—2,2) 

13. Concava hacia arriba: (— 00 , —1), (1, 00 ) 

Concava hacia abajo: (—1, 1) 

15. Concava hacia arriba: ( — 2, 2) 

Concava hacia abajo: (— 00 , —2), (2, 00 ) 

17. Concava hacia arriba: (— ir/2, 0); concava hacia abajo: (0, 7r/2) 
19. Puntos de inflexion: ( — 2, —8), (0, 0) 

Concava hacia arriba: (— 00 , —2), (0, 00 ) 

Concava hacia abajo: ( — 2, 0) 

21. Punto de inflexion: (2, 8); concava hacia abajo: ( — 00 , 2) 

Concava hacia arriba: (2, 00 ) 

23. Puntos de inflexion: (±2>/3/3, —20/9) 

Concava hacia arriba: ( — 00 , —2^3/3), (2>/3/3, 00 ) 

Concava hacia abajo: ( — 2^3/3, 2^3/3) 

25. Puntos de inflexion: (2, — 16), (4, 0) 

Concava hacia arriba:(— 00 , 2), (4, 00 ); concava hacia abajo: (2, 4) 
27. Concava hacia arriba: ( — 3, 00 ) 

29. Puntos de inflexion: (— v/3/3, 3), ( v^3/3, 3) 

Concava hacia arriba: (— 00 , - 73/3), (73/3, Oo) 

Concava hacia abajo: (— 73/3, 73/3) 

31. Punto de inflexion: (2 tt, 0) 

Concava hacia arriba: (2ir, 4rr); concava hacia abajo: (0, 2ir) 

33. Concava hacia arriba: (0, 17 ), (2tt, 3 it) 

Concava hacia abajo: (tt, 27t), (3tt, 4it) 


35. Puntos de inflexion: (n, 0), (1.823, 1.452), (4.46, — 1.452) 
Concava hacia arriba: (1.823, tt), (4.46, 2tt) 

Concava hacia abajo: (0, 1.823), ( 77 , 4.46) 

37. Mmimo relativo: (5, 0) 39. Maximo relativo: (3, 9) 

41. Maximo relativo: (0, 3); mi'nimo relativo: (2, —1) 

43. Mi'nimo relativo: (3, —25) 

45. Maximo relativo: (2.4, 268.74); mi'nimo relativo: (0. 0) 

47. Mi'nimo relativo: (0. —3) 

49. Maximo relativo: (—2, —4); mmimo relativo: (2,4) 

51. No hay extremos relativos porque/no es creciente 
53. a) f\x) = 0.2jc(x — 3) 2 (5x — 6) 

f\x) = 0.4(x - 3)(10x 2 - 24x + 9) 
b) Maximo relativo: (0, 0) 

Minimo relativo: (1.2, —1.6796) 

Puntos de inflexion: (0.4652, —0.7048), 

(1.9348, -0.9048), (3,0) 

/ es creciente cuando /' es positiva, 
y decreciente cuando /'es negativa. 
/ es concava hacia arriba cuando/" 
es positiva y concava hacia abajo 
cuando/" es negativa. 



55. a) 


b) 


fix) = cos x — cos 3x + cos 5x 
fix) = — senx + 3 sen3x — 5 sen5x 
Maximo relativo: ( 77 / 2 , 1.53333) 

Puntos de inflexion: ( 77 / 6 , 0.2667), (1.1731, 0.9637), 
(1.9685, 0.9637), ( 517 / 6 , 0.2667) 

/ es creciente cuando f es positiva, 
y decreciente cuando /'es negativa. 
/ es concava hacia arriba cuando/" 
es positiva y concava hacia abajo 
cuando/" es negativa. 




59. Las respuestas varian. Ejemplo: 
fix) = x 4 ; /"(0) = 0, pero (0, 0) 
no es un punto de inflexion. 




Soluciones de los ejercicios impares 


A-51 





71. a ) /(x) = (x — 2)" tiene un punto de inflexion en (2, 0) sin 
es impar y n > 3. 

6 6 




b) Demostracion 
73. f(x) = jt 3 — 6x 2 + yx — 24 

75. a) f(x) = J 2 X 3 + jfrX 2 b) A dos millas del aterrizaje 


77. x = j-L ~ 0.578 L 79. x = 100 unidades 

81. a) 


t 

0.5 

1 

1.5 

2 

2.5 

3 

s 

151.5 

555.6 

1 097.6 

1 666.7 

2193.0 

2647.1 


1.5 < t < 2 



t « 1.5 


83. Pj(x) = 2jl 

P 2 (x) = 2V2 - y/2(x - tt/4) 2 
Los valores de /, ^ y ft y sus 
primeras derivadas son iguales cuando 
x = tt/4. Las aproximaciones empeoran 
conforme nos alejemos de ese valor. 



-4 


2ir 


85. /^(x) = 1 — x/2 

P 2 W = 1 — x/2 — x 2 /8 

Los valores de /, P t y P 2 y sus 
primeras derivadas son iguales 
cuando x = 0. Las aproximaciones 
empeoran conforme nos alejemos 
de ese valor. 



87. 


I.o) 

n ) 


89. Demostracion 
91. Verdadero 


93. Falso./es concava hacia arriba en x = c si/"(c) > 0. 
95. Demostracion 


Seccion 3.5 (pagina 205) 


1 ■/ 2. 

c 3. d 

4 .a 5 . b 6. 

e 

7. 

X 

10° 

10 1 

10 2 

10 3 


fix) 

7 

2.2632 

2.0251 

2.0025 


X 

10 4 

10 5 

10 s 

fix) 

2.0003 

2.0000 

2.0000 


10 


-10 


X 

10° 

10 1 

10 2 

10 3 

fix) 

-2 

-2.9814 

-2.9998 

-3.0000 


X 

10 4 

10 5 

10 s 

fix) 

-3.0000 

-3.0000 

-3.0000 


10 


— 6x 

V 4x 2 + 5 _ 


-10 


X 

10° 

10 1 

10 2 

10 3 

fix) 

4.5000 

4.9901 

4.9999 

5.0000 






X 

10 4 

10 5 

10 s 


fix) 

5.0000 

5.0000 

5.0000 



6 


Ifm (5 y—y) = 5 

t->oo \ X Z + l J 
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Soluciones de los ejercicios impares 


13. a) oo b) 5 c) 0 
17. a) 0 b) — | c) — 

25. -oo 27.-1 29. 

35. 0 37. 0 

39. 1 


1 

P 

|y = ~ 1 | i, 



i 

\ i 
1. 1 



15. a) 0 b) 1 c) oo 

oo 19. 4 21. f 23. 0 

— 2 31. 5 33. oo 

41. 6 


ED 




1 

II 

Ell 


-6 


43. 1 45. 0 47. I 

49. 


X 

10° 

10 1 

10 2 

10 3 

10 4 

10 5 

10 s 

m 

1.000 

0.513 

0.501 

0.500 

0.500 

0.500 

0.500 



51. 


X 

10° 

10 1 

10 2 

10 3 

10 4 

10 5 

10 s 

fix) 

0.479 

0.500 

0.500 

0.500 

0.500 

0.500 

0.500 


La grafica tiene un hueco en x = 0. 


lfm x sen — = — 
x—>oo 2x 2 


i 


\ 

( 










53. Conforme ,v crece f(x) tiende a 4. 

55. Las respuestas varfan. Ejemplo: sea/(x) 


0.1 (x - 2) 2 + 1 + 6 ' 


y 







b) Demostracion 
87. 100% 89. lfm N(t) 

t—>oo 


La asmtota oblicua y = x 
+ oo; 11m E(t) 

t — >oo 


= C 


Soluciones de los ejercicios impares A-53 


91. a) 


93. a) 

b ) 


d ) 
/) 

95. a ) 

b ) 


97. a) 

c) 

99. a) 

b ) 


5 


b) Sf. h'm v = 3.351 

7 — >oo 



7", (0) « 26.6°, 73,(0) « 25.0° e) 86 
La temperature limitante es de 86°. 

No. T x no tiene asfntotas horizontales. 


dim) 


1 3m + 3| 
Vm 2 + 1 



c) lfm d(m) = 3 

m — >oo 

lfm d(m) = 3 

in — > — oo 

La distancia se aproxima a 3 
cuando m tiende a ±oo. 


Km f{x) = 2 




Las respuestas varfan. M = 
Las respuestas varfan. M — 


4 - 2e 


e 

5^33 

11 

29^177 

59 


101-105. Demostraciones 





107. Falso. Sea/(x) 


2x 


f\x) > 0 para todo numero real. 


Seccion 3.6 (pagina 215) 

1. d 2. c 3 .a 4. b 






35. 


-6 6 


-4 



Mfnimo: (-1.10, -9.05) 
Maximo: (1.10, 9.05) 

Puntos de inflexion: 

(-1.84, -7.86), (1.84, 7.86) 
Asfntota vertical: x = 0 
Asfntota horizontal: y = 0 

Punto de inflexion: (0, 0) 
Asfntota horizontal: y = ±2 


A-54 


Soluciones de los ejercicios impares 




47. / es decreciente en ( 2 , 8 ) y 
por tanto /( 3) > /( 5). 





Los ceros de /' corresponden a los 
puntos en los que la grafica de/tiene 
tangentes horizontales. El cero de /" 
corresponde al punto en el que la gra- 
fica de /' tiene una tangente horizon- 
tal. 


La grafica cruza la asmtota horizon- 
tal y = 4. 

La grafica de una funcion/no cruza 
su asfntota vertical x = c porque no 
existe f(c). 


53. 



La grafica tiene un hueco en x = 0. 
La grafica cruza la asfntota horizon- 
tal y = 0 . 

La grafica de una funcion/no cruza 
su asmtota vertical x = c porque no 
existe /(c). 


55 . 



La grafica tiene un hueco en x = 3. 
La funcion racional no se redujo a 
su minima expresion. 


La grafica parece aproximarse a la 
recta y = —x+ 1 , que es la asmto- 
ta oblicua. 



La grafica parece aproximarse a la 
recta y = 2x, que es la asmtota obli- 
cua. 




-0.5 


y 




La grafica tiene huecos en x = 0 y 
en x = 4. 

Numeros crtticos por aproximacion 
visual: 1, §, 2, §, 3, \ 


, —xcos 2 (ttx) 2 irsen(irx)cos(Tw) 

’ / W “ (x 2 + If/ 2 

13 5 

Numeros o puntos crtticos aproximados: 2 > 0.97, 5 , 1.98, 5 , 
2.98, 

En el apartado a) donde se presentan los numeros o puntos 
crtticos los maximos parecen ser enteros, pero al aproximar- 
los utilizando /' se observa que no son numeros enteros. 

67. Las respuestas vartan. Ejemplo: y = l/(x — 3) 

69. Las respuestas vartan. Ejemplo: y = (3x 2 — lx — 5)/(x — 3) 
71. a) f'{x) = 0 parax = ±2 ;/'(x) > 0 para (— 00 , —2), (2, 00 ) 
/'(x) < 0 para (— 2 , 2 ) 

b) f"(x) = 0 parax = 0 ;/"(x) > 0 para ( 0 , 00 ) 
f"(x) < 0 para ( — 00 , 0 ) 

c) ( 0 , 00 ) 

d) /'es minima parax = 0 . 

/es decreciente a su mayor tasa en x = 0 . 

73. Las respuestas vartan. Muestra de respuesta: la grafica tiene una 
asmtota vertical en x = b. Si a y b son ambos positivos o ambos 
negativos, la grafica de/tiende a 00 cuando x tiende a b, y la 
grafica tiene un mtnimo en x = —b. Si a y b tienen signos opues- 
tos, la grafica de/tiende a — 00 cuando x tiende a b, y la grafica 
tiene un maximo en x = —b. 


75. a) Si n es par,/es simetrica con respecto al eje y. 
Si n es impar,/es simetrica respecto al origen. 
b) n = 0, 1, 2, 3 c) n = 4 
d) Cuando n = 5, la asmtota oblicua es y = 2x. 


-3 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-55 


e) 



n 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

M 

1 

2 

3 

2 

1 

0 

N 

2 

3 

4 

5 

2 

3 


77. a) 


2750 



b) 2434 

c) El numero de bacterias alcanza 
su maximo al principio del sep- 
timo dfa. 

d) La razon de incremento del nu- 
mero de bacterias es mayor en 
la primera parte del tercer dfa. 


e) 13 250/7 

79. y = x + 3, y = —x — 3 


y 

15 -- 


12 — 



Seccion 3.7 (pagina 223) 

1. a) y b) 


Primer 
numero x 

Segundo 

numero 

Producto P 

10 

no - 10 

10(110 - 10 ) = 1000 

20 

110-20 

20(110 - 20) = 1800 

30 

110-30 

30(110 - 30) = 2400 

40 

110-40 

40(110 - 40) = 2800 

50 

110-50 

50(110 - 50) = 3000 

60 

110-60 

60(110 - 60) = 3000 

70 

110-70 

70(110 - 70) = 2800 

80 

110-80 

80(110 - 80) = 2400 

90 

110-90 

90(110 - 90) = 1800 

100 

110 - 100 

100(110 - 100) = 1000 


El maximo esta acotado entre x = 50 y 60. 

c) P = *(1 10 - x) 

d) 3500 e) 55 y 55 



3. 5/2 y 5/2 5. 21 y 7 7. 54 y 27 

9. / = w = 20 m 11. I = w = 4^2 pies 13. (1, 1) 

is- G. VD 

17. Dimensiones de la pagina: (2 4- V30) pulg x (2 + V30) pulg 

19. x = <2 0 /2 21. 700 x 350 m 

23. a ) Demostracion b) V l = 99 pulg 3 , V 2 = 125 pulg 3 , 

V 3 = 117 pulg 3 c) 5x5x5 pulg 
25. Porcion rectangular: 16 /( 7 t + 4) x 32/(7 t + 4) pies 


27. a) L = ^ ; 


x 2 + 4 + 


b ) 



x - 1 + (x - l) 2 ’ * > 1 

Mfnimo cuando x ~ 2.587 


c) (0, 0), (2, 0), (0, 4) 

29. Ancho: 5^2/2; longitud: 5^2 
31. a ) z' 1 iy * 


» y 


I 


b) 


Longitud x 

Ancho y 

Area xy 

10 

2 / 77(100 - 10) 

(10)(2/t7)(100 - 10) = 573 

20 

2/77(100 - 20) 

(20) ( 2 / 77 ) (100 - 20) « 1019 

30 

2/77(100 - 30) 

(30) ( 2 / 77 ) (100 - 30) = 1 337 

40 

2/77(100 - 40) 

(40) ( 2 / 77 ) (100 - 40) = 1 528 

50 

2/77(100 - 50) 

(50) ( 2 / 77 ) (100 - 50) « 1 592 

60 

2/77(100 - 60) 

(60) ( 2 / 77 ) (100 - 60) = 1 528 


El area maxima del rectangulo es aproximadamente 1 592 m 2 . 
c) A = 2/77(100.1- - x 1 ), 0 < x < 100 


riA 9 

d) - 7 - = —(100 — 2x) 
ax 77 

= 0 cuando x = 50 
El valor maximo es 
aproximadamente 1 592 
cuando x = 50. 


e) 



33. 18 x 18 x 36 pulg 35. 3277r 3 /81 

37. No. El volumen cambia porque la forma del contenedor cambia 
cuando se comprime. 

39. r = 4/21/(277) ~ 1.50 ( h = 0, de manera que el solido es una 


41. 

43. 

47. 

51. 


esfera). 

Lado del cuadrado: 


10^3 


lado del triangulo: 


30 


9 + 4V3’ ' 9 + 4^3 

w = (20y3)/3 pulg, h = (20y6)/3 pulg 45. 6 = tt/A 
h= V2 pies 49. Una milla del punto mas cercano de la costa. 


Demostracion 


A-56 


Soluciones de los ejercicios impares 



a) Del origen a la intersection en y: 2 
Del origen a la intersection en x: rr/2 

b) cl = Jy? + (2 — 2 sen x ) 2 


3 



(0.7967, 0.9795) 




c) La distancia minima es 0.9795 cuando x ~ 0.7967. 
55 . F = kW/Vk 2 + 1; 6 = arctan k 


Base 1 

Base 2 

Altitud 

Area 

8 

8 + 16 cos 10° 

8 sen 10° 

= 22.1 

8 

8 + 16 cos 20° 

8 sen 20° 

= 42.5 

8 

8+16 cos 30° 

8 sen 30° 

= 59.7 

8 

8+16 cos 40° 

8 sen 40° 

= 72.7 

8 

8+16 cos 50° 

8 sen 50° 

= 80.5 

8 

8+16 cos 60° 

8 sen 60° 

= 83.1 


Base 1 

Base 2 

Altitud 

Area 

8 

8 + 16 cos 70° 

8 sen 70° 

= 80.7 

8 

8+16 cos 80° 

8 sen 80° 

= 74.0 

8 

8+16 cos 90° 

8 sen 90° 

= 64.0 


El area transversal maxima es aproximadamente: 83.1 pies 2 . 

c) A = 64(1 + cos 0) send, 0° < 0 < 90° 
dA 

d) — = 64(2 cos 0 — l)(cos 0+1) 


= 0 cuando 6 = 60°, 180°, 300° 

El area maxima ocurre cuando 9 = 60°. 



59 . 4 045unidades 61 . y = .v; 5) =6.1 millas 

63 . y = fjjjc; S 3 = 4.50 millas 65 . Problema Putnam Al, 1986 

Seccion 3.8 (pagina 233) 

En las respuestas para los ejercicios 1 y 3, los valores en las tablas se 
han redondeado por conveniencia. Dado que una calculadora o un 
programa hace calculos intemos utilizando mas digitos de los desple- 
gados, se pueden producir valores ligeramente diferentes que los mos- 
trados en la tabla. 


1 . 


11 

X n 

/CO 

/'(O 

/(O 

/'(O 

x f( X n) 

" /'(*„) 

1 

2.2000 

-0.1600 

4.4000 

-0.0364 

2.2364 

2 

2.2364 

0.0015 

4.4728 

0.0003 

2.2361 


3 . 


11 

X n 

/(O 

/'(O 

/(O 

f'( X n) 

" /'(O 

1 

1.6 

-0.0292 

-0.9996 

0.0292 

1.5708 

2 

1.5708 

0 

-1 

0 

1.5708 


5 . -1.587 7 . 0.682 9 . 1.250,5.000 

11 . 0.900, 1.100, 1.900 13 . 1.935 15 . 0.569 

17 . 4.493 19 . a) Demostracion b ) ^5 = 2.236; ~Jl ~ 2.646 

21 . f'(x j) = 0 23 . 2 = x x — x 3 = . . . ; 1 = x 2 = x 4 = . . . 


25 . 0.74 

29 . a ) 


27 . Demostracion 



b) 1.347 c) 2.532 



La interseccion de y = — 3x + 4 
con el eje x es 

La interseccion de y = — 1.313* + 
3.156 con el eje x es aproximada- 
mente 2.404. 


e) Si la estimacion inicial x = x x no es lo suficientemente cer- 
cana al deseado cero de la funcion, la interseccion con el eje 
x de la correspondiente recta tangente a la funcion puede 
aproximar un segundo cero de la funcion. 


31 . Las respuestas varian. Ejemplo de res- 
puesta: si/es una funcion continua 
en [a, b] y derivable en (a, b), donde 
c pertenece a [a, b] y /(c) = 0, el 
metodo de Newton utiliza las tan- 
gentes para aproximar c. Primero 
se estima una jt inicial y cercana a 
c (ver la grafica). Luego se determina 
x 2 empleando x 2 = x 3 — f(x 1 )/f'(x l ). 

Se realiza una tercera estimacion mediante x 3 = x 2 
Se continua con este proceso hasta que \x n — x n+l 
titud deseada, donde x n + 1 es la aproximacion final de c. 



- /feV/'W- 

| tenga la exac- 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-57 


33. 0.860 35. (1.939,0.240) 



37. x ~ 1 .563 millas 39. 15.1, 26.8 41. Falso: sea fix) = p 

43. Verdadero 45. 0.217 X 

Seccion 3.9 (pagina 240) 

1. T(x) = 4x - 4 


X 

1.9 

1.99 

2 

2.01 

2.1 

fix) 

3.610 

3.960 

4 

4.040 

4.410 

T(x) 

3.600 

3.960 

4 

4.040 

4.400 


3. T(x) = 80* - 128 


X 

1.9 

1.99 

2 

2.01 

2.1 

fix) 

24.761 

31.208 

32 

32.808 

40.841 

Tix) 

24.000 

31.200 

32 

32.800 

40.000 


5. T(x) = (cos 2)(x — 2) + sen 2 


X 

1.9 

1.99 

2 

2.01 

2.1 

fix) 

0.946 

0.913 

0.909 

0.905 

0.863 

Tix) 

0.951 

0.913 

0.909 

0.905 

0.868 


7. Ay = 0.331; dy = 0.3 9. Ay = -0.039; dy = -0.040 

3 , 1 — 2 jc 2 


11. 6 xdx 13. - 


r dx 


15. 

6ttx 


J\ — X‘ 


dx 


2 

b) 0.98 


dx 


(2x - l) 2 

17. (3 — sen 2 x) dx 19. — Tj-sen 

21. a) 0.9 b) 1.04 23. a) 1.05 

25. a) 8.035 b) 7.95 27. ±§ pulg 2 29. ±87j-pulg 2 
31. a) \% b) 1.25% 

33. a) ±5.12irpulg 3 b) ±1.287rpulg 2 c) 0.75%, 0.5% 
35. 80Trcm 3 37. a) \% b) 216 s = 3.6 min 
39. a) 0.87% b) 2.16% 41.6407 pies 

43. /( x) = s/x, dy = — dx 

2^/x 


/(99.4) « VlOO + 


Calculadora: 9.97 


1 


2VW0 


(-0.6) = 9.97 


45. fix) = $/x, dy = 


4x 3 / 4 


dx 


/( 624) ~ 4/625 + 4( ^ ) vi(- 0 = 4.998 
Calculadora: 4.998 


47. y -f{0) = f'(0)(x - 0) 

~ 1 

y - 2 = 4-r 

y = 2 + x/4 


49. El valor de dy se aproxima al valor de Ay cuando A* decrece. 

51. a) f(x) = Vx; dy = — \=dx 
2 Jx 



A 4-02) - V4 + ^(0.02) = 

b ) /( x) = tan x; dy = s 2 x dx 
/(0.05) « tan 0 + s 2 (0) (0.05) 
53. Verdadero 55. Verdadero 


2 + ^(0.02) 
= 0 + 1(0.05) 


Ejercicios de repaso para el capftulo 3 (pagina 242) 

1 . Sea / una funcion definida en c. Si f\c) = 0 o si /' esta indefi- 
nida en c, entonces c es un numero critico de/. 



3. Maximo: (0, 0) 5. Maximo: (277, 17.57) 

Mmimo: (— f, — Mmimo: (2.73,0.88) 

7. /(0)^/(4) 9. No es continua en [ — 2,2] 



17. m = 1 19. c = 

21. Numero critico: x = — | 

Creciente en ( — |, oo); decreciente en ( — oo, — |) 
23. Numeros criticos: x = 1, 3 

Creciente en (—00, 1), (|, 00); decreciente en ( 1, |) 


25. Numero critico: x = 1 

Creciente en (1, 00); decreciente en (0, 1) 

< yi5 5yi5 \ 


27. Maximo relativo: 


9 7 


. /VI5 5Vl5\ 

Mmimo relativo: I — - — , — I 


29. Mmimo relativo: (2, — 12) 

31. a) y ~ | pulg; v = 4pulg/s V) Demostracion 
c) Periodo: 77/6; frecuencia: 6/77 


A-58 


Soluciones de los ejercicios impares 


33. (3, — 54); concava hacia arriba: (3, oo); 
concava hacia abajo: ( — oo, 3) 

35. (77/2 , 7t/ 2), (377/2, 377/2); concava hacia arriba: (77/2, 377/2); 


concava hacia abajo: (0, 77/2), (377/2, 277) 

37. Mlnimo relativo: ( — 9,0) 

39. Maximos relativos: (V2/2, 1/2), (— V2/2, 1/2) 
Mmimo relativo: (0, 0) 



43. Creciente y concava hacia abajo 


45. a) D = 0.00430/ 4 - 0.2856f 3 + 5.8337 2 - 26.85 1 + 87.1 



c) Maximo en 2005; mmimo en 1972 d) 2005 


47. 8 49. | 51.-00 


57. Aslntota vertical: x = 0; 
59. Aslntota vertical: x — 4; 

61. r m° 



-4 


53. 0 55. 6 

aslntota horizontal: y = — 2 
aslntota horizontal: y = 2 

Aslntota vertical: x = 0 
Mmimo relativo: (3, 108) 
Maximo relativo: ( — 3, —108) 

Aslntota horizontal: y = 0 
Mlnimo relativo: 

(-0.155, -1.077) 

Maximo relativo: 

(2.155, 0.077) 







83. a) y b) maximo: (1, 3) 
Mlnimo: (1,1) 


85. t ~ 4.92 ~ 4:55 P.M.; d ~ 64 km 
87. (0, 0), (5, 0), (0, 10) 89. Demostracion 91. 14.05 pies 

93. 3(3 2 / 3 + 2 2 / 3 ) 3 / 2 = 21.07 pies 95. v = 54.77 mi/h 
97. -1.532,-0.347,1.879 99. -1.164,1.453 

101 . dy = (1 — cosx + x sen x) dx 

in 

103. dS = ± 1.877cm 2 , y x 100 « ±0.56% 
dV 

dV = ±8.1 77 cm 3 , y x 100 ~ ±0.83% 

SP Solucion de problemas (pagina 245) 


1 . Las opciones para a pueden variar. 

a) Un mlnimo relativo en (0, 1) 
para a > 0 

b) Un maximo relativo en (0, 1) 
para a < 0 

c) Dos mlnimos relativos para a < 0 
cuando x = ± J —a/2 

d) Si a < 0, hay tres puntos crlticos; 
si a > 0, solo hay un punto crlti- 
co. 

3. Todas las c, donde c es un numero real. 5 a 7. Demostraciones 
9. Alrededorde 9.19 pies 
11. Mlnimo: (V 2 — 1 )d; no hay maximo. 

13. a) a c) Demostraciones 


X 

0 

0.5 

1 

2 

Jl + X 

1 

1.2247 

1.4142 

1.7321 

' 2 X + 1 

1 

1.25 

1.5 

2 



b) Demostracion 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-59 


17. a) 


b ) 


c ) 


V 

20 

40 

60 

80 

100 

s 

5.56 

11.11 

16.67 

22.22 

27.78 

d 

5.1 

13.7 

27.2 

44.2 

66.4 


4s) = 0.071s 2 4- 0.389s + 0.727 

La distancia entre la parte posterior del primer vehfculo y la 
parte delantera del segundo es d(s), la distancia de frenado 
segura. El primer vehfculo pasa por el punto dado en 5.5/s 
segundos, y el segundo necesita d(s)/s segundos mas. Por 
tanto, T = d(s)/s + 5.5/s. 

io 

s ~ 9.365 m/s 



d) s « 9.365 m/s; 1.719 s; 33.714 km/h e) 10.597 m 
19. a) P(x) = x — x 2 
b) 


49. 

51. 


y = 

a) 


x 1 - x + 1 

Las respuestas varfan. 

Ejemplo: 


b) 




J 

(0,0) 









\ \ V ^ — 

-----/ / 


\ \ N — 
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\ \ N — 

— 4 / / 


\ \ ^ ^ — 
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53. a) 


b) 


b) 

c ) 


Las respuestas varfan. 
Ejemplo: 


y 
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MM 
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Capitulo 4 

Seccion 4.1 (pagina 255) 


1 a 3. Demostraciones 
Integral original 



5. y = 3 1 3 + C 7. y = 

Reescribir Integrar 


x 4 /3 

x l/i dx - + C 


11 . 



3 / 2 dx 


x -V 2 
-1/2 


+ C 


lx 5 ' 2 + C 

Simplificar 

+ 4 / 3 + C 

4 



13 -{i A \\ X ^ dX 2^2) + C ~b- + C 

15. \ x 2 + lx + C 17. x 2 -x 3 + C 19. lx 6 + x + C 
21. \x 5/1 + x 2 + x + C 23. fx 5 / 3 + C 25. -1/(44) + C 

27. |4 /2 + 12s: 1 / 2 + C = \x x ' 2 {x + 18) + C 
29. x 3 + \x 2 — 2s: + C 

31. fy 7 / 2 + C 33. x + C 35. 5 sens: — 4 coss: + C 
37. t + esc t + C 39. tan 6 + cos 6 + C 41. tany + C 
43. —esc x + C 

45. Las respuestas varfan. 47. Las respuestas varfan. 

Ejemplo: Ejemplo: 



57. /(*) = 3s: 2 + 8 59. h(t) = 2? 4 + 5? - 1 1 

61. f(x ) = x 2 + x + 4 63. f(x ) = — 4^/x + 3x 

65. a) h{t) = ft 2 + 5t + 12 b) 69 cm 

67. Cuando se evalua la integral / f(x) dx, se encuentra una funcion 
F{x) que es una antiderivada d ef(x). Por tanto no existe diferen- 
cia. 



71. 62.25 pies 73. v 0 ~ 187.617 pies/s 
75. v(f) = —9.8/ + C, = — 9.8/ + v 0 

f(t) = —4.9 1 2 + v 0 t + C 2 = —4.9 1 2 + v 0 t + s 0 
77. 7.1 m 79. 320 m: —32 m/s 
81. a ) v(f) = 3 1 2 — 12 1 + 9; a(t) = 6t — 12 
b ) (0,1), (3,5) c) -3 
83. a(t) = — 1 /(2/ 3 / 2 ); x{t) = 2 V~t + 2 
85. a) 1.18 m/s 2 b) 190 m 
87. a) 300 pies b ) 60 pies/s ~ 41 mi/h 

(1 rye 

89. a) Aeroplano A: s A = — t 2 — 150? +10 
49 275 

Aeroplano B: s B = — — — t 2 — 250? +17 
68 


A-60 


Soluciones de los ejercicios impares 


b) 


28 025 


100? + 7 



Si, d < 3 para t > 0.0505 h 

91. Verdadero 93. Verdadero 

95. Falso./tiene un numero infinite) de antiderivadas, cada una de 
ellas difieren por una constante. 

99. Demostracion 



11 . 


1. 75 

2 W 


3. 


11 1 

7 - 2 k 


Seccion 4.2 (pagina 267) 

158 

85- 5 '“ ’’A 5 1 

“Y -(“Yl ,3.H 

n ) \ n J J n 

17. 1200 19. 2470 21. 12040 

25. a) 


6 

9 - 1 

j = i 


2| 1 + 

n 

23. 2930 


+ 5 

15. 84 




Area = 21.75 
27. 13 < (area de region) <15 
29. 55 < (area de region) < 74.5 
31. 0.7908 < (area de region) < 1.1835 

33. El area de la region sombreada cae entre 12.5 y 16.5 unidades 
cuadradas. 

35. El area de la region sombreada cae entre 7 y 1 1 unidades cuadra- 
das. 

39. 9 41. A ~ S ~ 0.768 43. A » S = 0.746 

A = s « 0.518 A ~ s ~ 0.646 


37. x 


45. (n + 2 )/ n 

n = 10: 5 = 1.2 
n = 100: S = 1.02 
n = 1000: S = 1.002 
n = 10000: 5 = 1.0002 

12(« + 1)~ 


47. [2 (n + l)(w — l)]/n 2 
n = 10: S = 1.98 
n = 100: 5 = 1.9998 
n = 1000: 5 = 1.999998 
n = 10000: 5 = 1.99999998 


49. 11m 

n — »oo 


= 12 


51 


■ ton 


2 n 3 — 3 n 2 + 


6 \ 


53. 11m [(3/7 + I)//?] = 3 



b) Ax = (2 — 0 )/n = 2 In 

c) s(h) = j? /(*,•_ i)Ax 

1 = 1 

= £[(/ - l)(2/n)](2/n) 
1=1 

d) S{n) = j r /(*,-) Ax 

i= 1 

= ^[?(2/«)](2/n) 


e) 


11 

5 

10 

50 

100 

s(n) 

1.6 

1.8 

1.96 

1.98 

S(n) 

2.4 

2.2 

2.04 

2.02 


/) I™ 2[(? “ 1 )( 2 /")]( 2 / n ) = 2 ; lfm ^[?(2/?t)](2/n) = 2 


n— >oo 

57. A = 3 






59. A = 






Soluciones de los ejercicios impares 
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77 . 


n 

4 

8 

12 

16 

20 

Area 

aproximada 

5.3838 

5.3523 

5.3439 

5.3403 

5.3384 


79. 


n 

4 

8 

12 

16 

20 

Area 

aproximada 

2.2223 

2.2387 

2.2418 

2.2430 

2.2435 


81. b 

83. Se puede utilizar la recta y = x 
acotada por x = a y x = b. La 
suma de las areas de los rectan- 
gulos inscritos en la siguiente 
figura es la suma inferior. 



La suma de las areas de los 
rectangulos circunscritos en 
la siguiente figure es la 
suma superior. 


y 



Los rectangulos de la primera grafica no incluyen totalmente el 
area de la region, mientras que los rectangulos de la segunda gra- 
fica abarcan un area mayor a la de la region. El valor exacto del 
area se encuentra entre estas dos sumas. 

b) 


c ) 





5(4) = f 

d ) Demostracion 


M( 4) 


e) 


n 

4 

8 

20 

100 

200 

s(n) 

15.333 

17.368 

18.459 

18.995 

19.060 

S(n) 

21.733 

20.568 

19.739 

19.251 

19.188 

M(n) 

19.403 

19.201 

19.137 

19.125 

19.125 


f) Como/es una funcion creciente, sin) es siempre creciente y 
S(n) es siempre decreciente. 

87. Verdadero 


89. Supongase que la figure tiene n filas y n + 1 columnas. Las estre- 
llas de la izquierda suman 1 + 2 + • • • + n, al igual que las es- 
trellas de la derecha. Hay n(n + 1) estrellas en total. Por tanto 
2[l + 2 +■•■+«] = n{n + 1) de maneraque 1 + 2 + • • • 
+ n = \n(n + l)]/2. 

91. a) y = (-4.09 x 10- 5 )x 3 + 0.016x 2 - 2.67x + 452.9 
b) 5 “ c) 76 897.5 pies 2 



93. Demostracion 


Seccion 4.3 (pagina 278) 

1.2^3 = 3.464 3.32 5.0 7. f 9. [ (3x + 10) dx 





29. 


A = 1 

33. -6 35. 48 37. -12 



A = 49-77/2 


39. 

16 

41. a) 

13 

b) 

-10 

c) 0 

d) 30 


43. 

a ) 

8 b) - 

-12 

c) 

-4 

d) 30 

45. - 

■48, 88 

47. 

a ) 

— TT b) 

4 

c) 

-(1 + 277 ) 

d) 3 - 

277 


e ) 

5+2-77 

/) 

23 - 

- 277 




49. 

a) 

14 b) 

4 

c) 8 

5 

d) 

0 51 

. 81 


53. 

n 

2 

j — 1 

/(+, ) Ax : 

>[ 

fix) 

dx 




55. 

No 

. Hay una 

discontinuidad 

en x = 

4. 57. 

a 59. d 


A-62 


Soluciones de los ejercicios impares 


n 

4 

8 

12 

16 

20 

Lin) 

3.6830 

3.9956 

4.0707 

4.1016 

4.1177 

Min) 

4.3082 

4.2076 

4.1838 

4.1740 

4.1690 

Rin) 

3.6830 

3.9956 

4.0707 

4.1016 

4.1177 


n 

4 

8 

12 

16 

20 

Lin) 

0.5890 

0.6872 

0.7199 

0.7363 

0.7461 

Min) 

0.7854 

0.7854 

0.7854 

0.7854 

0.7854 

Rin) 

0.9817 

0.8836 

0.8508 

0.8345 

0.8247 


65. Verdadero 67. Verdadero 

69. Falso: f (~x)dx= —2 71. 272 73. Demostracion 

Jo 

75. No. No importa lo pequeno que sean los intervalos, la cantidad 
de numeros racionales e irracionales en cada intervalo es infinita 

y/(c,) = 0 o f(Cj) = 1. 

77. a = — l y b = l maximizan la integral. 79. 3 

Seccion 4.4 (pagina 293) 




Positiva Cero 

5. 12 7. -2 9. -y 11. 5 13. \ 15. f 17. -4 

19. -y 21. 23. f 25. f 27. 77- +2 

29. tt/4 31. 2V3/3 33. 0 35. g 37. 1 39. f 

41. 20 43. f 45. 34/2/2 = 1.8899 

47. yy « 6.4178 49. ±arccos Jtt/2 « ±0.4817 

51. Valor promedio = 6 53. Valor promedio = \ 

x = ± V3 “ ± 1 -7321 x = 4/2/2 = 0.6300 

55. Valor promedio = 2/77 57. ~ 540 pies 

x = 0.690, x ~ 2.451 

59. a) 8 b) f c) fix) tfe = 20; valor promedio = y 

61. a) F(x) = 500 s 2 x b) 1 500 73/ 77 = 827 N 


63. = 0.5318 L 


65. a) 

b) 


v = — 0.00086? 3 + 0.0782f 2 - 0.208r + 0.10 



67. F(x) = 2x 2 - lx 
F( 2) = -6 
F(5) = 15 
F(8) = 72 


69. F(x) = —20/x + 20 
F(2) = 10 
F(5) = 16 
F( 8) = f 


71. F(x) = sen x — sen 1 

F( 2) = sen 2 — sen 1 ~ 0.0678 
F(5) = sen 5 - sen 1 « - 1.8004 
F(8) = sen 8 - sen 1 « 0.1479 
73. a) g(0) = 0, g( 2) - 7, g(4) - 9, g(6) = 8, g(8) « 5 

b ) Creciente: (0, 4); decreciente: (4, 8) 

c) Se presenta un maximo en x = 4. 



81. x 2 - 2x 83. 7x 4 + 1 
89. cos x^Jscn x 91. 3x 2 senx 



85. x cos x 87. 8 

6 

a) C(x) = 1000(12x 5 / 4 + 125) 

b) C(l) = $137 000 
C( 5) « $214 721 
C(10) « $338 394 


Se presenta un extremo de g 
en x = 2. 

97. a) | pies a la derecha b) qy pies 99. a) 0 pies b) ? pies 
101. a) 2 pies a la derecha i>)2pies 103. 28 unidades 105. 8 190 L 
107. f{x) = x 2 tiene una discontinuidad no removible en x = 0. 
109. fix) = s 2 x tiene una discontinuidad no removible en x = 7t/2. 
111. 2/77 « 63.7% 113. Verdadero 


115. fix) = 


1 


(1/x) 2 + 1 


X 2 ) + X * 


1 


+ 1 


= 0 


Debido a que/'(x) = 0, fix) es constante. 


117. a) 0 b) 0 c) x/(x) + So fit) dt d) 0 

Seccion 4.5 (pagina 306) 


J/(g(x))g'(x) dx 

u = g(x) 

du = g '(x) dx 

J (8x 2 + l) 2 (16x) dx 

8x 2 + 1 

16x dx 

f x ^ 

x 2 + 1 

2x dx 

J Jx 2 + 1 

I tan 2 x sec 2 x dx 

tan x 

sec 2 x dx 

No 9. SI 11. j 

(1 + 6x) 5 + C 


|(25 - x 2 ) 3 / 2 + C 

15. n(x 4 + 3) 3 

+ C 


17. tj(x 3 - l) 5 + C 19. lit 2 + 2 ) 3 / 2 + C 
21. -y(l - x 2 ) 4 / 3 + C 23. 1/[4(1 - x 2 ) 2 ] + C 
25. - 1/[3(1 + x 3 )] + C 27. - yi - x 2 + C 
29. -|(1 + 1/t) 4 + C 31. JYx + C 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-63 


33. \x 5/2 + fx 3/2 - 16a 1 / 2 + C = jsVx(6x 2 + 50x - 240) + C 
35. ft 4 - 4t 2 + C 

37. 6y 3/2 - §y 5 / 2 + C= |y 3 / 2 (15 - y) + C 
39. 2a: 2 - 4^16 - x 2 + C 41. — 1/[2(jc 2 + 2x - 3)] + C 
43. a ) Las respuestas varfan. 45. 

Ejemplo: 


a) Las respuestas varfan. 
Ejemplo: 



\mes. mm 


I \ !\//"‘ 
/ \ / \//^- 
/ \ / \//^- 

l\l\K 

-4 \ / \ / 

i \ / \ / 

’"A/ 

/ \ / X/Z'v- 
/ \ / \//^- 
/ \ / \//-‘ 


v'W/ \ / \ 
^N\/ \ / \ 
^W/ \ / \ 
^N\/ \ / \ 


\/\ I 4 

\ / \ / T 
' ' /aW 




// \y . 
s\/\l\ 
'\\/\ / \ 
>"\\/ \ / \ 


ft) y = — j (4 — x 2 ) 3 / 2 + 2 ft ) y = ^ sen x 2 + 1 



m wv"- 

■^VWWl 




47. — cos(rrx) + C 49. — j cos 4x + C 51. — sen(l/0) + C 
53. | sen 2 2r + C o — \ cos 2 2 x + C 1 o — ^ cos 4x + C 2 
55. \ tan 5 x + C 57. \ tan 2 x + C o \ sec 2 x + 

59. — cotx — x + C 61. f(x) = 2 cos(x/2) + 4 
63. fix) = cos 4x — 1 65. fix) = js(4x 2 — 1 0) 3 — 8 

67. §(x + 6) 5/2 - 4 (x + 6) 3/2 + C = §(x + 6) 3 / 2 (x - 4) + C 

69. -[f(l - x) 2 ' 2 - |(1 - xf' 2 + §(1 - x) 1 ' 2 } + C = 

-Ym( 1 - x) 3/2 (15x 2 + 12x + 8) + C 
71. |[|(2jc - l) 5 / 2 + §(2x - I) 3 / 2 - 6(2x - l) 1 ' 2 ] + C = 

( J2x - 1/15) (3x 2 + 2x - 13) + C 
73. —x — 1 — 2^Jx + 1 + C o — (x + 2^/x + l) + C/ 

75. 0 77. 12 §72 79. 2 81. § 83. 4 85. 373/4 

87. fix) = (2x 3 + l) 3 + 3 89. fix) = J2x 2 - 1 - 3 

91. 1 209/28 93. 4 95. 2( 73 - l) 


97. 


14 

3 


99. 



101. 9.21 



103. tt 


105. 

109. 2 | (4x 2 - 6) dx = 36 


1 m \ 64 ix 128 

107. a) y /?) — 


x 64 

C) -T 


4) 64 


111. Si u = 5 — x 2 , entonces du = —2x dx y 

Jx(5 — x 2 ) 3 dx = —3/(5 — x 2 ) 3 (— 2x) dx = — 5/1 i 2 du. 


113. 

117. 

119. 


16 115. $250 000 

a) Mfnimo relativo: (6.7, 0.7) o julio 
Mfnimo relativo: (1.3, 5.1) o febrero 

b ) 36.68 pulg c) 3.99 pulg 

Flujo maximo: 

R « 61.713 en / = 9.36. 


24 

0 



121 . 

123. 

125. 


b) 1 272 miles de galones 
a) P 0 . 5 o,oj 5 “ 35.3% b) b = 58.6% 
a) $9.17 b) $3.14 



g es no negativa porque la grafica 
de/es positiva al principio, y por 
lo general tiene mas secciones po- 
sitivas que negativas. 


c) Los puntos de g que corresponden a extremos de/son puntos 
de inflexion de g. 

d) No, algunos ceros de/como x = rr/2, no corresponden a ex- 
tremos de g. La grafica de g sigue creciendo despues de que 
x = 77/2 porque/sigue estando por arriba del eje x. 

4 


9.4 

La grafica de h es la de g trasladada 

dos unidades hacia abajo. 

-4 




A 

/ 

/ 

\y 


127. a) Demostracion b) Demostracion 

129. Falso. J (2x + l) 2 dx = g(2x + l) 3 + C 

131. Verdadero 133. Verdadero 135 a 137. Demostraciones 
139. Problema Putnam Al, 1958 

Seccion 4.6 (pagina 316) 



Trapezoidal 

De Simpson Exacta 

i. 

2.7500 

2.6667 

2.6667 

3. 

4.2500 

4.0000 

4.0000 

5. 

20.2222 

20.0000 

20.0000 

7. 

12.6640 

12.6667 

12.6667 

9. 

0.3352 

0.3334 

0.3333 


Trapezoidal 

De Simpson Calculadora 

11. 

3.2833 

3.2396 

3.2413 

13. 

0.3415 

0.3720 

0.3927 

15. 

0.5495 

0.5483 

0.5493 

17. 

-0.0975 

-0.0977 

-0.0977 

19. 

0.1940 

0.1860 

0.1858 

21. 

Trapezoidal: 

Polinomios lineales (ler. grado) 


De Simpson 

: Polinomios i 

cuadraticos (2o. grado) 

23. 

a) 1.500 b ) 0.000 25 

!. a) 0.01 b) 0.0005 

27. 

a) 0.1615 

b) 0.0066 

29. a) n = 366 b) n 

31. 

a) n = 77 

b) n = 8 

33. a) n = 287 b) n 

35. 

a) n = 130 

b) n — 12 

37. a) n = 643 b) 

39. 

a) 24.5 b) 

25.67 41. 

Las respuestas varfan. 


A-64 


Soluciones de los ejercicios impares 


11 

L(n) 

M(n ) 

R(n) 

n«) 

S(n) 

4 

0.8739 

0.7960 

0.6239 

0.7489 

0.7709 

8 

0.8350 

0.7892 

0.7100 

0.7725 

0.7803 

10 

0.8261 

0.7881 

0.7261 

0.7761 

0.7818 

12 

0.8200 

0.7875 

0.7367 

0.7783 

0.7826 

16 

0.8121 

0.7867 

0.7496 

0.7808 

0.7836 

20 

0.8071 

0.7864 

0.7571 

0.7821 

0.7841 


45. 0.701 47. 17.476 

49. a) Regia trapezoidal: 12.518; regia de Simpson: 12.592 
b) y= - 1.37266.x 3 + 4.0092x 2 - 0.620x + 4.28 

ydx = 12.521 
Jo 

51.3.14159 53.7 435 m 2 55.2.477 

Ejercicios de repaso para el capitulo 4 (pagina 318) 



3. 


4 3 
3* 


+ 2 X 2 


+ 3 x + C 


5. x 2 /2 — 4 /jc 2 + C 1. x 2 + 9 cos* + C 
9. y = 1 — 3x 2 
11. a) Las respuestas varfan. 

Ejemplo: 


\-\ w— ✓/ / III li i 

r\ W-// / I ill I I 
IWW//I / / J 


L 


M 


/I I 

4/lfi III 

-/ / / / / / / I 

#! 
film i 
///ill 



13. 240 pies/s 15. a) 3 s; 144 pies &) 5 s c ) 108 pies 
10 1 

17. V — 19. 420 21. 3 310 

n = l 

10 « 10 
23. a) ^ (2 i - 1) b) 2 t 3 c) X ( 4 * + 2 ) 

Z =1 1 = 1 1=1 

25. 9.038 < (area de region ) < 13.038 
27. A = 15 29. A = 12 


31 . 





41. 56 43. 0 45. 5 





39. a) 17 fc) 7 c) 9 rf) 84 


47. (72 + 2)/2 



55. —cos 2 + 1 ~ 1.416 


59. Valor promedio = x = 





61. x 2 Vl + x 3 63. x 2 + 3x + 2 

65. — ^x 7 + fx 5 — 9x 3 + 27x + C 67. fV* 3 + 3 + C 

69. -^(1 - 3x 2 ) 5 + C = ^(3x 2 - l ) 5 + C 

71. \ sen 4 x + C 73. —2 71 — sen 0 + C 

75. - — (1 + sec 7rx) 3 + C 
3tt 


77. 21/4 79. 2 81. 28rr/15 83. 2 


85. a) Las respuestas varfan. 
Ejemplo: 


y 


- A 

- \ 1 
- \ 

- \ 

\ 

% \ 

1 \ \ 

\ Y 

2 - 

\ 

\ 

\ 

- / / // 
-III 
-III 

j / 

1 1 ~ 
' / - 
/ - 
/ — 

-3 \ 

\ \ 

\ 

u 

/ 3 

- \ 

\ V 


/// / 

1 - 

- \ 

\\\ 


/ / 

1 - 

- \ 

\ 


r / 

1 - 

- \ 

\ \ 

\ 

/ 

1 - 

- \ 

\ \\ 


/ 

1 - 

- \ 

\ \ 


-// 1 

1 - 

- \ 

\ \ 


r 

1 - 


b) y = — 3(9 — x 2 ) 3 / 2 + 5 


3 



Soluciones de los ejercicios impares A-65 


87. ^ 

89. a) J 0 12 [2.880 + 2.125 sen(0.578? + 0.745)] dt = 36.63 pulg 
b) 2.22 pulg 

91. Regia trapezoidal: 0.285 93. Regia trapezoidal: 0.637 

Regia de Simpson: 0.284 Regia de Simpson: 0.685 
Calculadora: 0.284 Calculadora: 0.704 

SP Solucion de problemas (pagina 32 1 ) 


1. a) L(l) = 0 b) L'(x) = l/x, L'(l) = 1 
c) x ~ 2.718 d) Demostracion 



b ) (16« 4 - 16)/(15n 4 ) c) 16/15 



c) Maximos relativos en x ■ 
Minimos relativos en x ■ 

d) Puntos de inflexion en x 



= Ji, V6 
= 2, 2^2 
= 1, -s/3, V5, Jl 

b) Base = 6, altura = 9 

Area = § bh = |(6)(9) = 36 

c) Demostracion 



X 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

F(x) 

0 

1 

2 

-2 

7 

2 

-4 

7 

2 

-2 

1 

4 

3 


c) x = 4, 8 d) x = 2 


11. Demostracion 13. § 15. 1 < I J 1 + v 4 dx < V2 

Jo 

17. a ) Demostracion b) Demostracion c) Demostracion 
19. a) R(n),I , T(n), L(n) 

b ) 5(4) = |[/(0) + 4/(1) + 2/(2) + 4/(3) +/(4)] - 5.42 
21. a = — 4, = 4 

Capitulo 5 

Seccion 5.1 (pagina 331) 


X 

0.5 

1.5 

2 

2.5 

mmdt 

-0.6932 

0.4055 

0.6932 

0.9163 


X 

3 

3.5 

4 

/; (i/f) dt 

1.0987 

1.2529 

1.3865 


3. a) 3.8067 b) In 45 = 

5. a) -0.2231 b) In 0.8 

l.b 8. d 9. a 10. c 





Dominio: x > 1 


Dominio: x > —2 


19. a) 1.7917 b) -0.4055 c) 4.3944 d) 0.5493 

21 . In x - In 4 23. In x + In y — In z 

25. In* + ^ln(.* 2 + 5) 27. 2 p n ( x — 1) — In x] 

29. In z + 2 ln(; - 1) 


31. In 



x(x + 3) 2 


x 2 - 1 


35. ln(9/vA 2 + l) 


b) f(x ) = In — = In x 2 — In 4 
= 2 In x - In 4 

= g(x) 


oo 41. In 4 « 1.3863 43. y = 3x - 3 


A-66 


Soluciones de los ejercicios impares 


45 . y = 4x — 4 
53 . 2/{t + 1) 

59 

,3 


47 . 1/x 49 . 2/x 51 . 4(lnx) 3 /x 

55 . 2 *\ ~ 1 57 . x2 

x(x 2 — 1) x{x- + 1) 


x In x 2 x In x 1 — x 2 


65 ' x(x 2 + 4) 



69 . cot x 


71 . 


sen x 

— tan x H 

COS X — 1 


73 . 


3 cos x 

(senx — l)(senx + 2) 


75 . [ln(2x) + 1 ]/jc 


77 . a) 5x — y — 2 = 0 
b) 


81 . a) y = x — 1 

b) 



4 




/ 

/ 


-3 


79. a) y = \x — jW + k ln(|) 
b) 


83 . 2xy / (3 - 2y 2 ) 



85 . 


y(i ~ 6x 2 ) 
l + y 


87 . y = x — 1 


89. xy" + y' = x{—2/x 2 ) + (2/x) = 0 


91 . Minimo relativo: (l,j) 

93 . Minimo relativo: (e^ 1 ,~e 1 ) 

95 . Mmimo relativo: ( e , e)\ punto de inflexion: ( e 2 , e 2 /2) 

97 . P x (x) = x — 1; P 2 (x) = x — 1 — j(x — l) 2 

Los valores de/ y P 1 y P 2 y sus pri- 
meras derivadas coinciden en x = 1. 



99 . 


103 . 


0.567 101 . (2x 2 + 1 )/Jx 2 + 1 


3x 3 + 15x 2 - 8x 
2(x + l)V3x - 2 


105 . 


(2x 2 + 2x — l)v/x — 1 
(x + l) 3 / 2 


107 . El dominio de la funcion logaritmo natural es (0, oo) y el rango 
es ( — oo, oo). La funcion es continua, creciente e inyectiva, y su 
grafica es concava hacia abajo. Ademas, si a y b son numeros po- 
sitivos y n es racional, entonces ln(l) = 0, ln(a • b) = In a + 
In b, ln(fl") = n In a y In (a/b) = In a — In b. 


109 . a) Si. Si la grafica de g es creciente, entonces g '(x) > 0. Como 
/(x) > 0, entonces se sabe que /'(x) = g'(x)/(x) de modo 
que/'(x) > 0. Por tanto, la grafica de/es creciente. 
b) No. Sea/(x) = x 2 + 1 (positiva y concava hacia arriba) y 
seag(x) = ln(x 2 + 1) (no concava hacia arriba). 

111. Falso; In x + In 25 = In 25x. 

113 . Falso; tt es una constante, de manera que “[In 7r] = 0. 

ax 


115 . a) 



117 . 


d) 

e) 
a) 


b) 30 afios; $503 434.80 

c) 20 anos; $386 685.60 


Cuando x = 1 398.43, dt/dx = -0.0805. 

Cuandox = 1611.19, dt/dx = -0.0287. 

Una mensualidad mayor tiene dos ventajas: el plazo es 
breve y la cantidad pagada es menor. 

350 30 



b) r(10) « 4.75°/lb/pulg 2 

r(70) = 0.97°/lb/pulg 2 

119 . a) 20 


121 . a) 



Parax > 4, g'(x) >/'(x). 
g crece mas rapidamente 
que /para valores grandes 
de x. 



lrm T\p ) = 0 

p — >oo 

Las respuestas varran. 

b) Cuando x = 5, 
dy/dx = — V3- 
Cuando x = 9, 
dy/dx = — VI9/9. 

c) lim -7- = 0 
jc— > io _ ax 

b) 



Parax > 256, g'(x) >/'(x). 
g crece mas rapidamente 
que /para valores grandes 
de x. 


/(x) = In x crece lentamente para valores grandes de x. 

Seccion 5.2 (pagina 340) 

1. 5 In |x| + C 3. ln|x + l| + C 5 . \ ln|2x + 5| + C 

7. l 2 ln|x 2 - 3| + C 9 . In lx 4 + 3x| + C 

11. x 2 /2 — ln(x 4 ) + C 13. } ln|x 3 + 3x 2 + 9x| + C 

15. ^x 2 — 4x + 6 ln|x + 1| + C 17. jx 3 + 5 ln|x — 3| + C 

19. |x 3 — 2x + InVx 2 + 2 + C 21. |(lnx) 3 + C 
23. 2jx + 1 + C 25. 2 ln|x - 1 1 - 2/(x - 1) + C 
27. V2x - lnll + 72x1 + C 


29 . x + 67 x + 18 In s/x — 3 + C 


31 . 3 In 



+ C 


33 . — |ln|csc2x + cot2x| + C 35 . |sen30 — 8 + C 

37 . In 1 1 + sen t\ + C 39 . In | sec x — 1 1 + C 

41 . y = 4 In |x| + C 43 . v = — 3 ln|2 - x| + C 



La grafica tiene un hueco 
en x = 2. 


Soluciones de los ejercicios impares A-67 


45. .y = — j ln|cos 20\ + C 47. fix) = — 2 In x + 3x — 2 


11 
A A 

IXA- 
A A 

xX 

XX 



V) y = lnf^^ ) + 1 



fo) y = In x + x + 3 



2 — sen 2 


57. -In 3 ® -1.099 

59. In 7 ® 1.929 61. 2[v* - ln(l + X*)l + C 

1 — senl L 

63. ln( ^~ + 2Vx + C 65. ln(V2 + l) - ^ ® 0.174 

67. 1/x 69. 1 jx 71. d 73. 6 In 3 75. \ In 2 

77. y + 8 In 2 ® 13.045 
79. (12/ir)ln(2 + Ji) « 5.03 

81. Regia trapezoidal: 20.2 83. Regia trapezoidal: 5.3368 

Regia de Simpson: 19.4667 Regia de Simpson: 5.3632 
85. Regia de las potencias. 87. Regia de los logaritmos. 

89. x = 2 91. Demostracion 

93. — ln|cosx| + C = In 1 1/cos x\ + C = ln|secx| + C 

sec 2 x — tan 2 x 


95. In | sec x + tan x\ + C = In 


+ C 


sec x — tan x 
= — ln|secx — tanx| + C 
97. 1 99. l/(e - 1) ® 0.582 

101. P{t) = 1 000(12 In 1 1 + 0.25t| + 1); P(3) ® 7715 
103. $168.27 105. Falso. |(lnx) = lnx 1 / 2 107. Verdadero 

109. a) . 12 . b ) Las respuestas varfan. 

Ejemplo: 

y 2 = e -lnjc+ln4 _ 4 j x 




c) Las respuestas varfan. 
111. Demostracion 


Seccion 5.3 (pagina 349) 

1- 0 ) f(g(x)) = 5[(x - l)/5] + 1 = x 
g{f(x)) = [(5x + 1) - l]/5 = x 




g(f(x)) = (V* - 4 ) 2 + 4 = x 



1 

1 /x 



13. 



Inyectiva, existe la inversa. 
15. _L2 



No inyectiva, no existe la inversa. 


A-68 


Soluciones de los ejercicios impares 


17. 



Inyectiva, existe la inversa. 



-50 


Inyectiva, existe la inversa. 
23. a) f-\x) = {x + 3)/2 



19. 2 



Inyectiva, existe la inversa. 


25. a) f *(x) = v 1 / 5 



c ) / y / 1 son simetricas 
respecto a y = x. 

d ) Dominio de/ y f~ l : 
todos los numeros reales. 
Rango de/y/ _1 : 
todos los numeros reales. 

27. a ) f^ 1 (x) = x 2 , x > 0 



c) / y / 1 son simetricas 
respecto a y = x. 


c ) / y / 1 son simetricas 
respecto a y = x. 

d) Dominio de/ y f ~ 1 : 
todos los numeros reales. 
Rango de/y/ _I : 
todos los numeros reales. 

29. a) / '(x) = V4 - .v 2 , 

0 < x < 2 



c) / y / 1 son simetricas 
respecto a y = x. 


d) Dominio de/ y / 1 : 

x > 0 

Rango de/y/- 1 : 
y > 0 

31. a) / _1 (x) = x 3 + 1 
b) 



d) Dominio de/ y / 

0 < x < 2 
Rango de/y/- 1 : 

0 < y < 2 

33. a) / 1 (xr) = x 3 / 2 , x > 0 



c) / y / 1 son simetricas 
respecto a y = x. 

d) Dominio de/ y f~ l : 
todos los numeros reales. 
Rango de / y/ 1 : 
todos los numeros reales. 


c) / y / 1 son simetricas 
respecto a y = x. 

d) Dominio de/ y / -1 : 

x > 0 

Rango de/y/- 1 : 
y > 0 


35. a) 

b ) 


/ *(x) = Jlx/J\ - X 2 , 



3 


1 < X < 1 


c ) / y / 1 son simetricas respecto a y = x. 

d) Dominio de/: todos los numeros reales. 
Dominio de/ -1 : —1 < x < 1 
Rango de /: — 1 < y < 1 

Rango de / -1 : todos los numeros reales. 


X 

0 

1 

2 

4 

fix) 

1 

2 

3 

4 



X 

1 

2 

3 

4 

/-'« 

0 

1 

2 

4 


39. a) Demostracion 
b) y = y (80 — x) 
x: costo total. 

y: numero de libras del bien menos costos 


c) [62.5,80] d) 201b 
41. Existe la inversa. 43. No existe la inversa. 

45. Existe la inversa. 47. f'(x) = 2(x — 4) > 0 en (4, oo) 
49. f'(x) = — 8/x 3 < 0 en (0, oo) 

51. f'(x) = — senx < 0 en (0, tt) 


53. 


j f[l — Vl + 16x 2 ]/(2x), si x + 0 

i ~ [0, si x = 0 


La grafica de/ 1 es una reflexion de 
la grafica de/respecto de la recta 
y = x. 



55. a) y b ) 


57. a) y b) 


If 


59. 

63. 

65. 

67. 


c) /es inyectiva y tiene 
una funcion inversa 
Inyectiva 

f-\x) = x 2 + 2, x > 0 


c) g no es inyectiva y no tiene 
una funcion inversa 
61. Inyectiva 

/ 1 (x) = 2 — x, x > 0 


/ >(x) = + 3, x > 0 (La respuesta no es unica) 

/ _1 (- Y ) = x — 3, x > 0 (La respuesta no es unica) 

Existe la inversa. El volumen es una funcion creciente, y por tanto 
es inyectiva. La funcion inversa proporciona el tiempo t correspon- 
diente al volumen V. 


69. No existe la inversa. 71. 1/27 73. 1/5 

75. 2J3/3 77. -2 79. 1/13 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-69 


81. a) Dominio de /: (— oo, oo) b) Rango de /: (— 00 , 00 ) 
Dominio de / -I : ( — 00 , 00 ) Rango de/ -1 : (— 00 , 00 ) 



d) K) = l = 


83. a) Dominio de /: [4, 00 ) 

Dominio de/ -1 : [0, 00 ) 



b) Rango de /: [0, 00 ) 
Rango de / -I : [4. 00 ) 

d) /'( 5) = i (/->)'(!) = 2 


91. Or 1 ’f- l )(pc) = (x+ l)/2 93. (/°g) -1 (x) = (x + 0/2 

95. Sea y = /(x) una funcion inyectiva. Despejar x en funcion de y. 
Intercambiar x y y para obtener y = / - '(x). Sea el rango de/ el 
dominio de/ -1 . Verificar que/(/ -1 (x)) = x y f 1 (/(x)) = x. 
Ejemplo: f(x) = x 3 ; y = x 3 ; x = l/y\ y = -00/ O) = l/x. 

97. Muchos valores de x dan el mismo valor de y. Por ejemplo, 
/(ir) = 0 =/(0). La grafica no es continua en [(2 n — 1)0/2 
donde n es un entero. 


99. 4 101. Falso. Sea/(x) = x 2 . 

105. a) 



103. Verdadero 
b) c = 2 


f no pasa la prueba de la recta horizontal. 

107 a 109. Demostraciones 111. Demostracion; concava hacia arriba. 
113. Demostracion; -J5/5 

115. a) Demostracion b) f 1 (x) = — 


c) a=—d,ob = c = 0,a = d 


Seccion 5.4 (pagina 358) 

1. x = 4 3. x ~ 2.485 5. jc = 0 7.x = 0.511 

9. x = 8.862 11. x = 7.389 13. x « 10.389 

15. x « 5.389 





23. a) 


c) 


7 



tj 




-1 


Traslacion de dos unidades 
a la derecha 



-i 


b) 


3 



/f 


^\h 


-3 


Reflexion respecto al eje x 
y un encogimiento vertical. 


Reflexion respecto al eje x y una 
traslacion de tres unidades hacia 
arriba. 


25. c 26. d 27. a 





28. b 



llm/(x) = 11m g(x) = e 0 - 5 

x — > oo x—>oo 


4 


35. 2.7182805 < e 37. a) y = 3x + 1 b) y = - 3x + 1 


39. 2e 2x 41. 0/(20) 43. 


45. e'l- + lnx 


47. e x (x 3 + 3x 2 ) 49. 3(e - ' + e') 2 (e' — e~') 

51. 2e 2x /(\ + e 2x ) 53. —2(e x — e~ x )/(e x + e -JC ) 2 
55. —2e x /{e x — l) 2 57. 2e x cosx 59. cos(x)/x 

61. y = —x + 2 63. y = — 4(x + 1) 65. y = ex 

67. y = (l/ e )x - 1/e 69. 

71. y = (— e — l)x + 1 73. 3(6x + 5)e -3jc 

75. y" - y = 0 

4e -x - 4e -JC = 0 
77. y" 2y’ + 3y = 0 

e x \— cos02x — senV2x — 2 s/2 sen J 2x + 2 02 cos 02 x] — 
2e x [— 02sen02x + 02cos02x + cos02x +sen02x] + 
3e A [cos02x + sen02x] = 0 
0 = 0 


A-70 


Soluciones de los ejercicios impares 


79. Mmimo relativo: (0, 1) 



81. Maximo relativo: 

(2, 1 / 72 ^) 

Puntos de inflexion: 

1,^1, (3,^ 

v/27 t ) \ v/2 7T 



0 


83. Mfnimo relativo: (0, 0) 
Maximo relativo: (2, 4e~ 2 ) 
Puntos de inflexion: 


(2 ± V2, (6 ± 4 v / 2)<r( 2± ' /2 )) 


3 


-1 



(2 ±V2, (6 ± 4 V2)e- (2±VI >) 


85. Maximo relativo: (—1, 1 + e) 
Punto de inflexion: (0, 3) 


87. A = Jle- 1 ' 7 - 
89. (i e) 8 





InP = — 0. 1499/i + 9.3018 
b) P = 10 951.1 e-° U99h cl) h = 5: -776 

h = 18: - 111 


95. P x = 1 + x; P 2 = 1 + x + \x 2 



f jj P 2 




Los valores de /, Pi y P 2 y de sus pri- 
meras derivadas coinciden en x = 0. 


97. 12! = 479 001 600 

Formula de Stirling: 12! = 475 687 487 


101 . \e 2x ~ l 


+ C 103. + C 


99. e 5x + C 
105. 2e^ + C 

107. x — ln(e x + 1) + Cj o — ln(l + e~ x ) + C 2 
109. — 1(1 - e x ) 3/2 + C 111. ln|^ - e 


+ C 


113. 


+ e x + C 


115. ln|c 


+ C 


117. (e 2 - l)/(2e 2 ) 119. (e - l)/(2e) 121. (e/3)(e 2 - 1) 

123. Inf 1 + 2 g6 j 125. (1/t T )\e™^W - 1] 

127. [1/(2 a)]e axl + C 129. f(x) = \{e x + e~ x ) 

b) y = — 4e~-'/ 2 + 5 



7 


133. e 5 - 1 * 147.413 

150 


135. 2(1 - e ~ 3/2 ) « 1.554 

3 




0 -3 

137. Regia del punto medio: 92.190; regia trapezoidal: 93.837; 
regia de Simpson: 92.7385 

139. La probabilidad de que una baterfa dada dure entre 48 y 60 rne- 
ses es aproximadamente de 47.72%. 

b) x"(t) = k 2 (Ae kl + Be~ kl ), donde k 2 es la constante de pro- 
porcionalidad. 

143. f(x ) = e x 

El dominio de /( x) es (— 00 , 00 ) y su rango f(x) es (0, 00 ). /( x) es 
continua, creciente, inyectiva y concava hacia arriba en todo su 
dominio. 

lfm e x = 0 y lfm e x = 00 

X — > — OO X — >00 

145. a) Regia del logaritmo b) Sustitucion 


147. f e'dt > f 
Jo Jo 


1 dt; e x — 1 > x; e x > x + 1 para toda x > 0 


149. x ~ 0.567 151. Demostracion 

Seccion 5.5 (pagina 368) 

1.-3 3. 0 5. a) log 2 8 = 3 b) log 3 (l/3) = -1 

7. a) 10- 2 = 0.01 b ) (y) -3 = 8 


Soluciones de los ejercicios impares A-71 



19. a) x = 3 b) x = — 1 21 . a) x = \ b) x = 

23 .a) x = —1,2 b ) x = j 25. 1.965 27. -6.288 


29. 12.253 31. 33.000 33. ±11.845 


35. 


V 

(- 1 . 059 . 0 ) 

\ 





-30 


37. 





t ( 2 . 340 , 0 ) 


-20 


(-1.059, 0) 



(2.340, 0) 
41. (In 4)4* 


45. 9 x (x In 9 + 1) 47. r2'(rln2 + 2) 


43. (—4 In 5)5 ~ 4 * 


49. — 2 e [(In 2) cos 778 + 77 sen ird] 

51. 5/[(ln 4)(5± + 1)] 53. 2/[(ln5)(f - 4)] 

55. */[(ln 5)(.r 2 — 1)] 57. (x — 2)/[(ln 2)x(x — 1)] 

59. (3x — 2)/\{2x In 3)(± — 1)] 

61. 5(1 — In t)/(t 2 In 2) 63. y = —2x In 2 — 2 In 2 + 2 

65. >■ = [1/(27 In 3)]x + 3 - 1/ln 3 67. 2(1 - ]nx)x <2 ^ 2 

69. (x — 2) x+ \(x + l)/(x — 2) + ln(x — 2)] 


COS P 

71. y = x 1Z. y = x — cos e + 1 75. ?> x /\n 3 + C 

e 


77. I* 3 - ^ + C 79. [- 1/(2 In 5)](5- 2 ) + C 

81. ln(3 2j: + l)/(2 In 3) + C 83. 7/(2 In 2) 

85. 4/ln 5 - 2/ln 3 87. 26/ln 3 



91. a ) x> 0 b) 10* c) 3 < f(x) < 4 

d ) 0 < x < 1 e) 10 /) 100” 

93. a) ax 0-1 b ) (In a)a x c) x*(l + lnx) d) 0 

95. a) $40.64 b) C'(l) = 0.05 IP, C'(8) = 0.072P 

c) In 1.05 


11 

1 

2 

4 

12 

A 

$1410.60 

$1414.78 

$1416.91 

$1418.34 


n 

365 

Continua 

A 

$1419.04 

$1419.07 


11 

1 

2 

4 

12 

A 

$4321.94 

$4399.79 

$4440.21 

$4467.74 


n 

365 

Continua 

A 

$4481.23 

$4481.69 


t 

1 

10 

20 

30 

P 

$95 122.94 

$60653.07 

$36787.94 

$22313.02 


t 

40 

50 

P 

$13533.53 

$8208.50 


t 

1 

10 

20 

30 

P 

$95 132.82 

$60716.10 

$36864.45 

$22382.66 


t 

40 

50 

P 

$13589.88 

$8251.24 


105. c 
107. a) 

b ) 


6.7 millones de pies 3 /acre 

dV dV 

t = 20: — = 0.073; t = 60: — = 0.040 
dt dt 



b) 16.7% 

c) x ~ 38.8 o 38 800 
huevos 

d) x = 27.75 o 27 750 
huevos 


111. a) B = 4.75(6.774) d 



c) Cuando d = 0.8, la razon 
de crecimiento es 41.99. 
Cuando d = 1 .5, la razon 
de crecimiento es 160.21. 


-4 


A-72 


Soluciones de los ejercicios impares 


113. 


a ) 5.67; 5.67; 5.67 

b ) 



c) /(0 = g(f) = A(f). No porque 
las integrales definidas de dos 
funciones sobre un intervalo 
dado pueden ser iguales aun 
’ cuando las funciones sean 
_1 diferentes. 

115. v = 1200(0.6') 117. e 119. e 2 

121. Falso: e es un numero irracional. 123.Verdadero 125.Verdadero 
127. a) (2 3 ) 2 = 2 6 = 64 
20 2 ) = 2 9 = 512 

b) No. /( x) = ( x*) x = x^ y g( x) = x ^ 

c) f'( x ) ~ x7(x + 2x In x) 

g'(x) = jc** +x-1 [x(lnx) 2 + xlnx + 1] 

129. Demostracion 

13 1. a)f = y 2 2 ~ yX ! nV 
ax x z — xy In x 

b) i) 1 cuando c =£ 0, c =£ e 

C ) (e, e) 

133. Problema Putnam A 15, 1940 


it) -3.1774 Hi) -0.3147 





d) Interseccion: (0, 0); 

Simetrla: respecto al origen 


3. {-Jill, 3 - 77 / 4 ), (1/2, - 77 / 3 ), (V3/2, 77 / 6 ) 

5. 77/6 7. 77/3 9. 77/6 11. — 77/4 13. 2.50 

15. arccos(l/ 1.269) ~ 0.66 17. a) 3/5 b) 5/3 

19. a) - s /3 fc) -y 21. x 23. J\ - x 2 /x 25. 1/x 
27. yi - 4x 2 29. v/x 2 - 1/ |x| 

31. Vx 2 - 9/3 33. Vx 2 + 2/x 

7>) Demostracion 
c) Aslntotas horizontales: 

y = -i.y = 1 



37. x = 3 [sen(|) + 77 ] « 1.207 39. x = | 

41. a) y 6) Demostraciones 43. 2/ Jlx — x 2 
45. -3/74 - x 2 47. e c /(l + e 2 ") 

49. (3x — 71 — 9x 2 arcsen 3x)/(x 2 7l — 9x 2 ) 

51. — t/ 7l — t 2 53. 2arccosx 55. 1/(1 — x 4 ) 
57. arcsen .r 59. x 2 / 716 - X 2 61. 2/(1 + x 2 ) 2 


63. y = \{4j3x — 2j3 + 77 ) 

65. y = \x + (77 — 2)/4 67. y = (2 tt — 4)x + 4 

69. Pj(x) = x; P 2 (x) = x 




73. Maximo relativo: (1.272, —0.606) 
Mmimo relativo: (— 1.272, 3.747) 
75. Maximo relativo: (2, 2.214) 



Mmimo: ( 0, — — 



Mlnimo: 


7 


Punto de inflexion: (1,0) Asfntota: y = — 

81. y = — 2 ttx/(tt + 8) + 1 — tt 2 /( 2 tt + 16) 

83. y = —x + 72 

85. Si los dominios no estuvieran restringidos, las funciones tri- 
gonometricas no serfan inyectivas y por tanto no tendrfan in- 
versas. 


87. Six > 0, y = arccot x = arctan — ; si x < 0, y = arctan — h 77 . 

x x 

89. a) arcsen (arcsen 0.5) ~ 0.551 
arcsen (arcsen 1) no existe 
b) sen(— 1) < x < sen(l) 

91. Falso. El rango de arccos es[0, 77 ]. 93. Verdadero 95. Verdadero 
97. a) 0 = arccot(x/5) 

b) x = 10: 16rad/h;x = 3: 58.824 rad/h 
99. a) h{t ) = — 16 1 2 + 256; t — 4 s 

b) t = 1: -0.0520 rad/s; t = 2: -0.1116 rad/s 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-73 


101. 50V2 « 70.71 pies 
105. k < — \ o k > \ 

107. a ) 


103. a) y b) Demostraciones 

b ) La grafica es una recta hori- 

, it 

zontal en — . 

2 

c) Demostracion 


109. c = 2 



x lx 

1. arcsen- + C 3. — arctan - + C 5. arc sec 2x + C 

3 4 4 11 

7. arcsen (x + 1) + C 9. ^arcsen t 2 + C 

It 2 | 

11. — arctan — + C 13. — arctan (e 2 */2) + C 

15. arcsen^ — — — j + C 17. \x 2 — \ ln(x 2 + 1) + C 

19. 2 arcsen ^fx + C 21. - 2 ln(x 2 + 1) — 3 arctan x + C 
23. 8 arcsen[(x — 3)/3] — V 6 x — x 2 + C 25. tt/6 
27. tt/6 29. £(73 - 2) « -0.134 

31. 7 arctan 7 ~ 0.108 33. arctan 5 — ~r = 0.588 

5 5 4 

35. 7r/4 37. ^tt 2 = 0.308 39. tt/2 

41. In | jc 2 + 6x + 13 1 — 3 arctan[(.r + 3)/2] + C 

43. arcsen [(x + 2)/2] + C 45. — J —x 2 — 4x + C 

47. 4 - 2V3 + ^tt = 1.059 49. \ arctan(x 2 + 1) + C 

51. 2je' - 3 — 2^3 arctan(Ve' — 3/ V3) + C 53. 77/6 


55. ay b 57. a, b y c 

59. No. Esta integral no corresponde a ninguna de las reglas basicas 
de integracion. 

61. y = arcsen (x/2) + 77 

b) y = 3 arctan x 

37T 





71. 77/3 73. 77/8 

77. a) Demostracion 

79. 


75. 377/2 

b) ln(V6/2) + (977 — 477V3)/36 



b) 

c ) 


0.5708 
(ir ~ 2)/2 


81 . £ 7 ) F(x) representa el valor promedio de f(x) sobre el intervalo 
[x, x + 2], Maximo en x = — 1. 
b) Maximo en x = — 1 . 

83. Falso. f _ = — arcsec - + C 

J 3xV9x 2 - 16 12 4 

85. Verdadero 87 a 89. Demostraciones 

91. a) v(t) = —32 1 + 500 


550 




0 


i.25 pies 



e) 1 088 pies 


/) Cuando se considera la resis- 
sistencia con el aire, la altura 
maxima del objeto no es tan 
grande. 


t 0 = 6.86 s 

Seccion 5.8 (pagina 398) 

1. a) 10.018 b) -0.964 3. a) f b ) yf 

5. a) 1.317 b) 0.962 7 a 15. Demostraciones 

17. coshx = J~Yh/2\ tanhx = 3^13/13; cschx = 2/3; 

sechx = 2^13/13; cothx = Vl3/3 
19. 3 cosh 3x 21. — 10x[sech(5x 2 )tanh(5x 2 )] 23. cothx 

25. csch x 27. senh 2 x 29. sech t 


A-74 


Soluciones de los ejercicios impares 


31. y = —2x + 2 33. y — 1 — 2.x 

35. Maximos relativos: (± tt, cosh n); mi'nimo relativo: (0, — 1) 
37. Maximo relativo: (1.20,0.66) 

Minirno relativo: (—1.20, —0.66) 

39 . y = a senh.r; y' = a cosh y; y" = a senhx; y"’ = a cosh y; 

por tanto, y'" — y' = 0. 

41. P^ix) = y; P 2 (x) = x 


2 



y t 

y p l 



-2 



b) 33.146 unidades; 25 unidades 

c) m = senh(l) ~ 1.175 


45. f senh2Y + C 47. — fcosh(l — 2x) + C 
49. f cosh 3 (x — 1) + C 51. ln|senhjc| + C 
53. — coth(x 2 /2) + C 55. csch(l/x) + C 
57. f arctanY 2 + C 59. ln(5/4) 

63. 77-/4 65. 3/V9x 2 - 1 67. 

— 2 csch -1 v 


61. 5 In 3 


2^/x(l — x) 


69. I sec x I 


71 


73. 2 senh 1 (2x) 75. Las respuestas varran. 


85. 1 


x\ Vl + A' 2 

77. cosh x, sechx 79. oo 81. 1 83.0 

v/3 , 1 + s/3x „ , / / 

+c 89 - ln ^ 

91 . 2 senlr 1 *Jx + C = 2 ln( ^Jx + Vl + x ) + C 


+ 1 - 1 - x + C 


93. — In 

4 


x - 4 


97. In I 


x 

3 + V5 


+ C 95. 


2V6 


In 


+ C 


99. 


103. -^-4jc-^ln 

2 3 


In 7 
12 

x — 5 


101 


+ c 


■J2(x + 1 ) + >/3 

J2{x + 1 ) - J3 

1 /4jc — 1\ ^ 

— arcsenl — - — ] + C 


x + 1 

105. 8 arctan(e 2 ) - 2n ® 5.207 107. | ln(yi7 + 4) « 5.237 

109. a) ln(v/3 + 2) (b) senhr 1 V3 

111. ff kg 113. — s/a 2 — x 2 lx 115 a 123. Demostraciones 

125. Problema Putnam 8, 1939 

Ejercicios de repaso para el capitulo 5 (pagina 401) 

Asmtota vertical: x = 0 



3. f[ln(2x + 1) + ln(2x — 1) — ln(4v 2 + 1)] 
5. ln(3//4 - x 2 /x) 7. e 4 - 1 « 53.598 


9. 1/(2y) 11. (1 + 2 In x)/(2Vln y) 


13. 

17. 

21 . 

25. 


dy 1 /, ah \ x 

~r = -rx \b — = — 15. y = 

dx r\ a + bx) a 4- bx 

f ln|7jc — 2| + C 19. — In 1 1 -H cos x\ + C 

3 + In 2 23. ln(2 + V3 ) 


a) 

b ) 


/ 3 (y) = 2y + 6 


r l f 






c) Demostracion 


d) 

27. a) 

b ) 


Dominio de / y / 1 : todos los numeros reales. 
Rango de / y / : todos los numeros reales. 

f-\x) = y 2 - 1, y > 0 

c) Demostracion 

6 



d) Dominio de /: x > — 1 
Dominio de / -1 : x > 0 
Rango de /: y > 0 
Rango de/ -1 : y > — 1 
29. a) f 1 (y) = y 3 — 1 
b) 



c ) Demostracion 


31. 

35. 


d) Dominio de /y/ 1 : todos los numeros reales. 

Rango de fy f 1 : todos los numeros reales. 
l/[3(y^3) 2 ] ~ 0.160 33.3/4 

a) f~\x) = e lx 







-2 


c) Demostracion 


d) Dominio de /: x > 0 

Dominio de / 1 : todos los numeros reales. 
Rango de /: todos los numeros reales. 
Rango de / _I : y > 0 



39. te'(t + 2) 


41. (e 2 * — e 2jc )/Ve 2j + e 2r 43. y( 2 — Yj/e* 
45. y = — 4y + 4 47. — y /[v(2y + lnx)] 


Soluciones de los ejercicios impares A-75 


49. (1 - e - 3 )/6 = 0.158 51. (e 4 * - 3e 2 * - 3)/(3e x ) + C 

53. + C 55. ln(e 2 + e + 1) = 2.408 

57. y = e x {a cos 3 x + b sen3.v) 

y ' = e x [( — 3 a + b ) sen 3x + (a + 3b) cos 3 jc] 
y" = e*[( — 6 a — 8b) sen 3x + (—8 a + 6b) cos 3x] 
y" - 2 y' + lOy 

= e*{[( — 6 a — 8b) — 2(— 3 a + b) + lOfc] sen 3x + 

[( — 8a + 6b) — 2 (a + 3b) + 10a] cos 3*} = 0 
59. ~i(e- 16 - 1) = 0.500 




65. 3 X 1 In 3 67. x 2x+l (2ln x + 2 + \/x) 

69. - 1 /[In 3(2 - 2*)] 71. 5(^+D 2 /(2 In 5) + C 

73. a) Dominio: 0 < h < 18 000 



Asmtota vertical: h = 18 000 

77. a) 1/2 b) V3/2 



79. (1 - x 2 Y 3 ' 2 81. 


+ arcsec x 83. (arcsen x)- 


\x\ Jx 2 - 1 

85. \ arctan(e 2 *) + C 87. \ arcsen x 2 + C 

89. j[arctan (x/2)] 2 + C 91. fir + V3 — 2 ~ 1.826 

93. y = A sen {t jk/m) 

2 \ . , „ 2x 


95. y' = jci 


1 - 4_r 2 


+ tanh 1 2x = 


1 - 4x 2 


+ tanh 1 2x 


97. 1 tanh x 3 + C 


SP Solucion de problemas (pagina 403) 

1. a » 4.7648; 6 = 1.7263 o 98.9° 

3. a) b) 1 c) Demostracion 




y = 0.5* y y = 1.2* 
intersecan la recta: y = x; 
0 < a < e 1 / 6 


7. e - 1 

9. a) Area de la region A = (V3 — V 2)/2 — 0.1589 
Area de la region B = ir/12 — 0.2618 
6) 2i[3irV2 - 12(73 - Jl) - 2ir] « 0.1346 
c) 1.2958 d) 0.6818 
11. Demostracion 13. 2 In 4 — 0.8109 


15. a) 



ii ) 


?2 

y If 




x n 

+ n\ + 


X X 2 X 3 X A 

^ =1+ T! + 2! + 3! + 4! 


\ 

L 

/ 




c) El patron implica que e* = 1 A- yy + + 


Capitulo 6 

Seccion 6.1 (pagina 411) 

1 a 11. Demostraciones 13. No es solucion 15. Solucion 
17. Solucion 19. Solucion 21. No es solucion 
23. Solucion 25. No es solucion 27. No es solucion 

29. y = 3e-*/ 2 31. 4y 2 = x 3 


A-76 


Soluciones de los ejercicios impares 


33. 



3 


3 


-2 


2 



C = -4 „ - 



35. y = 3e 2x 37. y = 2 sen3x — |cos 3x 

39. y = —2x + ^x 3 41. 2x 3 + C 

43. y = \ ln(l + x 2 ) + C 45. y = x - In x 2 + C 

47. y = — 5 cos 2x + C 

49. y = §(x - 6) 5 / 2 + 4(jc - 6) 3 / 2 + C 

51. y = ^ + C 


X 

-4 

-2 

0 

2 

4 

8 



2 

0 

4 

4 

6 

8 

dyjdx 

-4 

Indef. 

0 

1 

4 

3 

2 

X 

-4 

-2 

0 

2 

4 

8 

y 

2 

0 

4 

4 

6 

8 

dyjdx 

-2V2 

-2 

0 

0 

-2j2 

-8 


57. b 58. c 59. d 60. a 

61. a) y b) 63. a) y b ) 




c) Como x— »oo, 
entonces y— > — oo; 
como x — > — oo, 
entonces v — » — oo 


c) Como x— >oo, 
entonces y — > — oo; 
como x — » — oo, 
entonces y — » — oo 




Como x— >oo, 
entonces y— >oo 


Como x— >oo, 
entonces y — » oo 


67. a) y b) 


69. a) y fo) 




71. a) y Z>) 


8 


7 r 


1 1 / 

l' / ^ V \ 'l 

1 1 

t \ \ 1 

1 1 

/ /> A \ \ \ 

/ / 

//** " ■- 'V \ \ 

/ i 


V. 

-- - — - -- 

\ \ 

\ v y y / / 


-2 


11 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

X n 

0 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

y n 

2 

2.2 

2.43 

2.693 

2.992 

3.332 

3.715 


11 

7 

8 

9 

10 

X n 

0.7 

0.8 

0.9 

1.0 

y„ 

4.146 

4.631 

5.174 

5.781 


11 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

X n 

0 

0.05 

0.1 

0.15 

0.2 

0.25 

0.3 

y„ 

3 

2.7 

2.438 

2.209 

2.010 

1.839 

1.693 


11 

7 

8 

9 

10 

x „ 

0.35 

0.4 

0.45 

0.5 

y„ 

1.569 

1.464 

1.378 

1.308 


11 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

X n 

0 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

y„ 

1 

1.1 

1.212 

1.339 

1.488 

1.670 

1.900 


11 

7 

8 

9 

10 

X n 

0.7 

0.8 

0.9 

1.0 

y„ 

2.213 

2.684 

3.540 

5.958 


79. 


X 

0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1 

yU) 

(exacta) 

3.0000 

3.6642 

4.4755 

5.4664 

6.6766 

8.1548 

II 

O 

3.0000 

3.6000 

4.3200 

5.1840 

6.2208 

7.4650 

y(x) 

(h = 0 . 1 ) 

3.0000 

3.6300 

4.3923 

5.3147 

6.4308 

7.7812 
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A-77 


81 . 


X 

0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1 

y(x) 

(exacta) 

0.0000 

0.2200 

0.4801 

0.7807 

1.1231 

1.5097 

y(x) 

(h = 0.2) 

0.0000 

0.2000 

0.4360 

0.7074 

1.0140 

1.3561 

II W 

O 

0.0000 

0.2095 

0.4568 

0.7418 

1.0649 

1.4273 


83. a ) y(l) = 1 12.7141°; y(2) = 96.3770°; y(3) = 86.5954° 

b) y(l) = 113.2441°; y(2) = 97.0158°; y(3) = 87.1729° 

c) Metodo de Euler: y(l) = 1 12.9828°; y(2) = 96.6998°; 

y(3) = 86.8863° 

Solucion exacta: y(l) = 1 13.2441°; y(2) = 97.0158°; 
v(3) = 87.1729° 

Las aproximaciones mejoran al usar h = 0.05. 

85. La solucion general es una familia de curvas que satisface la ecua- 
cion diferencial. Una solucion particular es un miembro de la fa- 
milia que satisface las condiciones dadas. 

87. Comenzar con un punto (x 0 , y 0 )que satisfaga la condicion inicial 
y(x 0 ) = y 0 . Despues utilizar el tamano del paso requerido h para 
calcular el punto (xj, yj = ( x 0 + h,y 0 + hF(x 0 , y 0 )). Continuar 
generando la secuencia de puntos (x„ + h, y„ + hF(x n , yj) o 
(x„ +1 ,y„ +1 ). 

89. Lalso: y = x 3 es una solucion de xy ' — 3y = 0, pero y = x 3 + 1 
no es solucion. 

91. Verdadero 

93. a) 


X 

0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1 

y 

4 

2.6813 

1.7973 

1.2048 

0.8076 

0.5413 

J'i 

4 

2.56 

1.6384 

1.0486 

0.6711 

0.4295 

J2 

4 

2.4 

1.44 

0.864 

0.5184 

0.3110 

e \ 

0 

0.1213 

0.1589 

0.1562 

0.1365 

0.1118 

e 2 

0 

0.2813 

0.3573 

0.3408 

0.2892 

0.2303 

r 


0.4312 

0.4447 

0.4583 

0.4720 

0.4855 


b) Dado que r~ 0.5, si h se reduce a la mitad el error tambien 
se reduce a la mitad. 


c) De nuevo, el error se reducira a la mitad. 


95. a) 


b) li'rn I(t) = 2 

t—>oo 


\ \ 3-r \ \ \ \ \ \ 
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97. qj = ±4 99. Problema Putnam 3, sesion matutina, 1954 

Seccion 6.2 (pagina 420) 

1. y = ix 2 + 3x + C 3. y = Ce x — 3 5. y 2 - 5x 2 = C 


7. 

11 . 

15. 


17. 


21 . 


23. 


25. 

27. 

29. 

31. 


33. 

35. 

37. 

39. 

41. 

43. 

45. 

47. 

49. 

53. 

55. 

57. 

59. 

61. 

63. 

65. 


y = Ce (2 * 3/r >/ 3 9. y = C(1 + x 2 ) 

dQ/dt = k/t 2 13. dN/ds = k ( 500 - .s) 

Q = -k/t + C N = —(k/2) (500 - s) 2 + C 



dy/dx = ky 

y = 6 e (l/4)ln(5/2) JC _ 6 e 0.2291jr 

y(8) « 37.5 
dV/dt = kV 

V = 20 000e (1 / 4 ) ln (V8)' » 20 000e-° 1175 ' 

V(6) ® 9 882 

y = (1 /2)eK to 10 )/ 5 > « ( 1 /2)e 0 ' 4605 ' 
y = 5(5 /2) 1 / 4 eC ta < 2 /s)/ 4 > « 6.2872e-° 2291 ' 

C es el valor inicial de y, y k es la constante de proporcionalidad. 
Cuadrantes I y III; dy/dx es positiva cuando ambas x y y son 
positivas (cuadrante I) o cuando ambas son negativas (cuadrante 
III). 

Cantidad despues de 1 000 anos: 12.96 g 
Cantidad despues de 10 000 anos: 0.26 g 
Cantidad inicial: 7.63 g 
Cantidad despues de 1 000 anos: 4.95 g 
Cantidad despues de 1 000 anos: 4.43 g 
Cantidad despues de 10 000 anos: 1.49 g 
Cantidad inicial: 2.16 g 
Cantidad despues de 10 000 anos: 1.62 g 
95.76% 

Tiempo necesario para duplicarlo: 1 1.55 anos; cantidad despues 
de 10 anos: $7 288.48 

Tasa anual: 8.94%; cantidad despues de 10 anos: $1 833.67 

Tasa anual: 9.50%; tiempo necesario para duplicarlo: 7.30 anos 

$224 174.18 51. $61 377.75 

a ) 10.24 anos b) 9.93 anos c) 9.90 anos d) 9.90 anos 

a) 8.50 anos b) 8.18 anos c) 8.16 anos d) 8.15 anos 

a) P = 2.40e~°' 006 ' b) 2.19 millones 

c) Dado que k < 0, la poblacion es decreciente. 

a) P = 5.66e 0024 ' b) 8.11 millones 

c) Dado que k > 0, la poblacion es creciente. 

a) P = 23.55e 0036 ' b ) 40.41 millones 

c) Dado que k > 0, la poblacion es creciente. 

a) N= 100.1596(1.2455)' b) 6.3 h 

a) N ~ 30(1 — e -° 0502 ') b) 36 dlas 
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67 . a) P ! = 181e' 
b ) 

C) 300 


181(1.01253)' 


P 2 = 182.3248(1.01091)' 



d) 2011 


P 2 es una mejor aproximacion. 

69 . a) 20 dB b) 70 dB c) 95 dB d) 120 dB 
71 . 2024 ( t = 16) 73 . 379.2°F 

75 . Falso. La razon de crecimiento dy/dx es proporcional ay. 
77 . Verdadero. 

Seccion 6.3 (pagina 431) 

1 . y 2 - x 2 = C 3 . 15 / + 2 x 3 = C 5 . r = Ce 015s 
7 . y = C(x + 2) 3 9 . y 2 = C - 8 cos * 

11 . y = -\J\ - 4x 2 + C 13 . y = Ce^ x ^ 2 

15 . y 2 = 4e x +5 17 . y = e ^+ 2x )/ 2 

19 . y 2 = 4x 2 + 3 21 . u = e (i-“sv 2 )/2 2 3 . P = P 0 e fa 

25 . 4y 2 - x 2 = 16 27 . y = jV* 29 . /(x) = Or*/ 2 

31 . Homogenea de grado 3 33 . Homogenea de grado 3 

35 . No homogenea 37 . Homogenea de grado 0 


39 . 


= C(x - y) 2 41 . |y 2 + 2xy - x 2 | = C 


43 . y = Ce-* 2 /^ 2 ) 45 . e y ! x = 1 + lnx 2 47 . x = e sen LA) 



53 . ci) y 
55 . ci) y 


0.1602 

3.0318 


b) 

b) 



y 3 — 4y = x 2 + 12x — 13 c) y = 3 


57 . 97.9% de la canddad original 


59 . 

a) 

dy/dx 

= k(y ■ 

-4) 

b) 

a 

60 . 

a) 

dy/dx 

= k(x - 

-4) 

b) 

b 

61 . 

a) 

dy/dx 

= ky(y 

-4) 

b) 

c 

62 . 

a) 

dy/dx 

II 


b) 

d 

63 . 

a) 

w = 1 

200- 

1 140 A 

-0.8/ 



c) Demostracion 
c ) Demostracion 
c) Demostracion 
c ) Demostracion 
w - 1 200 - 1 140e~ 0,9 ' 

1400 




65 . Circulos: x 2 + y 2 = C 
Rectas: y = Kx 
Las graficas varian. 

4 


67 . Parabolas: x 2 = Cy 
Elipses: x 2 + 2 y 2 = K 
Las graficas varian. 

4 




y- = Cx 3 
Elipses: 2x 2 + 3y 2 = K 
Las graficas varian. 




//r 



71 . d 72 . a 73 . b 74 . c 

75 . a) 0.75 b) 2 100 c) 70 d) 4.49 anos 

e) dP/dt = 0.75P(1 - P/2 100) 

77 . a) 3 b) 100 

c) d) 50 


s s s s s s s s s s **■ s s 
f f ( ( f i f f f / / i i 
f f f f f {{{{{({ f 
f /{{{((((( i i t 
( t f ( ( f ! t t i i i i 
f f f f f / / f t f i i t 
'sssssssssysss 


79 . y = 36/(1 + 8e-') 
83 . a) P = 200 


81 . y = 120/(1 + 14e-°- 8 ') 
b) 70 panteras c) 7.37 anos 
e) 100 anos 


85 . 

87 . 


1 + 7e-°- 2640 ' 

d) dP/dt = 0.2640P(1 - P/200); 65.6 
Las respuestas varian. 

Dos familias de curvas son mutuamente ortogonales si cada cur- 
va de la primer familia interseca a cada curva de la segunda fa- 
milia en angulos rectos. 

89 . Demostracion 

91 . Falso. y’ = x/y es separable, pero v = 0 no es una solucion. 

93 . Falso: f(tx, ty) ± t"f(x, y). 95 . Problema Putnam A2, 1988 

Seccion 6.4 (pagina 440) 

1. Lineal; se puede escribir en la forma dy/dx + P(x)v = Q(x) 

3 . No lineal; no se puede escribir en la forma dy/dx + P(x)v = Q(x) 

5 . y = 2x 2 + x + C/x 7 . y = — 16 + Ce x 

9 . y = — 1 + Ce senx 11 . y = (x 3 — 3x + C)/[3(x — 1)] 

13 . y = e x, (x + C) 

15 . a) Las respuestas varian. c) 




17 . y = 1 + 4/e tE 


19 . y = sen x + (x + 1) cos x 


21 . xy = 4 23 . y = —2 + xln|x| + 12x 


b) 1.31 anos; 1.16 anos; 1.05 anos c) 1 200 lb 
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25. P = —N/k + {N/k + P 0 )e k ' 

27. a) $4 212 796.94 b) $31 424 909.75 


29. „) + 

31. Demostracion 

33. a) Q = 25e-'' 20 b ) -20 ln(f) = 10.2 min c) 0 

25 


_ 4 


<>! 


35. a) t = 50 min Z>) 100 — 
c) t = 50 min; 200 — ^7= : 

72 

37. v(f) = -159.47(1 - e -°' 200 ' 

39. 7 = ~ + Ce- R, / L 

R 

43. c 44. d 45. a 46. b 

47. 1/y 2 = Ce 2x3 + \ 49. y = 1 /(Cx - x 2 ) 

51. \/y 2 = 2x + Cx 2 53. y 2 / 3 = 2e- c + Ce 2x / 3 


_ ~ 82.32 lb 

72 

= 164.64 lb 

[*'2007'); — 159.47 pies/s 
41. C ^~ + P(x)y = Q(x)\ u(x) = el p to* 


55. a) 


t t \ \ I 
/ / V \ 

( i s--\\ 

/ / y-s \ 
if V 
f / />■— \ 
/ 


t i t / s s 
t f ( / S i 
f i / / f / 
l / t f f i 


\ S S S i i 
( f f f f f 
Iff i t t 
! i i i i i 
i / f f f i 
/ S / f f f 
L i 


— y / / / 

A t* f f 

\ N^y / / 

W--JS i 


c) 



b) ( — 2, 4); y = \x(x 2 — 8) 
(2, 8): y = \x(x 2 + 4) 


57. a) 


' 1 f \ 
*■ / / I 
' / / I 
'iff 
'iff 


T^TTTTT?n 
S - y i f l \ y f i 
f i f l -k y f j 
Ay/// I -- / / .• 
7 / / / / I y / / j 

- / / / / ' I / / / ✓ 
.'////- I / / / ' 
I / / ✓ > I iff'’ 
I / / ^ ^ I / / y- 
? \ 1 1 f 


b ) 

c) 


(1, 1): y = (2 cos 1 + sen 1) esc x — 2 cot x 
(3,-1): y = (2 cos 3 — sen 3) esc x — 2 cot x 


3 



59. 2e x + e~ 2 * = C 61. y = Ce~ senj: + 1 

63. x 3 y 2 + x 4 y = C 65. y = [ e x (x — 1) + C]/x 2 

67. x 4 y 4 - 2x 2 = C 69. y = fx 2 + C/x 3 

71. Falso. y ' + xy = x 2 es lineal. 

Ejercicios de repaso para el capitulo 6 (pagina 443) 

1. Sf 3. y = fx 3 + lx + C 5. v = \ sen 2x + C 
7. y = | (x - 5) 5 / 2 + f (x - 5) 3 / 2 + C 9. y = -e 2 -* + C 


x 

-4 

-2 

0 

2 

4 

8 

y 

2 

0 

4 

4 

6 

8 

dyjdx 

-10 

-4 

-4 

0 

2 

8 


13. a) y b) 


15. a) y b ) 



17. a) y b) 




19. y = 8x — 2>x : 


i- 2 + c 



23. y = Ce x /(^2 + x ) 2 
, 5^-0.680/ 29. « 7.79 pulg 

&) 20 965 unidades 


~ 37.5 anos 
y = Ce* x? 
Demostracion 



35. y = + 7 ln|x| + C 


39. x/(x 2 — y 2 ) = C 

-x 3 
2 X 


= —2x 


s\\ \ \ \ \ 

y\ \ \ \ V \ 

\ \ ■ 
L\\\ \ 1 
II 


I 1 
I I 
. I \ 

\ \ \ \ \\ . 

\ \ \\>» 

\\\\\\\ 

\ \ \ \ \ '-4 


r I I 

..Sit 
/// / ) . 
..Jilin 
*/// / 1 1 1 1 
///ini 

//iiii 


Las graficas varfan. 
4x 2 + y 2 = C 


45. a) 0.55 b) 5 250 c) 150 d) 6.41 anos 
P 


e) -y = 0.55P[ 1 
dt \ 


5 250, 


47. y = 


80 

1 + 9e~' 


49. a) P(t ) = - — o 553/ b) 17 118 truchas c) 4.94 anos 

51. y = — 10 + Ce x 53. y = e x '%x + c) 

55. y = (x + C)/(x — 2) 

57. y = Ce 3x — yj(2 cos 2x + 3 sen 2x) 

59. y = e 5 yio + Ce~ 5x 61. y = 1/(1 + x + Ce x ) 

63. y -2 = Cx 2 + 2/(3x) 

65. Las respuestas varfan. Muestra de respuesta: 

(x 2 + 3v 2 ) dx - 2xy dy = 0; x 3 = C(x 2 + y 2 ) 

67. Las respuestas varfan. Muestra de respuesta: 
x 3 y” + 2x 2 y = l;x 2 v = ln|x| + C 
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SP Solucion de problemas (pagina 445) 

1. a) y =1/(1 — O.Ol?) 100 ; T = 100 


b) y=\/ 


1/e 


; Las explicaciones varfan. 


\7J ^ ket \ 

3. a) dS/dt = kS(L - S);S = 100/(1 + 9e-°' 81O9 0 

b) 2.7 meses 

c) 125 




e ) Las ventas disminuiran hacia la recta S = L. 

5. Demostracion; La grafica de la funcion de logfstica es solo un 
desplazamiento de la grafica de la tangente hiperbolica. 

7. 1 481.45 s= 24 min, 41 s 
9. 2 575.95 s= 42 min, 56 s 
11. a) s = 184.21 - Ce-° 019 ' 
b ) 400 


\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ 

wwwww 


n a . 4 j ■ •'■ I poo 

o 


c) Cuando t — > oo, entonces 
Ce -o.oi9,_^ 0j y iS ^ 1 84.21. 


13. a) C = 0.6e-°- 25r 
0.8 


b) C = 0.6e-°- 75 ' 
0.8 




Capitulo 7 

Seccion 7.1 (pagina 454) 


1. — f (jc 2 — 6x) dx 3. f {—2x 2 + 6x) dx 

Jo Jo 

5.-6 f (x 3 — x) dx 
Jo 






17. a) ^ b) c) Integrando con respecto a y\ las respuestas 



13 

6 









Soluciones de los ejercicios impares A-81 



39. a) 


9 


(0,3) 

of’ 

/ 



-3 



41. a) 



(-1. -3) T (1,-3) 



b) 77/2 - 1/3 = 1.237 



4tt = 12.566 



(1/2)(1 - 1/e) « 0.316 



b) ~ 1.323 


b) ~ 1.759 



2(1 - In 2) = 0.614 

53. a) 

3 



b ) 4 



y 

i 




b) La funcion es dificil de 
integrar. 

c) = 4.7721 



Las intersecciones son diffciles 
de encontrar. 

= 6.3043 


61. Fix) = \x 2 +x 
a) F( 0) = 0 


b) F{ 2) = 3 





63. F{a) = (2/i7)[sen (770/2) + 1] 

a) F( 1) = 0 b ) F( 0) = 2/77 = 0.6366 




y 



69. Las respuestas varfan. Ejemplos de respuesta: 
a) ~ 966 pies 2 b) ~ 1 004 pies 2 

71. A = ^ « 0.7990 73. J ' [x 3 - (3x - 2)] dx = f 


3 


fcv/i 

IV 
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75. f 


X 2 + 1 


-<- 2 * + 1 


dx « 0.0354 


77. Las respuestas varian. Ejemplo: x 4 ■ 

[- 1 . 1 ] 


[(1 — x 2 ) — (* 4 — 2x 2 + 1)] dx = 


79. La oferta 2 es mejor porque el salario acumulado (area bajo la 
curva) es mayor. 

81. a) La integral fg [Vj(f) — v 2 (f)] dt — 10 significa que de 0 a 
5 segundos el primer carro viajo 10 metros mas que el 
segundo. 

La integral J 0 10 [vj(f) — v 2 (f)] dt = 30 significa que de 0 a 
10 segundos el primer carro viajo 30 metros mas que el 
segundo. 

La integral / 2 g[ l 'i (0 — v 2 {t)]dt = — 5 significa que de 20 
a 30 segundos el segundo carro viajo 5 metros mas que el 
primero. 

b) No. No se sabe cuando inician ambos autos o la distancia 
inicial entre ellos. 

c) El auto con velocidad Vj va a la cabeza por 30 metros. 

d) El carro 1 esta a la cabeza por 8 metros. 

83. b = 9(l - 1/^4) « 3.330 85. a = 4 - ijl « 1.172 

87. Las respuestas varian. Ejemplo de muestra: ^ 



89. a) (-2, - 11), (0, 7) ti) y = 9x + 7 

c) 3.2, 6.4, 3.2; el area entre los dos puntos de inflexion es la 
suma de las areas entre las otras dos regiones. 

91. $6,825 miles de millones 

93. a) y = 0.0124* 2 - 0.385* + 7.85 


b) a 



c) 


■a 

O 
o 



Porcentaje de familias 


Porcentaje de familias 


d) = 2 006.7 
95. y(4V2 - 5) « 3.503 

97. a) = 6.031 m 2 b) « 12.062 m 3 c) 60 310 1b 
99. Verdadero 

101. Falso. Sean f(x) = x y g(x) = 2x — x 2 .f y g se intersecan en 
(1, 1), el punto medio de [0, 2], pero 


[ [/(*) “ sM] dx = f [x ~ ( 2x - x 2 )\ dx 

J a JO 


= f * 0. 


103. 73/2 + 7tt/24 + 1 « 2.7823 
105. Problema Putnam A 1, 1993 


Seccion 7.2 (pagina 465) 

1 - r 4 

. t ( 7^) 2 


1. 7r| ( — X + l) 2 dx = — 


dx = 


1577 

2 


5- 77 I [(* 2 ) 2 

Jo 


(x s ) 2 ]dx = ^ 


7. 7 rf (Vy) 2 dy = 87 

Jo 


-f 


( ~y 3 / 2 ) 2 dy = 


11. a) 977/2 b ) (36nV3)/5 c ) (24t7V3)/5 
d) (8477^3 )/5 

13. a) 3277/3 b) 6Av/3 15. I877 

17. 77(48 In 2 — f) = 83.318 19. 124t7/3 21. 832-77/15 

23. 77 In 5 25. 2 t 7/3 27. ( t 7 / 2)(1 - 1/e 2 ) « 1.358 

29. 27777/3 31. 877 33. 77 2 /2 « 4.935 

35. (77/2)(e 2 - 1) « 10.036 37. 1.969 39. 15.4115 

41. 77/3 43. 277/15 45. 77/2 47. 77/6 

49. a) El area parece acercarse a 1 de manera que volumen (area 
cuadrada x 77) es casi 3. 

51. Una curva seno en [0, 77/2] girada alrededor del eje x 
53. La parabola y = 4x — x 2 es la traslacion horizontal de la para- 
bola y = 4 — x 2 , de manera que sus volumenes son iguales. 

a ) El enunciado es verdadero. Las explicaciones varian. 

b ) El enunciado es falso. Las explicaciones varian. 

1877 59. Demostracion 61. nr 2 h[l — ( h/H ) + h 2 /(3H 2 )] 

05 65. a) 6077 b) 5077 


55. 


57. 

63. 


-0.25 

77/30 


67. a) V = 77 ( 4 b 2 64 ti + 5I - 2 ' 
b) 


3 b + ig ) 



c) 


b = \ 


2.67 


69. a) 

b) 


b = 2.67 

if); cilindro circular recto de radio r y altura h. 

iv) ; elipsoide cuya elipse subyacente tiene la ecuacion 
(x/b) 2 + ( y/a ) 2 = 1 

Hi); esfera de radio r. 

i); cono circular recto de radio r y altura h. 

v) ; toroide con radio transversal r y demas radios R. 


71. 

77. 


81 

10 


V) 


19.7443 


2 73 - 

79. a) | r 


b) 


75. V = Itt(R 2 - 
|r 3 tan Como 6- 
entonces V- 


r 2)3/2 

->90°, 


> 00. 


Seccion 7.3 (pagina 474) 


1. 277 1 X 

Jo 

r 3 

x 
Jo 


dx = 


I677 

_ 1 - , 81 

5 . 277 1 x 1 dx = —77 


12877 


3. 277 1 x^fx dx = 

Jo 3 

7. 277 f . v;(4x — 2x 2 ) dx = -yr— 
Jo 3 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-83 


9. 2 tt I x(x 2 — 4x + 4) dx = — 
Jo 3 

11 . 2n f xV* — 2 dx = — 77— V2 


, 3 - 4 '*U 


15 

j—e- x2 l^dx = V2rr(l - *4=] « 0.986 


15. 2n y(2 — y) dy = 


877 


17. 2tt 


19. 2n 


1/2 

ydy + I y\ - - \ )dy 

0 j 1/2 \y 


77 

2 


f 


v 4 / 3 dy 


76877 


21. 277 r 

Jo 


y{4 — 2y) dy = I677/3 23. 6477 25. I677 


27. Metodos de las capas; es mucho mas sencillo expresar x en ter- 
minos de y que a la inversa. 

29. a) 12877/7 b) 6477/5 c) 96 77/5 

31. a) na 3 /l5 b) 77Q 3 /15 c) 4ira 3 /\5 


33. a) 


35. a) 



\ 

6) 2 

Vv 




b) 1.506 b) 187.25 

37. d 39. a, c , b 

41. Ambas integrales dan el volumen del solido generado por la 
rotation de la region limitada por las graficas de y = ^ lx — 1, 
y = 0 y x = 5 alrededor del eje x. 

43. a) Los rectangulos serfan verticales. 

b ) Los rectang ulos serfan horizontales. 

45. Diametro = 2^4 - 273 « 1.464 47. 4 tt 2 

49. a) Region acotada por v = x 2 , y = 0, x = 0, x = 2 
b ) Girada alrededor del eje y. 

51. a) Region acotada por x = 76 — y, y = 0, x = 0 

b ) Girada alrededor de v = — 2 

53. a) Demostracion b) i ) V = 2tt ii) V = 6 tt 2 
55. Demostracion 

57. a) R , (n) = n/(n +1) b ) 11m R, (n) = 1 

n—y 00 

c) V = 77 ab" + 2 \n/(n + 2)]; R 2 (m) = n/(n + 2) 

d) 11m R 2 {n) = 1 

n—y 00 

e) La grafica se aproxima a la recta x = b cuando n tiende a 00. 
59. a) y b) ~ 121 475 pies 3 61. c = 2 

63. a) 6477/3 b) 2 04877/35 c) 8 192 t7/105 

Seccion 7.4 (pagina 485) 

1. a) y b) 17 3. f 5. §(272 - l) = 1.219 

7. 575 - 272 « 8.352 9. 309.3195 

11. ln[( ~J2 + l)/(72 - l)] « 1.763 
13. \{e 2 - 1/e 2 ) = 3.627 15. f 


17. 



c) = 4.647 

21 . 



b) 71 4- cos 2 x dx 

Jo 

c) « 3.820 





1 H ydx 

JC 2 


c) « 2.221 



b) 1 - /l + {rh) dx 

c ) « 1.871 


27. b 29. a) 64.125 Z>) 64.525 c) 64.666 rf) 64.672 
31. 20[senh 1 — senh(— 1)] ~ 47.0 m 33. ~ 1 480 
35. 3 arcsen § ~ 2.1892 

|*3 , 

37. 277 -jc 3 Vl + x 4 dx = ^(82782 - l) « 258.85 
Jo 3 y 

3 1 \{x 2 1 \ , Mtt 


39 - H U + ^A j + ^) dx = if ~ 9 - 23 

41. 2-77 1 2 dx = 877 = 25.13 


43. 277 
45. 277 


{ X y/ 1 + 9 x^ dx = ^( 14 5 7l45 - lOTTo) » 199.48 

■f x 1 +A[dx = ^(1672 - 8) = 15.318 
Jo * ^ 3 


47. 14.424 

49. Una curva rectificable es una curva con longitud de arco finita. 

51. La formula de integration para el area de revolution se deduce 
de la formula para el area lateral de un cono circular recto. La 
formula es S = 2nrL, donde r = \{r x + r 2 ), que es el radio pro- 
medio del tronco y L es la longitud del segmento de recta del tronco. 
El elemento representative es 2tt f(djj 7 1 + (Ay, -/Ax/ 2 Ax ; . 


A-84 


Soluciones de los ejercicios impares 



b) yi,y 2 ,y 3 ,yA 

c) « 5.657; s 2 « 5.759; 
j 3 = 5.916; s 4 ~ 6.063 


55. 20 7r 57. 677(3 - V5) « 14.40 

59. a ) Las respuestas varian. Ejemplo de respuesta: 5 207.62 pulg 3 

b) Las respuestas varian. Ejemplo de respuesta: 1 168.64 pulg 3 

c) r = 0.0040/ - 0.142/ + 1 ,23}> + 7.9 

20 d ) 5 279.64 pulg 3 ; 1 179.5 pulg 2 



61. a) 7r(l — 1 /b) b) 2 tt /x 4 + 1 /jc 3 
c) lfm L = Km 7r(l — 1/b ) = 77 

b—> 00 b—>oo 


dx 


VFTT VF 1 „ r , 

> — — = — > 0 en 1 1, b\, 

x 3 x 


d) Porque , 

x 5 

f b VF TT 

se tiene 5 

J 1 * 


In b — > 00. De esta manera, 11m 277 

b — >00 


f b 1 

- 

dx > — dx = 

\nx 

Jl ^ 

. 


= In b y Km 

b — >00 


Vx 4 + 1 


rix = 00. 



c) No se puede evaluar esta integral definida porque el integran- 
do no esta definido en x = 3. La regia de Simpson no puede 
aplicarse por la misma razon. 


65. Objeto volador: 3 unidades 


Perseguidor: 


1 x + 1 4 „ 

0 Vx 3 “ 21 


67. 3847t/5 69. Demostracion 71. Demostracion 

Seccion 7.5 (pagina 495) 

1. 2 000 pies-lb 3. 896 N-m 

5. 40.833 pulg-lb « 3.403 pies-lb 7. 8 750 N-cm = 87.5 N-m 
9. 160 pulg-lb = 13.3 pies-lb 11. 37.125 pies-lb 


13. a) 

b) 


15. 

17. 

21 . 

27. 


487.805 millas-tons ~ 5.151 x 10 9 pies-lb 
1 395.349 millas-tons ~ 1.473 x 10 10 pies-lb 

a) 2.93 x 10 4 millas-tons « 3.10 x 10 u pies-lb 

b) 3.38 x 10 4 millas-tons ~ 3.57 x 10 11 pies-lb 

a) 2 496 pies-lb b) 9 984 pies-lb 19. 470 400 tt N-m 
2 995.2 77 pies-lb 23. 20 217.677 pies-lb 25. 2 457 77 pies-lb 
600 pies-lb 29. 450 pies-lb 31. 168.75 pies-lb 


33. Si un objeto se mueve una distancia D en la direccion en la que 
una fuerza constante es aplicada, entonces el trabajo IVhecho 
por la fuerza se define como W = FD. 

35. La situacion en a ) requiere mas trabajo. No hay trabajo requeri- 
do para el apartado b) porque la distancia es 0. 

37. a) 54 pies-lb b) 160 pies-lb c) 9 pies-lb d) 18 pies-lb 
39. 2 000 In (3/2) = 810.93 pies-lb 41. 3/4 
43. 3 249.4 pies-lb 45. 10 330.3 pies-lb 


Seccion 7.6 (pagina 506) 

1. x = — 3 3. x = 12 5. a) x = 16 b) x = —2 

7- x = 6 ft 9. (x, J) = (f , -i) 11. (x, y) = (2, |) 

13. M x = p/3, M y = 4p/3, (x, y) = (4/3, 1/3) 

15. M x = 4 p, M y = 64p/5, (x, y) = (12/5, 3/4) 

17. M x = p/35, M v = p/20, (x, y) = (3/5, 12/35) 

19. M x = 99p/5, M y = 27p/4, (x, y) = (3/2, 22/5) 

21. M x = 192p/7, M y = 96 p, (x, y) = (5, 10/7) 

23. M x = 0, M y = 256p/15, (x, y) = (8/5, 0) 

25. M x = 27p/4, M y = -27 p/10, (x, y) = (-3/5, 3/2) 

f 2 4 

27 . A = I (2x — x 2 ) dx = — 

Jo 3 


M r 



x 2 ) dx 


32 

15 


29. 


M y 
A = 



x 2 ) dx 


4 

3 


(2x + 4) dx = 21 


'o 


M, = 


2x + 4 


(2x + 4) dx = 78 



-50 


(x, y) = (3.0, 126.0) 

35. (x, y) = ^|, 37. (x, y 

39. (2,30 = (0,4/(377)) 



43. a) (x, y) = (0, 12.98) 

b) y = (-1.02 x 10- 5 )x 4 

c) (x, y) = (0, 12.85) 



-5 


(x, y) = (0, 16.2) 

_ / (a + 2 b)c a 2 + ab + b 2 \ 

\ 3 (a + b) ’ 3 (a + b) ) 

b) x = 0 por simetrfa 

f db 

c) M = x(b - x 2 ) dx = 0 

J-Jb 

porque x(b — x 2 ) es una 
funcion impar. 

d) y > b/ 2 porque el area es 
mayor para y > b/2. 

e) y = (3/5/ 

0.00 19x 2 + 29.28 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-85 


45. y 47. 




49. (; x,y ) = °) 51 ■ I 6 O 77 2 “ 1 579.14 


53. 128tt/3 « 134.04 

55. El centro de masa (x, y) es x = M y /m y y = M K /m , donde: 

1. m = m l + m 2 + • ■ ■ + m n es la masa total del sistema. 

2. M y = m l x 1 + m 2 x 2 + • • • + m n x n es el momenta alrede- 
dor del eje y. 

3. M x = m l y 1 + m 2 y 2 + ■ ■ ■ + m n y n es el momenta alrede- 
dor del eje x. 

57. Ver teorema 7.1 en la pagina 505. 59. (x, y) = (0, 2 r/ 77 ) 


61. (x,y) = 


n + 1 n + 1 


; a medida que n— >oo, la region se 


\« + 2 ’ 4 n + 2/ 
contrae hacia los segmentos de recta y = 0 para 0 £ x £ 1 


y x = \ para 0 < y < 1; (x, y) - 


‘•i 


Seccion 7.7 (pagina 513) 

1. 1 497.6 lb 3. 4 992 lb 5. 748.8 lb 7. 1 123.2 lb 
9.748.8 1b 11.1 064.96 1b 13. 117 600 N 
15. 2 381 400 N 17.2 814 1b 19.6 753.6 1b 21.94.5 1b 

23. Demostracion 25. Demostracion 27. 960 lb 

29. Las respuestas varfan. Ejemplo de respuesta (utilizando la regia 
de Simpson): 3 010.8 lb 
31. 8 213.0 lb 

33. 3 v/2/2 = 2.12 pies; la presion aumenta al incrementarse la pro- 
fundidad. 

35. Porque se mide la fuerza total contra una region entre dos pro- 
fundidades. 


Ejercicios de repaso para el capftulo 7 (pagina 515) 





e 2 + 1 




15. [ [0 - (y 2 - 2y)]dy = J ^ 


= I 2>A + 1 dx = 


17. 


1-d- 


dx +1 [1 — (x — 2)] dx 


= f o [(y + 2)-(2-2y)]dy = \ 

19. a) 9 920 pies 2 b) 10 4 13j pies 2 
21. a) 9 t t b) 1877 c) 9 t t d) 36 it 
23. a) 6477 b) 4877 25. tt 2 /4 

27. (477/3) (20 - 9 In 3) « 42.359 


90 \ 4 77 ^ 3277 

29 ' a) 15 b) 12 C) T05 


31. 1.958 pies 
35. 4 018.2 pies 


33. ^(l + 6^3) « 6.076 
37. 1577 39. 62.5 pulg-lb « 5.208 pies-lb 

41. 122 98077 pies-lb ~ 193.2 pies-ton 43. 200 pies-lb 
45. a = 15/4 47. (x,y) = (a/5, a/5) 49. (x,y) = (0, 2a 2 /5) 

1 2(977 + 49) 
l 3(77 + 9) 

53. Sea D = superficie del lfquido; p = peso por volumen cubico. 

rd 

(D ~ y)[f(y) ~ g(y)] dy 


51. (x,y) = 


-,o 


F ~ p 


■r 


J D\f(y) - g(yj\dy - J' y[f(y) - g(y)]dy 


= P 


lf(y) - g(y)] dy 


D 



= p(area)(D - y) 

= p(area)(profundidad del centroide) 


y 


gW] dy 


g(y)] dy 


D 


d 

c 



(x,y) 


A-86 


Soluciones de los ejercicios impares 


SP Solucion de problemas (pagina 517) 

1. 3 3. y = 0.2063x 

_ 5V2t t 


0 . 25 -- 



- 0 . 25 -- 


7. V = 2 77 [d + \Jw 2 + I 2 ]lw 9. /(*) = 2e x ' 2 - 2 
11. 89.3% 



15. Excedente del consumidor: 1 600; excedente del productor: 400 
17. Muro en el extremo bajo: 9 984 lb 

Muro en el extremo profundo: 39 936 lb 
Muro lateral: 19 968 lb + 26 624 lb = 46 592 lb 


Capitulo 8 

Seccion 8.1 (pagina 524) 

1. b 3. c 


5 -J 


u" du 

u = 5* — 3, n = 4 
11 . sen u du 


f 


du 


9. 


du 


u = 1 — 2 -Jx 


13. e u du 


' a — u 
u = t, a = 1 


15. 2(x -5 V + C 


u = sen* 


17. — 7/[6(z - 10) 6 ] + C 19. k v 2 - l/[6(3v - l) 2 ] + C 
21. — | In | — t 3 + 9t + 1 1 + C 23. \x 2 + x + In |* — 1 1 + C 


25. ln(l + e x 


27. — (48* 4 + 200* 2 + 375) + C 


29. sen(27r* 2 )/(47r) + C 31. — (l/7r)csc ttx + C 

33. jie llx + C 35. 2 ln(l + e x ) + C 37. (In*) 2 + C 

39. — ln(l — sen*) + C = ln|sec*(sec* + tan*)| + C 

41. esc 0 + cot 0 + C = (1 + cos 0)/sen 6 + C 

43. — | arcsen(4t + 1)+ C 45. \ ln|cos(2/?)| + C 

47. 6 arcsen[(* — 5)/5] + C 49. \ arctan[(2* + l)/8] + C 

51. arc sen [(* + 2)/V5] + C 



b) 2 arcsen t 2 — , 
o.s 



55. 



61. r = 10 arcsen e* + C 


65. 


67. |(1 - e ') 


63. y = \ arctan(tan */2) + C 
0.316 69. 8 71. tt/18 


73. 18 V6/5 « 8.82 75. | ln(f ) + f arctan(f) « 2.68 


77. 3 = 1.333 

79. |arctan[|(* + 2)] + C 81 

Las graficas varian. 

Ejemplo: 



Una grafica es una traslacion 
vertical de la otra. 

83. Regia de las potencias: I u" du 


tan 0 — sec 6 + C 

Las graficas varian. 

Ejemplo: 

6 



Una grafica es una traslacion 
vertical de la otra. 

u n + l 

+ C; u = * 2 + 1, n = 3 

n + 1 


85. Regia de los logaritmos: 


du 

u 


In | r/ 1 + C; u = x 2 + 1 


87. 

89. 

91. 


a = V2, b 

l 

0 = 2 


7 T 

4’ 


V2 


In 


cscl * + — ) + cot( * + — 
4/ V 4 


+ C 



Negativa; hay mas area por debajo del 
eje * que por arriba. 


93. a 




Soluciones de los ejercicios impares 


A-87 



99. ln(V2 + l) « 0.8814 
101. (8ir/3)(l07I6 - l) « 256.545 
103. 5 arctan 3 = 0.416 105. = 1.0320 

107. a) 5 sen x (cos 2 x + 2) 

b) ij sen x(3 cos 4 x + 4 cos 2 x + 8) 

c) 35 sen x(5 cos 6 x + 6 cos 4 x + 8 cos 2 x + 16) 

d) Jcos 15 xdx = J(1 — sen 2 x) 7 cos x dx 

Se expandiria (1 — sen 2 .*) 7 . 

109. Demostracion 


Seccion 8.2 (pagina 533) 

1. u = x, dv = e 2x dx 3. u = (In*) 2 , dv = dx 
5. u = x, dv = sec 2 x dx 7. ^* 4 (41n* — 1) 4- C 

9. — sen 3* — — *cos 3* + C 11. ' , (4* + 1) + C 

9 3 167 ' 

13. e*(* 3 — 3* 2 + 6* — 6) + C 

15. je x3 + C 17. \[2 {t 2 - 1) In | r + 1| - t 2 + 2t\ + C 

19. | (In*) 3 + C 21. e 2jc /[4(2* + 1)] + C 

23. (* - 1)V + C 25. j|(x ~ 5) 3/2 (3x + 10) + C 

27. * sen * + cos x + C 

29. (6* — x 3 ) cos * + (3x 2 — 6) sen x + C 

31. —t esc t — ln|csc t + cot t\ + C 

33. * arctan* — ^ln(l + x 2 ) + C 

35. \e 2x (2 sen * — cos *) + C 

37. je~ x (2 sen 2* — cos 2*) + C 39. y = \e A ’ 2 + C 

41. y = - ^(3 + 5f) 3 / 2 + ^(3 + 5t)V 2 + c 

= 73 + 5t(25t 2 - 20 1 + 24) + C 


43. sen y = x 2 + C 



-2 


b) 2^/y — cos * — * sen * = 3 


Li 





49. 2 e 3 / 2 + 4 = 12.963 

=’■ f - ; * 0143 

53. (tt - 3V3 + 6)/6 « 0.658 


55. 3[e(senl — cos 1) + 1] ~ 0.909 
57. \Jl In 2 - 1 72 + | « 0.494 
59. 8 arcsec 4 + V3/2 - 711/2 - 27r/3 « 7.380 
61. (e 2r /4)(2x 2 - 2* + 1) + C 
63. (3x 2 — 6) sen * — (* 3 — 6*) cos x + C 
65. xtanx 4- ln|cosx| + C 67. 2(sen7t — 7* cos 7*) + C 
69. 'i 2 5 8 71. i(* 4 7 - 2 x 2 7 + 27) + C 

73. ^x[cos(lnx) + sen(ln*)] + C 75. Regia del producto 
77. Para que la tecnica de integracion por partes sea eficiente, la 
parte mas complicada del integrando se asigna como dv y como 
u la parte del integrando cuya derivada es una funcion mas sim- 
ple que u. Si se elige u = sen*, entonces du no es una funcion 
mas simple. 

79. a) — (<?- 4, /128)(32t 3 + 24f 2 + 12f + 3) + C 

c) Una grafica es una tras- 


b) Las graficas varian. Ejemplo: 

5 


lacion vertical de la otra. 


81. a) ^(2e-" + 3) = 0.2374 

b) Las graficas varian. Ejemplo: c ) Una grafica es una tras- 



lacion vertical de la otra. 


83. |(2* - 3) 3/2 (x + 1) + C 85. j74 + x 2 (x 2 - 8) + C 
87. n = 0: x(lnx — 1) + C 


n = 1 
n = 2 
n — 3 
n = 4 


\x 2 (2 In * — 1) + C 
|* 3 (3 In * — 1) + C 
i 7* 4 (4 In * — 1) + C 
25 x 3 (5 In * — 1) + C 


I 


x" In x dx = 7 tx[(« + 1) In * — 1] + C 

(n + 1) 


89 a 93. Demostraciones 
95. j^x s (61nx — 1) + C 

99. 1 



97. jye 2 t (2 cos 3* + 3 sen 3*) + C 



o 


2 - 


1.602 


1 + 7T 2 


+ 1 


0.395 


103. a) 1 b) 7r(e — 2) « 2.257 c) \_Tr(e 2 + 1) = 13.177 


d) 


+ 1 e - 2 


(2.097, 0.359) 


105. En el ejemplo 6, se mostro que el centroide de una region equi- 
valente fue (1, 7 t/ 8). Por simetrla, el centroide de esta region 
es(7r/8, 1). 

107. [7/(10tt)](1 - e-^) « 0.223 109. $931 265 


A-88 


Soluciones de los ejercicios impares 


111. Demostracion 
115. Capas: V = 77 

Discos: V = 77 


113. b n = [8/i/(«7r) 2 ] sen(;t7r/2) 


b 2 f(b) - a 2 f(a) - 

x 2 fix) dx 


b 2 f(b) - a 2 f(a) - 

m -1 

\f~\yWdy 

f(a) 


Ambos metodos dan el mismo volumen porque x = / _1 (y), 
fix) dx = dy, si y = f(a) entonces x = a, y si y = f(b ) en- 
tonces x = b. 

117. a) y = 4(3 sen 2x — 6x cos 2x) 


b) 



c) 


Se obtienen los siguientes puntos. 


n 

X n 

y„ 

0 

0 

0 

1 

0.05 

0 

2 

0.10 

7.4875 x 10- 4 

3 

0.15 

0.0037 

4 

0.20 

0.0104 




80 

4.00 

1.3181 



d) 


Se obtienen los siguientes puntos. 


n 

X n 

y„ 

0 

0 

0 

1 

0.1 

0 

2 

0.2 

0.0060 

3 

0.3 

0.0293 

4 

0.4 

0.0801 




40 

4.0 

1.0210 


0 




5 



119. La grafica de y = x sen x esta por debajo de la grafica de y = x 
en [0, 77/2]. 


Seccion 8.3 (pagina 542) 

1. c 2. a 3. d 4. b 5. — gcos s x + C 

7. ^sen 8 2x + C 9. — ^cos 3 x + ( cos 5 x + C 
11. - j(cos 2d) i/2 + ^(cos 2 0) 7 / 2 + C 
13. pj(6x + sen 6x) + C 
15. |a + sen 6a + ^ sen 12a + C 
17. \(2x 2 — 2xsen2x— cos 2x) + C 19. 

21. 6377/512 23. 577/32 25. ^In|sec7x + tan 7x| + C 


27. tan 5x(3 + tan 2 5x) + C 

29. (sec 77Xtan 77 .x + In | sec 77X + tan 77 Jc|)/(2t7) + C 

31. \ tan 4 (x/2) — tan 2 (x/2) — 2 ln|cos(x/2)| + C 

33. \ tan 2 x + C 35. | tan 3 x + f tan 5 x + C 

37. sec 6 4x + C 39. | sec 7 x — f sec 5 x + C 

41. In | secx + tanx| — sen x + C 

43. (12770 — 8 sen 2770 + sen 4770)/(3277) + C 


45. _y = 9 sec 3 3x 


sec 3x + C 



b) y — 2 X ~ 4 sen 2x 



51. b(2 sen 4x + sen 8x) + C 


53. pj(3 cos 2x — cos 6x) + C 55. |(2 sen 20 — sen40) + C 
57. j(ln|csc 2 2x| — cot 2 2x) + C 59. cot 2x — \ cot 3 2 x + C 
61. ln|csc t — cot t| + cos t + C 
63. ln|cscx — cotx| + cosx + C 65. t — 2 tan t + C 

67.77 69. 3(1 -In 2) 71. In 2 73.4 

75. i(6x + 8 senx + sen2x) + C 
Las graficas varfan. Ejemplo: 


6 



c=iy ^ 
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77. [sec 3 77X tan 77X + 

§(sec 77.xtan ttx + In | sec 77X + tan 77.x|)]/(477) + C 
Las graficas varfan. Ejemplo: 



79. (sec 5 77 x)/(5t7 ) + C 81. 2V2/7 83. 3tt/16 

Las graficas varfan. Ejemplo: 


5 



-5 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-89 


85. a) Conservar uno de los factores seno y convertir los demas 
factores en cosenos. Despues, expandir e integrar. 

b) Conservar uno de los factores coseno y convertir los demas 
en senos. Despues, expandir e integrar. 

c) Utilizar varias veces las formulas de reduction de potencias 
hasta convertir el integrando a potencias impares del coseno. 
Despues continuar como en el apartado b). 

87. a) ^sen 2 * + C b) — ^cos 2 * + C 

c) \ sen 2 * + C cl) — \ cos 2 * + C 

Las respuestas son todas las mismas, solo se escriben en dife- 
rentes formas. Utilizando identidades trigonometricas, se puede 
reescribir cada respuesta en la misma forma. 

89. a) Yg tan 6 3* + pj tan 4 3x + C,, yg sec 6 3x — pj sec 4 3x + C 2 
b) c) Demostracion 



91. | 93. 1 95. 2tt(1 - tt/4) ® 1.348 

97. a) tt 2 / 2 b) (*, y) = (tt/2, tt/8) 99 a 101. Demostraciones 

103. — pj cos *(3 sen 4 * + 4 sen 2 * + 8) + C 


105. - — tan 

017 


27 TX ( , 277 * 

“I 860 


+ 2 + C 


107. a) H(t) = 57.72 - 23.36 cos(77f/6) - 2.75 sen(7rt/6) 
b) L(t) = 42.04 - 20.91 cos(7rt/6) - 4.33 sen(77t/6) 

7 nr La diferencia maxima se encuen- 

tra en t ~ 4.9, o a principios del 
verano. 



109. Demostracion 

Seccion 8.4 (pagina 55 1 ) 

1. * = 3 tan 0 3. * = 4 sen 8 5. */(l67l6 — * 2 ) + C 

7. 4 In | (4 - 716 - * 2 )/*| + 716 - * 2 + C 
9. ln|* + 7* 2 — 25 1 + C 
11. b(* 2 - 25) 3 / 2 (3* 2 + 50) + C 
13. y(1 + * 2 ) 3/2 + C 15. p[arctan* + */(l + * 2 )] + C 
17. y*V 9 + 16* 2 + | ln| 4* + 79 + 16* 2 | + C 
19. ^ arcsen(2*/5) + ^x^/25 — 4* 2 + C 
21. V* 2 + 36 + C 23. arcsen(*/4) + C 
25. 4 arcsen(*/2) + x — * 2 + C 27. lnl* + Jx 1 — 4 1 + C 


2g _ (l-^ + c 
3* 3 


31. 


I 1 " 


V4* 2 + 9 + 3 


2x 


+ C 


33. 3/ Jx 2 + 3 + C 35. 1(1 + e 2x Y /2 + C 
37. |(arcsen e x + e x Jl — e 2x ) + C 
39. y[*/(* 2 + 2) + ( 1/V2) arctan(* /V 2)] -1- c 
41. * arcsec 2* — \ In 1 2* + jAx 2 — l| + C 
43. arcsen[(* — 2) / 2] + C 

45. V* 2 + 6* + 12 — 3 In | ^Jx 2 + 6* + 12 + (* + 3) | + C 


47. a) y b) J3 - tt/3 « 0.685 

49. a) y i) 9(2 - V2) « 5.272 

51. a) y fc) -(9/2)ln(2V7/3 - 4V3/3 - 751/3 + 8/3) 
+ 9V3 - 2V7 ® 12.644 
53. 7* 2 - 9 - 3 arctan(7* 2 - 9/3) + 1 
55. 2 (* - 15) V* 2 + 10* + 9 

+ 33 In | 7* 2 + 10* + 9 + (* + 5)| + C 

57. ^(x^/x 2 — 1 + ln|* + y* 2 — 1 1 ) + C 

59. a ) Sea u = a sen 8, Jcr — u 2 = a cos 8 , donde 

— 77/2 < 9 < 77/2. 

£>) Sea u ~ a tan 8, -Ja 2 + w 2 = a sec 0, donde 

— 77/2 < 8 < 77/2. 

c) Sea u = a sec 0, y« 2 — a 2 = tan 0 si w > ay 

y« 2 — a 2 = —tan 0 si a < —a, donde 0 < 0 < 77/2 
o 77/2 < 0 < 77. 

61. Sustitucion trigonometrica: * = sec 0 63. Verdadero 


65. Falso 


: y. 

Jo * 


zf* 


rir/3 

Jo ' 


cos 0c/0 


(1 + * 2 ) 3 / 2 J0 
67. 7700 69. a) 575 b) 25(1 — n/4) c ) r 2 (l — 77/4) 

5(72 + l) 

726 + 1 


71. 67 


73. In 


+ 726 - « 4.367 


75. Longitud de un arco de la curva seno: y = sen *, y ' = cos * 


Lj = I 7l + cos 2 * dx 

Jo 


Longitud de un arco de la curva coseno: y = cos *, y ' = — sen * 

n/2 


7 1 + sen 2 * dx 


-L 


— trl'l 
tt/1 


7l + cos 2 (* — 77/2) dx , u = x — 77/2, du = dx 

J — 7t/2 

r° 

= I 7l + cos 2 u du = I 7l + cos 2 u du = L i 
77. a) so b) 200 



c) 100 72 + 50 ln[( 72 + l)/(72 - l)] « 229.559 
79. (0, 0.422) 81. (77/32)[l0272 - ln(3 + 2 V 2 )] ® 13.989 

83. a) 187.277 1b b ) 62.477^ lb 

85. Demostracion 87. 12 + 97r/2 — 25 arcsen (3/5) ~ 10.050 
89. Problema Putnam A5, 2005 

Seccion 8.5 (pagina 561) 


A Bx + C r A 

3. — + ; — 5. 


* x 2 + 10 * * — 6 

7. |ln|(* — 3)/(* + 3)| + C 9. In | (* — l)/(* + 4)| + C 

11. | In 1 2* - 1| - 2 In |* + 1| + C 
13. 5 ln|* — 2| — ln|* + 2| — 3 ln|*| + C 


A-90 


Soluciones de los ejercicios impares 


15. x 2 + § In |.r — 4| — yln|* + 2\ + C 
17. \/x + ln].v 4 + * 3 | + C 
19. 2 ln|* — 2| — ln|*| — 3/(* — 2) + C 
21. ln|(* 2 + l)/x| + C 

23. ^ [ln|(* — 2)/(x + 2)| + 72 arctan (*/ 75)] + C 
25. ^ln|(4* 2 - l)/(4* 2 + 1)| + C 
27. ln|jc + 1| + 72arctan[(* — l)/75] + C 
29. In 3 31. \ ln(8/5) — 7r/4 + arctan 2 ~ 0.557 

33. y = 5 ln|* — 5| — 5*/(* — 5) + 30 


80 



37. y = ln|* — 2| + y ln|jc 2 + x + 1 1 

— 73 arctan[(2* + l)/73] — \ In 13 
+ v/3 arctan(7/ 75) +10 


20 



-5 


39- y = HO* “ 5)/(* + 5) | + -^ ln 6 + 2 



55. y = — In 

7 2 


2 + x 


2 — x 
10 


+ 3 


57. Primero dividir x 3 entre 
(x - 5). 



59. 12 ln(f) « 1.4134 61. 6 - \ In 7 « 2.5947 

63. 4.90 o $490 000 

65. V = 2 77 (arctan 3 - « 5.963; (jc, y) = (1.521, 0.412) 


67. x = n[7" +1 ' fe — !]/[/; + e< n+1 )*'] 69. tt/8 


Seccion 8.6 (pagina 567) 

1. |jc(10 - x) + 25 ln|5 + x\ + C 

3. ^[e x ^/e 2x + 1 + ln(e x + Je 2x + 1 )] + C 
5. — 7l — jc 2 /jc + C 

7. ^j(3* + sen3* cos 3* + 2 cos 3 3* sen 3*) + C 
9. — 2(cotV* + cscTt) + C 11. jr — 7n(l + e 2x ) + C 
13. ^* 8 (81n* — 1) + C 
15. a) y b) ffe 3x (9x 2 — 6x + 2) + C 

17. a) y b) In | (jc + \)/x\ — 1 /x + C 

19. ^[( x 2 + 1) arccsc(* 2 + 1) + ln(* 2 + 1 + Jx A + 2* 2 )] + C 

21. Jx 2 - 4/(4*) + C 23. ^[ln|2 - 5*| + 2/(2 - 5 jc)] + C 

25. e x arccos(e x ) — 7l “ e 2x + C 

27. \(x 2 + cot* 2 + esc* 2 ) + C 

29. (72/2) arctan[(l + sen e)/V2] + c 

31. - 72 + 9* 2 /(2*) + C 

33. |(21n|*| — 3 In 1 3 +21n|*||) + C 

35. (3* — 10)/[2(* 2 — 6* + 10)] + \ arctan(* — 3) + C 

37. yln|* 2 — 3 + 7 * 4 — 6* 2 + 5| + C 

39. -|74 - * 2 (* 2 + 8) + C 

41. 2/(1 + e x ) - 1/[2(1 + e x ) 2 ] + ln(l + e x ) + C 

43. \{e - 1) “ 0.8591 45. f In 2 - § = 3.1961 

47. 77/2 49. 77 3 /8 — 377 + 6 == 0.4510 51 a 55. Demostraciones 

57. y = —27l — */7 x + 7 



-2 

59. y = y[(* — 3)/(* 2 — 6* + 10) + arctan(* — 3)] 





__/( 3 , 0 ) 




61. y = —esc 6 + 72 + 2 


10 


J 

(+ 2 ) ^ 

. 



1 1 


-2 


63. — 7= In 

75 


2 tan(0/2) -3-75 


2 tan(0/2) -3+75 


+ C 65. In 2 


67. \ ln(3 — 2 cos 9) + C 69.-2 cos 70 + C 


73. a) I x\nx dx = l n x 


= iv2 In V - \ x 2 + C 


71. 475 


i 

I 


x 2 ln x dx = \x 3 ln * — \x 3 + C 
* 3 ln x dx = \x 4 In * — ^* 4 + C 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-91 


b) J x"ln xdx = x n + 1 In x/(n + 1) — x n + l /(n + l) 2 + C 

75. Falso. Se tuvieron que hacer antes sustituciones para reescribir 
la integral en una forma que aparece en la tabla. 

77. 32ir 2 79. 1 919.145 pies-lb 

81. a) V = 80 ln(yi0 + 3) = 145.5 pies 3 

W = 11 840 ln(yi0 + 3) * 21 530.4 lb 
b) (0, 1.19) 

83. a) k = 30/ln 7 « 15.42 85. Problema Putnam A3, 1980 

b ) 



Seccion 8.7 (pagina 576) 

i 


X 

-0.1 

-0.01 

-0.001 

0.001 

0.01 

0.1 

fix) 

1.3177 

1.3332 

1.3333 

1.3333 

1.3332 

1.3177 


X 

1 

10 

10 2 

10 3 

10 4 

10 5 

fix) 

0.9900 

90,483.7 

3.7 x 10 9 

4.5 x 10 10 

0 

0 


5- 1 

7- 1 9- f 11. 

4 

13. 0 15. 

2 

17. oo 

19. 21. f 

23. 

1 25. | 

27. 

29. 0 

31. 1 33. 0 

35. 0 

37. oo 


39. 1 

41. 1 43. oo 




45. a) 

No indeterminada 


47. a) 0 

• oo 

b) 

oo 


b ) 1 



c) 



c) 


49. a) No indeterminada 

b) 0 

c) 


51. a) oo° 



b) 

c ) 


1 



53. a) 1°° b) e 
c) 6 



-0.5 

55. a) 0° b) 3 
c ) 


57. a) 0° b) 1 
c) 


59. a) oo — oo b) — j 
c ) 


61. a) oo — oo b) oo 
c ) 


63. a) 



|l 
1 I 
i V 
1 

1 V 


hi 



65. a) 


\ 


b ) l 2 

67. — , — , 0 • oo, 1°°, 0°, oo — oo 
0 oo 


b ) | 

69. Las respuestas varfan. Ejemplos: 

a) f(x) = x 2 — 25, g(x) = x — 5 

b) fix) = {x - 5) 2 , g[x) = x 2 - 25 

c) f{x) = x 2 - 25, gix) = ix - 5) 3 

71. 


X 

10 

10 2 

10 4 

10 s 

10 s 

10 10 

(Inx) 4 

X 

2.811 

4.498 

0.720 

0.036 

0.001 

0.000 


73. 0 75. 0 77. 0 

79. Aslntota horizontal: 

y = 1 

Maximo relativo: (e, e 1/V ) 


81. Aslntota horizontal: 

y = 0 

Maximo relativo: (1,2/e) 

3 




L&f) 

/ 



83. El llmite no es de la forma 0/0 o oo/oo. 

85. El llmite no es de la forma 0/0 o oo/oo. 

87. El llmite no es de la forma 0/0 o oo/oo. 


89. a) 11m 


= lfnl ' ' 1 = Km 


-Jx 2 + 1 MO ° X Jx 2 + 1 

Aplicando dos veces la regia de L’Hopital se obtiene el llmite 
original, de manera que la regia no aplica. 
b) 1 

C) 1-5 



A-92 


Soluciones de los ejercicios impares 



Cuando x — » 0, las graficas se acer- 
can entre si (se aproximan a 0.75). 

Utilizando la regia de L’Hopital, 

3 
4' 


,, sen3x ,, 3 cos 3x 

lim — = lim - 


->o sen 4x *->o 4 cos 4x 


93. 

101 . 

105. 


v = 32 1 + v 0 95. Demostracion 97. 
Falso: La regia de L’Hopital no aplica 
porque llm(jc 2 + x + 1) + 0. 

x — >0 


2 

C = 3 


99. c = 77-/4 
103. Verdadero 


107. 3 109. a = l,b = ±2 111. Demostracion 

115. a) 0 ■ oo b) 0 
117. Demostracion 
119. a) a c) 2 



g\ 0) = 0 

121 . a) 3 



b) lim h(x) = 1 

x— >oo 

c) No 


123. Problema Putnam Al, 1956 

Seccion 8.8 (pagina 587) 

1. Impropia; 0 < f < 1 3. No impropia; continua en [0, 1] 

5. No impropia; continua en [0, 2] 

7. Impropia; limites infinitos de integration 
9. Discontinuidad infinita en x = 0; 4 
1 1 . Discontinuidad infinita en.t = 1 ; diverge 
13. Limite de integration infinite; 4 
15. Discontinuidad infinita en x = 0; diverge 
17. Limite de integration infinite; converge a 1 19. 2 

21. Diverge 23. Diverge 25. 2 27. \ 

29. l/[2(ln4) 2 ] 31. 77 33. 7r/4 35. Diverge 

37. Diverge 39. 6 41. 43. Diverge 45. tt/3 

47. In (2 + V3) 49. 0 51. tt /6 53. 2ttV6/3 

55. p > 1 57. Demostracion 59. Diverge 61. Converge 

63. Converge 65. Diverge 67. Diverge 69. Converge 
71 . Una integral con limites de integration infinitos, una integral con 
una discontinuidad infinita en o entre los limites de integration 


83. 8 tt 2 85. a ) W = 20 000 millas-ton b) 4 000 mi 
87. a) Demostracion b) P = 43.53% c) E(x) = 7 
89. a) $757 992.41 b) $837 995.15 c) $1 066 666.67 
91. P = [2irNl(jr 2 + c 2 - c)]/(krjr 2 + c 2 ) 

93. Falso. Sea /(x) = l/(x + 1). 95. Verdadero 

97. a) y b) Demostraciones 


c) La definition de integral impropia 


no es lim 

a — >00 


no obstante que la integral diverge al reescribirla se encuen- 
tra que la integral converge. 

99. a) I 4t dx converge si n > 1 y diverge si n < 1 . 


c) Converge 



101. a) r(l) = l,r(2) = 1, r(3) = 2 b ) Demostracion 
c) r (n) = ( n — 1)! 

103. l/i, ^ > 0 105. 2/s 3 , s > 0 107. s/(s 2 + a 2 ), s > 0 

109. s/(s 2 — a 2 ), x > |r/| 


111. a) 


b) ~ 0.2525 

c) 0.2525; igual por simetria 


113. c = 1; ln(2) 

115. 8-77-[(ln 2) 2 /3 - (In 4)/9 + 2/27] = 2.01545 


117. I 2 sen(u 2 ) du\ 0.6278 

Jo 

119. a) 3 



b) Demostracion 


73. 

La 

integral 

impropia diverge. 75. e 77. 77 

11. 

79. 

a) 

1 b) 

77/2 c) 

2tt 

13. 

81. 


8 t 

1(0, 8) 

Perimetro = 48 

15. 






17. 


(- 8 , 

0 )/ 2 - 

‘ \J8.0) 


19. 


-8 


2 8 


21. 






25. 



-8 t 

■(0,-8) 


29. 


Ejercicios de repaso para el capftulo 8 (pagina 591) 

1. \{x 2 - 36) 3/2 + C 3. \ ln|x 2 - 49 1 + C 
5. ln(2) + \ « 1.1931 7. 100 arcsen(x/10) + C 

9. le 3x (3x - 1) + C 

j^e 2x (2 sen 3x — 3 cos 3x) + C 
13. £(x- l) 3 / 2 (3x + 2) + C 


21. 3[tan 3 (x/2) + 3 tan(x/2)] + C 23. tan Q + sec 0 + C 
25. 3tt/16 + \ » 1.0890 27. 3^4 - x 2 /x + C 

l 3 (x 2 + 4 y/ 2 (x 2 - 8) + C 31. 77 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-93 


33. a), b) y c) + x 2 (x 2 — 8) + C 

35. 6 ln|x + 3| — 5 In | jc — 4| + C 

37. \[6 In |x — 1 1 — ln(x 2 + 1) + 6 arctan x] + C 

39. x — Y7 ln|x + 8| + fy ln|x — 3| + C 

41. ^[4/(4 + 5x) + In |4 + 5x|] + C 43. 1 - V2/2 

45. y ln|x 2 + 4x + 8 1 — arctan[(x + 2) / 2] + C 

47. In | tan ttx\/tt + C 49. Demostracion 

51. |(sen 26 — 26 cos 26) + C 

53. f [x 3/4 — 3x 1/4 + 3 arctan(x 1/4 )] + C 

55. 2JI — cos x + C 57. sen x ln(sen x) — senx + C 

59. §ln|(x — 5)/(x + 5)| + C 

61. y = xln|x 2 + x| — 2x + ln|x + 1| + C 63. | 

65. 5 (In 4) 2 = 0.961 67. n 69. qy 

71. (x,y) = (0,4/(3 tt)) 73.3.82 75.0 77. oo 79.1 

81. 1 OOOe 009 ~ 1 094.17 83. Converge; y 85. Diverge 

87. Converge; 1 89. Converge; ir/4 

91. a) $6 321 205.59 b) $10 000 000 

93. a) 0.4581 b) 0.0135 

SP Solucion de problemas (pagina 593) 

1. a) f , y§ b ) Demostracion 

7. a) 



3. In 3 5. Demostracion 

b) In 3 — 5 

c) In 3 — f 


9. In 3 


Area 

t 


= 0.2986 
0.5986 


11. Demostracion 13. ~ 0.8670 


15. a) co b) 0 c) — f 

La forma 0 • oo es una indeterminacion. 


17. 


1/12 1/42 1/10 111/140 

~x-l x + 4 
21. = 0.0158 


x x — 3 

19. Demostracion 


Capitulo 9 

Seccion 9.1 (pagina 604) 

1. 3, 9. 27, 81, 243 3. 

5 10-101 7 -1 -1 i 4- — L q c 12 43 77 m 

11.3,4,6,10,18 13.32,16,8,4,2 

15. c 16. a 17. d 18. b 19. b 20. c 

21. a 22. d 23. 14, 17; sumar 3 al termino precedente 

25. 80, 160; multiplicar por 2 el termino precedente 
27. jg, —32; multiplicar por el termino precedente 
29. 11 • 10 • 9 = 990 31. n + 1 33. l/[(2n + l)(2n)] 

35. 5 37. 2 39. 0 



Converge a 1 Diverge 


45. 

49. 

55. 

61. 

67. 

73. 

75. 

77. 

79. 

81. 

83. 


85. 

87. 

91. 

95. 

99. 


101 . 


Converge a — 1 47. Converge a 0 

Diverge 51 . Converge a 2 53- Converge a 0 

Converge a 0 57. Converge a 0 59. Converge a 0 

Diverge 63. Converge a 0 65. Converge a 0 

Converge a 1 69. Converge a e k 71. Converge a 0 

Las respuestas varlan. Ejemplo de respuesta: 3 n — 2 

Las respuestas varlan. Ejemplo de respuesta: n 2 — 2 

Las respuestas varlan. Ejemplo de respuesta: (n + l)/(n + 2) 

Las respuestas varlan. Ejemplo de respuesta: {n + 1 )/n 

Las respuestas varlan. Ejemplo de respuesta: n/\(n + l)(/t + 2)] 

Las respuestas varlan. Ejemplo de respuesta: 

(_l)«-t _(-l)"- 1 2"n! 

1 • 3 • 5 ■ • • (2 n - 1) ” (2n)! 

Las respuestas varlan. Ejemplo de respuesta: (2n)! 

Monotona; acotada 89. Monotona; acotada 
No monotona; acotada 93. Monotona; acotada 
No monotona; acotada 97. No monotona; acotada 


a) 


5 + 


< 6 


acotada 


b) 


a n > a n+l => monotona 
Asl, {a,J converge. 


12 


-1 


a) 


b) 




acotada 


a n < a n+ 1 monotona 


Llmite = 5 


Asl, { a n } converge. 

0.4 

«•••••••• Llmite = 5 


12 

-0.1 

103. {a w } tiene un llmite porque es acotada y monotona; pues 
2 < a n < 4, 2 < L < 4. 

105. a) No; 11m A n no existe. 

n — >00 

b ) 


n 

1 

2 

3 

4 

An 

$10 045.83 

$10 091.88 

$10 138.13 

$10 184.60 






11 

5 

6 

7 


A n 

$10 231.28 

$10 278.17 

$10 325.28 



11 

8 

9 

10 

A n 

$10 372.60 

$10 420.14 

$10 467.90 


107. No. Una secesion se dice convergente cuando sus terminos se 
aproximan a un numero real. 

109. La grafica de la izquierda representa una sucesion con signos 
alternantes porque los terminos alternan de estar por arriba a 
estar por debajo del eje x. 


A-94 


Soluciones de los ejercicios impares 


111. a) $4 500 000 000(0.8)" 


Ano 

1 

2 

Presupuesto 

$3 600 000 000 

$2 880 000 000 

Ano 

3 

4 

Presupuesto 

$2 304 000 000 

$1 843 200 000 


c) Converge a 0 

113. a) a n = —5.364 n 2 + 608.04/! + 4 998.3 


10 000 



b ) $11 522.4 miles de millones 

115. a) a g = a 10 = 1 562 500/567 b) Decreciente 

c) Los factoriales crecen mas rapidamente que las exponen- 
ciales. 

117. 1, 1.4142, 1.4422, 1.4142, 1.3797, 1.3480; Converge a 1 
119. Verdadero 121. Verdadero 123. Verdadero 


125. a) 1, 1, 2, 3, 5, 8 , 13, 21, 34, 55, 89, 144 

b) 1, 2, 1.5, 1.6667, 1.6, 1.6250, 1.6154, 1.6190, 
1.6176, 1.6182 

c) Demostracion d) p = (l + V5)/2 ~ 1.6180 
127. a) 1.4142, 1.8478, 1.9616, 1.9904, 1.9976 

b) a n = J'l + a nl c) 11 m a n = 2 


129. a) Demostracion b) Demostracion 
c) lrm a n = (l 4- Vl + Ale)/ 2 

n — >oo 

131. a) Demostracion b) Demostracion 
133. a) Demostracion 



135. Demostracion 

137. Las respuestas varfan. Ejemplo de respuesta: a n = (—1)" 
139. Demostracion 141. Problema Putnam A 1, 1900 

Seccion 9.2 (pagina 614) 

1. 1, L25, 1.361, 1.424, 1.464 
3. 3, -1.5,5.25, -4.875, 10.3125 
5. 3,4.5,5.25,5.625,5.8125 
7. {a,,} converge, 2 a„ diverge 
9. Serie geometrical r = 6 > 1 
11. Serie geometrical r = 1.055 > 1 13. lrm a n = 1 A 0 

n — »oo 

15. 11m a n = 1 A 0 17. 11m a n = \ A 0 19. c; 3 

n—>co n—>oc 

20. b\ 3 21. a; 3 22. d, 3 23. /; f 24. e; f 

25. Serie geometrical r = | < 1 
27. Serie geometrical r = 0.9 < 1 


29. Serie telescopica: a n = 1/n — 1 /(» + 1); converge a 1. 
31. a) 3 1 


b) 


c ) 


n 

5 

10 

20 

50 

100 

S„ 

2.7976 

3.1643 

3.3936 

3.5513 

3.6078 


d) Los terminos de la serie decrecen 
en magnitud, de manera relativa- 
mente lenta y la sucesion de sumas 
parciales tiende a la suma de la se- 
rie de manera relativamente lenta. 



33. a) 20 
b) 


n 

5 

10 

20 

50 

100 

S„ 

8.1902 

13.0264 

17.5685 

19.8969 

19.9995 



d) 


ii 


Los terminos de la serie decrecen 
en magnitud, de manera relativa- 
mente lenta y la sucesion de sumas 
parciales tiende a la suma de la se- 
rie de manera relativamente lenta. 


or \ 40 

35. a) y 


b) 


n 

5 

10 

20 

50 

100 

S„ 

13.3203 

13.3333 

13.3333 

13.3333 

13.3333 



Los terminos de la serie decrecen 
en magnitud, de manera relativa- 
mente rapida y la sucesion de su- 
mas parciales tiende a la suma de 
la serie de manera relativamente 


1 — sen(l) 




47. I 


49. 


00 8 1 9 

»> 2 » IT 

oo 3 5 

57. a) ^ 4 o^'® 0 " b) — 59. Diverge 61. Diverge 

63. Converge 65. Converge 67. Diverge 

69. Converge 71. Diverge 73. Diverge 75. Diverge 

77. Ver definiciones en la pagina 608. 

79. Las series dadas por 


a + ar + at 2 + ■ ■ ■ + ar" + ■ • •, a A 0 


es una serie geometrica con radio r. CuandoO < r < 1, las se- 
■K a 

rres convergen a la suma > ar" = . 

n =o l — r 


81. Las series en a) y en b ) son la misma. La serie en c) es diferente 
a menos que a l = a 2 = ' ' • — a sea constante. 

83. — 2 < x < 2; x/(2 — x) 85. 0 < x < 2; (x — l)/(2 — x) 

87. — 1 < x < 1; 1/(1 + x) 

89. x: (— oo, — 1) U (1, oo); x/(x — 1) 91 . c = (V3 — l)/2 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-95 


93. Ningun enunciado es verdadero. La formula es valida para 
-1 < * < 1 . 

95. a) x b) f(x) = 1/(1 — x ), |*| < 1 

c) ? _ Las respuestas varlan. 




Aslntota horizontal: y = 6 
La suma horizontal es la suma de 
las series. 


99. Los terminos requeridos para las dos series son n = 100 y n = 5, 
respectivamente. La segunda serie converge a un ritrno mas alto. 
101. 160 000(1 - 0.95") unidades 

OO 

103. ^ 200(0.75)''; Suma = $800 millones 

,05. 152.42 pies ,01. i; ig)' - ^ - I 

,#9 »> - 1 + ,I(l)'--> + r^--‘ + nT 72- 1 

b) No c) 2 

111. a) 126pulg 2 b) 128 pulg 2 

113. Los $2 000 000 de la loterla tienen un valor presente de 
$1 146 992.12. Despues de aumentar el interes sobre el periodo 
de 20 anos, logra su valor completo. 

115. a) $5 368,709.11 b ) $10737418.23 c) $21 474836.47 
117. a) $14 773.59 b) $14 779.65 
119. a) $91 373.09 b) $91 503.32 121. $4 751 275.79 

1 03 1 

123. Falso. lfm — = 0, pero V —diverge. 
n >oo n — l n 

00 ( a \ 

125. Falso. Yar n = I- I — a. La formula requiere que la serie 

n=\ V 1 r / 

geometrica inicie en n = 0. 

127. Verdadero 129. Demostracion 

OO OO 

131. Las respuestas varlan. Ejemplo: ^ 1, ^ (— 1) 

. _ _ . __ n = 0 n = 0 

133 a 137. Demostraciones 





b) J ( I - x) dx = ^ 

J (x — x 2 ) dx = \ 
o ^ 

l = 

1 1 oc 

c) a n = y ^ a n = 1 ; La suma de todas las regio- 

n n + 1 n=\ 

nes sombreadas es el area del cuadrado, 1 . 

141. H = vida media de la droga 
n = numero de dosis iguales 
P = numero de unidades de la droga 
t = intervalos de tiempo iguales 

La cantidad total de la droga en el sistema del paciente en el mo- 
menta que se da la ultima dosis es 
T n = P + Pe k ‘ + Pe 2kl + ■ ■ • + Pel"-')*' 
donde k = — (In 2 )/H. Un intervalo de tiempo despues de que 
la ultima dosis se da es: 

T n+] = Pe kt + Pe 2kt + Pe ikl + ■ ■ ■ + Pe nkt 
y as! sucesivamente, porque k < 0, T n+S — >0 cuando s— >oo. 
143. Problema Putnam Al, 1966 


Seccion 9.3 (pagina 622) 

1. Diverge 3. Converge 5. Converge 7. Converge 

9. Diverge 11. Diverge 13. Diverge 15. Converge 

17. Converge 19. Converge 21. Diverge 
23. Diverge 25. Diverge 27. f(x) no es positiva para x > 1 . 
29. f(x) no es siempre decreciente 31. Converge 33. Diverge 
35. Diverge 37. Diverge 39. Converge 41. Converge 
43. c; diverge 44. /; diverge 45. b\ converge 
46. a; diverge 47. d; converge 48. e; converge 


n 

5 

10 

20 

50 

100 

S u 

3.7488 

3.75 

3.75 

3.75 

3.75 


Las sumas parciales se aproximan 
a la suma 3.75 muy rapidamente. 


o -1 1 1 

o 


n 

5 

10 

20 

50 

100 

S u 

1.4636 

1.5498 

1.5962 

1.6251 

1.635 


Las sumas parciales se aproximan 
a la suma tt 2 /6 ~ 1 .6449 mas len- 
tamente que la serie en el aparta- 
do a). 


51 . Ver el teorema 9. 10 en la pagina 619. Las respuestas varlan. Por 
ejemplo, la convergencia o la divergencia pueden determinarse 
para la serie 


OO 1 

IFTT 



A-96 


Soluciones de los ejercicios impares 


OO J OO ] 

53. No. Porque ^ — diverge, ^ - tambien diverge. La conver- 

n=l n n= 10 000 

gencia o divergencia de una serie no esta determinada por el pri- 
mer numero finito de terminos de la serie. 


55. 


'Z a n > f f{x) dx > 2 a„ 


1 2 3 4 5 6 7 


57. p > 1 59. p > 1 61. p > 1 63. Diverge 

65. Converge 67. Demostracion 
69. S 6 ~ 1 .08 1 1 71. S 10 = 0.9818 73. S 4 « 0.4049 

R 6 » 0.0015 R l0 « 0.0997 R 4 « 5.6 x 10- 8 

75. TV > 7 77. TV > 2 79. TV > 1 000 

OO l 

81 . a) V — j-y converge por el criterio de la serie p porque 1.1 > 1 . 

n — 2 H ' 


1 


, n In n 


diverge por el criterio de la integral porque 


/; 


i 


x In x 


dx diverge. 


CO 

b) ^ — = 0.4665 + 0.2987 + 0.2176 + 0.1703 


+ 0.1393 + 
1 


, n In n 


= 0.7213 + 0.3034 + 0.1803 -I- 0.1243 


+ 0.0930 + ■ ■ ■ 
c) n > 3.431 x 10 15 

83. a) Sea f(x) = \/x. f es positiva, continua y decreciente en 
[1, oo). 


Sk-ls 

rn + 1 

s ■ 2 J, 


fi 

J 1 JC 


dx = In n 


- dx = In (n + 1) 


Asl, In (n + 1) < S n < 1 + In n. 

b) In (n + 1) — In n < S n — In n < 1. 

Tambien, ln(n + 1) — In n > 0 para n > 1 . Asf, 0 < S n — In n 
< 1, y la sucesion {a n } es acotada. 

c) a„ - a n + 1 = [S H ~ In n] - [5„ + 1 - ln(n + 1)] 

1 


n + 1 1 

- dx — 
x n + 1 


> 0 


Asf, a n > a n + 1 . 

d) Porque la sucesion es acotada y monotona, converge a un 11- 
mite y. 

e) 0.5822 

85. a) Diverge b) Diverge 

c) ^ x lnn converge para x < 1/e. 

n=2 

87. Diverge 89. Converge 91. Converge 93. Diverge 
95. Diverge 97. Converge 


Seccion 9.4 (pagina 630) 



/ 

* • 



y 11 


2 4 6 8 10 


c) Las magnitudes de los terminos son menores que las magnitudes 
de los terminos de la serie p. Por tanto, las series convergen. 

d) A menores magnitudes de los terminos, menores magnitudes 
de los terminos de la sucesion de sumas parciales. 

3. Converge 5. Diverge 7. Converge 9. Diverge 
11. Converge 13. Converge 15. Diverge 17. Diverge 

19. Converge 21. Converge 23. Converge 

25. Diverge 27. Diverge 29. Diverge; criterio de la serie p 

CO / J N 

31. Converge; criterio de la comparacion directa con ^ 

B = 1 

33. Diverge; criterio del rc-esimo termino 35. Converge; criterio de 
la integral 

37. lim y-f- = 11m na n 

n— »oo 1 J n n—> oo 

lfm na n ib 0, pero es finito. 

n—^oo 

La serie diverge por el criterio de la comparacion en el lnnite. 

39. Diverge 41. Converge 

43 - 

oo ft 3 

Asl \g5^TI dlVerge - 

45. Diverge 47. Converge 

49. La convergencia o divergencia depende de la forma del termino 
general de la serie y no necesariamente de la magnitud de los ter- 
minos. 

51 . Ver el teorema 9. 13 en la pagina 628. Las repuestas vanan. Por ejem- 

00 j | j J n _ i 

plo, V — diverge porque lfm , — . — = 1 y 

=2 V« - 1 l/v« 

1 


V diverge (serie p). 

n = 2 ■v W 

53. a) Demostracion 
b) 


n 

5 

10 

20 

50 

100 

S n 

1.1839 

1.2087 

1.2212 

1.2287 

1.2312 


c ) 0.1226 d) 0.0277 
55. Falso. Seaa n = l/n 3 y b n = 1/n 2 . 

OO | OO J 

57. Verdadero 59. Verdadero 61. Demostracion 63. ^ -j, ^ — 


n = 1 " n = 1 ‘ 


65 a 71. Demostraciones 73. Problema Putnam B4, 1988 

Seccion 9.5 (pagina 638) 

1. d 2. / 3 .a 4. b 5. e 6. c 



Soluciones de los ejercicios impares 


A-97 


n 

1 

2 

3 

4 

5 

Sn 

1.0000 

0.6667 

0.8667 

0.7238 

0.8349 


11 

6 

7 

8 

9 

10 

s„ 

0.7440 

0.8209 

0.7543 

0.8131 

0.7605 


b) 


1.1 


o 


0.6 


c ) Los puntos estan altemados a los la- 

dos de la recta horizontal y = 77/4 
que representa la suma de la serie. 

1— Las distancias entre puntos sucesi- 
vos v la recta decrecen. 

. . 11 J 


d ) La distancia en el apartado c) es siempre menor que la magni- 
tud del siguiente termino de la serie. 



dos de la recta horizontal y = tt 712 
que representa la suma de la serie. 
Las distancias entre puntos sucesi- 
vos y la recta decrecen. 

0.6 

d) La distancia en el apartado c) es siempre menor que la magni- 
tud del siguiente termino de la serie. 

11. Converge 13. Converge 15. Diverge 

17. Converge 19. Diverge 21. Converge 23. Diverge 

25. Diverge 27. Diverge 29. Converge 

31. Converge 33. Converge 35. Converge 

37. 0.7305 < 5 < 0.7361 39. 2.3713 < S < 2.4937 

41. a) 7 terminos (note que la suma empieza con n = 0.) b) 0.368 

43. a) 3 terminos (note que la suma empieza con n = 0.) b) 0.842 

45. a) 1 000 terminos b) 0.693 47. 10 49. 7 

51 . Converge absolutamente 53. Converge absolutamente 

55. Converge absolutamente 57. Converge condicionalmente 

59. Diverge 61. Converge condicionalmente 

63. Converge absolutamente 65. Converge absolutamente 

67. Converge condicionalmente 69. Converge absolutamente 

71. Una serie altemante es una serie cuyos terminos alteman en el signo. 

73. |S — SjyI = \R n \ < a N+1 

75. Graficar b). La suma parcial altema por arriba y por abajo de la rec- 
ta horizontal que representa la suma. 

77. Verdadero 79. p > 0 

81. Demostracion; el reclproco es falso. Por ejemplo: Sea a n = l/n. 

OO ] OO ] 

83. ^ 2 converge, por tanto, tambien converge ^ 4 . 

«= 1 n «= 1 n 

85. a) No; a n + l < a n no se satisface para toda n. Por ejemplo, 9 < g. 
b) SI; 0.5 

87. Converge; criterio de la serie p 

89. Diverge; criterio del termino n-esimo 

91. Converge; criterio de la serie geometrica 



93. Converge; criterio de la integral 
95. Converge; criterio de la serie altemante 
97. El primer termino de la serie es 0, no 1 . No se pueden reagrupar 
los terminos de la serie arbitrariamente. 

99. Problema Putnam 2, sesion vespertina, 1954 


Seccion 9.6 (pagina 647) 

1 a 3. Demostraciones 5. d 6. c 7./ 8. b 9 .a 10. e 
11 . a ) Demostracion 

b) 


n 

5 

10 

15 

20 

25 

Sn 

9.2104 

16.7598 

18.8016 

19.1878 

19.2491 


c ) 



d) 19.26 


e) Entre mas rapidamente tienden a cero los terminos de la se- 
rie, mas rapidamente tiende la sucesion de las sumas parcia- 
les a la suma de la serie. 


13. Converge 
19. Converge 
25. Diverge 
31. Diverge 
37. Converge 
43. Diverge 
49. Converge 


15. Diverge 
21. Diverge 
27. Converge 
33. Converge 
39. Diverge 
45. Converge 


17. Diverge 
23. Converge 
29. Converge 
35. Converge 
41. Converge 
47. Converge 


51. Converge; criterio de la serie altemante 
53. Converge; criterio de la serie p 
55. Diverge; criterio del termino n-esimo 
57. Diverge; criterio de la serie geometrica 
59. Converge; criterio de comparacion de llmites con b n = 1 /2" 
61. Converge; criterio de comparacion directa con b n = 1/3" 

63. Converge; criterio del radio 65. Converge; criterio del radio 
67. Converge; criterio del radio 69. ay c 71. ay b 

co « 4- 1 

73 - 2 ~bn+i 75 - fl ) 9 b ) -0.7769 


77. Diverge; lfm 


79. Converge; 11m 

n—> oo 


> l 


< l 


81. Diverge; 11m a n =£ 0 83. Converge 85. Converge 

87. (-3, 3) 89. (-2,0] 91. * = 0 

93. Ver el teorema 9.17 en la pagina 641. 

OO 

95. No; la serie V diverge. 

n + 10 000 6 

97. Absolutamente; por el teorema 9.17 99 a 105. Demostraciones 
107. a) Diverge b) Converge c) Converge 
d) Converge para todos los enteros x > 2 
109. Las respuestas varlan. 

111. Problema Putnam 7, sesion matutina, 1951 

Seccion 9.7 (pagina 658) 

1. d 2. c 3 .a 4. b 


A-98 


Soluciones de los ejercicios impares 


5. P\ = — \x + 6 


8 



7. P 1 = falx + 72(4 - tt)/4 


5 






- 



-1 


9. 


Pj es el polinomio de Taylor 
de primer grado para / en 4. 


10 


\ 

1 A 

V1, 4 )/ 


_ 




Pj es el polinomio de Taylor 
de primer grado para / en tt/4. 


-2 


X 

0 

0.8 

0.9 

1 

1.1 

fix) 

Error 

4.4721 

4.2164 

4.0000 

3.8139 

fax) 

7.5000 

4.4600 

4.2150 

4.0000 

3.8150 


X 

1.2 

2 

fix) 

3.6515 

2.8284 

fax) 

3.6600 

3.5000 


11 . a) 


2 


/ 6 /" 

X ^ 

"V/ 

7 f 

X 


-2 


fo) /®(0) 
/ ( 4 ) ( 0 ) 
/< 6) ( 0 ) 
c) /<">(0) 


- 1 P 2 ®(0) = - 1 

1 p 4 (4) (0) = 1 

- 1 pfa ( o ) = - 1 

P«(0) 


13. 1 + 3x + \x 2 + \ x 3 + yr 4 
15. 1 - + |x 2 - ^x 3 + 

17. x — lx 3 + fax 5 19- x + x 2 + \x 3 + \x A 

21. 1 - x + jc 2 - x 3 + .r 4 - 7 23. 1 + \x 2 

25. 2 — 2(x — 1) + 2(x - l) 2 - 2(.v - l) 3 

27. 2 + 4 (* — 4) — fax — 4) 2 + Juix ~ 4) 3 

29. In 2 + fa ~ 2) - fa ~ 2) 2 + fax - 2) 3 - fax - 2) 4 

7T 3 

31. a) P 3 (jc) = me + — jc 3 


b ) 

C? 3 W = 1 + 2tt^x - + 2tt 2 ^ - + fa~( x 




X 

0 

0.25 

0.50 

0.75 

1.00 

sen* 

0 

0.2474 

0.4794 

0.6816 

0.8415 

fax) 

0 

0.25 

0.50 

0.75 

1.00 

fax) 

0 

0.2474 

0.4792 

0.6797 

0.8333 

fax) 

0 

0.2474 

0.4794 

0.6817 

0.8417 


b) 


c) Como la distancia aumenta, 
la aproximacion polinomica 
se vuelve menos exacta. 


35. a) 


X 

-0.75 

-0.50 

-0.25 

0 

0.25 

fix) 

-0.848 

-0.524 

-0.253 

0 

0.253 

fax) 

-0.820 

-0.521 

-0.253 

0 

0.253 


X 

0.50 

0.75 

fix) 

0.524 

0.848 

fax) 

0.521 

0.820 





41. 4.3984 43. 0.7419 45. R 4 < 2.03 x lO^ 5 ; 0.000001 

47. R 3 < 7.82 x 10 3 ; 0.00085 49. 3 51. 5 

53. n = 9; ln(1.5) « 0.4055 55. n = 16; e-^ 1 - 3 ) = 0.01684 

57. -0.3936 < jt < 0 59. -0.9467 < jc < 0.9467 

61 . La grafica de la aproximacion polinomica P y la funcion elemen- 
tal/pasan por el punto (c,/(c)), y la pendiente de la grafica de P 
es igual a la pendiente de la grafica de/en el punto (c,/(c)). Si P 
es de grado n, entonces las primeras n derivadas defy P coinci- 
den en c. Esto permite que la grafica de P se parezca a la grafica 
de/cerca del punto (c,/(c)). 

63. Ver las definiciones del ;i-esimo polinomio de Taylor y del n-esi- 
mo polinomio de Maclaurin en la pagina 652. 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-99 


65. Conforme el grado del polinomio aumenta, la grafica del polino- 
mio de Taylor se vuelve una mejor aproximacion de la funcion 
dentro del intervalo de convergencia. En consecuencia, la exacti- 
tud se incrementa. 

67. a) f(x ) » P 4 (x) = 1 + x + (l/2)x 2 + (l/ 6 )x 3 + (l/24)x 4 

g(x) = Q 5 (x) = x + x 2 + (l/2)x 3 + (l/ 6 )x 4 + (l/24)x 5 
Q s (x) = xP 4 (x) 

b ) g(x) = P 6 {x) = x 2 — x 4 /3! + x 6 /5! 

c) g( x) == P 4 (x) = 1 - x 2 /3! + x 4 /5! 

69. a) Q 2 (x) = -1 + (7r 2 /32) (x + 2 ) 2 

b) R 2 (x) = — 1 + (77- 2 /32) (x — 6) 2 

c ) No. Las traslaciones horizontales en el resultado del apartado 
a) solo son posibles en x = — 2 + 8 n (donde n es un numero 
entero) porque el periodo de/es 8 . 

71. Demostracion 

73. Cuando nos alejamos del valor x = c, el polinomio de Taylor se 
vuelve menos exacto. 

Seccion 9.8 (pagina 668) 

1. 0 3. 2 5. R = 1 7. R = \ 9. R = oo 

11. (-4,4) 13. (-1,1] 15. (- 00 , 00 ) 17. x = 0 

19. (-4,4) 21. (-5, 13] 23. (0,2] 25. (0, 6 ) 

27. (- 5 , 5 ) 29. (- 00 , 00 ) 31. (-1,1) 33. x = 3 

35. R = c 37. (~k,k) 39. (-1,1) 

OO y n — 1 00 y — 1 

45. < 3 ) (-3,3) b) (-3,3) c) (-3,3) d) [-3,3) 

47. a) (0, 2] b) (0, 2) c) (0, 2) d) [0, 2] 

49. c; S x = 1, S 2 = 1.33 50. a; S x = 1, S 2 = 1.67 

51. b\ diverge 52. d\ altemante 

53. b 54. c 55. d 56. a 

57. Una serie de la forma 

OO 

2 a„(x — c) n = a 0 + a^x — c) + ci 2 (x — c) 2 + ■ ■ ■ 

n = 0 

+ - c) n + ■ ■ ■ 

se llama una serie de potencias centiada en c, donde c es una cons- 
tante. 

59. 1. Un solo punto 2. Un intervalo centrado en c 
3. Toda la recta real 
61. Las respuestas varian. 

63. a ) Para /(x): (— 00 , 00 ); para g(x): ( — 00 , 00 ) 

b ) Demostracion c) Demostracion d) f(x) = sen x; g(x) = cos x 
65 a 69. Demostraciones 
71. a) Demostracion b ) Demostracion 



73. 


fix) = 

77. a) I 


75. 


3 



fix) = 1/(1 + x) 
JL 

13 



6 


c ) Las series altemantes convergen mas rapidamente. Las sumas 
parciales de las series de terminos positivos se aproximan a la 
suma por abajo. Las sumas parciales de las series altemantes se 
alteman a los lados de la recta horizontal que representa la suma. 


M 

10 

100 

1 000 

10 000 

N 

5 

14 

24 

35 


79. Falso. Seaa n = (— l)"/(n2 n ) 81.Verdadero 83. Demostracion 
85. a) (— 1, 1) b) f(x) = (c 0 + cqx + c 2 x 2 )/(l — x 3 ) 

87. Demostracion 


Seccion 9.9 


i. 



(pagina 676) 

L, 3(— l)”x” 

2j An+l 
n = 0 H 


5- S 


n = 0 


7- D" 

2 n + i 


OO 

7. ^ (37 

n=0 


9 - -9 2 L 

y n = 0 L 


15 3 
' 2 ’ 2 


;(x + 3) 


11 . ^ 


(-1.3) 

(-1)" 2 ,I+1 x” 


3 3 

' 2 ’ 2 


13. 2 


1 


(-3) n 


- 1 7 

3’ 3/ 


' 15. 2x»[l + (-l)-] = 2 

n—0 n—0 

(-1.D (-1.D 

oo oo oo / |)/j„n + 1 

17. 2 ^ x 2n 19. £ «(-l)"^" _1 21. ^ — 

n = 0 n=l n=0 « + 1 


(-1. 1) 


(-1.D 


(- 1 . 1 ] 


23. ^ (-l) n x 2,! 25. ^ (— l)' ! (2x 


(- 1 . 1 ) 


(-ii) 




h 3 

f 






-3 


X 

0.0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

s 2 

0.000 

0.180 

0.320 

0.420 

0.480 

0.500 

In(x + 1) 

0.000 

0.182 

0.336 

0.470 

0.588 

0.693 

*^3 

0.000 

0.183 

0.341 

0.492 

0.651 

0.833 


A-100 


Soluciones de los ejercicios impares 


29. a) 



b) In x, 0 < x < 2, R = 1 

c) -0.6931 

4 d) ln(0.5); el error es aproximada- 
mente 0. 


31. c 32. d 33. a 34. b 35. 0.245 37. 0.125 

oo oo 

39. ^ nx" _1 , — 1 < x < 1 41. ^ (2 n + l)x n , — 1 < x < 1 

n = 1 n = 0 

43. E(n) = 2. Porque la probabilidad de obtener una cara en un solo 
lanzamiento es se espera que en promedio se obtenga una cara 
en cada dos lanzamientos. 


45. Como 


trica. 


1 + x 1 — (— x) 


47. Como 


= 5 


1 


se sustituye (— x) en la serie geome- 


se sustituye (— x) en la serie geo- 


1 + x “VI - (~x)J 
metrica y se multiplica por 5. 

49. Demostracion 51. a) Demostracion b ) 3.14 

53. In | = 0.4055; ver ejercicio 21. 

55. In 5 = 0.3365; ver ejercicio 53. 

57. arctan \ ~ 0.4636; ver ejercicio 56. 

59. f{x) = arctan x es una funcion impar (simetrica respecto al ori- 
gen). 

61 . La serie en el ejercicio 56 converge a su suma a un ritmo mas lento 
porque sus terminos tienden a cero a un ritmo mucho mas lento. 

63. La serie converge en el intervalo (— 5, 3) y quizas tambien en uno 
o en ambos puntos terminales. 

65. V3tt/6 67. 5, = 0.3183098862, 1/n = 0.3183098862 

Seccion9.10 (pagina 687) 


, 72 (-l)" (n+1)/2 / 7T 

_ ni |x “ 

n = 0 n ‘ L n = 0 n ‘ 


1 - (2 j c)f 

-A. n\ 




OO OO ( — iWv — l)«+l 

5. X (-!)'■ 7 - D" 7. X ( 

n — 0 n = 0 n + 1 

oo 1 \n(ri x )2n+l 

\S e (2,4 ■). "■ 1 + -V2! + 5,-/4! + .. . 

OO 

13 a 15. Demostraciones 17. ^ (— 1 )"(n + I )x 

OO 

19- 1 + 2 


n = 0 

1 • 3 • 5 • • • (2/1 - 1)V 


2"n ! 


21 . 




(-!)"! • 3 • 5 ■ ■ ■ (2n - l)x ln 
2 3n n\ 


„ x « (~1)" + 1 1 - 3 -5 - ■ -(2h-3)x” 
2 „4 2"n! 


25. 1 


+ 2 


( 1 )" + 1 1 ■ 3 • 5 • • • (2 n - 3)x 2 


2 "n\ 


27 V JlI 29 Y ("I)" -1 *" 31 V (~ l)' ! (3x) 2,i + 1 

■ „4 2"n! ■ „4 n ’ A. 


-'o (2« + I)' 


33. X 

n 

39. 1 


(-1)"4 2 "^ 


35. ^ 


(- l)'br 


,-o (2«)! ' „4> (2 m) ! ' „4 (2 n + 1)! 


(- l)”(2x) 2 ' 1 

4 (2m)! 


41. ^ 


- 37. ^ 

n = 0 

(_l)n x 2 « + 2 


oo v 2w + l 


„=o (2« + 1)! 


( OO ( 

V t , x V 0 45. Demostracion 

„4 (2n + 1)!’ 

1, x = 0 
47. = x + x 2 + \x 3 — 



49. P s (x) = x - \x 2 - \x 3 + 



9 . 5 ^ 5 a 

= v — y-x- -A- — 


51. P A (x) = x — x 2 + 


W 


53. c\f(x ) = x sen x 54. d;f(x) = *cos;c 55. a\f(x ) = xe x 


56. b;f(x) = xr 


1 


CO (_ l)(«+l)j| C 2 » + 3 

57 ‘ 4 (2n + 3)(n + 1)! 


J + x) 

59. 0.6931 61. 7.3891 63. 0 65. 1 67. 0.8075 

69. 0.9461 71. 0.4872 73. 0.2010 75. 0.7040 

77. 0.3412 

79. P 5 (x) = x — 2x 3 + \x 5 

[-U] 



81. P s (x) = (x - 1) - ^(x - l) 3 + £(x - l) 4 - ^(x - l) 5 

[i2] 



83. Ver los “Pasos para encontrar una serie de Taylor” en pagina 
682. 

85. La serie binomial esta dada por 

„ , k(k - 1) , k(k - 1 )(k - 2) , 

(1 + x) k = 1 + kx + “4^ — -X 2 + — -X 3 + ■ ■ ■ 

El radio de convergencia es R = 1. 

87. Demostracion 

89. a) b ) Demostracion 

c) Ox" = 0 Af(x) 


Soluciones de los ejercicios impares 


A-101 


91. Demostracion 93. 10 95. —0.0390625 

'k\ r n 


97. V k )x" 99. Demostracion 

„ = o W 

Ejercicios de repaso del capftulo 9 (pagina 690) 

1. a n = 1 /(«! + 1) 3. a 4. c 5. d 6 . b 

Converge a 5 



9. Converge a 3 11. Diverge 13. Converge a 0 

15. Converge a 0 17. Converge a 0 

19. a) 


11 

l 

2 

3 

4 

K 

$8 100.00 

$8 201.25 

$8 303.77 

$8 407.56 


11 

5 

6 

7 

8 

K 

$8 512.66 

$8 619.07 

$8 726.80 

$8 835.89 


b) $13 148.96 

21 . a) 


b ) 


11 

5 

10 

15 

20 

25 

S’„ 

13.2 

113.3 

873.8 

6 648.5 

50 500.3 



23. a) 


b) 


II 

5 

10 

15 

20 

25 

s„ 

0.4597 

0.4597 

0.4597 

0.4597 

0.4597 



25. 3 27. 5.5 29. a) (0.09)(0.01)' ! 

n = Q 


31. Diverge 
39. Converge 
45. Converge 
51. Converge 
57. Converge 


33. Diverge 
41. Diverge 
47. Diverge 
53. Diverge 
59. Diverge 


35. 45^ m 


b) IT 

37. $7 630.70 


43. Diverge 
49. Converge 
55. Diverge 


61 . a ) Demostracion 
b ) 


n 

5 

10 

15 

20 

25 

•S„ 

2.8752 

3.6366 

3.7377 

3.7488 

3.7499 


c ) 


d) 3.75 


63. a) 


N 

5 

10 

20 

30 

40 

N 1 

1.4636 

1.5498 

1.5962 

1.6122 

1.6202 

pi* 

Jn * 

0.2000 

0.1000 

0.0500 

0.0333 

0.0250 


N 

5 

10 

20 

30 

40 

N I 

1.0367 

1.0369 

1.0369 

1.0369 

1.0369 

Jn x 5 

0.0004 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 


65. 

71. 

75. 

81. 


La serie en el apartado b) converge mas rapidamente. Esto es evi- 
dente en las integrales que dan los restos de las sumas parciales. 

P 3 ( x) = 1 — 3x + fx 2 — fx 3 


a) 4 
[1,3] 

OO O 

2| 

« = 0 J 

85. /(x) = 


b) 6 c) 5 d) 10 
77. Solo converge en 


83. 


2. q (m + j) U 


67. 0.996 69. 0.559 

73. (- 10, 10) 
x = 2 79. Demostracion 

x\ 


3 - 2x’ 


. = 0 9 
3 3 
_ 2 ’ 2 


87. 


2 A 


( — iy(n + l)/2 


377 

~4 


89. f 

A n\ 


OO 

91. - 2 (x + 1)' ! 

n = 0 


93. 1 + x/5 - 2x 2 /25 + 6x 3 /125 - 21x 4 /625 + ■ ■ ■ 

95. In | = 0.2231 97. e 1 / 2 « 1.6487 99. cos | = 0.7859 

101. La serie en el ejercicio 45 converge a su suma a un ritmo mas 
bajo porque sus terminos tienden a 0 a un ritmo mas bajo. 

4 

103. a) a c) 1 + 2x + 2x 2 + -x 3 


105. ^ 


(- l)"x 2 


™q (2 n + 1)(2 n + 1 )! 


107. ^ 


(-l)”x' ! 


e 0 (n + l) 2 


SP Solucion de problemas (pagina 693) 


109. 0 


1 .a) 1 b) Las respuestas varlan. Ejemplo: 0, j, | c) 0 
3. Demostracion 5. a) Demostracion b) Si c) Cualquier distancia 
7. Para a = b, la serie converge condicionalmente. Para ningun va- 
lor de a y b la serie converge absolutamente. 

9. 665 280 11. a) Demostracion b ) Diverge 

13. Demostracion 15. a) Demostracion b) Demostracion 
17. a) La altura es infinita b) El area de la superficie es infinita 
c) Demostracion 



r 
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